
GROUPES Rt~DUCTIFS 

par ARMAND B O R E L  et JAcQues TITS (1) 

Ce travail est consacr6 principalement ~ l'6tude de propri6t6s d 'un groupe alg6brique 
lin6aire connexe r6ductif G qui sont relatives ~ un corps de d6finition k de G. II s'agit 

notamment d'introduire, k l'aide de k-sous-groupes (i.e. de sous-groupes fermds d6finis 
sur k) des notions qui g6n&alisent naturellement celles de tore maximal, racines, groupe 
de Weyl, etc. de la th6orie classique, de d6montrer l'existence d'une d&omposition 
de Bruhat pour le groupe G k des points de G rationnels sur k, et des th6or6mes de 
conjugaison <~ sur k >~, i.e. par des 616ments de G k. A cet effet, on utilisera essentieUement 
deux familles de sous-groupes de G : les tores d6ploy6s ou d6compos6s sur k (i.e. isomorphes 
sur k ~ un produit de groupes multiplicatifs Gin) maximaux et les k-sous-groupes P para- 
boliques (i.e. tels que G/P soit une vari&6 projective) minimaux. Ils jouent respectivement 
le r61e des tores maximaux et des sous-groupes r~solubles connexes maximaux sur un 
corps alg6briquement clos. 

Ces r6sultats font l 'objet des w167 4 a 7 de I. La deuxi6me partie apporte divers 
compl6ments ou applications dans lesquels G n'est pas toujours r6ductif ou bien k est 

soumis ~ certaines restrictions. 
Les w167 o h 2 sont de nature pr61iminaire. Le w o fixe des conventions et notations; 

le w I rassemble quelques r6sultats sur les tores; le w 2 rappelle les propri6t6s fondamentales 
d 'un groupe r6ductif G, dont nous aurons besoin : structure de G lorsque G est d6ploy6 
sur k (ce qui 6quivaut ~ l'existence d 'un tore maximal d6ploy6 sur k), densit6 de G k 
si k est infini, existence d'un tore maximal d6fini sur k et d 'une extension s6parable de k 

sur laquelle G est d6ploy6 (2. I4). Le w 3 est consacr6 i~ l'6tude de certains k-sous-groupes H 
normalis6s par un tore maximal de G d6fini sur k. On &ablit en particulier l'existence 

et la conjugaison sur k de d&ompositions de Levi (13. I3, 3. I4), puis, dans certains cas, 
l'existence d'une suite de composition ~t quotients successifs vectoriels sur lesquels un tore 
donnd op~re par homoth6ties, lorsque H est unipotent (3. I7, 3. I8), et de k-sections 

locales de la fibration de G par H (3-24). 
Dans le w 4, ces rfisultats sont appliquds ~t l'intersection de deux k-sous-groupes 

paraboliques P, P'. On montre en outre notamment que : la fibration de G par P 
poss~de des k-sections locales; si P et P' sont conjugu6s sur une extension K de k, ils 

(1) A certaines p~riodes durant  l '~laboration de ce travail, nous avons bSn6fici6 de I 'aide financi&re de 
]a N.S.F. : le premier auteur A i 'Universit6 de Chicago et A Paris (contract GP-24o3), le second auteur ~ I 'Institute 
for Advanced Study (contract GP-779) et h l 'Universit6 de Chicago (contract GP-574). 
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56 A R M A N D  B O R E L  ET J A C Q U E S  T I T S  

sont conjuguds sur k ;  si P et P' sont minimaux, ils sont conjuguds sur k (4-13)- On 
6tablit 6galement la conjugaison sur k des tores d6ploy~s sur k maximaux (4.21) et 
on relic ces sous-groupes aux k-sous-groupes paraboliques minimaux (4-16). Les 
d6monstrations font jouer un r61e important ~ la notion de sous-groupes paraboliques P, P' 

opposes (PnRu(P ' )=P ' c~R~(P)={e} ,  cf. 4.8, 4.1o).  
Soit S u n  tore d6ployd sur k maximal. Par d6finition, le groupe de Weyl kW(G) 

de G relatif ~ k est le quotient ,W(S)/.~(S) du normalisateur de S par le centralisateur 
de S, et les k-racines de G par rapport ~ S sont les caract6res non triviaux de S dans la 

repr6sentation adjointe de G. On montre (5-3) que kW(G), vu eomme groupe d'auto- 
morphismes de X*(S)| (off X*(S) est le groupe des caract~res rationnels de S), 
muni d 'un produit scalaire convenable ( , ), est le groupe engendrd par les sym6tries par 
rapport aux hyperplans orthogonaux aux k-racines, et (5.8) que l'ensemble kqb(G) de ces 
derni~res est un (~ syst~me de raeines >> (i.e., outre l'invariance par le groupe de Weyl, 
v6rifie la condition 2(a, b)(b, b ) - l~Z  (a, bekq)(G)) ). De plus, on a M/'(S)=c4/'(S)k . ~ ( S )  
et les doubles classes de G k suivant Pk ( P u n  k-sous-groupe parabolique minimal) corres- 
pondent biunivoquement aux 616ments de kW(G), ~( ddcomposition de Bruhat )), (5. I5). 

Le w 6 met en relations les racines et groupes de Weyl relatifs ~ k et "~ une extension K 
de k, les sous-groupes paraboliques sur K et sur k, et les d6compositions de Bruhat de G K 

et G k. On montre aussi que G K = Ru(P)k. U~.  PK off Pes t  un k-sous-groupe parabolique 
minimal et U -  le radical unipotent d 'un K-sous-groupe opposd k P (6.25). 

L'ensemble @o des 6ldments de kqb(G) dont le double n'est pas une racine est aussi 

un syst~me de racines. Dans le w 7, on construit un k-sous-groupe d6ploy6 de G dont S 
et r sont respectivement un tore maximal et le syst~me de racines. 

Dans le w IO on montre (lO.2) que dans un groupe alg6brique quelconque G, 
la classe de conjugaison d 'un 616ment semi-simple est ferm6e (et r6ciproquement si G 
est semi-simple) et que le centralisateur d 'un k-tore, k 6tant un corps de d6finition pour G, 
est aussi ddfini sur k (lO.5). Dans le w 11, on  retrouve des rdsultats de Grothendieck 
et Rosenlicht sur l'existence et la conjugaison sur k de k-sous-groupes de Cartan de G 
lorsque G est r6soluble. 

Dans les paragraphes restants, on fait des hypotheses restrictives sur le corps de 
base k. Le w 8 le suppose parfait et prouve, par un argument de points fixes, la conjugaison 

sur k des sous-groupes connexes trigonalisables sur k (i.e. isomorphes sur k ~ un groupe 
de matrices triangulaires) maximaux (8.2). 

Si k est localement compact de caract6ristique zdro, G k est muni naturellement 
d'une structure de groupe topologique. Les w167 9, 13, 14 sont consacrds h diverses questions 
mettant en jeu cette topologie; en particulier : condition n6cessaire et suffisante pour 

que Gk/H k ou (G/H)k soit compact (9.3) ou pour que G k soit engendr6 par un voisinage 
compact de l'6Idment neutre (13.4) , structure du groupe des composantes connexes 
de G~ lorsque k = R  et G est irr~ductible (14.5). Dans le w 14, on fait ~galement le lien 
entre le point de vue ddveloppd ici et la thdorie transcendante (ddcomposition d'Iwasawa, 
groupe de Weyl et racines d 'une ~ paire symdtrique >>). 
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Enfin, le w I2 suppose G semi-simple connexe,  k de caractdristique zdro, et discute 

des questions de rationalit6 des reprdsentations lindaires ou projectives irr~ductibles de G 

et des propridtds de leurs poids restreints ~ S. On  caractdrise, no tamment ,  les poids 

dominants  des reprdsentations projectives ddfinies sur k ( I2 .6 )  et des representat ions 

lindaires for tement  rationnelles sur k, c'est-~-dire qui sont ddfinies sur k, et dont  l 'espace 

de repr&enta t ion  contient  une droite d6finie sur k stable par  un sous-groupe parabol ique  

de G ( I2 . IO) .  

Les rdsultats de ce travail  ont  dt6 en part ie annoncds antdr ieurement  [2, 34, 35], 

souvent en supposant  k parfait,  restriction qui  a pu &re lev6e grfice aux rdsultats de 

Grothendieck  [ i i ]  rappelds en 2.14.  Remarquons  ~ ce propos q u ' u n  certain h o m b re  

de complications techniques ou de ddtours sont dus ~ la ndcessit6 de mont re r  que certains 

sous-groupes k-ferm6s sont d~finis sur k, ou que certaines classes de sous-groupes 

cont iennent  un reprdsentant  ddfini sur k, r~sultats qui  sont dvidents ou bien connus si 

l 'on suppose le corps de base parfait.  Sous cette derni~re hypoth&e,  une part ie  des 

r6sultats des w167 4, 5, 8 est aussi ddmontrde par  Satake [28]. 

w o. N O T A T I O N S  E T  R A P P E L S  

O. I, Les corps sont toujours commutatifs .  Si k est un corps, k*, k~ et /~ d6signent 

respect ivement  le groupe  mult ipl icat i f  des 6ldments non nuls de k, une  cl6ture sdparable 

de k et une cl6ture algdbrique de k; si k' est une extension normale  s6parable de k, 

Gal(k'/k) ddsigne le groupe de Galois de k' sur k. 

o .2 .  Soient G u n  groupe,  H une part ie  de G. O n  notera  souvent gH le transform6 

de H par  l ' au tomorphisme intdrieur I n t g  :x l -+g.x .g  - t  (g, x e G ) .  L ' image  d ' u n  sous- 

groupe L de G dans le groupe In t  G des automorphismes intdrieurs de G sera notde In toL .  

~/ 'o(H) ou JV'(H) est le normal isa teur  de H dans G, et I G ( H  ) ou .~e(H) le centra-  

lisateur de H dans G. Le i-i~me groupe  d6rivd (resp. le i-i6me terme de la sdrie centrale 

descendante)  de G est not6 ~ G  (resp. C~iG), et l 'on pose ~ G = q g i G ,  cg~o G = ['1~ ~ G .  

On  a donc 
~ O =  ( ~ ' - ~ G ,  ~ - t G ) ,  cd'C = (G, c#~-~C) ( i > i  

en convenant  que G = ~ ~ 1 7 6  off (A, B) ddsigne le groupe  engendrfi par  les 

commuta teurs  (a, b) = a. b. a -1 . b -1 (aeA,  b~B), A et B fitant deux parties de G. L 'dldment  

neutre  de G sera notd e ou i. Soient A i (I < i <  m) des sous-ensembles de G. L 'appl ica t ion 

(ai) }-+a I . . .  % de A a •  •  m dans G sera appelde l'application produit. 

0. 3. Par  groupe algdbrique sur k, ou ddfini sur k, ou k-groupe alg~brique (t), 

on entend dans ce travail  un groupe lin6aire algdbrique d6fini sur k, au sens de [I],  

ou, si l 'on tient ~ 6viter le recours au corps universel, un  sous-groupe algdbrique sur k 

(1) Sur ce point, nous nous ~cartons doric de Ia terminologie de [I]. 
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du groupe GL~ des matrices inversibles d'ordre n, au sens de [3]. Nous laissons au lecteur 
le soin de choisir le cadre dans lequel il veut se placer, ou d'envisager les k-groupes 
alg~briques comme des sch6mas en groupes affines absolument r6duits sur k [II]  s'il 

ddsire ~tre plus intrins6que. 
Soit G un k-groupe algdbrique. G o ddsigne la composante connexe de e dans G. 

Elle est aussi ddfinie sur k. Si H est un sous-ensemble ferm6 de G, ddfini sur k, alors ~/'o(H) 
et ~G(H) sont algdbriques, k-fermds (i.e. d6finis sur une extension purement insdparable 
de k). On notera ~%(H)  ~ (resp. ~Yo(H) ~ le normalisateur (resp. centralisateur) 

connexe de H dans G. 
Pour toute extension K de k, G K ddsigne l'ensemble des points de G qui sont 

rationnels sur K (et de m~me pour une varidt6 alg6brique ddfinie sur k). En gdndral, 
on identifiera G e t  G~. Deux parties M, M'  de G sont conjugu~es (resp. conjugu~es sur k) 
s'il existe g e G  (resp. geGk) tel que M ' = g M .  

On dcrira souvent G~ pour GL1, et G a ddsignera le groupe additif ~t une dimension. 
GL(v) est le groupe des automorphismes d'un espace vectoriel v. 

L'alg~bre de Lie d 'un groupe alg~brique G, H, L, . . .  sera notde par la lettre 

gothique correspondante g, t), I, . . .  

0. 4. Soient G, G' des k-groupes alg~briques. Un  morphisme f :  G--->G' de groupes 
algLbriques est un morphisme des varidt~s sous-jacentes qui est un homomorphisme de 
groupes. On omettra souvent << de groupes alg~briques )~ lorsque cela ne pr~tera pas 

confusion, et on dira k-morphisme si f est ddfini sur k. 
On dira que G op~re morphiquement sur la k-varietal alg~brique V s'il op~re sur V 

par l'interm~diaire d 'un morphisme ~ : G •  et qu'il op~re k-morphiquement 
si q~ est ddfini sur k. Si V est un k-groupe, il sera entendu que G op~re comme groupe 

d'automorphismes. 
On note A d g  l'image de g e G  par la reprdsentation adjointe G-+GL(g).  C'est 

donc la diff~rentielle en e de Int g. 

0. 5. Soit G u n  groupe alg~brique. U n  caract~re, ou caract~re rationnel, de G est 
un morphisme de G dans Gm. L'ensemble des caract6res, muni de la loi de composition 
d~finie par le produit des valeurs, est un groupe commutatif  de type fini [23, w I], libre 
si G est connexe, notd X*(G), et dont l'ensemble des ~ldments ddfinis sur k est not~ X*(G)k. 
Pour les caract~res, on utilisera frdquemment la notation exponentielle, en ddsignant 
par g~ la valeur en g d 'un caract~re a; la loi de composition dans X*(G) sera alors notde 

additivement. 
Un groupe multiplicatif ~ un param~tre de G est un morphisme Gm~G.  Si G est 

commutatif, l'ensemble des groupes multiplicatifs ~ un param~tre, muni de la loi de 
composition ddfinie par le produit des valeurs, est un groupe commutatif  libre de type 
fini, not~ X,(G), dont l'ensemble des ~l~ments d~finis sur k est not~ X,(G)k. 

Un morphisme f :  G ~ G '  de groupes alg~briques induit canoniquement des 

morphismes f*  : X*(G') --> X*(G) et f ,  : X,(G) -~ X,(G').  
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o.  6. U n  groupe algdbrique G est le produit direct des sous-groupes invariants 

Ga, . . . ,  G,,, fermds si l 'application produi t  G 1 •  x Gin-+ G est un isomorphisme de 

groupes algdbriques; G est produit presque direct des G4 si cette application est une 
isogdnie (i.e. surjective et de noyau fini). 

G est le produit semi-direct du sous-groupe t~rmfi H et du sous-groupe ferm6 
distingufi N si l 'application produi t  induit  un isomorphisme de varidtds alg6briques de 

H x N sur G. I1 faut  et il suffit pour cela que : (i) G soit le produi t  semi-direct de H 

et N en tant  que groupe abstrait;  (ii) les alg~bres de Lie de H et N soient l indairement 

ind6pendantes.  Rappelons que, en caract6ristique non nulle, (ii) ne r6sulte pas de (i), 
m6me si G est commutatif .  

0. 7. Un  k-groupe alg6brique G est semi-simple (resp. rdductif) si le radical 
R ( G  ~ (resp. radical unipotent  R~(G~ de G o est rdduit ~t l'616ment neutre. Rappelons 

que le radical R(H)  (resp. radical unipotent  R~(H)) d ' un  k-groupe alg~brique connexe H 
est te plus grand sous-groupe distingu6 fermfi r6soluble (resp. unipotent) connexe de H ;  il 
est k-ferm6. 

Un k-groupe alg6brique connexe est simple (resp. presque simple) si tout sous-groupe 

invariant  ferm6 propre est rdduit  k {e} (resp. fini), k-simple (resp. presque k-simple) si cette 

condition est vfirifi~e par  les k-sous-groupes invariants fermds. Un  groupe + {e} est semi- 

simple si et seulement s'il est produit  presque direct de groupes presque simples non 

commutatifs  [io, exp. i7, prop. I, 2]. En particulier, si G est semi-simple, il est ~gal 
son groupe des commutateurs .  

o. 8. Soit G u n  k-groupe alg6brique. On  appellera sous-groupe de Levi de G tout 

sous-groupe ferm6 r6ductif  H tel que G soit le produit  semi-direct de H et de son radical 
unipotent  U = R , ( G ) ,  et dgcomposition de Levi une telle presentation de G (1). Si k est 

de caract6ristique z6ro, G poss6de toujours un k-sous-groupe de Levi H, et tout  k-sous- 
groupe r6ductif  de G est conjugud ~ un sous-groupe de H par un dldment de U k (voir [2o] 

et aussi [5, prop. 5- I ] ) .  Par contre, si k est de caractdristique non nulle, G ne poss6de 

pas ndcessairement de sous-groupe de Levi, d'apr6s Chevalley (non publid), deux sous- 

groupes de Levi ne sont pas n~cessairement conjugu6s (3. I5), et si L e s t  un sous-groupe 
rdductif  tel que G soit ensemblistement le produit  semi-direct de L e t  U, les alg6bres 

de Lie de L e t  U ne sont pas n6cessairement transverses (3-I5).  

0. 9. Suivant  l 'usage, Z, N, N +, O ,  R,  13 ddsignent respectivement les entiers, 
les entiers >>o, les entiers > %  les nombres rationnels, les nombres rdels et les nombres 
complexes. 

Dans toute la suite de ce travail, G dgsigne un groupe algdbrique, k un corps de d{linition 
de G, et p la caracte'ristique de k. 

(1) Ceci pour abr6ger, et bien que cette terminologie ne soit pas en complet accord avec celle qui est usuelle en 
th~orie des alg6bres de Lie, of_l une sous-alg6bre de Levi est une sous-alg~bre semi-simple, suppl6mentaire du radical. 
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I. G R O U P E S  R I ~ D U C T I F S  

w I .  TOKES 

x . I .  U n  groupe algdbrique T est un tore s'il est connexe et vdrifie les conditions 
dquivalentes suivantes : (i) T e s t  formd d'dldments semi-simples; (Ji) T e s t  diagonalisable;  
(iii) T est isomorphe au produi t  de n copies de G m (n = dim T).  

U n  tore est anisotrope sur le corps K, ou K-anisotrope, s'il est d6fini sur K et si 
X * ( T ) K z  I. I1 est d&omposg ou dgploy~ sur K s'il est ddfini sur K et K-isomorphe ~ un 

produit  de groupes G,,~. U n  K-tore  est toujours ddployd sur K. 

x.2. Soit T u n  tore. Les groupes X*(T) et X, (T)  sont alors commutat ifs  libres, 
de rang dgal ~ dim T. Si a e X . ( T ) ,  beX*(T) ,  alors boa~X*(Gm) , done boa est de la 

forme x~+x q (xeGm; qeZ).  En associant q au couple (a, b), on ddfinit sur X , ( T ) •  
une forme bilindaire ~ valeurs enti~res, notde < ,  > ,  qui met ces deux groupes en 
dualitd [io, Exp. 9, w 5]- S i f e s t  un morphisme de T dans un tore T' ,  alors 

<f ,a ,  b > = < a , f * b >  ( aeX, (T) ,  beX*(T ' ) ) .  

Si f est surjectif, alors f *  est injectif. Comme un sous-tore d 'un  tore est toujours facteur 

direct [I, 7-4, 7-5], une suite exacte de morphismes 

i -+ T " ~  T ~  T ' - §  I 

donne lieu ~ des suites exactes 

~ X. (T")  ~; X ( T )  2; X.(T')  --> 
(~* [* 

i -+ X*(T') ~ X*(T) -+ X*(T") ~ i.  

Si t~ est une partie de X*(T), alors T+ ddnotera la composante  neutre de l ' inter- 

section des noyaux des caractbres ae+.  

1.3. Proposition. - -  Soit T u n  k-tore. Alors les conditions suivantes sont gquivalentes : 
a) L'image de T par tout k-morphisme T - + G L  m (m = i, 2, . . .  ) est diagonalisable sur k. 

b) T est diagonalisable sur k. 

c) T e s t  dgploy~ sur k. 
d) On a X * ( T ) = X * ( T ) k .  
e) On a X , ( T ) = X , ( T ) k .  
I1 est clair que a) =~b). Pour  b) ~ c ) ,  voir [i ,  Prop. 7-4]- Les caract~res de G m 

dtant de la forme xF+x q (qEZ), il est clair que c) ~ d ) ,  e). S i f e s t  un morphisme de T 
dans GLm, les valeurs propres de f ( t )  ( teT)  ddfinissent des caract~res de T, done d) =>a) 

rdsulte de la Prop. 5 de [23]. Enfin, si e) est vraie, T e s t  l ' image de (G,~)" (n-----dim T) 
par  un k-morphisme, done e ) ~ a )  en vertu de l 'dquivalence, ddj~ 6tablie, des quatre  

G premieres conditions, appliqude ~ ( m) �9 
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I "4" La proposition I .3 implique que l ' image d 'un  tore d@loyd sur k par  un 

k-morphisme est un tore ddployd sur k, et qu 'un  k-tore T poss~de un unique plus grand 
sous-tore ddploy6 sur k, le groupe engendrd par  les images des k-sous-groupes ~t un 

param6tre,  qui sera notd T d. L'intersection des noyaux des ~ldments de X*(T)k sera 

ddsignde par  T~. On  verra ci-dessous que T o est le plus grand sous-tore k-anisotrope de T 

et que ce dernier est produit  presque direct de T,~ et T a. 

x. 5. Proposition. - -  Soit T u n  k-tore. Alors il existe une extension galoisienne de degrd 

fini de k sur laquelle T se ddcompose. 
Cette proposition est eonnue [21, Prop. 1.2.1]. Pour la commoditd du lecteur, 

nous en indiquons une ddmonstration, communiqu~e par  J.  Tate. 
Comme X*(T) est de type fini, il suffit, vu i .3, de faire voir que tout dldment 

aeX*(T) est ddfini sur ks !. Or  T e s t  diagonalisable sur k, done a est en tout cas d6fini 

sur k. Rempla~ant  k par  k,, on voit qu'il  suffit de prouver que si a est ddfini sur une 

extension purement  insdparable de k, alors il est ddfini sur k. 
I1 n 'y  a rien k ddmontrer  si p = o .  Sinon, soit q = p ~  (scZ, s > o )  une puissance 

de p assez grande pour que a soit ddfini sur k 1/q. On a a( tq )=aq( t ) ek ( t ) ,  done 

Mais s i t  est g~ndrique sur k, le corps k(t) est l in~airement disjoint de k, done 
k(t) nkllq(t q) =k( tq ) ,  et a(t q) ck(tq).  L'dldment t q est aussi gdn~rique sur k, puisque x I-+x q 

est un  morphisme bijectif de T sur lui-m6me; l 'inclusion a(t q) r  q) montre alors que a 

est ddfini sur k. 

x. 6. Corollaire. - -  Tout sous-groupe fermd de T e s t  ddfini sur k~, et est ddfini sur k si T 
est ddployd sur k. Tout morphisme f :  T- - ,T '  de T dans un k-tore est un k:morphisme, et un 

k-morphbme si T et T '  sont dlplo#s sur k. 
La premi6re assertion rdsulte du fait que T e s t  diagonalisable sur k, (resp. sur k) et 

que tout sous-groupe ferm6 d 'un  tore diagonal  est ddfini sur le corps premier [ i ,  Prop. 7.4].  

La deuxi6me est consdquence de la premiere, appliqu6e au graphe de f dans T •  

x. 7. Le groupe de Galois F = G a l ( k ~ / k )  op~re de facon naturelle sur X*(T) 
et X,(T) .  On  derira souvent ~u pour le transformd par  ~;eP d 'un  dldment u de X*(T) 

ou X,(T) .  On  a en particulier 

~'u(t) = ~'(u(~--i(t))), (u~X*(T), tETk~), 

<'ru, v>  = <u ,  "fv>, (ueX,(T) ,  wX*(T)) .  

X*(T)k (resp. X,(T)k ) est l 'ensemble des points fixes de F dans X*(T) (resp. X,(T)) .  

C'est done un facteur direct, ce qui montre que le groupe T a introduit  en i .4 est bien 

connexe. Une partie de X*(T) sera dite ddfinie sur k si elle est invariante par  F. 

Les opdrations de F sur X*(T) et X,(T) sont continues (ce qui, ici, dquivaut au 

fait que les orbites de I' sont finies). Comme X*(T) et X,(T) sont de type fini, il existe 
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dans F u n  sous-groupe ouvert distingud F' d'indice fini agissant trivialement sur ces 
groupes. Alors K = ( k s )  r' est une extension galoisienne finie de k sur laquelle T se 
d~compose. L'action considdrde est done en fait celle d 'un groupe fini F / P ' ~ G a l ( K / k ) .  

I .  8. Proposition. - -  Soient T un k-tore et S u n  k-sous-tore. Alors X*(T)k et X.(T)k sont 

de mgme rang. Il  existe un k-sous-tore S' de T tel que T soit produit presque direct de S e t  S'. 

Si S = T d, alors S' est unique, dgal ?z Ta, et T a est k-anisotrope. Si f est un k-morphisme de T 

dam un k-tore T ' ,  alors f (Ta)cT~,  f (Ta )cT~ .  
Pour la d~monstration, voir [4, w167 8, 13]. 

x. 9. Corollaire. - -  a) Soient T ,  T '  deux k-tores isog~nes sur k. Alors T e s t  ddployd sur k 

si et seulement si T '  l'est. 

b) Soit I ~ T ' - - > T ~ T " ~ I  une suite exacte de k-tores et k-morphismes. Alors T est 

ddployd sur k si et seulement si T '  et T "  le sont. 

a) L'hypoth~se signifie qu'il existe un k-tore T "  et des k-isog~nies de T "  sur T et T'. 

I1 suffit done de ddmontrer a) lorsqu'il existe une k-isogOnic f :  T-+T ' .  Dans ce cas, 
f *  applique injectivement X*(T') (resp. X*(T')k ) sur un sous-groupe d'indice fini 
de X*(T) (resp. X*(T)k ). Comme X*(T)k et X*(T')k sont facteurs directs dans X*(T) 
et X*(T') d'apr~s I. 7, il est alors clair que les dgalit6s X*(T)k = X*(T) et X*(T') = X*(T')k 
sont dquivalentes, et a) rdsulte de 1.3. 

b) Si T e s t  ddploy6 sur k, les sous-tores et tores quotients de T le sont aussi ( i .4 ,  
1.6), done T'  et T"  sont ddployds sur k. R~ciproquement, si T "  est d6ployd sur k, 
alors TACT' vu 1 . 8 ; s i d e p l u s T ' e s t d d p l o y d s u r k ,  alors Ta={e} et T = T ~  d 'apr~s l .8 .  

I .  IO. Proposition. - -  Supposons k infini, et G connexe et soit T u n  k-tore opdrant k-morphi- 

quement sur G. Alors il existe un dlgment t a T  k dont l'ensemble des points fixes dans G est ggal 

celui de T.  En particulier, si T est contenu dans G e t  op~re sur lui par automorphismes intdrieurs, 

= ( T ) .  

Quitte ~ remplacer G par son produit semi-direct avec T (relatif h Faction donnfie 
de T sur G) on peut supposer que T c G ,  et que T opSre sur G par automorphismes 
intdrieurs. Alors, l 'ensemble V des t~T  tels que ~fa(t)=~ ~ea(T) est contenu dans la 
rdunion des noyaux d 'un nombre fini de caractSres non triviaux de T [I, Prop. 7. IO] ; c'est 
donc un sous-ensemble algdbrique propre, et il suffit de savoir que T k est Zariski-dense 
dans T, ce qui rdsulte du fait que T e s t  unirationnel sur k [23, Prop. lO]. 

w 2. G R O U P E S  D ] ~ P L O Y ~ S  

II. I. Syst~mes de racines. - -  Soient M un module libre de type fini, N u n  sous-module 
facteur direct, (I) un sous-ensemble fini de M et P l e  sous-module engendrd par (I). On dira 
que (I) est un syst~me de racines dans (M, N) si (I) est un syst~me de racines au sens 

usuel [6, w 7] dans P |  si M Q Q  est somme directe de P |  et N Q Q ,  et si le 
groupe de Weyl W((I)) de (I) est la restriction d 'un groupe d'automorphismes de M |  
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laissant M stable et opdrant  tr ivialement sur N(') .  Munissons M |  d 'un  produit  

scalaire ( , ) positif non ddgdndrd et admissible, c'est-~t-dire invariant  par  W(qb). Si 
est un syst~me de racines dans (M, N), alors : o~qb, qb = - - ( I ) ,  qb est invariant  par  W(qb), 

les nombres 2(a, b).(b, b)-~=nab sont entiers (a, beqb), et W(qb)est engendrd par les 
sym~tries r~ par  rappor t  aux hyperplans or thogonaux aux racines, hyperplans qui 

contiennent  N G R .  En particulier, N |  et P |  sont n~cessairement orthogonaux.  

Une  partie de �9 est connexe si elle n'est pas rdunion disjointe de deux parties non 

rides orthogonales l 'une ~t l 'autre. 
Rappelons que si a = X . b  (a, ber XeR) alors X==ki ,  ok(I/2), •  [6, w 7, no 3, 

prop. 8]. Le syst~me (I) est dit rdduit si aucune racine n'est le double d 'une  autre racine. 

Une  racine a est indivisible (resp. non multipliable) si (I/2)ar (resp. 2ar 

Les chambres de Weyl (composantes connexes du compldmentaire de la rdunion des 

hyperplans or thogonaux aux racines) sont ici les produits par N |  des chambres 
de Weyl  dans P |  Elles sont permutdes de mani~re simplement transitive par W(@). 

Chacune ddtermine un ensemble (I) + de racines positives. On  note ~ -  (resp. A) l 'ensemble 
des racines n6gatives (resp. simples). Rappelons qu 'une  racine est simple si elle est 

positive et non somme de deux racines positives, et que toute racine est de fa~on unique 
combinaison lindaire de racines simples ~t coefficients entiers tous de m~me signe. On  
a ra(b)=b--nb~.a (a, b ~ ) .  Le groupe W(qb) est engendrd par les rdflexions ra (a~A), 

appeldes r~flexions fondamentales. 
Le diagramme de �9 est la donnde pour tout  a~A du plus grand entier n o tel que 

ha. a~qb et pour toute paire a, b de racines simples des entiers n~b , n~. I1 existe un et un seul 

616ment wEW(qb) qui applique ~+ sur q5-, donc aussi un et un seul automorphisme i 

de qb vdrifiant w(i(a)) = - - a  (as~) .  L'automorphisme i est involutif, laisse qb+ et A stables, 
et est appel~ l'involution d'opposition. Deux parties de ~+ transformdes l 'une de l 'autre 

par  i sont dites oppos&s. 
La proposition suivante est bien connue. Ne pouvant  fournir de rdfdrence, nous 

en donnons une ddmonstrat ion pour la commoditd du lecteur. 

2. o. Proposition. - -  Supposons G connexe. Alors les conditions suivantes sont dquivalentes : 

(i) G est rdductif (i.e. R(G) est un tore). 
(ii) G est produit presque direct d'un tore et de son groupe d&ivd ~ G ,  qui est semi-simple. 
(iii) G posskde une reprdsentation lin~aire de no~au fini complktement rdductible. 
(ii) ~(i i i ) .  Le groupe G est produit  presque direct de groupes presque simples 

Gx, . . . ,  G , .  I1 suffit donc de prendre une somme directe de representations irr6ductibles 

non triviales des quotients G/(G~ . . .  G~_~.G~+~ . . .  G~). 
(iii) =>(i). Soit p : G ~ G L ( V )  une reprdsentation compl~tement rdductible et soit 

U = R , ( G ) .  L'espace V 0 des points fixes par  U est * o d'apr~s le th~or~me de Lie- 

(I) Cette variante de la d6finition de [6] est adopt6e ici pour pouvoir parler commod6ment du syst~me de 
racines d'un groupe r6ductif non n6cessairement semi-simple. Bien entendu, les propri6t6s g6n6rales des syst~mes 
de racines d~montr6es dans [6] restent valables, et nous nous y r~fdrerons sans autre commentaire. 
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Kolchin, et est dvidemment stable par G. I1 existe donc un suppldmentaire V 1 de V 0 

invariant par G, dans lequel la representation de G est encore compl&ement rdductible. 

En raisonnant par recurrence sur dim V, on voit clue U op~re trivialement sur V, d'ofi 

l'implication annonc&. 

(i)=~(ii). Soit S = R ( G ) .  C'est un tore invariant dans G, donc central. Le 

groupe G/S est semi-simple, donc Egal ~ son groupe des commutateurs, ce qui entraine 
que G----S.~G. I1 reste ~ faire voir que S n ~ G  est fini, ce qui rEsulte du lemme 

suivant : 

Lernme. - -  Soient H u n  groupe algdbrique connexe, et S un tore central de H.  Alors S n ~ H  

est fini. 

Identifions H ~ un groupe d'automorphismes d 'un espace vectoriel V. Ce dernier 

est somme directe de sous-espaces V~ stables par G e t  sur lesquels S agit par homoth&ies. 
Le lemme rdsulte alors du fait que tout morphisme H - + G L  m applique ~ H  dans SL m. 

2 .3 .  Groupes r~ductifs. - -  Nous rappelons ici quelques propriEtEs fondamentales des 

groupes rdductifs. La rEfErence gEndrale pour ces rEsultats est [IO]. 

Soient G rdductif connexe, T u n  tore maximal de G, et Z le centre connexe de G. 

Le groupe G est donc produit presque direct de Z et de ~ G ;  par consequent, 2 G  est 

le plus grand sous-groupe semi-simple de G et contient tout sous-groupe unipotent de G. 
L'ensemble des racines de G par rapport ~t T, i.e. des caract~res non triviaux de T dans 

la representation adjointe de G, est note 0(T,  G) ou simplement 09(G), ou 09, si cela ne 

pr&e pas ~ confusion. On note U b le groupe radiciel k un param&re associE ~ be~. 

I1 est caractfirisE par l'existence d 'un isomorphisme 0 b : G u r U  b tel que : 

t .  0b(x) .  t -  1 = 0o(tb. x) (teT, xeUb). 

Soient T b la composante neutre de ker b, Zb=~f.a(Tb) et Z ; = ~ Z  b. On sait que Z b 
est connexe, rEductif, de centre connexe Tb, que Z' best presque simple, de dimension trois, 

engendrd par U bet U_b, et que H b = Z ' j ~ T  est un tore maximal de Z~. On notera aussi H b 
le groupe multiplicatif ~ un param&re de T dont l'image est Z~nT, et tel que 

<H~, b> = 2. 

Soit W = W ( G ) = J U ( T ) / : ~ f ( T ) .  C'est un groupe fini, qui op~re fid~lement 

sur X*(T) et X.(T). L'ensemble des H b (b~09) (resp. l'ensemble 09) est un syst~me de 

racines dans (X.(T), X.(Z)) (resp. (X*(T), N), off N e s t  l'ensemble des caract~res nuls 

sur (THUG)~ de groupe de Weyl W. La rEflexion r b provient d 'un ElEment de Z;. 

Elle applique U b sur U_b, H b sur H_ bet  op~re trivialement sur T b. 

Fixons un ordre sur 09; soient U = U  + (resp. U-)  le sous-groupe engendrE par 
les U~ (aeqb+) (resp. a~09-), et B = B + = T . U ,  B - = T . U - .  LegroupeUestunipotent .  

Pour tout ordre sur 09 +, l'application produit de I I U  a (ae09 +) dans U est un isomorphisme 

de varidtds algdbriques. Le sous-groupe B est fermE rdsoluble connexe maximal, 
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ou encore, est un sous-groupe de Borel de G (1); il est ~gal ~t son normalisateur 

et au normalisateur de U, son groupe dfiriv~ est U et tout sous-groupe de Borel lui est 
eonjugu~. De m~me pour B- et U- .  Les sous-groupes de Borel de G contenant T 
correspondent biunivoquement aux ensembles d'dldments positifs pour les diff6rents 

ordres possibles sur @, et sont permut~s de mani~re simplement transitive par W(G). 

L'apptieation produit induit un isomorphisme de vari6t~s de U -  • B sur un ouvert de G. 

Le groupe G est engendrfi par (.~'(G)) ~ et les groupes U~, U_a (aeA). Tout sous-groupe 
de U normalisd par T e s t  ferm6, connexe, et produit semi-direct multiple des groupes U~ 

qu'il contient [Io, Exp. I3, th. I d]. 
Remarque. - -  Soient H un groupe algdbrique connexe et S u n  tore maximal de H. 

Alors il existe deux sous-groupes unipotents connexes ferm6s U, U' normalis6s par S tels 

que H soit engendr6 par S e t  U, U', et que tout sous-groupe unipotent connexe de H fasse 
partie du sous-groupe engendrfi par U et U'. En effet, cela est vrai si H est r~ductif 

d'apr~s ce qui pr6c~de, et on se ram~ne tout de suite ~ ce cas en considdrant le 

quotient H/R, (H) ,  qui est rfiductif, et en remarquant que l'image de S dans H/R~(H) 

e n e s t  un tore maximal. 
I1 s'ensuit en particulier que tout sous-groupe H connexe fermd de G normalis6 

par T est engendrd par ( T n H )  ~ et les sous-groupes U, qu'il contient, et est r~ductif 

si et seulement si U~CH entraine U _ ~ c H  quel que soit a~@. Par exemple, le centra- 

lisateur d'une partie d'un tore de G est r~ductif. 

2.4 .  Dgcomposition de Bruhat. - -  Pour tout 616ment wcW(G), choisissons un 

reprdsentant n w dans sU(T). Soit d'autre part U~ (resp. U~') le sous-groupe de U 
engendrd par les U a ( a e O + , w - l ( a ) e ~  - )  (resp. a , w - l ( a ) e O + ) .  Alors l'application 

produit dfifinit un isomorphisme de vari~tfis de U~ • U~' sur U et de U~ • n~0.'4 B sur 
B. nw. B = U.  n w.B = U~. nw. B. Le groupe G est rdunion disjointe des doubles classes 

g.nw.B (weW(G)). Deux doubles classes U . n . U  et U . n ' . U  (n, n'esg'(T)) nesontdgales 
que si n = n '  (2). 

Cela implique en particulier que si B' est un sous-groupe de Borel de G, alors B' n B 

contient un tore maximal de G. En effet, puisque G = B . J U ( T ) . B  on peut trouver xeB 

et n e ~ ( T )  tels que ~B'=~B, d'ofl 

X(B' n B) =~B'n  B ="B r~ BZ T, 

et B ' r ~ B z x - ~ . T . x .  

La classe latdrale n~.T de T dans .A/'(T) ne ddpend ~videmment que de w. 

Dans la suite on conviendra souvent de la ddsigner par w.T. Plus gdnfiralement, si A 

est une partie de s f ( T ) ,  l'ensemble A . T  ne ddpend que de l'image C de A dans W et 

(1) L ' u n  des auteurs  insistant pour que l 'on  adopte cette terminologie, au jourd 'hui  gdndralement admise, 
l 'autre  auteur  s 'y  r6signe. 

(2) En fait, cette derni~re propri~t6 ne semble pas figurer explicitement dans [Io]. Elle se d6montre ~ partir  
des pr6c6dentes exactement  comme l 'assertion correspondante dans 5.15,  dont  elle est du reste un  eas particulier. 
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sera souvent not6 C . T .  De m~me, si F est une partie de G normalisfie par  T, l 'ensemble 

n'oF sera aussi not~ WF. 

" .5 .  Proposition. --- On conserve les notations pr&{dentes. Soient a, bad)(G), non propor- 

tionnelles. Soit Ul,,b I le sous-groupe de G engendrg les groupes Uc, oh c parcourt l'ensemble (a, b) 

des racines de la forme i. a + j .  b ( i , j > o ) .  Alors U(~.b 1 est unipotent, ne contient aucun autre groupe 

radiciel ~ un paramktre, et l'on a (U,,  Ub)cU(,,b/. 
Cette proposition r6sulte de faits dtablis dans [9, io], et nous nous bornons ~ en 

esquisser la ddmonstration. On  peut tout  d 'abord  fixer un ordre sur d) tel que a, bed) + 

[9, lemme I]. Supposons a<b. I1 rdsulte de [Io, Exp. 17, Cor. au Th.  i] que U~, U b 
normalisent U(~,b) et que si l 'on range les U~ (ca(a, b)) par ordre croissant, l 'application 

produit  de U,  • U b • I - I  U~ dans U est un isomorphisme de varidtds de ce produit  
ca(o,b) 

sur le groupe engendrd par  U~, U b e t  U(~.~). De plus, le lemme i de [io, Exp. 17] 

montre que si x a U  b et yaU~,  

x .yaU~.  Ub. U(~,b), 

et que les images des composantes de x .y  dans U ae t  U b par Oa ~ et OU t sont de la forme 
Q.O~l(x) et cb.O~l(y) off Ca, C b sont des constantes. Faisant y =  i ou x =  i, on voit 

que c~=cb=I ,  d'ofl 

x.yay.x.U(~,b),  

ce qui termine la d6monstration. 
Remarque. - -  On trouvera dans [9, P. 27] une formule beaucoup plus precise, 

6tablie en caractfiristique zdro, mais valable en g~nfiral v u l e s  thfior~mes de classification 
de [io].  Si G est presque simple, cette formule montre  que (Ua, Ub) peut ~tre un 

sous-groupe propre de Uia, b / seulement dans les cas suivants : 

p--~ 2, G = B , ,  Cn, G2, F4; p = 3 ,  G = G 2 .  

Pour la commodit6 des rdffirences, nous insdrons ici un lemme ~l~mentaire connu. 

2.6 .  Lemme. - -  Supposons G connexe et soit B u n  k-sous-groupe fermg de G, tel que la 

fibration de G par B admette une section locale d~finie sur k. Si k est fini ou G k Zariski dense clans G, 

alors la projection canonique Gk~(G/B)k est surjective. 

(Rappelons qu 'une  section locale sur k de la fibration d ' un  k-groupe algdbrique H 

par  un  k-sous-groupe Bes t  un  k-morphisme ~ d 'un  ouvert  V ddfini sur k de H /B  dans H 
tel que ~o~ = i, off ~ : H ~ H / B  ddsigne la projection canonique. L 'applicat ion produit  

ddfinit alors un  k-isomorphisme de ~(V)•  B sur un ouvert de H. En particulier B et V 

sont irrdductibles si H l'est.) 

Si G k est Zariski dense dans G, les translatds du domaine de ddfinition V d 'une  

section locale sur k par les 61dments de G k forment un recouvrement  de G/B, d'ofl la 
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surjectivit6 de G~-+(G/B)~. Si k est fini, cette dernibre rdsulte de [I6], puisque B est 

connexe. 

2 . 7 .  Groupes rgsolubles d~ploSs. - -  Un k-groupe alg6brique r6soluble H est dit  

dgployg sur k ou k-d~ployE ou k-rEsoluble s'il est connexe et poss6de une suite de composition 

H = HoD H ~ D . . .  D H t = {e} form6e de k-sous-groupes connexes dont  les quotients successifs 
sont k-isomorphes ~t G~ ou Gm (c'est le << k-solvable >> de [26]). Un k-groupe r~soluble 
connexe est toujours ddployd sur k. Pour un tore, cette notion coincide bien avec celle 

introduite en ~. I, vu ~. 9 b).  Toute  extension sur k d 'un  groupe k-rdsoluble par  un  groupe 
k-r6soluble est k-r6soluble. Toute  image d ' un  groupe k-r6soluble par  un k-morphisme 

est k-r6soluble [~3, Prop. 6]. Rappelons encore deux propridtds fondamentales d 'un  

groupe k-rdsoluble G : 
(i) Si G op6re k-morphiquement  sur une varidt6 compl6te V et si V~+o, alors V~ 

contient un point fixe par  G [~3, P. 35]. 
(ii) Tout  k-espace homogbne de G poss~de un point rationnel sur k [ ~ ,  p. 4~5]. 

En particulier, si G est un k-sous-groupe d 'un  k-groupe alg6brique L, alors la projection 

L~-+(L/G)~ est surjective. 

2 . 8 .  Groupes rEductifs dgploygs. - -  Supposons G rdductif, et soient T, 0a, U, comme 

en 2.3. Alors {T, 0~} ou, par  abus de langage, {T, U~} (a~q~) est une donnge de 

d~ploiement sur k si T e s t  ddploy6 sur k et si les O~ sont ddfinis sur k. Le groupe G est dgployl 

sur k s'il possbde une donnde de ddploiement sur k; il est toujours ddployd sur k. D'aprSs 
un rdsultat (non publi6) de Cartier (qui ne sera pas utilisd ici), tout tore maximal  ddploy6 

sur k de G fait pat t ie  d 'une  donnde de ddploiement (voir aussi [I I]). II s'ensuit en parti- 

culler que G est dfiployd sur k si et seulement s'il poss~de un sous-groupe de Borel 
ddploy6 sur k. On  pourrai t  donc prendre cette derni5re condition comme ddfinition de 

la notion de groupe algdbrique ddployd sur k. Cependant ,  nous n 'en aurons pas besoin 

en dehors des cas rdductif  et r~soluble. 

Dans les lemmes 2.9, 2. Io, et 2. i i ,  le groupe G est rdductif, ddploy6 sur k, et les 

notations de 2.3 se rapportent  ~k une donnde de ddploiement sur k. 

2.9. Lemme. - -  Soit V un sous-groupe de U normalisE par T .  Soient t e T  k et w V  tels 

que v . t . v - l e B k .  Alors v . t . v  -1 est conjugug ~ t par un gIgment de V k. 

Soient a l , . . . ,  a m les racines positives telles que U a i c V  rangdes par ordre 

croissant, et V i le sous-groupe engendr~ par les groupes Uai ( I < i < j < m ) .  Le th~or~me I d) 

de [Io, Exp. I3] montre que l 'application produit  est un k-isomorphisme de varifitfis 

du produi t  des Uai ( j ~ i )  sur V i et, jo int  ~ 2.5, prouve que V i est distingu6 dans V 

et est le produi t  semi-direct de Uai avec Vi+ 1 ( i=: I ,  . . . ,  m; on pose Vm+l={e} ) .  

La  d~monstrat ion proc6de par  r~currence descendante sur le plus grand entier 
r < _ m +  i tel que vcV, ,  notre assertion ~tant 6vidente si r = m +  I. Posons 

v = v,.  v ' =  v" .  v,, (v', v"~V,+  , ;  Vr~ U~,), 
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et soit x=O~,.~(vr)aGa. Si ta~=I ,  alors t centralise vr, done v . t . v - l = v " . t . v  ' ' -~  et t 'on 

peut appliquer l 'hypothkse de rdcurrenee. Soit donc tab=c-14: I. On a 

t - i . v . t . v -  ~aOa~( (c - I ) .x ) .  Vr+ l ,  

d'ofi ( c - - 1 ) . x e k ,  donc xak, et v ,eU k. Par consdquent, 

v'. t. v' - t  = Vr 1" (V. t. V--i). vraG k. 

En vertu de l 'hypoth~se d ' induct ion t e t  v ' . t . v  ' - I  sont conjuguds par  un dldment 
de V~; il en est alors de m~me pour t e t  v . t . v - l = v ~ . ( v ' . t . v ' - t ) . v ~  ~. 

Les deux lemmes suivants sont des cas particuliers de propositions qui seront dtablies 

ultdrieurement (n os 4.21, 5- I5, I I "4)" 

2.IO.  Lemme. - -  Soient V comme en 2 .9  et C = T . V .  Tout tore S ddfini sur k de C 

(resp. d{ployg sur k de G) est conjugug par un ~lgment de C k (resp. Gk) d un sous-tore de T.  

Le tore S admet  un point fixe dans (G/B)k d'aprSs 2.7 (i). Vu 2.3, 2.6,  S est done 

conjugud sur k ~t un sous-tore de B, et il suffit de ddmontrer  l 'assertion relative ~t C. 

Supposons k infini. I1 existe alors saS k tel qua ~ c ( s ) =  ~c(S)  (i . io) .  On  a la ddcompo- 
sition s = t . v  ( taT,  vaV) et, puisque s a c  k et que C est produit  semi-direct sur k de T 
et V, on a aussi t, vaC~. Les 6Idments t et s sont conjuguds dans V~ [i,  w 12] done (2.9) 
aussi dans Vk, et l 'on peut  se ramener  au cas off s = t ;  mais alors ~ c ( S ) =  2~ec(s)DT, 

done S e T .  Soit main tenan t  k fini. Le centralisateur de S est ddfini sur k, donc [23, 

footnote p. 45] contient un tore maximal  T '  ddfini sur k. Comme T = ~ec(T ) =JVc(T) ,  
l 'ensemble des 616ments vaV tels que v.T.v-~----T ' est un  espace homog~ne de T, 
dvidemment ddfini sur k, et non vide [I, w I2]. I1 contient alors un  point rationnel sur k 

(2.7 (ii) ou [16]). 

2 . I I .  L e m m e . -  Posons N=./V'G(T ). Alors N = N k . T  et Gk=Uk.Nk .  Uk; deux 

doubles classes Uk.n. Uk, U k . n ' . U  k correspondant ~ des glgments distincts n, n' de N k sont 

distinctes. 

C e l e m m e  est connu lorsque k est algdbriquement clos (2.4). I1 suffit done de 

ddmontrer  les deux premi&res dgalitds. 
Soit naN.  Le groupe "B contient T, done (2.3) est ddployd sur k et (2.7 (i)) 

possSde un point fixe dans (G/B)k. Vu 2.6,  2. IO, il existe alors g a g  k tel que gnB = B  

et g T = T ,  d'ofi g c N  k et g . n a B n N = T .  

Soit gaG.  D'apr~s le lemme sur k, il existe n a N  tel que g a U . n . U .  Soient w 
l ' image de n dans W(G) ,  n' un reprdsentant de w dans Nk, et V (rasp. V') le produit  

des groupes U a off aa(I) +, w(a)>o,  (resp. w(a)<o) ,  pris dans un ordre quelconque et soit 

Y = ~ V ' c U - .  On  a 

g . n ' - l a U . T . n ' .  U . n  ' - i  = U . T . n ' .  V .  V ' . n ' - I =  U .  T .  y ,  
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d'ofl, vu 2.3, et t'figalit~ n . V ' . n - ~ = n ' . V ' . n  '-.~, 

g. n ' -~e(U.  T.  Y)~ = U~. T,.  Y~, 
geU~. T~. n'. U~ CU~. N~. U~. 

~. x~,. Lemme. - -  Soient G, 

maximaux respectifs de G et G', 
Soient + un ensemble de racines de G 

un isomorphisme. Alors il existe un 

sont respectivement ~ et ~ (be@. 

G' deux groupes rgductifs connexes isomorphes, T,  T '  des tores 

un isomorphisme de T sur T '  qui applique @(G) sur (I)(G'). 
lingairement indgpendantes et ~ : U~ -+ U~, (be+, b'=~a-~(b)) 
isomorphisme g de G sur G' dont les restrictions tt T et ~ U~ 

Vu [IO, Exp. 24, Cor. I]  o n  peut, sans nuire ~ la gdndralit6, identifier G k G' 
et supposer que e est l'identit6. Soit KDk un corps algdbriquement clos de d~finition 
pour G' et les groupes Ub. Un K-isomorphisme de U b sur G~ transforme ~ en un auto- 
morphisme de Ga, c'est-~t-dire en la multiplication par un 616ment sb~K*. Puisque les 
~l~ments de + sont ind~pendants, il existe t~T K tel que tb=sb (be+). I1 suffit alors de 

prendre y = Int t. 

2. x 3. TMorkme. - -  Deux groupes G, G' rgductifs connexes dgploygs sur k et isomorphes 

sont isomorphes sur k. 
Soient (T, Ua) et (T', Us des donndes de ddploiement sur k de G e t  G', et K une 

extension algdbriquement close de k sur laquelle G e t  G' sont isomorphes. Vu 2.3  et 
la conjugaison des tores maximaux, il existe un K-isomorphisme ~ de G sur G' qui 
applique (T, U~) sur (T, U~,). Fixons dans O(G) et q)(G') des ordres qui se correspondent 
par ~[T" Soient U et U'  (resp. U -  et U ' - )  les sous-groupes unipotents de Ge t  G' engendr6s 
par les groupes U, et U~, correspondant aux racines positives (resp. n6gatives). Pour 
toute racine simple aeA, soient ~a :U~---~U~, un k-isomorphisme (a'=tv?~-~(a)) etu~ 
un dldment diffdrent de i de U~, k. D'apr~s 2. I I, il existe un unique 616ment n~cJU(T) 
tel que u( ,eU- .n~.U- ,  et cet 616ment fait partie de ~/'(T)k. En appliquant ce m~me 
lemme et 2. 4 au centralisateur Z~ de la composante neutre du noyau de a (cf. 2.3) , 
on voit que l'image de n~ dans W(G) est la r6flexion fondamentale r~; par suite, le sous- 
groupe M engendr6 par les n~ est un sous-groupe de JU(T)e qui s'applique sur W(G) 
par la projection canonique. 

D'apr6s 2.12, il existe un K-isomorphisme y : G-+G '  qui prolonge ~ ET et les ~ (aeA). 
On a u ~a(Ua) e U ' - . y ( n a ) . U ' - .  Comme ~a(Ua)~G~ par hypoth~se, 2. II implique 
que y(u~) est aussi rationnel sur k, donc y ( M ) = M ' r 1 6 3  Soit maintenant ce~(G) .  
Puisque M contient au moins un reprdsentant de chaque 616ment de W(G), il existe meM 
et aeA tels que U~=m.U~.m -~. La restriction de y ~ U~ est donc ~gale 
Int g(m). ~a" Int m -1, doric est d6finie sur k puisque ~ l'est et que m, y(m) sont rationnels 
sur k. Comme la restriction de ~ t~ T e s t  ddfinie sur k (I .6), il s'ensuit que la restriction 

de 7 k l 'ouvert U - . T . U  est ddfinie sur k, &off le th6or~me. 
Remarque. - -  Le th~or~me 2.~3 est un cas trbs particulier d 'un rdsultat de 

Demazure [I I]. 
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6.7].  

~'.x 4. Thgor~me (Grothendieck [ I I ] ) .  - -  Supposons G connexe. Ators : 

a) G posskde un tore maximal d~fini sur k [i i, Exp. XIV,  Th6or. i .  i] .  

b) Si G est rdductif, G k se dgploie sur une extension sgparable de degrd fini de k. 

c) Si G est rgductif et k infini, alors G k est Zariski-dense dans G [I I, Exp. XIV,  6 .5 ,  

Lorsque k est parfait, c), pour un groupe non n6cessairement rfductif ,  et a) sont 
dus ~ Rosenlicht [23]. I1 en est de m~me pour a) si G est r6soluble [26, Theorem 4] 

(volt aussi I 1.4). 
2 .x  5. Nous indiquons ici quelques consdquences imm6diates de 2.14. 

a) Si G est rlductif, son centre est dgfini sur k. 

En effet, ~e(G) est k-fermd, contenu dans tout  tore maximal  de G, donc dans un 

tore maximal  T d6fini sur k vu 2.14 a), et est par  consdquent aussi d6fini sur k s (i .6). 
b) Supposons G semi-simple et soit N un k-sous-groupe distingud connexe de G. Alors N 

est produit presque direct des k-sous-groupes distinguds de G presque simples sur k qu'il contient, 

et G est produit presque direct de N e t  d'un k-sous-groupe distingud connexe N'.  

En effet, d'apr~s 2.14 b), les sous-groupes presque simples sur } de G sont ddfinis 

sur ks; ils sont donc permut6s par  le groupe de Galois I' de ks/k , et un sous-groupe 
distingu6 connexe de G est presque simple sur k si et seulement s'il est produit  presque 

direct de facteurs presque simples sur k de G formant  une orbite de P. 
c) Supposons G semi-simple. II existe un k-groupe G 1 et une k-isoggnie ,J : G t ~ G  dgterminls 

un isomorphisme prks par les conditions suivantes : G 1 est produit direct de ses sous-groupes distinguds 

presque similes sur k et v induit des tc-isomorphismes de ceux-ci sur les facteurs presque simples de G. 

Les facteurs presque simples de G 6tant ddfinis sur ks, vu 2 .14 b), notre assertion 
est immddiate  sur k s. Que G 1 et ~ soient alors d6finis sur k rdsulte imm6dia tement  de 

crit~res de descente du corps de base [37]- 
d) Supposons G rgductif. Soient Sun k-tore de G et A une partie de S k. Alors .~e(A)~ et ~ ( S )  

sont rgductifs, dgfinis sur k et S est contenu clans un tore maximal de G d~fini sur k (1). 

.SY(A) ~ et ~ ( S )  sont k-fermds. I1 suffit donc de faire la d6monstration lorsque k 

est s6parablement clos. Vu 2.14 et 2. io on peut  alors supposer que S c T ,  off T fait 

pat t ie  d 'une  donn6e de d6ploiement de G sur k. Comme ~e(s) est connexe [I, prop. 18.4], 
il rdsulte alors de 2. 3 que ~f(S) et :~e(A)~ sont engendrfs  par  T et les groupes U, ,  off a 

parcourt  les racines de G relatives ~t T 6gales ~t x sur S e t  A respectivement. Ils 

sont ddfinis sur k, et aussi r6ductifs (~.3, remarque) .  
e) Si G posskde une dgcomposition de Levi sur k (o. 8), alors son radical est dgfini sur k. 

Soit G =--H.R~,(G) une dfcomposit ion de Levi sur k de G, et soit Z le centre 

connexe de H. I1 est dffini  sur k vu a), et est le radical de H, donc R ( G ) ~ - Z . R ~ ( H )  

est d6fini sur k. 

(1) Pour une d6monstratlon plus directe d 'un r6sultat plus g~ndral, voir Io.3, Io. 5. 
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w 3. RACINES ET S O U S - G R O U P E S  NORMALIS]~S 
P A R  U N  T O R E  M A X I M A L  

Dans tout ce paragraphe, G ddsigne un groupe rdductif connexe. 

3. o. Soient M un Z-module  libre de type fini, (I) un ensemble fini d'dldments 

non nuls de M, et +, ~ des parties de (I). On  dit que + normalise ~ (dans (I)) si quels que 

soient m, n s N  +, % . . . , a , , s  4 et bs~ : 

( , )  a = a l - i - a 2 - t - . . . + a m + n b s @  entraine ae~.  
Si de plus 4 z ~  (resp. 4 = ~ ) ,  on dit que ~ est un ideal de 4 (resp. est clos dans (I)). 

L 'ensemble 4 est symitrique si ~ = - - 4 ;  convexe s'il contient toute combinaison lindaire 
coefficients rationnels positifs de ses dldments qui fait partie de (P. Une  partie convexe 

de (I) est dvidemment close dans (I). 

Rappelons que si (I) est un  syst6me de racines (2. i), la condit ion (,) dquivaut ~t 
cette m~me condition off l 'on fait m = n = I .  Cela rdsulte aisdment du lemme 19 

de [6, w 7, nO 6]. Supposons q) symdtrique. On  posera + ~ = 4 n ( - - + ) ,  4 ~ = ~ n C ( - 4 ) .  

Ce sont des parties disjointes de 4 dont  4 est la rdunion. Si q ) = - - e )  et si 4 est clos 

dans @, 4s et 4, sont c lo se t  +, est un iddal de 4. C'est clair pour 48. Si +,, n 'dtait  pas un 
iddal on pourrai t  t rouver n e N  +, al, . . . ,  % s 4 et b E 4, tels que a = a 1 + . . .  + % + nb e +8, 

mais alors - - b = - - a + a l + . . . + % - k - ( n - - I )  bs+,  d'ofl ha+ , .  Une  intersection 
d'ensembles dos  d a n s @  est close dans q), ce qui permet  de parler du  plus petit ensemble 

clos dans q~ contenant  ~q, que l 'on appellera la cl6ture de ~ dans @. 

3 . I .  Proposition. - -  Soient A un sous-anneau de R et o - + M ' ~ M Z ~ M " - + o  une suite 

exacte de A-modules fibres de type fini. Alors : 

(i) Il  existe sur M un et un seul ordre total compatible avec un ordre total donnd sur M "  

et induisant un ordre total donnd sur M ' .  

(ii) Etant donnd un ensemble fini �9 d'dldments de M dont toutes les combinaisons A-lindaires 

coefficients > o sont 4= o, il existe un ordre total sur M par rapport auquel les dl~ments de @ 

sont > o. 

(i) On  pose a > b  si, soit rc(a)>~z(b), soit r.(a)=~z(b) et a - - b > o  pour l 'ordre 
donnd sur M' .  

(ii) Quit te  ~t remplacer  A par  son corps des fractions, on peut supposer que A 

est un corps. On  proc~de par rdcurrence sur la dimension de M. On peut se borner au cas 
ot~ aucun dldment de a0 n'est combinaison lindaire ~t coefficients > o  d 'autres dldments 

de @. Soient M'  le sous-espace engendrd par  un dldment as@ et ~ la projection de M 

sur M "  = M / M ' .  Soit @" l 'ensemble des dldments non nuls de ~(@). Vu les hypotheses 
sur @, il vdrifie aussi la condition imposde ~ @ dans (ii), d 'oh l'existence d 'un  ordre total 

sur M "  tel que @" soit formd d'dldments positifs. On prend alors sur M l 'ordre compatible 
avec l 'ordre construit sur M "  et pour  lequel a > o .  
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3.2.  Racines par rapport ~ un tore. - -  Soit S u n  tore opdrant morphiquement sur G. 
Les poids de S dans G sont les caract~res intervenant dans la repr&entation induite de S 
dans g. Si S est un sous-tore de G, op6rant par automorphismes intdrieurs, les racines 

de G relativement ~ S sont les poids non nuls de S dans G. Leur ensemble est not6 ~(S, G), 
ou simplement O. Si S' est un sous-tore de S, alors q~(S', G) est l'ensemble des 61~ments 
non nuls de l'image de (I)(S, G) par restriction. Si S est un sous-tore de G, et H u n  sous- 
groupe ferm6 de G normalisd par S, les poids de S clans H sont les poids associ6s ~ l'action 
de S par automorphismes int~rieurs. Les poids non nuls de S dans H sont donc les 
racines de G, relatives ~ S, dont l'espace propre a une intersection non nulle 

a v e c  ~. 

Si S est un tore maximal, les poids non nuls de S dans H sont aussi les racines aeO(S, G) 
telles que U~cH.  En effet, si U~cH,  l'alg~bre de Lie u~ de U~ fait partie de l'alg~bre 
de Lie I? de H, donc a est un poids non nul de S dans H. La rdciproque rfisulte 

de 2.3. 
Dans le lemme suivant, qui gdndralise la Proposition i, p. 13-o2 de [IO], on se 

place dans la catfigorie des groupes ~ opfirateurs avec domaine d'opfirateurs P fix& En 
particulier, tous les sous-groupes considdrds sont stables par P, et les homomorphismes 
commutent ~ P. Rappelons que l'on appelle sous-quotient d 'un groupe, toute image 

homomorphe d 'un sous-groupe de celui-ci. 

3.3. Lemme. - -  Soit H u n  groupe nilpotent (~ opgrateurs); soient HD . . . ,  H m des 

sous-groupes de H sans sous-quotients isomorphes. Alors les conditions suivantes sont Lquivalentes : 

(i) Pour tout sous-groupe A c H ,  l' application produit est une bO'ection de 

( A n H 1 ) x . . . x ( A r ~ H ~ )  sur A.  
(ii) H posskde une suite de composition a quotients commutatifs dont chaque terme est engendrd 

par ses intersections avec les groupes H~. 

(iii) H possMe une suite de composition H = L 0 ~ L I D . . . D L , - - = { e }  ayant la proprigtg : 

a) pour tout i ~ n ,  il existe j ( i ) ~ m  tel que Li_I=L~.(L~_lr~H~(~)). 
(iv) H possMe une suite di'stingue'e (Li) centrale (i.e. H/Li_  1 est clans le centre de H / L  i 

pour i =  i, . . . ,  n) ayant la proprigtd a). 
Avant de passer h la ddmonstration remarquons tout d 'abord que : 
b) Toute suite de composition (Li) h quotients commutatifs, dont les termes sont 

engendrds par leurs intersections avec les H~, poss~de un raffinement vdrifiant a). 

Pour obtenir un tel raffinement, il suffit en effet d'intercaler entre Li_ 1 et L i 

les sous-groupes L i . ( L i _ l n H 1 ) . . . ( L ~ _ l n H i )  ( j = i ,  2, . . . , m - - I ) .  (Ce sont bien des 
sous-groupes invariants dans Li_ 1 puisque L i _ I / L  i est commutatif, et ils v6rifient a) 

puisque, vu l 'hypoth&e, Li_I /L i est le produit des images canoniques des groupes 

L i _ l n H j ) .  
(iv) ~(i) .  Posons L , _ ~ = L .  Si n = l ,  il n 'y a rien ~ ddmontrer. Si n = 2 ,  onpeu t  

6videmment se borner au cas o/a H I e t  H 2 sont non triviaux. Alors a) implique que 
H - = H a •  ~ et que Ha, H 2 sont commutatifs. Quitte ~ diviser H par (H~nA)•  
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on peut  supposer que HInA = H 2 n A  ={e}. Mais alors les projections de A sur H 1 et H2 

sont isomorphes, done rEduites 5. l 'Eldment  neutre. 

Dans le cas gEnEral, on proc~de par  induct ion s u r n .  En appl iquant  l 'hypoth~se 
de r6currence ~t l ' image de A dans H / L  par la projection canonique, on voit que 

(i) A c ( A n ( H ~ . L ) ) .  (An(H2 .L) )  . . . . .  (An(H, , ,  L)).  

Mais, en vertu de a),  L e s t  contenu dans l 'un des groupes Hi, disons dans H~, et l 'on a 

Hi. L = H~ • L ou H~. L = Hi suivant que i4= s o u  i = s, d'ofl encore, compte tenu de 

ce qui a dEj~ EtE dEmontrd : 

A n ( H i . L ) C ( A n H i ) .  (An L). 

Comme A n L C A n H s ,  l 'inclusion (I) devient 

(2) Ac(Ar~Ha) .  (Ac~ H2) . . . . .  (AnH~) .  

Enfin, soit 

al .a  ~ . . . . .  % = b 1. b~. . . . . .  b m (a~, b ic=AnH i ; i = l ,  ...,m). 

L'hypoth~se de recurrence, appliquEe k l ' image de A dans H / L ,  donne a i e b i . L  , 

doric a ~ b i . H  s pour tout  i, d'ofi a i = b  i si i+-s, et f inalement aussi a s h b y .  

(i) ~ ( i i )~  (iii). Cela rEsulte du  fair que H poss~de au moins une suite de compo- 

sition ~t quotients commutatifs,  et de b).  

(iii)=~(iv). On  procfide par  recurrence sur n, le cas n = I  Etant trivial. Vu b) 

il suffit de prouver que les termes de la suite centrale ascendante sont engendrEs par  
teurs intersections avec les groupes H i. Par  une recurrence ~vidente sur la longueur  
de cette suite, on voit qu' i l  suffit de montrer  que le centre Z de H est engendrd par  

les groupes H i n Z .  

D'apr~s a) ,  il existe s tel que H = L 1 . H~. Soit B = Z.  H, .  L'hypoth~se de recurrence, 

appliquEe k L1 et aux groupes L i n H i ,  et l ' implication ( iv)~( i )  dEj~ Etablie, montrent  

que BnL1  est engendrE par  ses intersections avec les H i. I1 en est done de mfime 

pour B = H, .  (BnL1). Une suite centrale de B constituEe par B, H se t  une suite centrale 

de H, ,  est alors formEe de groupes qui sont engendrds par  leurs intersections avec les Hi, 
done B vdrifie (iv) vu b).  I1 suit alors de l ' implication (iv) =~ (i) que tout sous-groupe de B, 

en particulier Z, est engendrE par ses intersections avec les H i- 

Remarques. - -  i) les conditions du lemme prEcEdent sont aussi Equivalentes ~ : 

(v) Toute suite de composition de G poss~de un raJfinement vdrifiant a). 

En effet (v)~( i i i )  et, compte tenu de b),  ( i )~ (v ) .  

2) Le groupe des transformations affines x I-~a.x .4- b de la droite (sans opErateurs), 

et les sous-groupes H i des homothEties et H 2 des translations donnent  un exemple de 
groupe non nilpotent et de sous-groupes vErifiant (iii), mais non (i). 
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3.4. Proposition. - -  Soient T un tore maximal de G, H un sous-groupe connexe fermd 

normalisg par T,  et ~b l'ensemble des racines ae@(T, G) telles que U a c H .  Soit H* le groupe 

engendrg par les U a (a~+). Alors : 

a) H = H * . ( T n H )  ~ 
b) Si ~ est une partie close de �9 contenue darts ~b et si H* est engendrg par les groupes U a 

avec a ~ ,  alors ~ = + .  

a) Soient B u n  sous-groupe de Borel de H, S un tore maximal de B e t  U le plus 

grand sous-groupe unipotent de B. Le groupe B fait partie d 'un sous-groupe de Borel B' 
de T . H  et, par eonjugaison dans T . H ,  ce qui laisse H stable, on peut supposer que 
S e T  [ I ,  Cor. I6.6].  On a d'autre part B ' = T . U .  I1 s'ensuit en partieulier que H 

et T.  H ont les m~mes sous-groupes unipotents. D'apr~s la remarque ~ 2.3, le sous-groupe 
engendr6 par les sous-groupes unipotents de T.  H est d6j& engendr6 par deux sous-groupes 
unipotents maximaux normalisfis par T. Vu 2.3 ces derniers sont engendr6s par les 
sous-groupes U a qu'ils contiennent, done le sous-groupe engendrfi par les sous-groupes 
unipotents de H n'est autre que H*. Cela entraine que H*. ( T n H )  ~ est un sous-groupe 
de H qui contient un tore maximal S de H et tousles  sous-groupes unipotents de H ;  

i l e s t  done 6gal & H (1.3, rem.). 

b) Soient ~ 8 = ~ n ( - - ~ ) ,  v ? , = ~ n C ( - ~ q  ). Ce sont des parties closes de �9 (3.o). 

On sait [6, w 7, Prop. 2~] que l'on peut fixer un ordre sur q~ tel que B,cq) +. Soient 
~ + = ~ n O  • et V • le groupe engendr6 par les U s (ae~• L'ensemble 4 -  est aussi 

clos dans ~, et 2.5 montre que V • ne contient pas de groupe Ub avec br 
L'ensemble ~ ,  ~tant c lo se t  symdtrique, est aussi un systSme de racines. Posons 

W' =W(~8)  et montrons que M = V  + . W . T . V -  est un groupe (on utilise la convention 
du n ~ 2.4). Vu 2.3, i l e s t  engendrfi par T et les groupes Ua, off a parcourt ~+ et 
les opposfis des racines simples de ~%, pour l'ordre fix6. I1 suffit done de faire voir 
que M est invariant par translation $ gauche par T et par les U a sus-mentionn6s. 
C'est ~vident pour T, et pour U~ si aE~ +. Soit done a une racine simple de ~ .  La 

Proposition 2.5 montre que le sous-groupe Y de V + engendr~ par les U b (br +, b=t= a) 
est normal• par Us, U a, donc en particulier que V + = U a . Y = Y . U a ,  d'ofl 

U_a. M c Y . U _ a .  Ua .W' .  T . V - .  

La ddcomposition de Bruhat (2.4) de Z a donne 

(i) U_a. Ua r  Uau Ua. ra. T.  Ua, 

r s 6tant la rdflexion fondamentale associde ~t a, d'ofl 

(2) U _ a . V  + . w' . T . V -  C M u V  + .U_s .  w. T . V -  (w 'eW' ;  w = r a . w ' ) .  

Si w - t ( a ) > o ,  alors w - t ( - - a ) e ~  - ,  donc U _ a . w . T . V - C w . T . V -  e t ledernier te rme 

,de (2) fait partie de M. Soit done b = w - l ( - - a ) > o .  On a 

(3) U-a" w ' T ' V -  = w" T" Ub 'V-"  
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La formule (i),  avec a remplae6 par - -b ,  donne 

(4) T . U b - V -  c T . V -  u T .  U-b .  rb.V-, 

d'ofi, vu (3), 
U _ a . w . T . V - C w . T . V - u U ~ . w . r b . T . V -  , 

et, vu (2), U _ , M C M .  
L'ensemble M est done bien un groupe. La d6composition de Bruhat du 

quotient de M par son radical unipotent montre alors que ce quotient a a% comme 
syst~me de raeines. Comme V + et V -  ne contiennent aucun U b (br il en est alors 
de m~me de M, done ~ = ~ .  

3.5.  Lemme. - -  Soient Sun  tore de G, T u n  tore maximal de G contenant S, et H u n  sous- 

groupe fermd de G eontenant .~(S). Alors le sous-groupe H* de H engendrg par les U~ (aEO(T, G)) 
contenus dans H, mais non dans ~(S) ,  est normalisg par ~Lr(S). 

Soient a, b deux 616ments de qb(T, G) tels que Ua~O~(S), Ubr163 U b c H .  Le 
groupe (U~, Ub) est contenu dans le sous-groupe engendr6 par les U c off c parcourt les 
racines de la forme ma+nb (m, n>o) (2.5) , et engendr6 par ceux de ces sous-groupes 
qu'il contient (2.3). Ces derniers ne peuvent faire partie de ~e(S) (puisque n4:o), 

rnais sont dans H, done dans H*, ce qui prouve que (U~, Ub)CH*. Par cons6quent, 
le normalisateur de H* contient tout sous-groupe U~ faisant partie de ~ ( S ) ;  comme il 
confient aussi T, le lemme est d6montr6. 

3.6 .  Proposition. - -  Soient H u n  k-sous-groupe rgductif connexe de rang maximum de G 

et U un k-sous-groupe unipotent connexe de G normalisg par H. Soit S le plus grand sous-tore dgployg 

sur k du centre de H. Alors il existe un ordre sur X*(S) tel que les poids de S dans U soient >o .  
Remarquons tout d 'abord que le centre de H est d~fini sur k (2.15), ce qui 16gitime 

la d6finition de S. Soit T u n  tore maximal de H, done de G, ddfini sur k, qui existe vu 2.14, 
et soit + l'ensemble des racines a de G par rapport ~t T telles que U a c U .  C'est aussi (3.2) 
l'ensemble des poids de T dans U. Vu 3. i, il suffit done, pour ~tablir la proposition, 
de faire voir que toute combinaison lindaire ~t coefficients entiers > o  d'une famille 
non vide d'616ments de d~ a une restriction non nulle ~t S. Supposons le eontraire, et soit c 
une telle combinaison lin6aire qui s'annule sur S. Le groupe de Galois I' de ks/k op~re 
sur X*(T), en permutant  les 616ments de +, et sur X.(T),  en laissant X.(S) fixe point 
par point; quitte ~t remplacer c par la somme de ses transform6s par F, on peut done 
supposer c invariant par F, done d6fini sur k. I1 est alors trivial sur la composante neutre Z 
du centre de H (I .8). D'autre part, le groupe de Weyl W(H) de H op~re aussi sur t~, 
done la somme c' des transformds de c par W(H) est aussi une combinaison lin6aire ~t 
coefficients entiers > o  d'616ments de t~, qui s'annule sur Z. Ce dernier fair montre que 
c' est eombinaison lin6aire, k coefficients rationnels, de raeines de H par rapport  ~ T. 
Comme elle est invariante par W(H),  elle doit alors ~tre nulle. Mais T . U  fait partie 

d 'un groupe de Borel de G, done + est contenu dans l'ensemble des racines positives de G 
pour un ordre convenable, et c '+  o, d'o~ une contradiction. 
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3.7 .  Corollaire. --- Soient U un k-sous-groupe unipotent connexe de G e t  S u n  k-tore de G 

dont le centralisateur .~e(S) normalise U. Alors les poids de S dans U sont tous non nuls. 

Le groupe H =  ~f(S) est rdductif, connexe, ddfini sur k (2.15 d)) et de rang 
maximum. Soient T et + comme dans la ddmonstration prdcddente. Les poids de S 
dans U sont les restrictions ~t S des dldments de +. Si ae+ a une restriction ~t S nulle, 
c'est une racine de H par rapport  ~t T, et iI est forcdment nul sur Ie plus grand tore central 

de H, en contradiction avec 3-6. 

3.8 .  Ensembles quasi-clos de racines et sous-groupes associ~s. - -  (i) Soient S u n  tore 
de G et T u n  tore maximal de G contenant S. Une partie ~ de (I) (T, G) = (I) est quasi-close 

si le groupe engendr6 par les U a (a~t)  ne contient aucun autre groupe U b (becI)). 
D'apr&s 3.4, un ensemble clos est aussi quasi-clos. (Remarquons en passant que la 
rdciproque ne peut ~tre en ddfaut que dans les cas mentionnds dans la remarque ~ 2.5, 

off (Ua, Ub) est strictement plus petit que U(o,b ) (a, b~rb, a + b + o ) . )  

Une partie ~ de (I)(S, G) est quasi-close si l 'ensemble des racines de G par rapport 
~t T dont la restriction k S est contenue dans +u{o} est quasi-close. Comme deux tores 
maximaux de G contenant S sont conjugu6s dans ~f(S), il est clair que cette condition 
sera alors Vdrifide pour tout tore maximal de ~f(S). Toute intersection de parties quasi- 
closes est quasi-close. I1 y a done un plus petit ensemble quasi-clos contenant une partie (r 
de O(S, G), qui sera appel6 la quasi-cl6ture de ~. Si t~c(I)(S, G) est quasi-close, - - +  l'est 
aussi ; pour le montrer, il suffit 6videmment de consid6rer le cas off S = T, et cela r~sulte 
alors de l'existence d 'un automorphisme de G conservant T et induisant sur T l'auto- 

morphisme t ~ t  -1 ([Io, exp. 24, cor. i]). 
(ii) Soient + une partie quasi-close de (I)(S, T) et ~ (resp. v) l'ensemble des 

616ments de (I)(T, G) dont la restriction k S est contenue dans + w{o} (resp. +). On note G(, s) 
ou Gr le groupe engendr6 par T et les Ua (as~z), et ~,c'-*<s) ou Gr le groupe engendr6 par 
les U~ (aev). Par d6finition, Gr ne contient aucun autre groupe U b (br done est 
engendr6 par ~e(S) et Gr De plus G, est normalis~ par ~e(s) d'apr6s 3.5~ done 
G , - -  LIe(S). G~. Cela montre aussi que G+ et G~ ne changent pas si l'on remplace dans 

la definition pr6cEdente T par un autre tore maximal de G contenant S. 
Par d6finition, on a 

(I) G~ ) -- G(r s), G;! v) =- G; (s) 

off v' est la quasi-clSture de v (il se peut que , ' + v ) .  
Plus gdndralement soit S' un tore contenant S et soient o (resp. z) la quasi-clSture 

de l'ensemble des racines relatives ~t S' dont la restriction ~ S appartient ~t q~ u{o} (resp. +). 

On a alors visiblement 
(2) G~')=_ a(r G*(S')_ c,.*(s) 

Les poids de S dans G~ (resp. G~) sont les dldments de +u{o} (resp. de + ou ~bu{o}). 

Remarquons encore que si ~b--~ r G), alors Gr = G et G~ est le produit des facteurs 

presque simples de G non centralisds par S. 

680 



GROUPES R~DUCTIFS 77 

(iii) Soient +, ~ des parties quasi-closes de q~(,S, G). On dit que ~q est un quasi-idial 
de ~ si G~ est un sous-groupe distingu6 de G+. On verra (3-9) qu'un ideal est un 
quasi-idfial. 

(iv) Si G~ est unipotent, on le notera souvent U+, et l'on dira que d? est unipotent. 
Si + est quasi-clos et form~ de racines > o  pour un ordre convenable sur X*(S), alors il est 
unipotent, et ,~ est quasi-clos unipotent. En effet, soit (P+ t'ensembte des racines relatives ~ T 
positives pour un ordre sur X*(T) compatible avec l'ordre donnd sur X*(S) (3.~)- 
On a vcq)+, donc aussi v'r et G;! T) fair partie du groupe unipotent maximal U 
engendrd par les U~ (aeq)+). De plus, si a, b e , , m ,  n s N  + et m.a- i -n .b~ , ' ,  alors la 
restriction ~t S de m . a + n . b  ne peut ~tre nulle, donc fait partie de + et m . a + n . b e v .  
I1 r6sulte alors de 2.5 que v est quasi-clos et que S n'a pas le poids zfiro dans Ur 

Si S = T, alors r~ciproquement tout ensemble quasi-clos unipotent est form6 de 
racines positives, puisque T.  U ,  est contenu dans un sous-groupe de Borel de G. Cela 
vaut aussi si S est d~fini sur k et contient le tore d~ploy~ sur k maximal du centre de :~e(S), 
vu 3.6. Mais des exemples simples montrent que cette r6ciproque n'est pas vraie en 
g~n~ral. 

3.9.  Proposition. - -  On conserve les notations de 3.8. Soient ~, ~ des parties quasi-closes 
de r  G) telles que + normalise ~. Alors G ,  normalise G*~. 

Soient T u n  tore maximal de G contenant S e t  j : X*(T)-+X*(S) l 'homomor- 
phisme de restriction. Comme ~(S)  normalise G~, il suffit de montrer que si 
aej-~(+)r~q)(T, G) et b~j- l (~)nq~(T,  G), alors (U~, Ub) c G  ~. Supposons d'abord 
que m.j (a) -+-n . j (b) ,  o quels que soient m, neN+ ; comme d? normalise ~, on a alors 
m . a + n . b ~  toutes les fois que m.a-t-n.bEq~, et notre assertion r~sulte de 2. 5. Si, par 
contre, il existe m, neN+ tels que m.j(a) -t- n . j (b)=% alors j ( a ) = ( m +  I) .j(a)-I-n.j(b)e'~, 
done Ua~G, ,  d'ofl ~videmment (U,, Ub)cG~. 

3. xo. Proposition. - -  Soient Sun  tore et ~, ~ deux parties quasi-closes de qS(S, G) positives 
pour un ordre donnd sur X*(S). Soit ~ l'ensemble des ggments de q5(S, G) qui sont somme d'une 
combinaison lindaire non nuUe ~ coefficients entiers ~ o d'ildments de + et d'une combinaison lingaire 
non nuUe ~ coefficients entiers ~ o  d'dlgments de 0. Alors ~ est clos unipotent, et (U,,  U~) cUo.  

I1 est clair que a est clos. Soient T un tore maximal de G contenant S, et qS+ 
l'ensemble des racines de G par rapport ~ T, positives pour un ordre sur X*(T) compatible 
avec l'ordre donnd sur X*(S). Soient ~b', ~', ~' les images rSciproques de +, ~, ~ dans q). 
Vu 3.8 (iv), on a U ,=U(~  T) et de m~me pour 0, ~. D'autre part  o' est obtenu ~ partir 
de +', 0' comme ~ l'est h partir de ~b et ~. La proposition est donc cons~quence de 2.3, 2.5 
et des identitds (x, y z )=(x ,y ) .U(x ,  z) et (xy, z)-=X(y, z ) . (x ,  z). 

3. xL  Proposition. - -  Soient S u n  tore de G, ~ un ensemble quasi-dos unipotent de 
racines relatives ~ S, t~l , . . . ,  +, des parties quasi-closes unipotentes de + dont + est la rgunion 
disjointe, et H u n  sous-groupe unipotent fermd connexe de Ur (resp. Gr normalisg par S. Alors 
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l' application produit d~finit un isomorphisme de varigtgs de ( H n U , , ) • 1 6 2  (resp. 
( H n 1 ~ e ( S ) ) • 2 1 5  x ( H n U , , ) ) ,  sur H. 

D'apr8s 3.5, Ur est normalisd par r done est le radical unipotent de G,,  
et S . H . U ,  est un sous-groupe ferm6 rdsoluble de G,.  Soient B u n  sous-groupe de Borel 
de G contenant S .H .  Ur et T u n  tore maximal de B qui contient S, done fait aussi partie 
de .o~f(S). Les poids de T dans le radical unipotent U de B sont les fil6ments positifs de 
r = qb(T, G) pour un ordre convenable. Soient j : X*(T)-+X*(S) l 'homomorphisme de 
restriction et ~0 =J - l ( o )  r ~ + ,  ~ = j - l ( @  n �9 (I X i <  n), v} =j-l(+)r~q5 et ~ = ~u ~0. I~vi- 

demment  ~0 est closet ,  vu 2.3, U , 0 = ~ ( S ) n U ;  vu 3.8 (iv), ~qx, . . . ,  ~%, ~ sont des 
parties quasi-closes unipotentes de qb+ v} est la r~union disjointe de ~1, . . . ,  ~,, et l 'on a 
U , = - U ~  ), U - - U  (T) (I < i < n ) .  I1 rdsulte aussi de 2. 3 que c~ est l'ensemble des poids 

de T dans V = G r  donc que aes t  quas i -c lose tque  V = U o .  Soient a l , . . . , a q  
(resp. bl, . . . ,  b,) les dldments de ~q (resp. a) rangds par ordre croissant. D'apr~s 2.5 
l'application produit d6finit un isomorphisme de varidtds de U a i • 2 1 5  (resp. 

U N •  •  ) sur un sous-groupe distingu6 V i (resp. YI) de U,  (resp. Uo) pour tout 

j ~ f  (resp. j ~ r ) .  Les groupes V i (resp. Y/) forment done une suite de composition 
de U~ (resp. Uo) dont les dldments sont engendrds par leurs intersections avec les groupes 
U~ (i = i, . . . ,  n) (resp. i = o, . . . ,  n). La proposition rdsulte alors de 3.3 (off l'on prend S 

comme groupe d'op6rateurs). 
3. x~,. Proposition. - -  Soient S un tore, H u n  sous-groupe fermg connexe de G normalbd 

par S e t  + un ensemble convexe de racines de G relatives t~ S. Supposons que tout poids de S dans H 

appartienne t~ + (resp. +u{o}). Alors H est contenu dans G** (resp. G,). 
Soit S' un tore maximal de S. H contenant S. Le groupe S. H est engendr6 par S' 

et deux sous-groupes unipotents maximaux normalisds par S' (2.3, remarque), done H 
est engendrfi par (S'tnH) ~ et deux sous-groupes unipotents normalisds par S. I1 suffit 
par consdquent de consid6rer le cas off H est unipotent. 

Soient B u n  sous-groupe de Borel de G contenant S .H,  T un tore maximal de B 
contenant S, et U le radical unipotent de B. Soient qb+ l'ensemble des racines de U 
relatives ~t T, et 500 l'ensemble des 616ments de q)+ dont la restriction ~t S' est nulle. 
Soient 500,501, . . . ,  50, les classes d'dquivalence de la relation obtenue darts q)+ en 
considdrant comme 6quivalentes deux racines dont les restrictions ~t Sne different que par 

un coefficient strictement positif; 500, 5~ - . . ,  50, sont Iconvexes et (2.3) ~r  = U~0. 
Soient ~ l'ensemble des restrictions ~t S des 61dments de 50~, et 

U~-----U% =U(T)~i ( I < i < n ) ,  U 0 = U ~ ) = ~ f ( S ) t n U .  

I1 rdsulte de 3.11 que H = ( H n ~ e ( S ) ) . ( H n U 1 ) . . .  (HnU, ) ,  et que Hn-~e(S)4{e} 
seulement si S a le poids zdro dans H. Soit i>= i. Alors H n U i +  {e} entras ~bo*i* o, 
done, puisque ~ est convexe, d/~c~, et U i c U , ,  d'ofi la proposition. 

3. ~3. TMor~me. - -  Soient S un k-tore de G, H u n  sous-groupe connexe k-ferm~ de G normalisd 

par ~e(S) et ~b une partie quasi-dose de q)(S, G). Alors : 
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a) H est ddfini sur k, et poss~de un unique sous-groupe de Levi L norrnalisg par ~e(S). Les 
groupes L et Ru(H ) sont dgfinis sur k. 

b) Les groupes G,  et G~ (3.8) sont dgfinis sur k si et seulement si ~ rest ( i .  7). Les ensembles 

q), = ~ n ( - -  ~) et qbu = ~ c~ C ( -  ~) sont quasi-dos, et +~ est unipotent. Si H = G,  (resp. H = G;), 

alors L = G , ~  (resp. L=G;~)  et Ru(H ) = U , .  , 
a) I1 suffit de faire la ddmonstration lorsque k est sdparablement clos. D'apr~s 2. I o 

et 2. I4, S est contenu dans un tore maximal T de G faisant partie d 'une donn6e de 
ddploiement sur k. Le groupe R,(H) (resp. H) est alors engendr6 par les groupes 
radiciels U, qu'il contient (resp. et ( T n H )  ~ et est done d6fini sur k. 

Soient ~ l'ensemble des aeqb(T,G) tels que U~cH, et ? ~ = ~ n ( - - ? ) ,  

~ - = ~ n C ( - ~ ) .  Montrons que l'ensemble ~ est ~gal ~t l'ensemble ~ des aeqb(T, G) 

tels que U~cR~(H). Soit a ~ .  Si - - a  faisait partie de ~, alors le groupe Z~ engendrd 
par U~ et U_~ normaliserait R,(H),  son radical unipotent contiendrait R.(H)nZ~,  
done U~, et serait * {e} ce qui est absurde puisque Z~ est presque simple de dimension 
trois (2.3). Ainsi, - - a ~ ,  done ae~,  et ~c~ , .  D'autre part, le quotient de T . H  
par Ru(H) est r~ductif, done a un ensemble de racines sym~trique, d'ofl ~t~ ~,, et ~x = ~ , ,  
ce qui montre en particulier que ~ est quasi-clos unipotent. 

L'ensemble ~ est quasi-clos puisque ~ et - - ~  le sont (3.8(i)) et le groupe L engendr~ 
par les U~ ( a ~ )  et T ' = ( T n H )  ~ est r~ductif. Vu 2.3, 3-4, il contient tout sous-groupe 
de H r~ductif normalis~ par T, et l 'on a H = L. R~(H). Les r~sultats rappel~s en 2.3 
montrent aussi que les alg~bres de Lie de L et R J H )  sont transverses et que LnR~(H) 
est connexe, done r~duit h {e}. Le groupe H est par suite produit semi-direct de L et 
R~(H), et L e s t  l 'unique sous-groupe r~ductif normalis6 par T ayant cette proprietY. I1 
reste ~ voir que L est stable par &~(S). Le sous-groupe L' de H engendrd par les 
�9 L ( x e ~ ( S ) )  est rdductif, car il est stable par un automorphisme de G qui induit 
t ~ t  -~ sur T (et dont l'existence r~sulte du cor. I de [~o, exp. 24]), donc poss~de un 
ensemble de racines '~ par rapport k T qui est sym6trique. On a dvidemment ~ cvcB,  
d'ofl ,~= ~ et L ' =  L, ce qui termine la ddmonstration de a). Remarquons que l'on a 

montrd en outre que 

(~) L = ( T n H ) ~  G~I~ 1 , Ru(H) = G */wl 7]Z ~ * 

b) Si G, (resp. G,) est d6fini sur k, il en est 6videmment de m~me de qb; r6cipro- 
quement, si ~ est d6fini sur k alors G, et G~ sont k-ferm6s, normalis6s par ~3f(S), done 

d6finis sur k vu a). 

Soit j : X*(T) ~ X*(S) l 'homomorphisme de restriction, et soit B comme ci-dessus. 
Si H = G ,  (resp. H = G ; ) ,  a lo r son  a j - l ( + ) n q b ( T , G ) c ~ c j - l ( ~ u { o } ) n q ) ( T , G ) ,  
d'ofl en particulier j-t(t~s ) n * ( T ,  G)c~s  et j-l(d?u ) nq~(T, G)c~, .  Compte tenu de (I), 
il s'ensuit que 

(2) t34, (resp. G ~ ) c L  et G~, cRy(H).  
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Mais G% est normalis6 par  G% (3.o, 3.9),  done H = G%.G% (resp. G%.G%), et les 
inclusions (I) sont en fait des ~galit6s. 

3. x4. Corollaire. - -  Soit H un k-sous-groupe connexe de G de rang maximum. Alors H 

posskde une d&omposition de Levi (o. 8) sur k, et deux k-sous-groupes de Levi de H sont conjugugs 

par un unique ~lgment de R~(H)k. Les k-sous-groupes de Levi de H sont les centralisateurs dans H 

des totes maximaux de R(H)  qui sont dgfinis sur k. 

H eontient un  tore maximal  ddfini sur k (2.14 a)), done a une d6composition 

de Levi sur k vu 3.13. Soient H = L . R , ( H )  une telle d6eomposition et T u n  tore 

maximal  de L. Le radical de H est d6fini sur k et dgal ~ Z . R , ( H ) ,  off Z est le centre 

eonnexe de L e t  aussi un  tore maximal  de R(H)  dfifini sur k ( 2 . I 5 e ) ) .  On  a 
L c ~O~H(Z ) par  construction. D 'au t re  part,  ~en(Z ) n R , (H)  est stable par  T,  done engendr~ 

par  les sous-groupes Ida (aeO(T,  G)) qu' i l  contient (2.3), ce qui, eompte tenu de 3.6, 
montre  que ~eu (Z)nR , (H)={e} ,  d'ofi L =  ~en(Z), et notre derni~re assertion. 

Soient L '  un  deuxibme k-sous-groupe de Levi et Z' son centre eonnexe. Les tores Z et 

Z '  sont max imaux  dans R(H) ,  done eonjuguds par  un  ~16ment u~R,(H)~ [I,  Th.  12.2]. 
Cet ~16ment est unique,  car le normalisateur et le centralisateur de Z dans R(H)  
coincident [i ,  IO.2] et on a vu ci-dessus que ce dernier se r6duit ~t Z. L'616ment u est 
done rationnel sur une extension ins6parable de k, et, pour d6montrer  qu' i l  est rationnel 
sur k (1), on peut  supposer k s~parablement clos, donc G ddploy6 sur k. Vu 2. IO, 

appliqu6 k G e t  ~ T . R , ( H ) ,  on peut  supposer que T fait partie d 'une  donnde de 

d6ploiement et trouver w R , ( H ) ~  tel que v . Z ' . v - I C T .  On a alors v . Z ' . v - ~ C L n R ( H ) ,  

done v . Z ' . v - t = Z  et v .L ' . v -X-=L .  

3. xS. Contre-exemples. ~ Nous supposons ici la caract~ristique p de k non nulle. 

Soient V un espaee vectoriel sur k de dimension deux, Vp sa p-i~me puissance symdtrique, 

et x, y une base de V k. On identifie Vp ~t kP + 1 en prenant  comme base les mon6mes x p, 
~P, xP- l .y ,  . . . ,  x . y  -~. Le groupe GL(V) op~re canoniquement  sur Vp, et l 'on dfinote L 

l ' image dans GLp+ 1 du groupe SL(V) des dldments de dfiterminant un de GL(V) par  

cette representation. 
Soit P l e  sous-groupe de GLp + 1 laissant stable le sous-espace W engendr6 par x p 

e t y ,  et soit U = R u ( P ) .  I1 est imm~diat  que U=_(t3~) z(v-1) et que l 'on a une d6compo- 

sition de Levi P = M.  U avec M ~ 1 3 L  2 • GLp_ 1. La  projection ~ : P - + M ' =  P /U  induit  
un isomorphisme ~b de M sur M' .  D 'aut re  part,  il est dldmentaire que L laisse W stable, 

done que L c P .  Soit H = L . U  le groupe engendr~ par  L e t  U. On  a L n U = { e }  

done H est au point de vue ensembliste le produi t  semi-direct de L e t  U. On  peut  aussi 
~crire H = L ' .  U, off L '  = H n M  = +- lo~(L)  est k-isomorphe h L. Les alg~bres de Lie 

de L'  et U sont transverses (puisque eelles de M e t  de U le sont), done L'  est un  sous- 

groupe de Levi de H. 

(1) Ce qui r6sulte aussi d'un th6or6me de Rosenlicht (voir ~ 1.4)- 
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Les sous-groupes L e t  L' de H ne sont pas conjugu6s dans H, car s'ils l'6taient, 
on pourrait trouver un sous-espaee W' suppl6mentaire de W dans Vp stable par L, et 
un caleul 616mentaire (ou bien [io, Exp. 2o, p. I2]) montre qu'il n 'en est rien. 

On peut prendre comme base de l'alg6bre de Lie 1 de L l e s  vecteurs H, X, Y 
tangents aux images des groupes de matrices diagonales, triangulaires unipotentes sup6- 
rieures et triangulaires unipotentes inf6rieures respectivement. Un  calcul 616mentaire 
laissd au lecteur montre que H est diagonale, et que 

a) si p = 2 ,  X et Y forment une base de l'alg6bre de Lie u de U; 

b) si pt>3, I e t  u sont transverses. 
(On vdrifie par exemple que X, Y ont leurs termes diagonaux nuls et que 

si P~>3, Xp, p+a+o ,  Xp+l ,p=O , Yv, p + ~ = o ,  Yp+~,p+o.) Si P ~ 3 ,  H est done un 
exemple de groupe possddant deux sous-groupes de, Levi L, L' non conjuguds. S i p  = o, 
H est un sous-groupe de GL3, normalis6 par le tore maximal des matrices diagonales 
de GLa, done auquel 3 . i 3  s'applique, mais qui poss6de un sous-groupe rdductif 
maximal L tel que H = L . U  et dont l'alg6bre de Lie a une intersection non nulle 

avec eelle de U. 

3. z6. Lemme. - -  Soient U un k-groupe unipotent connexe, Sun k-tore opdrant k-morphiquement 

sur U, et f u n  caractkre non trivzal de S. Supposons que sur ks, U poss~de une structure d'espace 

vectoriel telle que l'opgration d'un gllment seS~ soit l'homotMtie de rapport s t. Alors il en est d6jh 

ainsi sur k, et f est ddfini sur k (a). 
L'ensemble des poids de S dans U s e  rdduit ~ f ,  et est d'autre part stable par le 

groupe de Galois F de ks/k , d o n c  f e s t  d6fini sur k. 
Les hypotheses entralnent que l'on a v(c.u):=Vc.Vu, quels que soient y~P,  cEk s 

et u c U k .  I1 suffit donc de faire voir que U poss~de une base formde d'dldments rationnels 
sur k. I1 est clair que U poss6de une base form6e d'dl6ments rationnels sur une extension 
galoisienne convenable K de k de degr~ fini. Soit F'-----Gal(K/k) et soit (ul, . . . ,  u,) 
une pattie de Ua libre dans Uk, (vu comme espace vectoriel sur ks) maximale. Alors, 

pour tout u e U  K et c~K, l'6ldment 52 Vc.Vu est rationnel sur k, donc combinaison 
y ~ r '  

lin6aire des u i ( I ~ i ~ n ) ,  I1 en est alors de m~me de u d'apr6s le thdor6me de la base 

normale, donc (ul, . . .  , un) est une base de Uks. 

3. x 7. TMorkme. - -  Soient S un k-tore de G, ~ un ensemble quasi-dos unipotent d'glgments 

de (I)(S, G) d~fini sur k, et f un glgment d6fini sur k de + tel que ~ = y - - { f }  soit un quasi-idgal 
de ~ (3.8). Soit H u n  k-sous-groupe de U , ,  normalisd par un tore maximal T de G d~J'ini sur k et 

contenant S. Alors le quotient H / ( H n U ~ )  a une structure d'espace vectoriel dgfinie sur k telle 

que l'automorphisme induit par Int s (s~Sg) soit l'homotMtie de rapport s t. 

Vu 3.I6 ,  on peut supposer que k = k s ,  donc que G est d6ploy6 sur k et que T 

(1) Ce l emme est aussi une consequence facile du l emme p. :to 9 de [26]. I1 est aussi vrai lorsque f = o  [~6, 
th. 3, P" I~ 
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fait partie d 'une donn6e de d~ploiement. I1 existe un sous-groupe de BoreI de G qui 
contient T.Uq,, et ce sous-groupe est engendrd par les groupes radiciels Ua, off a parcourt 
l'ensemble (I) + des racines > o  pour un ordre convenable, donc est d6fini sur k. Soit ~x 
(resp. v) l'ensemble des 614ments de q)+ dont la restriction 5 S est contenue dans + (resp. ~1). 
Alors (2.3, 3- 1 I) l 'application produit induit un k-isomorphisme e de varidt6s du produit 
des Ua, ae~ (resp. Ub, bey), sur Ur (resp. U~) et un morphisme bijectif du produit 
des U a n H  , ae~z (resp. UbnH,  bey) sur U+r~H (resp. U~caH), off les 61dmentsde ~z 

(resp. v) sont rangds dans un ordre quelconque. Mais Uar~H est 6gal 5 {e} ou ~ U~ (2.3) 
et e commute ~t Faction de T. Cette application induit donc un k-isomorphisme de 
vari6tds du produit des U a (ae~, aCv, U~cH)  sur H / ( H n U ~ )  qui commute 5 T, d'ofi 
le thdor6me. 

3. x S. Corollaire. - -  Tout k-sous-groupe unipotent connexe H de G normalisg par un tore 

maximal T de G dgfini sur k est dlployg sur k. Si ~ est une partie quasi-close unipotente de O(S, G) 
d~finie sur k, alors Uo est un k-groupe unipotent dgployg sur k. 

Vu 3.6, il existe un ordre sur X*(Td) tel que les poids de Te dans H soient >o .  
Soient al, . . . ,  % les 616ments de O+(Td, G), rangds par ordre croissant. Pour tout i 
compris entre I e t  m, {ai, . . . ,  %} est un quasi-id6al de {al, . . . ,  %}. La premiere partie 
du corollaire rdsulte alors du thdor6me par rdcurrence descendante sur le plus petit 

entier i tel que HCU{a  i ..... am }. 

Le groupe Uo est d6fini sur k (3-I3),  normalis6 par ~e(S) (3.8 (ii)), done aussi 
par un tore maximal de G d4fini sur k (2.15 d)).  La deuxi~me assertion du corollaire 
est done un cas particulier de la premiere. 

Remarque. - -  Supposons S d4ploy6 sur k, et (; form6 d'616ments positifs de 
d)(S, G) pour un ordre convenable sur X*(S). Soient b l , . . . ,  b m les 616ments de 
rang4s par ordre croissant. Pour tout i ~ i ,  l 'ensemble (~i={b~, . . . ,  b~} est une partie 
quasi-close de (P(S, G), car c'est l'intersection de ~ avec l'ensemble des racines ~ b i ,  

qui est visiblement clos. Comme S est d6ployfi sur k, tout 616ment de O(S, G) est d6fini 
sur k, done U i ----- Uo~ est un k-groupe unipotent. Vu 3. I o, U i + ~ est un sous-groupe invariant 

dans Ui,  et vu 3-I7,  Ui/Ui+~ admet une structure d'espaee vectoriel sur k, telle 
que l 'automorphisme intdrieur par seS~ y induise une homothdtie de rapport s b~. I1 existe 

done dans ce cas une suite de composition sur k, ~t quotients successifs vectoriels sur k, 
sur lesquels S agit par homothdties, ce qui pr6cise 3. i8. 

L'hypoth~se de positivit6 faite sur (; est vdrifi~e d'elle-m~me si ~ = (c) est l 'ensemble 

des multiples entiers positifs d 'un 616ment ceq)(S, G), ou, vu 3.6, si S est le plus grand 
tore ddployd sur k du centre de ~e(S), done, plus particuli~rement encore, si S est un 
tore d~ploy~ sur k maximal de G. 

3. x9. Corollaire. - -  Soient S u n  tore de G, f un caractkre non trivial de Se t  ~ un isomorphisme 

de G~ sur un sous-groupe H de G normalis~ par S ve'rifiant s .a ( t ) . s -~=o~(s t . t )  (seS, t6Ga). 

Alors H est contenu dans le sous-groupe UI~) , oh ( f )  dgsigne l'ensemble des ggments de q)(S, G) 

de la forme n . f  (heN+). 
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Soit d/l 'ensemble des racines relatives ~ S de la forme c . favec  c> o. Cet ensemble 
est convexe, done H r  d'apr~s 3. I2. 

Soit B la plus petite partie quasi-close de + telle que H c U , .  
Supposons que 0 r  ( f ) ,  et soit c le plus petit non-entier tel que c . f ~ .  L'ensemble 

--= B - - { c . f }  est un quasi-idfial de B. Soit ~ la projection canonique de U~ sur l'espace 
vectoriel U J U ~ =  V, et soit ~ le morphisme de vari6t6s de G,, dans V qui applique 

t e G  m sur r~(~(t)). D'apr~s 3. ~7, on a 

( ) = s t )  (s S, teG ). 

Comme HcU~,  ~m n'est pas nul, mais alors (i) et le fait que ~ est un morphisme 
entralnent que c est entier, d'o~ une contradiction. 

3.20.  CoroUaire. - -  Soit H un k-sous-groupe connexe de G, normalisg par un tore maximal T 

de G d~fini sur k. Si k est infini, alors H k est Zariski-dense dans H. 

Le groupe H admet une ddcomposition de Levi H = L. R,(H) sur k d'apr+s 3.13. 
Le groupe R~(H) est normalis6 par T, donc ddploy~ sur k vu 3. i8, donc isomorphe 
sur k ~ un espace affine [26, p. IoI], ce qui implique que R,,(H)k est Zariski-dense dans 
R,(H).  Enfin, L k est Zariski-dense dans L d'apr~s 2. I4. 

3 . 2 L  Lemme. - -  Soient S un tore de G, + une partie convexe de qs(S, G) et A la composante 

neutre du noyau des caractkres appartenant ~ +~. 
a) ~ contient tout ilgment de ~(S, G) qui s'annule sur A.  

b) Si S est un tore maximal de G, tout gllment weW(S, G) qui opkre trivialement 

sur X.(A) est produit de r~flexions r b (b@~). 
a) Soit ceCI)(S, G) s'annulant sur A. II existe donc des dl6ments de +~ dont c est 

combinaison linfiaire ~ coefficients rationnels. Comme +~ est symdtrique, on peut supposer 
ces coefficients > o ;  d'autre part, +~ est convexe, puisque + l'est, done ce+,. 

b) D'apr~s [6], w est produit de r~flexions rb, o?a b est une racine nulle sur X.(A), 

done un caract~re de S nul sur A, donc un 61dment de +, vu a). 

3.22. Proposition. - -  Soient S un tore de G e t  ~, ~ deux parties quasi-closes de q)(S, G). 

Alors : 

a) 9 r  et (Gct~G~)~ 
b) Si + n ~ est convexe, G , n  G~ = G,~ ~. 

c) Si + est unipotent, U r  n G ~ = U r  ~. 
Soient T u n  tore maximal de G contenant Se t  j : X*(T)-+X*(S) l 'homomorphisme 

de restriction. 
a) Un sous-groupe radiciel U~ (ae~(T,  G)) par rapport ~ T fait partie de Gr si 

et seulement si a est un poids de T dans G+ (3.8), done si et seulement si j ( a ) c + u { o } .  

Cela vaut aussi pour ~ ou ~n0 ,  d'o~ a). 
b) I1 suffit de consid6rer le cas o~ k est algdbriquement clos, done off T fait partie 
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d'une donnde de ddploiement sur k de G. D'autre part, si ~cqb(S, G) est convexe, 
alors ap(T, G)nj-l(~zu{o}) est aussi eonvexe, et dvidemment 

j - i ( ( + n r ~ ) u { o } ) = j - ~ ( + u { o } ) n j - ~ ( n u { o } ) .  

On peut done supposer que S = T .  
Soit x~G,  nGn. Nous devons montrer que x~G,n n. Le tore x . T . x  -1 6tant 

conjugud ~ T darts (G+nG~) ~ on peut, vu a), se borner au cas off xe~g'(T). Soient 
A = T% et B -- T~ ( I .  2) .  D'apr~s 3.13, 3. I4, G ,  s == ~O(A) et G~ = :~e(B) sont des sous- 
groupes de Levi de G, et G~ respectivement, done l'616ment w du groupe de Weyl W(T, G) 
de G ddfini par x fait partie de W(T, G%)nW(T,  G@; il centralise X.(A), X.(B) et 

par cons6quent aussi X.(C), off C est la composante neutre de l'intersection des noyaux 
des 61~ments de + s n v ~ = ( ~ n ? ) , .  Notre assertion rdsulte alors de 3.~I b). 

c) Ici aussi, on peut supposer k algdbriquement clos et S = T, et c) rdsulte alors 

des proprift6s de U rappeldes en ~.3. 

3.23.  Corollaire. - -  Supposons S ddfini sur k et soient +, ~ deux parties quasi-doses de q)(S, G) 

dFfinies sur k. 
* C (i) G,, k G~,~ si et seulement si +c-~. 

(ii) G,,~=G~,k (resp. G+,k=G~,k) si et seulement si ~ = ~ .  
Les groupes G+, G.~, G~, G~ sont d6finis sur k d'apr~s 3.13. L'assertion (ii) est 

une consdquence immddiate de (i) et il est clair que ~ c ~  entraine G~,kcG~, k. I1 reste 
~t faire voir que G~,kcG~, k implique +c~.  

Soient aEr G) et (a) l'ensemble des multiples entiers positifs de a contenus 
dans qb(S, G). I1 est clos, unipotent (3- 8 (iv)), done tz = (a) n + est quasi-elos et unipotent. 
Comme + est rdunion de parties de ce type, on peut supposer qu'il est unipotent. Dans 
ce cas, U , n  G~ = U,~.~, d'apr6s 3-22. Les groupes U,n  ~ et U ,  sont unipotents d6ploy6s 
sur k (3.18), done la vari6t6 sous-jacente ~ U+ est k-isomorphe au produit de U ,n  ~ 
par un espaee vectoriel sur k [26, cor. I, 2 to th. i]. On ne peut alors avoir U, ,kCU, n~, k 

que si U , = U , n ~ ,  done si +c~.  

3.24.  Proposition. - -  Soient S un k-tore ddployg et + une pattie convexe de �9 (S, G). Alors, il 

existe des parties unipotentes convexes +~, . . . ,  ~,, de ap(S, G) telles que ~(S, G) soit la rgunion 

disjointe de +, ~b~,. . . ,  +met  que l'application produit d~finisse un k-isomorphisme de variFtFs 
de G , • 2 1 5  . . .  • sur un ouvert de G. Si + u ( - - ~ )  =q)(S ,  G), on peut faire m =  I 

(d'ol, G)--+). 
Posons X =  X*(S)|  et soit Y le sous-espace vectoriel de X engendrd par +~. 

Si une combinaison lindaire ~t coefficients rationnels positive d'dtdments de +. appartient 
~t Y, elle est identiquement nulle; en effet, de la relation 

r 

r t 

on tire --qal----- ]~2ciai+ Y.16b .= _ (bi~d~, , di>>. o) 
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et si q n'dtait pas nul, - - a  i devrait appartenir ~t +, ce qui est absurde. En vertu de 3- I, 
il existe dans X/Y un ordre tel que les images canoniques dans X/Y des 616ments de +, 
soient positives. Soit +' l 'ensemble de tousles dldments de q~(S, G) dont l'image canonique 
dans X/Y est positive pour l 'ordre en question. I1 est clair que +' est convexe, que 

t C I ~8=d/~, et que +~ d?~, ces deux ensembles dtant 6gaux si + u ( - - + ) = 6 0 ( S ,  G) Soient 
+l, - - . ,  +m-~ les parties convexes minimales de ds non contenues dans +,. L'ensemble +: 
est la rdunion disjointe de +~, +l, . - - ,  +m--i; par consdquent (3. I I) l 'application produit 
est un isomorphisme de varidtd de U % • 2 1 5  • sur U%, done (3.I3) de 
G , • 2 1 5  . . .  •  sur Gr Enfin, si on pose ~,~-------q~, l 'application produit est un 
isomorphisme de varidtds de G , , •  sur un ouvert de G. En effet, G,, et U% sont 
normalisds par tout tore maximal contenu dans 2~'(S) et il rdsulte de 2.3 que leurs 

alg~bres de Lie sont lin~airement inddpendantes et de somme dgale ~ g; d'autre part, 

G , , n U % = { e }  en vertu de 3.22 c). 

3.25. Corollaire. - -  La varigtd G/G~ est rationnelle sur k. La fibration de G par G+ 

poss/de une k-section locale, et la projection Gk-+(G/G,) k est surjective. 

Le compos6 de l 'application produit et de la projection = : G - + G / G ,  induit 
un k-isomorphisme de varidtds de U% •  • U% sur un ouvert V de G/G+, et la varifitd 

sous-jacente ~ U% est k-isomorphe ~ un espace affine [26, p. ~o~], d'ofi la premiere 

assertion. La k-section locale est ddfinie sur V comme l'inverse de r~ : U% . . .  U%-+V,  

et la derni~re assertion rdsulte de ~.6, ~.~4- 

w 4.  S O U S - G R O U P E S  P A R A B O L I Q U E S  

Darts tout ce paragraphe, G est rgductiJ; connexe. 

4. z. Un  sous-groupe ferm6 P d 'un groupe alg6brique H est parabolique s'il eontient 
un sous-groupe de Borel de H. Vu [I, w i6], il revient au m~me d'exiger que G/P soit 
une varifitd complete ou une vari6t6 projective. 

4 . 2 .  Sous-groupes paraboliques standards. - -  (i) On fixe un tore maximal T de G et 
un ordre sur l'ensemble @ des racines de G par rapport ~ T, et on utilise les notations 
de ~. 3. Pour toute partie 0 de A, on note [0] l'ensemble des racines qui sont combinaisons 
lin6aires ~ coefficients entiers d'fil~ments de 0, et l'on pose 

=o = u r  = = C n r  = C n r  

]~videmment 

(2) = ;  = - - = 0 ,  [8] = =0 n = ; -  = (=0),, (=0), = =,, (=;)~ = ~;- = --~0. 

Les ensembles % et r~- sont les seules parties fermdes de r contenant respeetivement q)+ 

et ~ -  [6, w 7, n~ 7, Prop. 20]. 
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(ii) On 6crira Po, P~-, Zo, Vo, Vo respectivement pour G~o , G,~g, ~(To)  , U,0 , U~g 

(cf. 3.8;  suivant la convention de i .2, T o d6signe la composante neutre de l'intersection 
des noyaux des caract6res ae0). On a les d6compositions de Levi 

(3) P0 = Z0.V0, Po = Z0.Vo. 

Les sous-groupes P0 (0 CA) sont les sous-groupesparaboliques standards (associ6s h T et q~+). 
l~videmment P o = B  et P A = G .  

(iii) Posons Wo = W(Z0). C'est le sous-groupe de W(G) engendr6 par les rdflexions 
fondamentales r b (be0). D'aprSs 2.4, et avec la convention d'6criture qui y est faite, 
on a 

d'ofl 

(4) 

Z0 = (Bn Z0).W0. (Bn Z0), 

P0 =B.W0.B,  Po = B - - W 0 .  B-. 

Le groupe V o n P  0 est stable par T, ne contient aucun groupe U~ (a~qb), donc 
est r6duit ~t l'616ment neutre (2.3). D'autre part, l'alg~bre de Lie de g est somme directe 
des alg~bres de V o et P0. Par suite, l'application produit induit un isomorphisme de varigtgs 

de V o • P0 sur un ouvert de G, et la fibration de G par P0 poss~de une section locale (cf. aussi 

3.24, 3.25). 

4.3- De 4.2 et [33, Th. 3], il rdsulte que les sous-groupes P0 (0cA) sont les seuls 
sous-groupes de G contenant B, et que tout sous-groupe parabolique de G est connexe, 
6gal ~ son normalisateur, et conjugud ~t un et un seul sous-groupe parabolique standard. 
(Le fait que les axiomes de [33] sont vdrifids rdsulte imm6diatement des calculs 
de [9], qu'on retrouvera d'ailleurs plus loin (5. I6).) I1 s'ensuit que si deux sous-groupes 
paraboliques P e t  P' de G sont conjuguds, et si P n P '  est parabolique, alors P =  P'. 

4.4.  Proposition. - -  Soient P, P' deux sous-groupes paraboliques de G e t  L un sous-groupe 

de Levi de P. 
a) Si PEP' ,  le transporteur T(P, P ' ) = { x E G l x P c P  '} de P dans P' est igal a P'. 

b) (PnP ' ) .Ru(P  ) est un sous-groupe parabolique de G. Il est ggal ~ P si et seulement 

si P' contient un sous-groupe de Levi de P. C'est un sous-groupe de Borel de G si P' en est un. 

c) Les sous-groupes paraboliques de G contenus clans P sont les produits semi-directs des sous- 

groupes paraboliques de L par Ru(P ). Deux sous-groupes paraboliques de G contenus dans P sont 

conjugu~s dans G si et seulement si leurs intersections avec L sont conjugu&s clans L. 

a) Si *PEP', alors *P'nP'Z*P, doric * P ' = P ' ,  et xeP '  vu 4-3. 
b) L'intersection P n P '  contient un tore maximal de G (2-4)- Apr~s conjugaison 

par un ~Idment convenable de G, on peut donc supposer, dans les notations de 4.2, 
que P =  P0 et P n P ' D T .  Soit + l'ensemble des racines de P' par rapport ~t T. I1 contient 
au moins un ~ldment de chaque paire ( a , - - a )  (aeqb); il enes t  donc de m~me pour 

~q=(n0n~)u~ 0. Mais cet ensemble est clos dans q), car ~0n+ l'est et ~0 est un ideal 
dans 7: 0. Vu la Prop. 20 de [6, w 7, no 7], -t] contient l'ensemble des racines positives 
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de G pour un ordre convenable. Comme ~ est aussi t 'ensemble des racines de 
(PnP ' ) .R~(P)  par rapport  ~ T, il s'ensuit que ( P n P ' ) . R , ( P )  contient un sous-groupe 
de Borel de G (2.3), d'ofi la premi6re assertion de b). 

Si P' contient un sous-groupe de Levi de P, il en est de m~me de P nP ' ,  donc 
(P~P ' ) .Ru(P)  = P. Rdciproquement, cette ~galitd entrafne que les 616ments a~ [0] sont 
tous des racines de Pc~P' par rapport ~ T, donc que Pt~P'DZ0. Supposons enfin 
que P' soit un sous-groupe de Borel de G. Alors l'ensemble + des racines de P' ne 
contient qu 'un 616ment de chaque paire ( a , - - a )  (aeq~). I1 e n e s t  alors de m~me de 
l'ensemble ~ considdr6 plus haut, qui est donc l'ensemble des racines positives pour 
un ordre convenable [6, loc. cit.], et (Pr~P').R~(P) est alors le sous-groupe de Borel 

correspondant. 
c) Tout sous-groupe de Borel de P contient R,(P)  et se projette sur un sous-groupe 

de Borel de P/R~(P) vu [i, th. 22. i]. Par suite, les sous-groupes de Borel de P sont les 
produits semi-directs des sous-groupes de Borel de L avec Ru(P), d'ofi la premiSre partie 
de c). Si deux sous-groupes paraboliques R, R '  contenus dans P sont conjuguds dans G, 
ils le sont dans P par a), donc leurs images dans P/R,(P)  sont aussi conjugu~es, ce qui 
dquivaut ~t dire que L n R  et L n R '  sont conjuguds dans L. La rdciproque est dvidente. 

4.5 .  Corollaire. - -  P t~ P' est connexe. Si P' est conjugud d Pet  contient Ru(P), alors P = P'. 

Le groupe (PcaP') .Ru(P) est parabolique, doric connexe, donc 5gal ~t 
(PnP ' )~  ce qui montre que Pr~P' est engendr~ par (PnP ' )  ~ et 

H = ( P n P ' ) n R u ( P  ). Mais H est conjugu6 ~ un sous-groupe de U stable par T ;  

il est donc connexe (2.3), d'ofi la premibre assertion. 
Si P ' ~ R , ( P ) ,  alors P n P '  contient (PnP ' ) .R~(P) ,  qui est parabolique (4.4), 

et la deuxi~me assertion rdsulte de 4.3. 

4 . 6 .  Lemme. - -  Supposons G ddplo S sur k. Soient P, P' deux k-sous-groupes paraboliques 

de G, et (T, Ua) une donnde de ddploiement sur k de G. Alors il existe gEG~ et OCA tels que 

gP=P0 et oP'~T. En particulier, P n P '  contient un tore maximal conjugu~ ~ T sur k, et 

R(P),  Ru(P ) sont ddploSs sur k. 

I1 existe un unique 0 tel que P soit conjugud ~t P0 sur k (4.3)- Nous montrerons 

en premier lieu que Pes t  conjugud ~ P0 sur k. Le radical unipotent V 0 de P0 est contenu 
dans un seul conjugud de P0 (4.5), donc admet dans G/P un unique point fixe M, 
qui est alors rationnel sur k vu 2.7 (i), puisque V 0 est ddployd sur k. L'application g ~ g .  M 
est alors un k-morphisme sdparable de G sur G/P, constant sur les classes x. P0; elle 
induit par suite un k-isomorphisme de varidt~s q0 de G/P 0 sur G/P. II est immddiat 
que q0-1(P) est le point fixe M'  de P dans G]P0, qui est donc rationnel sur k. Mais 
la fibration de G par P0 poss~de une section locale d'image Vo (4.2), donc ddfinie 

sur k, et la projection Gk-+(G/P0) k est surjective (2.6, 2. I4). Si xeG  k s'envoie sur M', 

alors xP o = P -  
Cela montre que l'on peut se ramener au cas off P = P 0 ,  et qu'il existe xeG  k 
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tel que P " = ~ P ' ~ B .  Mais ( 2 . i , ) o n p e u t  dcrire x - - a . n - l . b  avec a , b ~ B  k et nE.A/'(T)k. 
On a alors b p = p  et b P ' = " P " ~ T ,  ce qui d~montre le lemme. 

4.7.  Proposition. - -  Soient P, P' deux k-sous-groupes paraboliques de G. Alors Pt~P' 
contient un tore maximal de G dgfini sur k. Tout sous-groupe connexe k-fermg de G normalisl 

par P n P '  est dgfini sur k. En particulier, P n P ' ,  R ( P n P ' ) ,  R u (PnP '  ) sont ddfinis sur k. 
Le groupe P n P' poss~de des k-sous-groupes de Levi et deux quelconques d'entre eux sont conjugugs 

par un unique il~ment de R,(Pr~P')k. 
G est d6ployd sur k 8 (2. I4), done P n P '  est d~fini sur k8 (4.5, 4.6) �9 Comme il 

est k-ferm6, il est aussi ddfini sur k. D'autre part, il est de rang maximum (4.6), donc 
contient un tore maximal de G ddfini sur k (2. I4). Les autres assertions sont alors conse- 

quences de 3. I3 et 3 . I4.  

4.8.  Sous-groupes paraboliques opposgs. - -  Deux sous-groupes paraboliques de G 
sont opposgs si leur intersection est un sous-groupe de Levi de chacun d'eux. 

I1 est clair que Po est le seul sous-groupe parabolique opposd ~ P0 contenant Z 0. 
Par consdquent, vu 4.3 et la conjugaison des ddcompositions de Levi dans un sous-groupe 
parabolique (4-7), dtant donnd un sous-groupe parabolique P, l 'application ~ : P' ~ P n  P' 
est une bijection de l'ensemble des sous-groupes paraboliques opposds k P sur l'ensemble 
des sous-groupes de Levi de P. I1 r~sulte alors de 4.7 que si Pest  un k-sous-groupeparabolique, 

G contient un k-sous-groupe parabolique opposg ~ P, et que deux tels sous-groupes sont conjugue's par 
un unique gl~ment de R~(P)k. En particulier, P e t  P' sont oppos4s si et seulement s'iI existe 

g e G  et 0CA telsque g P = P 0  et g P ' = P o .  

4.9. Deux classes de conjugaison ~ ,  ~ '  de sous-groupes paraboliques sont dites 
oppos6es s'il existe des sous-groupes paraboliques P c ~ ,  P ' e ~ '  qui sont oppos6s. Vu 4.8, 
il existe une et une seule classe opposde ~t une classe donn6e, et tout sous-groupe para- 
bolique oppos6 ~ un ~l~ment de ~ (resp. ~ ' )  fait partie de ~ '  (resp. ~ ) .  Si ~ = ~ ' ,  
on dit que ~ est auto-opposge. 

Fixons un ordre sur ~(G) et soit i l'involution d'opposition de q5 (2. I). Si nEM/'(T) 

reprdsente l'fildment de W qui applique (I) + sur 0 - ,  alors 

"P0 ----- P~01, (0 CA); 

par cons6quent, si PoC9 ~, alors la classe oppos~e contient P~(0). Si la symftrie 
a k+--a  (aegP) fait partie de W(G),  alors i est l'identit6, donc toute classe de conjugaison 

de sous-groupes paraboliques est auto-oppos6e. 

4. xo. Proposition. - -  Soient P, P' deux sous-groupes paraboliques de G et ~ ,  9 ~' leurs 

classes de conjugaison. Alors les conditions suivantes sont gquivalentes : 

a) P et P' sont opposgs. 
b) ~ et 9~' sont opposges et P, P' contiennent deux sous-groupes de Borel opposes de G. 

c) ( P n P ' ) . R u ( P ) = - P ,  ( P n P ' ) . R ~ ( P ' ) - - P '  et P, P' contiennent deux sous-groupes de 

Borel opposgs de G. 
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d) L' application produit est un isomorphisme de vari~tgs de P • R,(P ' )  sur un ouvert de G. 

e) Pn R.(P')-- P'n R~(P) = {e}. 
Si P e t  P' sont opposds, alors (4.8) il existe g~G et 0CA tels que gP=P0  et 

g P ' = P o ,  donc a ) ~ b ) ,  c), e) et, compte tenu de 4.2, a ) ~ d ) .  
Supposons maintenant que P e t  P' contiennent deux sous-groupes de Borel opposds. 

Vu 4.8, on peut, apr6s conjugaison par un dldment convenable de G, supposer que PD B 
et P 'DB- ,  donc ( 4 - 3 ) q u e  P = P 0  et P ' - - P ~ - ( 0 , ~ c A ) .  Mais P' est le seul 616ment 
de ~ '  contenant B-  (4.3) ; si ~ '  est opposde ~t ~ ,  on dolt donc avoir ~ = 0, ce qui prouve 
que b) ~ a ) .  D'autre part, si c) est vraie, alors PnP 'DZ0 ,  Z~ et Z0, Z~ sont des sous- 
groupes de Levi de P n P ' .  Comme ils contiennent T, ils sont dgaux (3- I3), donc c) :>a). 

Montrons maintenant que d) ~ a ) .  On peut supposer que P =  P0 et P 'DT (4.6). 
Alors R~(P ' )cV o et dim R ~ ( P ' ) = d i m  G - - d i m  P = d i m  Vo,  donc R , ( P ' ) = V  o et 
p' =_ P~-. 

I1 reste k prouver que e) =>a). On peut de nouveau admettre que P = P0 et P'D T. 
L'dgalit6 P n R ~ ( P ' ) = { e }  entralne Ru(P ' ) cV  o. D'autre part, l'6galitd P ' n V 0 = { e  } 
montre que le sous-groupe de Levi L de P' contenant T fait partie de Z 0. L'ensemble 
�9 (T, L) est ~videmment symdtrique; s'il dtait strictement plus petit que [0], ou bien 
si R~(P')4=Vo, alors on pourrait trouver une racine a telle que UadgP' et U _ = r  

ee qui est absurde, donc P ' = P o .  

4. Ix.  Proposition. ~ Soient P, P' des sous-groupes paraboliques opposds de G. Alors le 

sous-groupe engendrd par Ru(P) et R~(P') est distingud darts G. 

On peut supposer que P = P 0  et P'----Po (4.8). Le sous-groupe M engendrd 
par R ~ ( P ) = V  0 et R ~ ( P ' ) = V o  est ferm6 connexe [IO, Exp. 3, th. 2] normalisd par V0, 
V o e t  Z0, donc par P0 et Po. Par suite (2.3), le normalisateur de M est ouvert dans G, 
done 6gal ~ G. 

4. x2. Lemme. - -  Soient P, P' deux sous-groupes paraboliques de G. Alors l'ensemble M 

des gldments g e G tels que gP et P' contiennent des sous-groupes de Borel opposds est un ouvert de G 

de la forme P ' . x . P  (xeG) ;  il poss~de un point rationnel sur k si k est infini ou si P et P' sont 

d~finis sur k. 
Nous montrons tout d 'abord que M est un ouvert de la forme P ' . x . P  (xEG). 

Pour cela on peut remplacer P et P' par des sous-groupes conjugufis, donc (4.3) supposer 
que P, P' contiennent respeetivement B et B-.  D'apr~s 4.8, x s M  si et seulement s'il 
existe g e G  tel que gBc~P et gB-cP ' ,  ee quisignifie ( 4 . 4 a ) ) q u e  g - l . x e P  et geP ' ,  
d'o15 x e P ' . P .  L'ensemble P ' . P  est ouvert puisque B - . B  l'est (2.3). 

Si k est infini, alors G k est Zariski dense dans G (~,. 14) , done Mk+ ~. Supposons 
maintenant k fini et P, P' d~finis sur k. Alors P e t  P' eontiennent des sous-groupes de Borel 
d6finis sur k et deux sous-groupes de Borel d~finis sur k de G sont conjugu6s sur k ([23, 
P. 45], [5, 4. m]).  I1 suffit done de faire voir que si B est un sous-groupe de Borel de G 
d~fini sur k, alors il existe un sous-groupe de Borel de G d6fini sur k et oppos6 ~ B, mais 
cela r~sulte de 4.8.  
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4-I3.  'Thdor~me. - -  Soient P, P' des k-sous-groupes paraboliques de G. 

a) La fibration de G par P poss?de une section locale dgfinie sur k; la projection Gk-+(G/P)k 
est surjective. 

b) Si P et P' sont minimaux (parmi les k-sous-groupes paraboliques), ils sont conjuguds 

sur k. 
c) Si P e t  P' sont conjuguds sur une extension de k, ils sont aussi conjuguds sur k. 

a) D'apr~s 4.8, il existe un k-sous-groupe parabolique P" oppose ~ P' ;  son radical 
unipotent est l'image d'une k-section locale de la fibration de G par P, vu 4. io; la 

deuxi~me partie de a) rEsulte alors de 2.6 et 2.14. 
b) Si k est fini, P e t  P' sont des k-sous-groupes de Borel de G [23, p. 45], donc 

sont conjuguEs sur k [5, 4. IO]. 
Supposons donc k infini, et remarquons d 'abord que si Q et Q'  sont des k- 

sous-groupes paraboliques minimaux, contenant des sous-groupes de Borel opposes, 
alors Q et Q'  sont opposes. En effet ( Q r a Q ' ) . R , ( Q )  et (Qr~Q' ) .Ru(Q ' )  sont des 
sous-groupes paraboliques (4-4) dEfinis sur k (4.7), done Egaux ~t Q et O~ respectivement, 
et la condition 4. IO c) est vErifiEe. 

Soit M (resp. M') l'ensemble des Elements gEG tels que 0p (resp. gP') et P 
contiennent des sous-groupes de Borel opposes; M et M' sont des ouverts non vides de G 
(4.12). I1 enes t  done de mame pour Mr~M', et comme G k est dense dans G, il existe 
x e M f ~ M  ~. D'apr~s la remarque faite prdcEdemment, xp et xP' sont tous deux opposes 

P. l~tant dEfinis sur k, ils sont alors conjuguEs par un Element de Ru(P)k d'apr~s 4- 8, d'od b). 

c) P' est le seul sous-groupe conjuguE ~t P contenant R~(P') vu 4-5, done P' admet 
un seul point fixe A sur G/P, qui est ndcessairement k-fermd. Mais (2.14) G est ddployE 
sur ks; done (4-6) le radical unipotent de P' est aussi dEploy6 sur ks, et (2.7 (i)) poss6de 
un point fixe dans G/P rationnel sur k,. Par consequent, A est aussi rationnel sur k,, 
done rationnel sur k. D'apr~s a), on peut trouver x s G  k qui est applique sur A par la 

projection naturelle. On a alors ~ P = P ' .  
Remarques. - -  I ) La demonstration prEcddente montre que si k est infini, deux k-sous- 

groupes paraboliques minimaux poss~dent un oppose commun dEfini sur k. On verra 
plus loin que cela est encore vrai sur un corps quelconque pour un k-groupe parabolique P 

et un Element arbitraire de la classe de conjugaison de P (6.27). 

2) Vu 4.15, 4.13 a) est un cas particulier de 3.25. 

4. I4- Corollaire. - -  La classe de conjugaison ~ de sous-groupes paraboliques contenant 

les k-sous-groupes paraboliques minimaux est auto-opposde. 
En effet la classe opposEe contient un Element ddfini sur k (4.8), de m~me dimension 

que les k-sous-groupes paraboliques minimaux, done minimal, et conjugud ~ un Element 

de ~ vu 4 . I3 .  

4- I5- Thdorkme. - -  a) Soient S u n  tore ddployd sur k de G e t  q~+ (resp. @-) l'ememble 

des racines de G par rapport ~ S qui sont > o  (resp. <o)  pour un ordre donnd sur X*(S). Alors Gr 
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et Go- sont deux k-sous-groupes paraboliques opposls ayant ~ ( S )  comme k-sous-groupe de Levi 

commun. 
b) Soient Pun  k-sous-groupe parabolique de G et Sun  tore ddployd sur k maximal de R(P).  

Alors il existe un ordre dans O(S, G) tel que P = Go+. Les k-sous-groupes de Levi de G sont 

les centralisateurs des totes dgploygs sur k maximaux de R(P).  

a) Les groupes Go+ et Go- sont dfifinis sur k puisque �9 + et O -  le sont. Soit T un 

tore maximal  de G dfifini sur k et contenant  S (2.15 d)). Fixons sur X*(T) un ordre 

compatible avec l 'ordre donn6 sur X*(S) (3. I). Alors Go+ = G~ ) = G~, G o_ = G(_T)~, off ~q 
est l 'ensemble des 616ments de @(T, G) dont  la restriction ~t S fait partie de O+o{o}.  

t~videmment ~DqS(T, G) +, done G~, G _ ,  sont paraboliques, et (4.2) il existe une 

partie 0 de l 'ensemble des racines simples de G par  rapport  ~ T telle que G n = P 0 ,  

done G _ ,  = Po- 
b) Le groupe (~(S)r~P) ~ est d6fini sur k. Cela r6sulte de Io.5,  ou peut  

se voir ainsi : P contient un tore maximal  T '  de G d6fini sur k (2.14) , qui fait done 
partie d 'une  donn6e de d6ploiement de G sur k s (2.14, 2. io) ;  S est conjugu6 dans P 

sur k s 5 un sous-tore de T '  (2. IO), done (~e(S)nP) ~ est conjugu~ sur k s ~ un groupe 

normalis6 par  T' ,  k~-ferm6, done d~fini sur k, (3.13). Par suite, (~f (S)nP)  ~ est k-ferm6 

et ddfini sur k~, done ddfini sur k. 
Grgtce ~ 2.14 a), on peut trouver un tore maximal  T de G ddfini sur k tel 

que S c T c ~ f ( S ) n P .  Soit S ' = R ( P ) n T .  C'est un  tore maximal  de R(P),  et un sous- 

groupe de T qui est k-fermd, done (i .6) ddfini sur k. Son centralisateur ~ ( S ' )  est alors 

d6fini sur k (2.15 d)), et est un  sous-groupe de Levi de P dont  S' est le centre 

connexe (4.2, 3. I4). Par construction, S est le plus grand tore ddploy6 sur k de S', 
done (3.6) les poids de S dans R,,(P) sont > o  pour un ordre convenable sur X*(S). 
Mettons sur X*(T) un ordre compatible avec celui qui vient d 'etre fix6 sur X*(S). 

Vu la structure des groupes paraboliques (4-2, 4 .3) ,  on a ~ ( T ,  G ) =  ~zuvu(--v)  off ~x 
est l 'ensemble des racines nulles sur S' et v l 'ensemble des poids de T dans R,(P) .  Par 

cons6quent, une racine est nulle sur S' si et seulement si elle est nulle sur S, et ~zuv 
est l 'ensemble des racines dont  la restriction ~t S est ~ o .  On  a alors P = G o +  par  
d~finition (3.8) et :L~~ Ainsi, le centralisateur d ' un  tore ddploy6 sur k 

maximal  de R(P) est un k-sous-groupe de Levi de P. Comme les k-sous-groupes de Levi 

de P sont conjuguds sur k (3.14), cela termine la ddmonstrat ion du thdorbme. 

4. x6. Corollaire. - -  Soit Pun k-sous-groupe parabolique de G. Alors les conditions suivantes 

sont gquivalentes : 

(i) P est minimal. 

(ii) R(P) contient un tore ddployd sur k maximal de G. 

(iii) Les k-sous-groupes de Levi de P sont les centralisateurs des totes ddployds sur k maximaux 

de G contenus dans R(P).  
(iv) Tout tore dgplo S sur k maximal de G contenu dans P est contenu dans R(P).  
(i) =>(ii). Soient S un tore d~ploy~ sur k maximal  de R(P) et S' un tore dfiploy6 
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sur k maximal de G contenant S. Choisissons dans ~P ---- r G) un ordre tel que P = Go+ , 
cc qui est possible d'apr6s 4.15 b), et dans tF~-qb(S', G) un ordre compatible avec 
celui-ci. Le groupe P'----a(s,) --',r+ est parabolique, admet ~r comme sous-groupe de Levi, 
est d6fini sur k (4-15 a)) et contenu dans P. Ces groupes sont done 6gaux, et -~(S') 
est un sous-groupe de Levi de P, done S ' c R ( P )  et finalement S ' = S .  

(ii) ~(iii). Cela rdsulte de 4.15 b) et de 4-7- 
(iii) =~ (iv) Soit S (resp. S') un tore ddploy6 sur k maximal de G contenu dans P 

(resp. R(P)) .  On a P =  ~2"(S').R,,(P). La projection S" de S sur le facteur .qr de 
cette ddcomposition est un tore ddployd sur k (I .  9) ; il en est done de m6me de S'. S" ( I. 4)- 
Puisque S' est maximal, cela signifie que S" cS ' ,  d'ofl S c S ' . R , ( P )  = R(P).  

(iv) =~ (i). Soit P' un k-sous-groupe parabolique minimal contenu dans P, et S 
un tore ddployd sur k maximal de G contenu dans R(P ' ) ;  en vertu des implications 
(i) => (ii) => (iii) d~j~t dtablies, un tel tore S existe et ~e(S) CP'. D'autre part, S c R ( P )  et 

on a (4" 15) P---- .~(S).R~(P) cP ' ,  &off P---- P'. 

4. *7. Corollaire. - -  Le groupe G poss~de un k-sous-groupe parabolique propre si et seulement 

s'il contient un tore dgployd sur k non central. 

C'est une consdquence dvidente de 4-15 a) et 4-16. 

4-xS. CoroUaire. - -  L'intersection de deux k-sous-groupes paraboliques P, P' de G contient 

le centralisateur d'un tore dgployd sur k maximal de G. 

On peut supposer P e t  P' minimaux. D'apr6s 4.7, P n  P' eontient un tore maximal T 
de G ddfini sur k. Le groupe T n R ( P )  est un tore maximal de R(P),  ddfini sur k vu 1.6. 
En vertu de 4.2, 4-3 et 2.15 d) ,  -o~e(TnR(P)) est un k-sous-groupe de Levi de P, done  
(4.6) T n R ( P )  contient un tore d6ploy6 sur k maximal de G. Ce dernier est alors 
ndcessairement dgal au plus grand tore T a ddployd sur k de T. De m~me, TacR(P ' ) ,  et 
Hnclusion ~Lr (Ta) c P n P' est consequence de 4- 16. 

4 .x9 .  Corollaire. - -  Soient PCP'  des k-sous-groupes paraboliques de G. Ators les fores 

ddployds sur k maximaux de R(P')  sont les intersections de R(P) avec les tores ddployds sur k maximaux 

de R(P).  
Comme R(P)D R(P') ,  cela est vrai pour au moins un k-tore ddployd sur k maximal 

de R(P') ,  done pour tous vu 4.15, la conjugaison sur k des k-sous-groupes de Levi (3.14), 
et le fait que R(P')  est distingu6 dans R(P).  

4 . 2 0  CoroUaire. - -  Soient P, P' des k-sous-groupes paraboliques de G. Alors P = P' si 

et seulement si Pk = Pk" 

Si k est infini, cela rdsulte du fait que Pk et P~ sont denses dans P e t  P' (2.14, 3.2o), 
mais la ddmonstration ci-dessous vaut sans hypoth6se sur k. 

Soient Q., Q'  des k-sous-groupes paraboliques minimaux de G contenus dans P e t  P' 
respecfivement. Vu 4.16, 4.18, on peut trouver un tore S ddployd sur k maximal de G tel 

que ~ ( S )  soit un k-sous-groupe de Levi commun ~t Q e t  Q'. Soit V = R ( P ) o S .  D'apr6s 
4 . i 9  et 4.15 iI existe une parfie ~ quasi-close de @(V, G) telle que P = G  Ivl. Si ~t est 
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l 'ensemble des 616ments de op(S, G) dont la restriction k V fait partie de 0~a{o}, alors bt 
est quasi-clos et P = G~ ) (3.8). De m~me, il existe, une partie quasi-close v de q)(S, G) 
telle que P ' = G ~  s). Notre assertion est maintenant cons6quence de 3.23. 

4 .2I .  TMorHne. - -  Les tores ddployds sur k maximaux de G sont conjugugs sur k. 

Soient S, S' deux tores d6ployds sur k maximaux de G. D'apr~s 4- I5  et 4. i6, 
il existe deux k-sous-groupes paraboliques minimaux P et P' tels que ~e(S) et .ge(S') 

soient des k-sous-groupes de Levi de P e t  P' respectivement. Vu 4. I3, P e t  P' sont 
conjugu6s sur k et d'apr~s 4.7, les k-sous-groupes de Levi de P sont conjugu6s sur k. 
Par consdquent il existe g a g  k tel que g.ge(S)= ~ (S ' ) .  Mais alors gS et S' coincident 
avec le plus grand tore d6compos6 sur k du centre Z de ~f(S) (rappelons que Z ~ est 

d6fini sur k vu 2 . I  5 a)). 
Remarque. - -  Le th~or~me vaut plus g6n~ralement pour un k-groupe alg~brique 

connexe dont le radical unipotent est d~ployd sur k (I I. 6). 

4.22. Corollaire. - -  Soient S, S' des totes ddploye's sur k maximaux de G et A,  A' des 

parties de S k et Ss ou des sous-tores de S e t  S' respectivement. Soit xeGk tel que *A--A' .  Alors 

il existe y e G  k tel que v S = S '  et Va=~a (a~A). 
Soit S"=~S.  Les groupes S' et S" sont des tores d6ploy~s sur k maximaux du 

groupe -o~e(A') ~ qui est d6fini sur k (1.6, 2.15 d)). D'apr6s le thdor6me, on peut trouver 
ze~ (A ' )~  tel que " S " = S ' .  Alors y = z . x  v6rifie nos conditions. 

4. ~'3. Dgfinitions. ~ La dimension (commune vu 4. ~ i) des tores d6ploy6s sur k 
maximaux de G est le k-rang de G e t  est notde rk(G ). Le k-rang semi-simple de G est le k-rang 
du groupe d6riv6 de G. Si k est alg~briquement clos on omet en g~n6ral le pr6fixe ou 
indice k. Le groupe G est anisotrope sur k si son k-rang est nul ou, ce qui revient au mfime 
d'apr6s 4-I7,  s'il ne contient pas de k-sous-groupe parabolique propre et si son centre 

connexe est anisotrope sur k. 

4.~,4. Supposons que G soit la composante neutre du groupe orthogonal O ( Q )  
d'une forme quadratique Q sur un k-espace vectoriel V. Alors G est anisotrope sur k si et 

seulement si V k ne contient pas de vecteur isotrope non nul, autrement dit si Q ne repr6sente 

pas z6ro sur k. 
En effet, si V k contient un vecteur isotrope non nul, on peut classiquement choisir 

des coordonn6es dans V k telles que Q =  c . x  1. x 2 -@ O ~ ( x 3 ,  . . . ,  Xn) , (cek*), et G contient 

les transformations (X l~X .X l ,  x 2 ~ X - l . x 2 ,  x ~ x ~  (i>=3))(Xek*) qui d6finissent un tore 
d6ploy6 sur k de G. 

R6ciproquement, si G contient un tore S4={e} d6ploy6 sur k, alors, en diago- 
nalisant S sur k ,  on volt qu'il existe x~V~--{o}, et un entier m > I  tels que 

Q(x)=Q.(xm.x)=x2m.  Q.(x) quel que soit X~k, d'ofl Q ( x ) = o .  

De mani&re similaire, on voit que si Q est non-ddg6ndr6e, le k-rang de G est dgal 

~t l'indice de Q ,  c'est-~t-dire ~t la dimension des espaces isotropes maximaux (rationnels 

sur k bien entendu) de Q .  
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4. ~'5. Proposition. - -  Soient G' un k-groupe rdductif et f : G ~ G '  une k-isogdnie sdparable. 
Alors les tores ddployds sur k maximaux de G' (resp. de G) sont les images par f (resp. les composantes 
neutres des images r&iproques) des tores ddployds sur k maximaux de G (resp. G'). En particulier, 
G e t  G' ont le mgme k-rang et le mgme k-rang semi-simple. 

(La notion de morphisme separable est rappelde en lO.3; ici, cela revient k exiger 
que f induise un isomorphisme des alg~bres de Lie.) 

Comme l'image d 'un k-tore dEployE sur k par un k-morphisme est un tore dEployE 
sur k (I-3),  il suffit, vu 4 .2I ,  de montrer que si S' est un tore dEployd sur k maximal 
de G', alors S = ( f - I ( S ' ) )  ~ est un tore deploy6 sur k de G. 

Soit T '  un tore maximal de G' dEfini sur k et contenant S' (2.15 d)). Alors 
T = ( f - I ( T ' ) )  ~ est un tore maximal de G [i, th. 22. i]. I1 contient par consequent le 
noyau de f ,  donc T e s t  toute l'image rEciproque de T'.  C o m m e f  est s~parable, T e s t  un 
cycle rationnel sur k [22, Prop. i, CoL] irrEductible, done T e s t  un k-sous-groupe [39, 
Prop. i, p. 2o8]; 1.8 montre alors que S est le plus grand tore deploy6 de T. 

4.26.  Remarque. - -  La proposition pr~cEdente n'est pas vraie sans restriction su r j ;  
eomme le montre l'exemple suivant. 

Supposons k non parfait de caractEristique deux, et soient t un ~l~ment de k qui 
ne soit pas un carrE dans k, Q la forme quadratique ~ trois variables donn~e par 
Q ( x , y , z ) = x 2 4 - t . y . z ,  et G = O ( Q )  le groupe orthogonal de Q .  La forme Q ne 
reprdsente pas zero sur k, donc G est anisotrope sur k (4-24)- D'autre part, la forme 
bilinEaire associde ~t Q admet la droite y = z = o comme noyau. On en ddduit immddia- 
tement que les ElEments de G~ sont les matrices de la forme 

( i  (t'a'b)ll2 (t'c'd)lJ2~ 
M =  a ( a . d - - b . c =  I), 

b d ] '  

done que M ~  b est une k-isogEnie de G sur S L ~ = G ' .  Cependant rk(G)=o , 

et rk(G' ) =  I. 

4-27. Proposition. - -  Soient G1, . . . ,  Gn des k-sous-groupes distingugs connexes dont G 
soit le produit presque direct (o. 6), S un tore dgployg sur k maximal de G et S i = (S n Gi) ~ (I < i < n). 
Alors S est le produit presque direct des S~ et S~ est un tore dgployg sur k maximal de G~ ( l < i < n). 

En particulier rk(G ) = ~rk(G~). 

Grace ~ 4.25, on peut se ramener au cas off G est le produit direct des G~. La 

projection S~ de S sur G~ (i < i < n )  est un tore dEployE sur k (I .3), done 1 - I s ~ = s ,  et 
S~ =-Si ( i < i < n ) .  D'autre part, si S;' est un tore dEployd sur k de G~ contenant Si, alors 

S .S"  est un tore ddployE sur k (i .3, i .9), donc Egal ~ S, d'ofi S"=S~ ,  et S~ est bien 

maximal dans G~. 
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4 .28 .  Corollaire. - -  G posskde un plus grand k-sous-groupe connexe H distingug anisotrope 

sur k. Le groupe G est le produit presque direct de ce sous-groupe, de ses k-sous-groupes distingugs 

presque simples sur k de k-rang > o et de son plus grand tore dgployg sur k central. 

Le sous-groupe en question est engendr6 par les k-sous-groupes distingu6s connexes 
presque simples sur k et anisotropes sur k de ~ G  (voir 2.15 b)) et par le plus grand 
sous-tore anisotrope sur k de ~e(G) (2.15 a), 1.8). 

Nous concluons ce paragraphe par deux r6sultats qui seront utilis6s au w 8. 

4.29.  Proposition. - -  Soient {Hi}ie I un ensemble de k-sous-groupes connexes de G, P u n  

k-sous-groupe parabolique minimal de G et H l e  sous-groupe engendrg par Ru(P ) et les H i (ieI). 
Supposons que pour tout iEI, le groupe H i soit normalisg par un k-sous-groupe parabolique Pi. 
Alors s V ' ( H ) = P '  est un k-sous-groupe parabolique contenant P, et R ~ ( P ' ) = R u ( H  ). 

Le groupe (PnPI) .R~(P) est un k-sous-groupe parabolique contenu dans P, done 
6gal /t P, et Pi contient un k-sous-groupe de Levi L i de P (4.4, 4.7).  Le groupe F i 
engendr6 par H i et Ru(P ) est normalis~ par Li, donc par P = L i. R~(P) et par consdquent 
, U ( H ) ~  P. Le groupe sV'(H), 6tant k-fermd, est alors ddfini sur k (4.7). Puisque P '~P ,  
on a R , ( P ' ) c R y ( P ) o H ;  comme en outre Ru(P') est normalis6 par H c P ' ,  on a aussi 
R ' ' R~,(P ). , ( P ) C R u ( H  ). D'autre part R~(H) est normalis6 par P ,  done R~(H)C 

4 .3  o. Corol la ire . -  Soit {Pi}iEi un ensemble de k-sous-groupes paraboliques minimaux. 
Alors le sous-groupe H engendrg par les groupes Ru(P~) est distingug dans le groupe engendrg par 

les Pi (iEI). 
En effet, 4.29 montre que Pi normalise H quel que soit ieI .  

w 5" RACINES, GROUPES DE WEYL 
ET D ~ C O M P O S I T I O N S  CELLULAIRES RELATIFS 

Dans tout ce paragraphe, G est rlductif connexe, et S est un tore dlployd sur k maximal de G. 

5. x. Groupe de Weyl relatif et k-racines. - -  Les racines de G par rapport ~t S seront 
appel6es k-racines ou raeines relatives ~ k de G (par rapport ~ S si cette precision paralt 
n~cessaire). On 6crira ~q)(G) ou kq) pour qS(S, G). Le groupe de Weyl relatif ~ k de G est 
le quotient .A/'(S)/~(S) et est not6 kW, ou kW(G), ~W(S, G). Comme ~e(S) est la 

composante neutre de sV'(S), ce groupe est fini. I1 op~re canoniquement sur X*(S), 
(en laissant k~ stable), sur X.(S) (en permutant les noyaux des k-raeines), donc aussi 
sur X*(S)| et X,(S)QA, off A est un anneau quelconque. Un  produit scalaire 
sur X*(S) | R ou X.(S) | R invariant par kW est dit admissible, et sera not6 en gfin6ral ( , ). 
Comme kW est fini, il en existe toujours. On identifiera souvent X*(S)OR et X . ( S ) |  
au moyen d'un produit scalaire admissible. 

Si k est alg~briquement clos, ou bien si G est ddploy6 sur k, alors kW et kq) s'iden- 
tifient au groupe de Weyl et aux racines usuels, et l'on omettra la mention de k. 
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Vu 4.2I,  les ensembles de racines qb(S, G) et les groupes de Weyl relatifs associds 
fi deux tores ddploy4s sur k maximaux sont isomorphes. 

5.0. l~tant donn4 a ~ ( S ,  G), on d6signera par kU~ ou U(~) le groupe not6 ~.(s) --,(~) 
dam 3.8, off (a) est l'ensemble des k-raeines qui sont multiples entiers positifs de a. Ce 
groupe est unipotent (3.8 (iv)), ddfini sur k (3. I3). 

Soient wskW , n un repr6sentant de w dans ~/'(S), et + une partie quasi-close 
de ~ .  Dans les notations de 3.8, il est clair que 

(I) "G, = G~{+), G, = G;(,). 

Les groupes "G, et nG~ ne ddpendent done que de l'image w de n dans ~W et seront aussi 
not4s ~Gq, et '~ Ces groupes sont ddfinis sur k (3. ~3). 

Soient A une partie de JU(S) (resp. ~V'(S)~) et A' son image canonique dans ~W(G). 
Des classes d'dl4ments de G (resp. G~) telles que P.A, P . A . P  (resp. P~.A, P~.A.P~) 
qui ne ddpendent que de A' seront aussi not~es P.A' ,  P .A ' .  P (resp. P~.A', P~.A'. P~). 

5-3- Thgor~me. - -  Le rang de ~qb(G) est dgal au k-rang semisimple de G (4.23). Le 
groupe kW(G), vu comme groupe d'automorphismes de X.(S) |  muni d'un produit scalaire 
admissible, est engendrd par les symgtries par rapport aux hyperplans annulant une k-racine. Chaque 

composante connexe de ~d/'(S) rencontre Gk. 
Soit Sa (a%qb) la composante neutre du noyau de a, et soit Z Hntersection des 

groupes Sa. Le groupe Z ~ est la composante neutre de ~(G)r~S, car la repr6sentation 
adjointe de G a ~ ( G )  eomme noyau [23, lemma I, p. 39]. (Cela r4sulte aussi du fait 
que si z~Z, alors toutes les racines de G par rapport ~t un tore maximal de G contenant S 
sont nulles sur z, et de 2.3.) Comme rk(G)=rk(22~(G))-t-rk(~G) vu 2.2 (ii) et 4.27, 
cela 4tablit la premiere assertion. 

Montrons maintenant que si rk(NG)+o, alors ,V'(S)k+~(S)k.  D'apr6s 4.x5, 
il existe deux k-sous-groupes paraboliques opposds P et P' ayant ~'(S) comme sous-groupe 
de Levi eommun. Vu 4.16, ces groupes sont minimaux parmi les k-sous-groupes para- 
boliques, done on peut trouver xEG k tel que ~ P = P '  (4. I3). Les groupes x(~e(S)) 
et c~e(S) sont deux k-sous-groupes de Levi de P', done (4.7), quitte ~t multiplier x par 
un 614ment de R,(P')k , on peut supposer que x normalise ~e(S). I1 doit alors aussi 
normaliser S, qui est le plus grand tore ddployd sur k du centre de ~e(S); d 'autre part, 
il n'agit pas trivialement sur kq~ vu 4. I5, done xe~/'(S)k et xr 

Prouvons maintenant que kW contient le groupe W' engendrd par les sym6tries r~ 
par rapport aux hyperplans X.(Sa)|  de X. (S) |  (a%q)). 

Soit M = ~(Sa). C'est un k-groupe r6duetif connexe (2.15 d)) .  I1 contient le groupe 
unipotent U(,) (5.2), donc ~e(S)+ M, et S n'est pas central dans M. Vu 4.27, et le fait 
que S~ est de codimension un dans S, cela entraine que rk (~M)=x  et que V = ( S n N M )  ~ 
est un tore d6ploy6 sur k maximal de ~ M .  D'apr~s ce qui a d6j~ dt4 ddmontr4, on peut 
trouver dans (NM)k un 614ment x normalisant, mais ne centralisant pas V. Comme 
dim V =  I, on a ndcessairement (Int x) (t) = t  - t  (teV). D'autre part, x centralise S~, done 
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normalise S et induit un automorphisme involutif non trivial de X.(S) |  laissant 
X.(S~)| fixe point par point. C'est n6cessairement une symdtrie par  rapport ~ cet 
hyperplan pour tout produit scalaire admissible, donc r,%W et W'ckW; de plus, toute 
composante connexe de JV'(S) se projetant dans W' contient un ~Idment de G k. 

II reste ~ faire voir que kW=W' .  Vu les propri6t~s classiques des groupes engendr6s 
par des r6flexions [6], il suffit pour cela de prouver que si w%W laisse stable une 
chambre de Weyl C de W' dans X.(S) |  alors west l'identit6. I1 existe un point D e C  
fixe par w. On peut donc trouver un ordre sur X*(S) tel que si aaX*(S) n'est pas nul 
sur D, alors a > o  si et seulement si a(D)>o.  Comme les racines ne sont pas nulles sur D, 
l'616ment w permute l'ensemble + des k-racines >o ,  done tout near(S)  repr6sentant w 
normalise le groupe G, = P ,  qui est un k-groupe parabolique minimal vu 4. I5, 4. I6. 
Comme P e s t  son propre normalisateur (4.3), on a neP et il suffit de montrer que 

W ( S ) n P = ~ ( S ) ,  

ce qui est immddiat : en effet, on peut dcrire n = u . v  (ue~(S) ,  v~Ru(P)) (4. I6), d'o~ 
vER,(P)c~V'(S), et l 'on salt que darts un groupe r6soluble connexe, le normalisateur 
d 'un tore est dgal ~t son centralisateur [i, prop. Io.2]. 

5.4 .  CoroUaire. - -  Le plus grand k'sous-groupe M invariant connexe anisotrope sur k de ~e(S) 
est distingu~ dans JV'(S). 

Le groupe M est 6videmment normalis6 par ~U(S)~. D'autre part (4.28), ~e(S) 
est le produit presque direct de S et de M, donc M est invariant dans ~f(S), et par suite 
dans ~Af(S)=Jz(S)k. ~ (S ) .  

Remarque. - -  Un peu plus gdndralement, cela rnontre que tout k-sous-groupe 
distingu6 de ~r invariant par tout k-automorphisme de 5r est distingud dans ~4z(S). 

5.5- Corollaire. - -  Soient K une extension de k, T un tore dgplo.yg sur K maximal 

de G contenant S. Soient JV(S ,T)= ,U(S)n . /V(T)  et KWk=~V(S,T)/.~r ). Alors 

J~(S) = . U ( S ,  T) .  :L~f(S), et kW s'identifie a la restriction de KW k a S. 

Pour d6montrer la premiere dgalitd, il suffit, v u l e  thdor~me, de faire voir que 
JV(S)kcaV(S, T) .  ~f(S), ce qui rdsulte de 4.22. La deuxiSme assertion n'est qu'une autre 
mani~re d'dnoncer la premiere. 

5.6. Corollaire. - -  Soient f :  G--+G' une k-isoggnie sgparable de G sur un k-groupe 

rgductif connexe G', et S ' = f ( S ) .  Alors f induit une isoglnie de ~4/'(S) sur Ar(S ' ) ,  un isomorphisme 

de kW(G) sur ~W(G') et f*  : X*(S') -+ X*(S) induit une bijection de kq)(G') sur e(I)(G). 
Le groupe S' est un tore ddployd sur k maximal de G' d'apr&s 4-25, e t f  induit un 

isomorphisme des alg&bres de Lie, d'ofl la derniSre partie du corollaire. Les autres 
assertions rdsultent alors du thdorEme. 

5 .7 .  Proposition. - -  Soient + une partie de kq~(G) qui contient tousles multiples rationnels 

de ses ~lgments faisant partie de k~(G), w un dldment de kW(G) qui soit produit de rgflexions 

r a (ae+), et cEX*(S). Alors w(c) - -c  est combinaison lindaire a coefficients entiers d'dldments de +. 
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Soient T u n  tore maximal de G contenant Se t  j : X*(T) -+X*(S) l 'homomorphisme 

de restriction. Soit ~q----j-l(+)tnq~(T, G). D'apr~s 5.5, W = W ( T ,  G) contient au moins 
un filament w a dont la restriction ~t S est r~ (aeeeP). Un tel 616ment agit trivialement 
sur l 'hyperplan V a de X , ( S ) |  annulant a, donc [6] est produit de r6flexions 
rb~W, Off b appartient ~ l'ensemble des racines qui s'annulent sur V~. Ces derni~res 
font partie de ~q, vu l'hypoth~se faite sur + , d o n c  W contient un fil~ment w' dont ta 
restriction ~t S est w, et qui est produit de rfflexions r b (b~q). Comme d'autre part S est 
facteur direct dans T [i, w 7] , J  est surjectif. On est donc ramen6 au cas off S = T  est 
un tore maximal de G e t  off k W = W ,  eaP=qb(G), pour lequel notre assertion est 

connue [6, w 7, no. 9, prop. 27]. 

5.8.  Corollaire. - -  Soient ( , ) un produit scalaire admissible sur X*(S)QR, as(I)k(G ) 
et ceX*(S). Alors 2(a, c)[(a, a) est un entier. En particulier, k(I)(G) est un systkme de racines 

au sens de 2. i clans (X*(S), N) o~ N dgsigne l'ensemble des caract?res de S qui sont triviaux 

sur S n  ~ G .  

La restriction X*(S) ~ X*(S'), off S ' = ( S n N G )  ~ est un isomorphisme de ~q)(G) 
sur k~(~G) ,  et le rang de k~(~G) est ~gal ~ rk(~G ) d'apr6s 5.3, done fiS(G) engendre 
dans X*(S) |  un sous-espace suppl6mentaire de N |  D'autre part, on a 

ro(c) = c - - 2 .  (a, c) .  (a, a ) - l .  a, 

done 2(a, c). (a, a ) - l e Z  d'apr~s 5-7. Les autres conditions impos~es ~ un syst6me de 

racines sont vfirififies vu 5-3. 

5.9.  Corollaire. - -  Si Pest un k-sous-groupe parabolique minimal contenant S, alors P -= G~ s), 
oit + est l'ensemble des k-racines positives pour un ordre convenable, et r&iproquement. Le groupe 

Inta~4/'(S) induit un groupe de permutations simplement transitif, isomorphe ~ kW, des k-sous-groupes 

paraboliques minimaux contenant S. 

La premi6re assertion r~sulte de 4. I5, 4. i6, la deuxi~me de 5-3, 5 .8 et de la simple 
transitivit6 du groupe de Weyl sur les chambres de Weyl. 

5.IO. Proposition. - -  Soient G1, . . . ,  G, des k-sous-groupes distingugs connexes de G 

dont G est le produit presque direct et S~=(SnG~) ~ ( ~ < i < n ) .  Alors, pour tout ackq~(G), il y a 

une et une seule valeur de l'indice i teUe que la restrwtion de a ~ S~ ne soit pas nulle; le groupe kU~ 

est contenu dans le groupe G~ correspondant. Si rbi est l'ensemble des k-raeines non nuUes sur S~, 

alors �9 est somme directe des ~b, et l'homomorphisme de restriction X*(S)-+X*(Si) induit un 

isomorphisme de r sur ~(I)(G~). 
Soient T un tore maximal de G contenant S e t  b e ~ ( T ,  G) une racine dont la 

restriction h S soit a. Pour tout i, on a l e s  implications suivantes 

a [s~ 4: o ~ b ]s~4: o =~ UbCG i => b ]T~i = o  (j4: i) =~a Is i = o  (j4:i) * a  ls,4:o 

dont la deuxi~me et la troisi&me r~sultent de 2.3 et les autres sont 6videntes. Ces assertions 

sont done toutes ~quivalentes, d'ofi la premiere partie de la conclusion. La seconde en 

ddcoule immddiatement. 
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5. Ix.  Cord&ire. - -  Les k-sous-groupes distingugs connexes presque simples sur k non 

anisotropes sur k de G sont les groupes G**, oh + parcourt les facteurs directs irrgductibles de ,q~(G). 
En particulier, si G est presque simple sur k, db est un syst~me de racines irrgduetible. Tout k-sous- 
groupe distingu~ connexe de G est produit d'un groupe G**, ot~ ~ est un idgal de q~, d'un tore dgployd 

sur k et d'un groupe anisotrope sur k dgterminds de fafon unique. 
Soit t~ un facteur direct irrfiductible de ~(I). C'est un id6al, donc G~ est un k-sous- 

groupe distingu6 connexe de G; la prop. 5. ~~ montre que G,  est presque simple sur k 
et que tout k-groupe distingufi connexe presque simple sur k, de k-rang non nul, s'obtient 

ainsi. La derni6re assertion rdsulte alors de 4-~8. 

5. x2. k-sous-groupes paraboliques standards. - -  On fixe un ordre sur kq5 et on note kA 

l'ensemble des k-racines simples correspondantes. A toute partie 0 de ~A, on peut associer 
comme en 4.2 des parties ~z0, ~o, etc. de kq) et des sous-groupes Pa, Po, etc., qui sont 
d~finis sur k vu 3. I3 ;  les paragraphes 4 .2  (i), (ii) restent valables, une fois T et ap 

remplac~s par S e t  saP. Pour ~viter des confusions avec les notions correspondantes sur k, 

on ~crira souvent ~P0, kPo, kZ0, kV0, kV; - pour les groupes qui, dans les notations de 3- 8, 
t-~(s~ seraient ddsignds par "~'~0' G(-S)-0' ~e(S0)' U ~  et U(S)-~0" Les groupes aP0 (0CkA) sont les 

k-sous-groupes paraboliques standards de G. Le groupe kP0 est minimal si 0 = o, dgal ~ G 
si 0----kA. Le radical unipotent kV, de kPo sera aussi notd kU. Jusqu 'au  n ~ 5.2o inclus, 
on dcrira P pour kPo. 

5 . I3 .  Soit wekW et soient ~w=k~+nw(krb  - )  et Vw=kq~+nw(kq)+). C e s o n t d e s  
ensembles de k-racines convexes dont k~ + est r6union disjointe. On posera 

(I) kUw' = U w' = U  (s) kUw . . . .  = U w = U  (s). 

D'apr~s 3- I i, l 'application produit est un k-isomorphisme de varidtds de U~ x U~' sur kU. 
Plus gdndralement, soient sekW , 

Ce sont des ensembles convexes de k-racines, dont s(kq~ +) est la r6union disjointe. On a 

(2) = % u )  w(ku-)  u = % u )  
1 V81W 

et l 'application produit est un isomorphisme de vari4t4s de U~ ) X U (s) sur s(kU ). 

5. x4. Proposition. - -  Les k-sous-groupes paraboliques standards sont les seuls k-sous-groupes 
contenant P = ~Po. Tout k-sous-groupe parabolique de G est conjugud sur k gt un seul k-sous-groupe 

parabolique standard; G est engendr~ par P et les sous-groupes U(_,)(a%2x). 

Soit P' un k-sous-groupe parabolique contenant P. Vu 4-16, 4. I9, l'intersection 
S ' = R ( P ' ) n S  est un tore d6ploy6 sur k maximal de R(P') ,  et, vu 4. I5, on peut 6crire 
P ' =  G~ s'), off d/ est l'ensemble des dldments de q)(S', G) qui sont > o  pour un ordre 

convenable. On a donc aussi P ' =  G~ s), off ~ est l 'ensemble des k-racines dont la restriction 

S' est soit nulle soit contenue dans +. Comme ~ est clos dans q)(S', G), l'ensemble 
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est clos dans kq), contient kqb + puisque P '~P ,  et l'existence de 0CkA tel que ~'l=n 0 

r6sulte alors de [6, w 7, nO 7, prop. 20]. 
Soit Q u n  k-sous-groupe parabolique de G. Vu 4.13 et ce qui vient d'6tre d6montr6, 

Q est conjugud sur k ~t au moins un k-sous-groupe parabolique standard. L'unicit6 de 
ce dernier est cons6quence de 4.3. Enfin, ce qui pr6c~de montre que le sous-groupe Q 
engendr6 par P e t  les groupes Ui_a) (a~kA) est le groupe P0 (0 ~kA), donc est 6gal ~ G. 

5 . I5 .  Thdor~me . -  Posons N = v f f ( S )  et U = k U .  Soient sEkW et n, n '~N.  Alors 

G k -= sU,. N k. U k. On a n = n' si et seulement si 8U. n. U = sU. n'. U.  L'ensemble 8U. n. U est 

localement fermd clans Get  l' application produit est un isomorphisme de varidtds de (sU n"U- )  • • U 
sur ' U . n . U ,  qui est ddfini sur k si n e N  k. Le groupe G k est rdunion disjointe des doubles classes 

En utilisant le fait que N k contient un 616ment dont l'image canonique dans kW 
est s, on se ram6ne imm6diatement au cas off s-----I. 

Soit g~G k. D'apr6s 4.18, le groupe P n g - ~ . P . g  contient le centralisateur .~f(S') 
d 'un tore d6ploy6 sur k maximal S' de G. Les groupes .o~(S) et ~ ( S ' )  sont deux k-sous- 

groupes de Levi de P, donc (3.14) sont eonjugu6s par un 616ment de R,(P)k, ce qui 
montre l'existence de u~P k tel que u . g - t . P . g . u - ~ D  ~(S) .  En utilisant 5-9, on voit que 
l'on peut alors trouver v~N k tel que v.u.g-l~Jg'(P)k; comme Pes t  6gal ~ son norma- 
lisateur (4.3), cela prouve que g~Pk. Nk. Pk, donc aussi que g~U k. N k. Uk, vu l'existence 
de la d6composition de Levi P ~ .~e(s). U. 

L'ensemble U.  n. U est une orbite de U • U opdrant sur G par translations h gauche 
et ~t droite, donc est ouvert dans son adhdrence [I, w I5.2],  i.e. est localement ferm6. 
Soit w l'image canonique de n dans kW. On a, dans les notations de 5. I3, 

(i) U . n . U  = U ; . U ; ' . n . U  = U~.n .U,  

puisque n-l .U~o' .nCU, donc l'application produit d6finit un morphisme surjectif 
q~ : U" • {n} • U -+ U.  n .U.  Comme n- t. U~. n c U - ,  le composd de q~ et de la translation 

gauche par n -~ est la restriction ~t une partie fermde de l'application produit 
U - •  Comme cette derni~re est un isomorphisme (4.IO), il s'ensuit que q~ 
est un isomorphisme; de plus, les groupes U,~ et U dtant d6finis sur k, q~ l'est aussi si 
n~N k. Prouvons maintenant que U . n . U ' = U . n ' . U  entralne n = n ' ,  autrement dit 
que N c ~ U . n . U = { n } .  Vu (I) cela dquivaut encore ~t Nc~n-~ .U~ .n .U-={e} ,  ce qui 

est consdquence de 

(~) N o U - . U  ={e}. 

I1 suffit donc d'6tablir (2). Soit n = v . u ( n a N ,  w U - ,  u~U). Quel que soit s~S, on a 

6videmment 
( v  . " s .  . ( s .  u . s  . u = 

Mais les facteurs ddfinis par les parenth&es appartiennent respectivement ~t U - ,  S, U, 

et doivent donc ~tre tous 6gaux ~ ~ vu 4- io .  Cela entraine que u, w ~ e ( s ) ,  d'ofi u = v =  I 

et n~--- I. 
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La premiere partie du th~or~me et la d6composition Pk=  L;f(S)k-Uk montrent 
que G k est rdunion des doubles classes Pk. w. Pk. I1 reste ~ voir que ces derni~res sont 
disjointes. Soit w'ePk .w.  Pk et soient n', n des repr~sentants de w' et w dans N k. I1 existe 
alors u, w U  k et a, be~e(S)k tels que n ' = u . a . n . b . v ,  d'ofl n' -~a.n .b  et w ' = w .  

5. i6. Proposition. - -  Soient wckW et r une rgflexion fondamentale. On a 
(i) r .P  k. {w, r .w} .P~=  Pk.{w, r . w } . P  k. 
(ii) r. Pk. r + Pk- 
Soit a la k-racine simple telle que r = r a. Quitte ~ remplacer w par r. w, on peut 

supposer que w- l (a )ek~  +. Le groupe U est produit semi-direct sur k du radical 
unipotent V a du k-groupe parabolique standard P(a} et du groupe U(a), et ce dernier 
est l'intersection de U avec .~f(Sa). On a par consequent 

r .P, . {w,  r .wI.Pk = ~e(S)k.r. Uk.{w , r. w}.Pk = .~(S)k.r.  Va,~.U(,),k.{W, r .w}.Pk,  
r. Pk.{w, r . w } . P k =  Y~'(S)k.V~,k.r.U(a),k.{w, r .w}.Pk.  

En appliquant 5-r5  ~ ~f(S,), on en d~duit 

r. Pk. {w, r. w}. Pk r  ~(Sa)e" w. P, = P~. U(~),,. { ~, r}. U(~),,. w. P, 

donc, puisque w-~(a)>o,  

r.P~.{w, r .w} .Vk cPk . { r .w  , w}.P~. 

En multipliant h gauche les deux membres par r, on en tire aussi l'inclusion contraire, 
d'ofl (i). 

(ii) est une consdquence de 3.~3 et du fait que r(~q)+)~e,@ +. 

5. x7. Proposition. - -  So#nt 0 une partie de ~A et W 0 le sous-groupe de ~W engendrg par 
les rgflexions fondamentales correspondant aux glgments de O. Alors P0,~= P, .W0. Pk. 

Le groupe de Weyl relatif de Z 0 (cf. 5. ~ )  est W0. En vertu de 5. ~5, on a donc 

Po,~ = Zo,~. Vo,~ = (Un  Zo)~.Wo. (U~Zo)~.Vo,~, 

d'ofl 

Po,k = Pk. Po,k. Pk = P~.Wo. Pk. 

5. xS. Corollaire. - -  (i) Les groupes P0,~ sont les seuls sous-groupes de G k contenant P~. 
(ii) Soient O, 0'CkA et geG~. Alors gP0,,kcP0,k si etseulement si O'CO et gePe, k. 

En particulier, P0,k est son propre normalisateur dans G~. 
5. I5 et 5. i6 montrent que les axiomes de [33] sont v6rifi~s ; 5 - i8  r~sulte alors 

de 5. I7 et des th. 2, 3, 4 de [33]. 

5. xg. Corollaire. - -  Soit Q un k-sous-groupe parabolique de G. Alors Qk est le normali- 
sateur dans G~ de R~(Q) k. 

Vu 5. r4, on peut supposer que Q =  P0 (0 c~A). Le normalisateur M de R,,(Q)k 
contient alors Pc,k, donc (5.I8)  est ~gal ~ un groupe P0,,k(0C0'CkA). Supposons 
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que 0' 4= 0. Soient a un ElEment de 0' non contenu dans 0, et n u n  reprEsentant dans N k 
de la rEflexion fondamentale r a. On a U(al, kcRu(Po)k, d'ofl aussi 

U(-~),k ="U(a),kCRu(P0)kCPk, 

ce qui est absurde, donc 0 ' = 0  et M----Q.k. 

5.20. Corollaire. - -  Soient O, O' deux parties de kA. Alors il existe entre les doubles classes 
Po,k.g.r0, k (g~Gk) de G~ et les doubles classes W0.w.W 0, de kW (w~kW) une correspondance 
biunivoque caractdrisde par la relation 

Po, k.g.Po,,k= Pk. Wo.w .  Wo,.Pk. 

Soit g~G k. Soient n l'E1Ement de N k tel que g~Uk .n .U  k (5. I5), et w l'image 
canonique de n dans kW. En utilisant 5. i6 (i) et 5.17, on a 

Po, k.g.Po, k=Pk.Wo.  Pk.w.Pk.Wo,.Pk C Pk.Wo.w.Wo,. Pk c P0, k- w. P0,, k=Po, k.g. Po,, k. 

I1 rEsulte alors de la derni~re assertion de 5-15 que deux doubles classes distinctes 
W 0.w.Wo, , W o .w ' .W 0, correspondent ~t des doubles classes disdnctes de G k modulo 

P0.k, P0'.k. 
Nous terminerons ce paragraphe par quelques remarques simples sur les classes 

de conjugaison de sous-groupes paraboliques. 

5 . 2 L  Proposition. - -  Soient ~ ,  .~ deux classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques 
de G e t  P , P ' e ~ ,  Q , Q ' e . ~  tels que Pc~Q et P ' n Q '  soient des sous-groupes paraboliques. 
Alors : 

(i) Si P c Q ,  tout gldment de ~ est contenu clans un seul dIgment de .~. 
(ii) Les groupes P n  Q et P 'n  Q' sont conjugugs. 
(iii) Les sous-groupes paraboliques R,  R '  engendrls par P, Q et P', Q' respectivement sont 

conjugugs. 
L'assertion (i) est contenue dans 4.3. 
Reprenons les notations de 4.2. On 15eut trouver g, g ' e G  tels que 

a(PoQ)DB, r  Q')DB; 

d'apr~s 4.3, il existe alors 0, ~ r  tels que 

gP = g ' P ' =  P0, gQ=g'Q'  = P , .  

I1 est alors clair que 

g(Pn Q.)----g'(V'n Q ' ) =  P o ~ ,  

OR= g 'R '= Pou, ,  

d'ofl la proposition. 

5.22. Ddfinition. - -  Soient ~ ,  .~ deux classes de conjugaison de sous-groupes 
paraboliques de G. On dcrit ~ -< .~  si tout ElEment de ~ est contenu dans un ElEment 
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de -~. La proposition pr6c6dente montre qu'il suffit pour cela qu'il existe un 616ment 
de ~ contenu dans un 6Mment de ~. 

D'apr& 5.2I,  les sous-groupes paraboliques de la forme P~  Q. ( P ~ ,  O e.~) (resp. 
engendrfs par deux sous-groupes P e ~ ,  Q e.~ tels que P n Q  soit parabolique) forment 
une seule classe de conjugaison, qui sera d6sign6e par ~ )k-~ (resp. ~ Y.~). 

5-~3.  On notera ~ 0  la classe de conjugaison du k-groupe parabolique standard 

kP0 (0 CkA ) (5" 1 2). On a 6videmment 

(0, + C~A). 

Si ~ et .~ contiennent chacune un 616ment dffini sur k, il en est de mfime pour ~ X -~ 

et 9~Y.~ vu 4.7, 4-13 �9 D'apr& 5.14, il existe 0, qbce/X tels que 9~=,~0 et -~=~9~,. 
On a 6videmment : 

(+, 0 %• 

Enfin, on voit exactement comme en 4.9 que si i est l'involution d'opposition de ~ ,  

alors la classe oppos6e ~ k~0 est k~(01. 

5."4. Le groupe F=Gal(ks/k) opSre ~t la mani6re usuelle sur l'ensemble des 
k,-sous-vari6t6s de G e t  laisse visiblement invariant l'ensemble des k,-sous-groupes para- 
boliques de G. Dans la suite, nous aurons ~t consid6rer la condition suivante, imposde 
~t une classe de conjugaison ~ de sous-groupes paraboliques : 

(i) L'ensemble ~k,  des dldments de ~ d6finis sur k s est stable par F, 

et l'on dira que ~ est d~fini sur k si (i) est v6rifi6e. Bien que cela ne soit pas n6cessaire 
dans ce travail, nous en donnerons ici une autre interpr6tation. 

Un  groupe parabolique est 6gal ~ son normatisateur, done 6tant donn6 Poe~,  
on peut identifier ~ ~t G/P0 par l'application % qui associe ~t P e ~  l 'unique point fixe 
de P dans G/P o. L'application % commute ~t G, op6rant sur ~ par automorphismes 
int6rieurs et sur G/P0 par translations ~t gauche, d'o~ une structure d'espace homog~ne 
(de groupe alg6brique) sur ~ ,  qui ne d6pend visiblement pas du choix de l'origine P0- 
C'est toujours d'elle qu'il sera question ci-dessous. 

Si ~ contient un 616ment P d6fini sur une extension K de k, alors K est un corps 
de d6finition de l'espace homog~ne ~ (i.e. de ~ et du morphisme G •  d6finissant 
l'action de G) comme on le voit en prenant P comme origine. En particulier (2.14, 4.3), 
l'espace homog~ne ~ est d6fini sur k,. Cela 6tant, la condition (i) 6quivaut ~t : 

(ii) L'espace homog~ne ~ admet k comme corps de ddfinition. 
En effet, ( i )~( i i )  d'apr~s les crit~res de descente du corps de base (volt [37], 
ou aussi [5, 2. I2, 4. io]). La rdciproque est imm6diate. 

Remarquons qu'il peut arriver que ~ soit d6fini sur k, mais ne poss~de pas d'616ment 
d6fini sur k. Par exemple la classe de eonjugaison des sous-groupes de Borel de G est 

toujours d6finie sur k. 
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w 6. D E S C E N T E  D U  C O R P S  DE BASE 

6.  x. Notations. - -  Dans ce paragraphe, K d6signe toujours une extension de k, 
F-----Aut(K/k) le groupe des k-automorphismes de K, G u n  groupe rdducdf connexe, S un 
tore d6ploy6 sur k maximal de G et T u n  tore dfploy6 sur K maximal de G contenant S. 
Les groupes X*(S) et X*(T) sont dotds d'ordres compatibles (i.e. la restriction k S d 'un 
caract~re positif de T e s t  positive), et kA, K A d6signent les ensembles de racines relatives 
simples qui y correspondent. Notons toutefois que l'hypothfise S c T  (et a for t io r i  la 
compatibilit6 des ordres) n'intervient pas avant le n ~ 6.6. 

6 . 2 .  Une action de F sur X*(T). - -  Soit y un 616ment de I'. En vertu de 4 .2I ,  5.9, 
il existe un automorphisme int6rieur ~ par un 616ment de G~< transformant le tore VT 
en T et l 'ensemble de racines simples V(KA) relatives k VT en KA. L'automorphisme de X*(T) 
induit par le composd ~oy est ind6pendant de l 'automorphisme intdrieur ~ choisi (deux 
tels ~ difffrant k gauche par un automorphisme int6rieur centralisant T) et sera not6 ~aY, 

ou, par abus de notation, zxY. Cet automorphisme laisse 6videmment invariants KA 
et K~, donc aussi le diagramme de ~:A (2. x). On a la formule 

(I) (AV(C)) (a(Vt)) = y(c(t)) (ceX*(T), t~TK, ysV).  

Soit P un K-sous-groupe parabolique de G contenant T. I1 est imm6diat, ~ partir 
de 5.12, 5.14, que l 'homomorphisme de restriction X*(P)-->X*(T) identifie X*(P)~: 
un sous-groupe de X*(T), qui est d'indice fini si P est minimal. On peut donc considdrer aY 
comme op6rant sur X*(P)~. Si [~ est un automorphisme int6rieur de G transformant vp 

sur P, cette action v6rifie 

(2) (~V(c)) (~ (~p)) =V(c(P)) (c~X*(P)K, P~PK, V~V), 

comme on le voit ~ partir de (I), en remarquant que P =~U(P)  et que P agit trivialement 
sur ses caract6res par automorphismes int6rieurs. 

Soit 0 une partie de KA. On a la relation 6vidente 

(3) y(KP0) =KP0 , (0' = Ay(0)). 

Celle-ci constitue une nouvelle ddfinition de z~Y, si on ajoute le fait que, pour tout caract6re 
c~X*(T) qui s'annule sur (THUG)  ~ on a ay(c)=vc. 

Le groupe F op6re sur X*(T) par l'interm6diaire des •y. Lorsque T e s t  invariant 
par P (en particulier, torsque T e s t  d6fini sur k) il convient 6videmment de distinguer 
cette acticu de celle envisagde habituellement, notamment ci-dessus (I.  7), et que nous 
appellerons parfois Faction usueUe de P sur X*(T). Le lien entre ces deux actions peut ~.tre 
caract6ris6 comme suit : pour tout yaF ,  il existe un unique 616ment w du groupe 
de Weyl KW tel que w(y(KA))=KA, et on a alor's Ay=woy.  Remarquons encore que 

si Pes t  d6fini sur k, on a, d'apr6s (2), 
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(4) Ag(c) =Vc (ceX*(P) K). 

En particulier, cest  alors d6fini sur k si et seulement s'il est fixe par  tous les aY (Y~F). 

I1 r6sulte de 4 .2 I  et 5 .9  que le P-module obtenu en faisant op6rer P sur X*(T) 

par  l ' interm6diaire de Au ne d6pend pas, ~ isomorphisme pros, de T ni de K A. C'est 
done un invariant  du groupe G (relatif aux deux corps k, K).  Par contre, si T et T '  sont 

deux tores ddploy6s sur K maximaux,  tous deux invariants par  F, les P-modules usuels 
X*(T) et X*(T') ne sont pas ndcessairement isomorphes (1). 

6 . 3 .  Descente et sous-groupes paraboliques. - -  Soit 0 une partie de kA. La  relation 

k~0 =K~0,  ddfinit une partie 0' de KA qui sera notde K~%(0). I1 rdsulte imm6dia tement  

de 4 .9  et 5-23 que K~k, qui est done une application de l 'ensemble des parties de k A dans 
l 'ensemble des parties de K A, est compatible avec l 'intersection, la rdunion et l 'opposifion. 

Cela 5tant, il existe une application KPk :K A-+k A U{O}, caract6risde par  la relation 

K~(0) =Kp[I(O) u U 0Kp~-l(a) �9 

La signification de cette application apparal t ra  dans la suite (6.8). Nous noterons encore 

~ =K k(o) 1(o), 

la partie de K A correspondant ~ la classe de conjugaison des sous-groupes paraboliques 
d6finis sur k minimaux.  Dans toutes les notations introduites ci-dessus, le double 

indice K,  k sera 5ventuellement orals, si aucune confusion ne risque d 'en rdsulter. 

Une  partie 0 de K A sera dite apparente sur k si elle est l ' image par  ~ d 'une  partie 

de hA, c'est-~t-dire si KP0 est eonjugu6 ~ un sous-groupe parabolique ddfini sur k, et difinie 

sur k si la classe de conjugaison de KP0 est dfifinie sur k (cf. 5.24)- I1 r6sulte imm6dia tement  

de 4 .7  que 
(I)  Une partie de K A est apparente sur k si et seulement si elle est dgfinie sur k et 

contient K A~ 
L'ensemble des parties apparentes sur k et l 'ensemble des parties ddfinies sur k sont 

invariants par  P (pour Faction d6finie au n ~ 6.2) et par  l ' involution d'opposition. 
Lorsque T e s t  ddfini sur k, la notion d'ensemble de caractSres ddfini sur k, introdui te  

au n ~ I .  7, ne coincide pas avec celle introduite ici dans le cas off les caract~res en question 

sont des racines simples. Dans ce paragraphe,  l 'expression (( ddfini sur k ~), en par lant  d ' u n  
ensemble de racines simples, sera toujours comprise au sens qui lui a 6t6 donn6 ici. 

6 .4 .  Caract~risation galoisienne des parties de K A dgfinies sur k. - -  Soit A le syst~me 
des racines simples de G. On a les identifications canoniques A = k A  = K A .  Le groupe 

F ( k ) = G a l ( k s / k  ) op~re sur k A, donc sur A. Notons ~]K l 'application Ks~K, considdrde 
comme application de l 'ensemble des parties de K A dans l 'ensemble des parties de A. 

Par une descente galoisienne immddiate,  on volt que les parties de k A = A  d6finies 
sur k sont les parties invariantes par  P(k). Par consdquent 

(:) U n  exemple de J.-P.  Serre montre du reste qu'iI peut n 'y  avoir aucun tore d~ploy~ sur K maximal stabIe 
par  F.  
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( I )  Une partie de r A est ddfinie sur k si et seulement si sa transjbrm& par "~K est invariante 

par F(k). 

Lorsque K est une extension normale de k, P__--~ F(k) /F  (K), donc F(k) op5re sur K A 

par l ' intermddiaire de F. I1 est clair que Faction de F(k) permute avec l 'application ~K, 

donc 

(2) Lorsque K est une extension normale de k, une partie de K A est dgfinie sur k si et seulement 

si elle est invariante par P. En particulier (d'aprks 6.3,  ( i)) ,  les irnages par Kp~ 1 des dldments 

de kA sont les orbites de F dans K A non contenues clans K A~ 

Lorsque K est une extension radicielle de k, toute partie de K A est ddfinie sur k. 

Plus gdndralement, toute classe de conjugaison de sous-groupes paraboliques d6finie 

sur K l'est aussi sur k (5- 24). Par contre, il n 'est pas toujours vrai que toute partie de K A 

soit apparente  sur k (c'est-~t-dire que les tores d6ployds sur k maximaux  soient aussi 

ddploy6s sur K maximaux) comme le montre l 'exemple du groupe O + (Q)  correspondant 

h une forme quadra t ique  Q anisotrope, non ddgdndr~e et de ddfaut i sur un  corps k de 
caract~ristique 2, K dtant une extension radicielle de k sur laquelle Q acquiert  des zdros 

non triviaux. 

m 

6.5.  k-formes, indice, classification. --- Soit G un groupe algdbrique d~fini sur K. 

Le groupe G est appeld une k-forme de G s'il est isomorphe ~t G sur K. Identifions G ~ G, 

sur K,  de fa~on h pouvoir considdrer T et K A comme un  tore d6ploy6 et un  ensemble 

de K-racines simples de G. On  appelle indice de la k-forme G la donn6e constitude 

par K A~ et par l 'ensemble des parties de K A d6finies sur k (d'ofl on d~duit aussi, par  6.3,  (~), 
l 'ensemble des parties apparentes).  Si l 'extension K / k  est normale,  l'indice galoisien est 

constitu6 par  la donn6e de K A~ et de Faction de P sur K A. 

De la seule donnde du d iagramme de K A, on peut d6duire, inddpendamment  du 

groupe G e t  des corps K et k, des conditions auxquelles doivent satisfaire un ensemble 

de parties de K A, ferm~ par intersection et r6union, et un dldment A ~ de cet ensemble, 

pour pouvoir ~tre l ' indice d 'une  forme. Certaines conditions se d6duisent ddj l  imm~- 

dia tement  de 6 .3  et 6.4.  On  sait no tamment  que l 'indice doit dtre invariant  par  l 'invo- 
lution d'opposition. Notons que cette derni6re condition est, ~ elle seule, tr~s restrictive 

(cf. par  ex. [32], n ~ 5), si on tient compte du fait que la restriction de l 'indice h une 
partie A' de K A apparente sur k est aussi un  indice de k-forme (c'est l ' indice des k-sous- 

groupes de Levi d 'un  k-sous-groupe parabolique appar tenant  ~t K~A,). D'autres conditions 
imposdes aux indices possibles rdsultent du thdor~me 6.13 ci-apr~s. On  trouvera des 

fildments de classification dans [34, 35, 36] �9 

Signalons encore l'existence d ' un  ~ th~or~me de Wit t  >~, permet tant  de caractdriser 

une k-forme d 'un  groupe donn~ sur ]~ par son indice galoisien et par  la k-structure (avec 

spdcification de l ' isomorphisme sur k) du centralisateur .~e(S) d ' un  tore ddploy~ sur k 

maximal  (cf. [28], [32]; la ddmonstrat ion de [28] s 'dtend ~ un corps non parfait  

si on fait usage de 2. I4). 

710 



G R O U P E S  RI~DUCTIFS to 7 

6 .6 .  Lemme. - -  Soient T et T '  deux totes ddployds sur K maximaux contenant S, soient 
donnls dans X*(T) et X*(T') des ordres compatibles avec un mgme ordre dans X*(S), et soient ~:A 

et i A' les ensembles de racines simples correspondants. Alors, tout tldment g e G  tel que I n t g  
transforme T en T '  et K A en KA' appartient ~ ~(S) .  

Soit P (resp. Q ;  resp. Q') le sous-groupe parabolique ddfini sur k (resp. K;  resp. K) 
minimal standard, correspondant ~ l'ordre choisi dans X*(S) (resp. X*(T); resp. X*(T')). 
On a P z Q ,  PDQ'  et OQ==Q,. En vertu de 4.3, il s'ensuit que o P = P ,  done gaP  
et g = g ' . g "  avee g 'ER,(P)  et g"e.,~((S). Pour tout seS, on a (g, s )=(g ' ,  s)eR~(P), 
et ( g , s ) = g s . s - a e T ' . s - ~ C ~ ( S ) ,  done ( g , s ) = e  et g~.~e(S). 

6 .7 .  Proposition. - -  Supposons T invariant par P. Alors, pour tout ceX*(T) et tout y~P,  

la difference ay(c)--y(c) est une combinaison linlaire ~ coefficients entiers de racines s'annulant 

SUY S .  

Soit w l'6Mment de t<W tel que w(y(KA))=i(A. Le transformd par y de l'ordre 
donn6 dans X*(T) est compatible avec l'ordre donnd dans X*(S), et l'ensemble de racines 

simples qui lui correspond est y(KA). En vertu du lemme prdcddent, w centralise done S, 
et [6] est un produit de rdflexions relatives ~ des racines s'annulant sur S. La proposition 

est alors une consequence de ,5.7 et du fait que A'( = wo-(. 

6.8.  Proposition. - -  Soit j = X * ( T ) ~ X * ( S )  l'homomorphisme de restriction. Ators 

j (a)  =Kok(a) ek A U{O} (a%:A). 
Soient kack2ck3 trois corps. On a la relation de transitivit6 ~vidente 

~,Pk,%,Pk,=k,Pk, (en posant p (o )=o) .  I1 s'ensuit que 
(I) si la proposition est vraie pour k = k l ,  K = k 3  et pour k = k 2 ,  K = k ~ ,  elle l'est 

aussi pour k = kl, K - -  k2 ; 
(2) si la proposition est vraie pour k = k l ,  K - - k 2 ,  et si un tore ddployd maximal 

sur ks est aussi d6ployd maximal sur k3, la proposition est vraie pour k = k a ,  K = k 3 .  
En appliquant (i) avec k 3 algdbriquement clos, on se ram~ne au cas off K est 

algdbriquement c loset  ensuite, en appliquant (2) avec ks=  ks, ~t celui off l'on a K = ks, 
ce que nous supposerons dordnavant. Soient beKA , a =  p(b), a ' =  b Is, (x) l'ensemble des 
racines de la forme n .x  avec neN, et kP0 (0r les sous-groupes paraboliques 
standards par rapport  ~ S e t  kA (5. I2). I1 rdsulte de la ddfinition de p que a = 0 si et 
seulement si UI_bIC~P,, et que si a +  o, U(_b)CkP a. D'autre part, si a' 4= o, U(_b)cU(_~,,). 
Compte tenu de 3.22 c), on a donc les implications 

a'q=o ~ U(_b)r o <:> a4=o => U ( _ b ) C e P  a ~ a'e{a, 2a, o}. 

I1 s'ensuit que, dans t o u s l e s  (:as, a ' ~ a  ou a ' = 2 a .  
Du lemme 6.6, il r&ulte que deux 616ments d 'une m6me orbite de F dans K A (par 

rapport ~ l'action d6finie au n o 6.2) ont m~me restriction ~t S. En vertu de 6.4, (2), 

on a donc, pour tout aE~A, p-l(a) f s = { a  } ou {2a}. Mais toute K-racine est combi- 
naison lindaire h coefficients entiers d'~I~ments de K A, done toute k-racine est combinaison 
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lin6aire ~ coefficients entiers d'61~ments de ~:AIs , par consdquent, p-I(a) l s={a}  pour 
tout a. 

6.9.  Corollaire. --- Soit S' la composante connexe de l'Edment neutre du sous-groupe de T 
ddfini par les ~quations a =  I pour tout aEA ~ et b = c  pour tous b, CEKA tels que p(b)=o(c) 
(c'est-&dire, du noyau de l'ensemble de caract&es A~  ceKA, p(b)=p(c)}) .  Alors 
( S n 2 G ) ~  ~ 

Cela r6sulte de la proposition pr6c6dente et d 'un calcul de dimension 6vident. 
6. xo. Groupes de We S .  - -  Posons 

J f (S ,  T ) =  g / (S)  n~4/'(T), ~/~ T ) =  ~e(S) n~/ ' (T).  

On d6signera par KWk=Jff(S, T ) / ~ ( T )  et KW~176  T)/~te(T) les images canoniques 
respectives de ~4/(S, T) et ~A/'~ T) dans K W. En particulier, K W~ est le k-groupe de 
Weyl de ~e(S), engendr6 par les rdflexions fondamentales correspondant aux dl~ments 

de A ~ C'est un sous-groupe distingu6 de KWk, et on a (cf. 5.5) un isomorphisme 

canonique kW=KWk/K W~ 
On notera R (resp. kR) le sous-r6seau de X*(T) (resp. X*(S)) engendr6 par les 

K-racines (resp. k-racines) et on posera X - - R |  et Y=kR| les groupes R et ~R 
6tant identifi~s ~ des sous-r6seaux de X et Y. L'application de restriction j : R - % R  
s'dtend en une application lindaire X--+Y, qui c6incide avec p surKA, et dont le noyau N 
est engendr6 par A ~ et par les diff6rences b - - c  de racines b, C~KA telles que p(b) = p(c) 
(cf. 6.9). Ayant choisi dans X un produit scalaire admissible (5. i), on peut identifier Y 

N • ce que nous ferons. Alors, K W 6tant vu comme groupe de transformations lin6aires 

de X, KWk (resp. K W~ est le normalisateur (resp. le centralisateur) de Y dans K W, et kW 
est la restriction de ~W k ~ Y. En particulier, la restriction ~ Y du produit scalaire choisi 
dans X est admissible. Des produits scalaires admissibles dans X et Y qui sont entre eux 
dans la relation ainsi d6crite seront dits compatibles. 

Si les 616ments de K A sont tous d6finis sur k au sens de 6.3 (par exemple, si l'exten- 
sion K / k  est normale et si P op~re trivialement sur KA), KWk est le normalisateur de KW~ 

dans KW; en effet, Y est alors l'espace de tousles  points fixes de K W~ dans X. 

6 . I I .  Supposons que T soit ddfini sur k et que l'extension K / k  soit normale. 
Alors, N • est l'espace des points fixes de l'action usuelle de F sur X. I1 s'ensuit que dans 
l'identification de Y avec N -k, l 'image canonique j(a) dans Y d'un dl6ment a e X  (par 
exemple, la restriction ~t S d 'un caract6re de T nul sur ~f(G)) est identifide avec l'orbite 

a ~  Z Va, 
y ~ F  

de a sous l'action de I? (lorsque Pes t  infini, il faut le remplacer, dans la formule prdcEdente, 
par un quotient fini par l'interm6diaire duquel il op6re sur X et dont l 'ordre est not~ IF [). 
En particulier, on a, pour des produits scalaires compatibles, et quels que soient a, bEX, 

( ~ ) (j(a), j(b) ) = (a ~ b ~ = (a, b ~ = (a ~ b). 
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Enfin, KW k est alors le groupe de tousles w%:W tels que V w = w  (mod.x w~ pour tout 
~,eF, off l'exposant ~ gauche est relatif ~ Faction de F sur KW induite par Faction usuelle 
de F sur X. 

6.x2. Le th6orSme suivant permet de ddterminer le diagramme de kA ~ partir 
du diagramme de x A et de l'ensemble des p-l(a). Pour en simplifier l'6nonc6, on utilisera 
la notation suivante. Soit M =  ((mab)) (a, beKA ) une matrice dont les lignes et les colonnes 
sont index&s par x A. Alors, p(M) d6signera la matrice ((m:d)) (c, d%A), dont les lignes 
et les colonnes sont index6es par kA et dont les coefficients sont donn6s par 

mcd----- Z Z mob. 
a ~ p-l(c) b ~ p-l(d) 

6 . I  3. T h g o r ~ m e . -  ( i )Les espaces X = R |  et Y = k R |  itantdotgsdeproduits 

scalaires compatibles, si K M (resp. kM) dlsigne la matrice des produits scalaires des K-racines 

simples (rexp. des k-racines similes), on a kM=(p(KM-1)) -1. 
(ii) Soit a%A.  Alors, le plus grand entier n a (ha= I, 2) tel que na.a soit une k-racine 

est le maximum de la somme des coefficients des gldments de p-l(a) darts les K-racines qui sont 

combinaisons lingaires d'dlgments de, p-l(a)uA~ 
Soit • = K ou k, et soient m~y les coefficients de la matrice ~M -1. Pour tout xe~A, 

posons x'=Y~N~y.y. On a (x ' , y )=3~  c'est-~-dire que {x*} est la base duale de ~'._k 
y 

(dans X o u  dans Y, seton que x = K  ou k). 
Comme au n ~ 6. IO, on identifiera Y k N • off N d6signe le noyau de l'applieation 

canonique de X dans Y. Alors, pour tout cekA , c* est d6fini par les relations 

(I) (C*, a)=~,~(~) pour tout aeKA. 

En effet, l'dl4ment de X ainsi ddfini, que nous d6signerons provisoirement par c', est 
orthogonal k toutes les diffdrences a - - b  de K-racines simples telles que p(a)=p(b),  
ainsi qu'~t tousles 616ments de A ~ done aussi ~t N. Par consdquent, il appartient ~ Y 
et on a, pour tout aeKA, (c', p(a))----(c', a)=~c,p(a), d'ofi c'=c*. De (I), il r6sulte que 

c*-- ~ a*, c'est-~-dire 
a ff p-~(c) 

Z k~lcd , d :  Z Z Kn'lab. b. 
d~kA a~p-~(c) b~KA 

En formant le produit scalaire des deux membres avec d*, il vient, toujours en tenant 
compte de (i), 

kmcd----a~p-X(c) b~ 

ce qui d6montre (i). 
(ii) est une cons6quence imm6diate de 6.8. 
Le th6orSme prdc6dent permet notamment  de calculer, $ partir de i Aet  des p-t(a), 

l 'ordre du produit de deux r6flexions fondamentales dans kW (ou, ce qui revient au mSme, 
l'angIe de deux k-racines simples). Cependant, celui-ci peut aussi &re obtenu ~ l'aide 
d 'une formule plus simple, que nous dtablirons ~ prSsent. 
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6. x4. Proposition. - -  Soient a, b deux k-racines simples et soit % (resp. ~,, resp. %, 
resp. ?ob) le cardinal du systkme de racines rlduit ayant pour ensemble de racines simples A ~ (resp. 
~q(a) = A~ reap. ~(b); resp. ~(a, b) ). Alors, l' ordre m~b du produit des rgflexions.]bnda- 
mentales correspondant gl a et b dans kW est donng par 

m~b = 2 ((Pab-- %) / ((P~ + % - -  2 %). 

Dans cette ddmonstration, les racines dont il est question ne sont jamais donndes 
qu'/~ un facteur de proportionnalitd strictement positif prSs. En particulier, l'dgalit5 a = b 
prend le sens de a = r . b  (reR,  r>o) .  

Soient + le systSme des k-racines qui sont combinaisons lindaires de a e t  b, W(+) son 
groupe de Weyl et 2mab l 'ordre de W(@; pour toute k-racine x, soit f ( x )  le cardinal 
de l'ensemble de K-racines dont la restriction ~t S est x. Pour que la restriction ~ S d 'une 
K-racine c soit nulle (resp. proportionnelle ~ a; resp. ~ b; resp. soit combinaison lindaire 
de a et b), il faut et il suffit (6.8) que c soit combinaison lin~aire de racines simples 
appartenant ~ A ~ (resp. ~(a); resp. ~(b); resp. ~(a, b)). On a done 

I 

(I) f (a)  = ~ (%--  %), f (b)  = ~(%--?0)  ; 

(2) Z f (x )  =  ob-- 

D'autre part, il est clair que pour tout w~kW, f(w(x))~-- f(x) .  Or on sait que tout 61dment 
de d/est exactement de deux fa~ons le transformd d'une racine simple (a ou b) par un 61dment 
de W(+). Par eonsdquent, 

(3) 2 Z f (x)=2mab.f(a ) + 2m~b.f(b ). 
xE+ 

La formule de l'6nonc6 est une consdquence imm6diate de (I), (2), (3)- 

6. x 5. Proposition. - -  Soient a, b deux k-racines simples distinctes et m~b I'ordre du produit 
des r~flexions fondamentales correspondantes. Alors, les trois conditions suivantes sont gquivalentes : 

(i) La paire a, bes t  connexe; autrement dit, mab>2. 
(ii) Pour toute K-racine a 'ep- l (a) ,  il existe une K-racine b'Ep-t(b) et une pattie 0 

de A ~ telles que 0u{a', b'} soit connexe. 
(iii) Il  existe des K-racines a'eo-~(a) et b'~p-~(b), et une partie 0 de A ~ telles que 

OtJ{a', b'} soit connexe. 
On peut, sans nuire /~ la gdndralit6, supposer que kA={a,  b} : il suffit de 

remplacer G par le sous-groupe Ge,, off (I)' est le syst~me des k-racines qui sont combi- 

naisons tindaires de a et b. 
Comme pr6cddemment, on notera (x) l'ensemble des racines de la torme n. x (nsN). 

Soit + (resp. +') le plus petit iddal du syst~me k(I) (resp. du syst~me Kq)) contenant b 
(resp. p-~(b)). Le plus petit sous-groupe distingud de G contenant t o u s l e s  U(~,) 
avec b'ep-t(b) ,  est aussi le plus petit sous-groupe distingud contenant U(o). Ce sous- 
groupe, que nous noterons H, est ddfini sur k, puisqu'il est k-ferm6 et ddfini sur k, (~. ~4 a) ). 
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I1 rdsulte alors de 5- I I que  H = G ,  = G,. .  Cela dtant, on a les implications imm5diates 
suivantes : 

(i) ~ a  ~ ~ =~ H D U(~)~ ~'D p- ~(a) ~ (ii) => (iii) ~ ~' r~ p-~(a) ~: o ~ H n UI~ ) . {e} =~ (i). 

6 . i 6 .  Corollaire. - -  Soient O={aa,  . . . ,  a~} une partie connexe de ~A et a~ep-~(al). 

Alors il existe ' -~ a4eo (a~) ( ~ < i < t )  et une partie ~ de A ~ tels que {at,  . . . ,  a ; } v ~  soit connexe. 

Cela rdsulte de 6 .15  par  rdcurrence sur t. 

6. x 7. Lefoncteur RK/k. - -  Darts ce numdro et les quat re  suivants, K est une extension 
s6parable de degr6 fini d de k, contenue dans ks, et z l = i d ,  e~, . . . ,  ee sont les diffdrents 
monomorphismes  de K dans k~. On  renvoie ~ [38, Chap.  I], (voir aussi [5, 2 .8]) ,  pour  
la ddfinition du foncteur RK/k, de restriction des scalaires, qui va de la cat6gorie des 
K-groupes (ou K-vari6tds quasi-projectives) ~ celle des k-groupes (ou k-vari6tds quasi- 
projectives). Si H est un K-groupe  connexe et H ' =  RK/kH , alors il existe un K-morphisme 

: H'--->H tel que  

(T) ~ 0 : ( o ,  lx ' . . - ,  ~ : H '  -~ ~ 2 1 5  •176 

soit un ks-isomorphisme, et cela caractdrise la paire (H',  ~x) & un k-isomorphisme pr6s. 
Tout  K-morphisme ~ : G - + H  s'6crit d 'une  et d 'une  seule mani~re sous la forme 9o~, 
od ~ : G ~ H '  est un k-morphisme. 

(b0) - ~ appl ique H = ~'H sur un sous-groupe de H '  qui  est d~fini sur k, et visiblement 
stable par  tout  dldment de G a l ( k / K ) ,  done en fait d6fini sur K,  d'ofi l 'existence d 'un  

K-morphisme v : H--~H'  tel que v~ %v, . . . ,  ~av) soit l ' inverse de 0 [3, w ~]. 

6. x8. Proposition. - -  On conserve les notations de 6 .17.  Alors RKI k dgfinit une b~]ection 

des K-sous-groupes connexes de H sur l' ensemble des k-sous-groupes connexes L" de H '  tels que ~~ 

soit le produit de ses intersections avec les ~ Si L ' =  RK/k(L), et si .o~(L) ~ (resp. JV(L) ~ est 

dgfini sur g ,  alors RK/k~f(L) ~ ~f(L')  ~ (resp. RK/kJV(L)~176 
I1 est clair que si L e s t  un K-sous-groupe eonnexe de H, alors L ' = R ~ / k L  a la 

propridtd indiqude. Soit rdciproquement  L' un k-sous-groupe connexe de H '  tel que ~~ 

soit produi t  de ses projections sur les ~ Ce qu 'on  a dit pr6c6demment  montre  que 
~ ~ 1 7 6  et la projection ~ de L'  sur L sont d6finis sur K, ce qui entraine immd- 

dia tement  que (L', ~) vdrifie la propri6t6 caractdristique (I) de 6.17.  
La  deuxi6me assertion est une consdquence immddiate  de la premiere.  

6. x 9. Corollaire. - -  Le foncteur RK/k d~finit une bijection des sous-groupes de Cartan ddfinis 

sur K (resp. tores maximaux d~finis sur K ,  resp. K-sous-groupes paraboliques) de H sur les sous- 

groupes de Cartan dgfinis sur k (resp. tores maximaux difinis sur k, resp. k-sous-groupes paraboliques) 

d e H ' .  
Remarquons  tout  d ' abord  que le foncteur  RK/k pr6serve la propri6t6 d 'e tre  un tore 

ou d 'e t re  commutat if ,  ou nilpotent.  On  utilisera aussi le fait que  les sous-groupes para-  
boliques d 'un  produi t  direct  sont les produits  directs de sous-groupes parabol iques  de 
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facteurs; cela r6sulte par  exemple de 4.2, 4.3, apr~s une rfiduction dvidente au cas 
semi-simple. 

Soit L un K-sous-groupe de H. Si L est un sous-groupe de Cartan (resp. un tore 

maximal ; resp. un sous-groupe parabolique), il en est de m~me du sous-groupe ~ de ~ 
done aussi du sous-groupe RK/kL de H' .  Rdciproquement, si L' est un sous-groupe 

de Cartan (resp. un tore maximal ;  resp. un sous-groupe parabolique) de H',  

alors ~t~ ') est produit direct de ses intersections avec les ~ si de plus L' 
est d~fini sur k, il existe (vu 6. I8) un K-sous-groupe L de H tel que L'=RK/kL , 
et L e s t  un sous-groupe de Cartan de H, car il est nilpotent et figal ~t son normalisateur 

connexe (resp. est un tore maximal de H pour des raisons de dimension ; resp. est un sous- 
groupe parabolique de H parce que RK/k(H/L ) = H ' /L '  est une varidtfi projective, et 

qu'il en est done de m~me de H/L).  

6.20. Soient T u n  tore d~fini sur K et T '  = RK/kT. Alors l'application b ~ ~ ~ o ~t) 
i 

* X (T)k  [2 I, w I 4] ; en particulier ( i .  8), T a et T d d~finit un isomorphisme 0ode X (T)KSUr * ' . 
* * p 

ont m~me dimension. On a un homomorphisme naturel X (T)x-+X (Ta), le composfi 
de 0c et de la restriction X*(T')-+X*(T~t), qui est injectif, de conoyau fini, mais n'est 

pas bijeetif en g~n6ral. 

Supposons T d~ploy6 sur K. Alors la projection de ~~ sur "ST induit un 

isomorphisme de T~ sur ~ pour tout i, &off un isomorphisme [3i : X*(~ -+X*(T~) ; il 

suffit de le v~rifier pour T = G i n ,  pour lequel c'est 616mentaire. En particulier, [31, qu'on 
notera aussi [3, est un isomorphisme de X*(T)=  X*(T)K sur X*(T~) = X*(T~) k. 

6.2x. (i) Supposons maintenant H r6ductif. De 6. I9, 6.2o, on tire : r~z(H) ---- rk(H' ) ; 
si A est un tore d6ployd sur K maximal de H, alors le plus grand tore A~ deploy6 sur k 
de A'----RK/kA est un tore d6ploy6 sur k maximal de H ' ;  l'isomorphisme canonique 
[3 : X*(A) ~X*(A~) de 6.2o induit une bijection de Kr surkr  et ~(A')---- ~(A~). 

Soit + une partie quasi-close de Kr (3.8). Le groupe He peut &re caract6risd 
comme le sous-groupe de H contenant .~e(A) et dont l'alg6bre de Lie est somme de celle 
de ~e(S) et des espaces propres maximaux de A dans D correspondant aux 616ments de +. 

Vu 6.2o et l'6galit6 ~"(A')----~(A~), il s'ensuit que 

(I) RK/kH~ = H~(~). 

On voit de mani~re analogue que si ~ est quasi-clos, formd de racines positives pour un 
ordre convenable, alors RK/~H;= H~],). Comme H~, est engendrd par des groupes de 

ce type, on a aussi 

(~) REICH; = H~+). 

I1 rdsulte en particulier de (1) que si l'on fixe sur X*(A) et X*(A~) des ordres se corres- 

pondant par [3, alors, dans les notations de 5 - ~ ,  

(3) RK/~KPo --~kP~(o), 

0 ~tant une partie de l'ensemble des k-racines simples de H. 
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(ii) Si H est semi-simple et presque simple sur K, alors H'  est semi-simple et presque 

simple sur k. En effet les groupes ~ sont alors les facteurs presque simples de H'  et ils sont 
permut6s transitivement par F = Gal(k,[k). Tout groupe G semi-simple et presque simple 
sur k est k-isog~ne ~t un groupe Rk,/kH oh k' est une extension de k convenablement choisie, 

et oh H est un k'-groupe, presque simple sur k. En effet, quitte ~t le remplacer par un groupe 

k-isog~ne, on peut supposer que G est ]c-isomorphe ~t un produit direct de sous-groupes 

presque simples. Soit H Fun d'eux et soit k' ck son plus petit corps de ddfinition contenant k. 
C'est une extension sdparable de degr6 fini de k (2.14), que l'on peut donc supposer contenue 
dans k,. Les facteurs simples de G sont permutds par F, n&essalrement de fa~on transitive. 

On peut donc les 6crire sous la forme ~'H, . . . ,  ~dH off vl, . . . ,  v d forment un syst~me 
de reprdsentants des classes ~t gauche de Gal(ks/k ) modulo Gal(ks/k' ). Les restrictions 

des v i h k' sont 6videmment les isomorphismes de k' dans k s. D'autre part le produit des hH 
diffdrents de H est ddfini sur k,, stable par Gal(k,/k'), donc aussi d6fini sur k', et ainsi la 
projection ~ de G sur H est ddfinie sur k'. Par consdquent, la paire (G, r:) vdrifie la 
propridt6 (I) de 6. r 7 et G~R~,/kH. 

6.22. Proposit ion.-  Soient 0 i ( i =  I, 2) deux parties de kA, Pi=kP0~ les k-sous-groupes 
paraboliques standards correspondants (5-~2), kWi (resp. KWi) le sous-groupe de kW (resp. i W) 
engendrg par les rdflexions fondamentales correspondant aux s de O~ (resp. K~qk(0i) (6.3)) et 
WeKW. Alors, la double classe PI, K.w.P2,KCGK (5.2o) posskde des points rationnds sur k si 
et seuleraent si la double classe correspondante KW1. W.KW ~ a une intersection non vide avec 
KWk (6. XO). Lorsqu'il en est ainsi, cette intersection est l'image r&iproque par l' application canonique 
KWk-->kW d'une double classe kWl .w ' . kW~,  avec w'ekW , et la double classe Pa,~.w'.P2.k est 
l' ensemble des points rationnels sur k de P1, K. w. P2, K" 

Soient x' un 616ment quelconque de kW, x un reprdsentant de x' darts KWa et n u n  
reprdsentant de x' dans ;ff(S)k. Puisque T e t"T sont deux tores ddployds sur K maximaux 
de ~e(S), il existe un Ze L~'(S)K tel que 'T  = ' T ,  c'est-~t-dire tel que n '=  n -~. zeJV(S, T)K. 
L'image canonique x" de n' dans KWa est congrue ~ x (mod. KW~ On a done, puisque 

~(T)KCP~,K, 

PI, k .x ' .P2,k= PI, k.n.P2,k CPI, K.n.P~,K= P1,K.n'.P2,K= P1,K.x".P~,K--= P1,K.x.P~,K. 

La premiere partie de l'6nonc~ en r~sulte, compte tenu de 5.~o- 
Pour &ablir la seconde, il suffit ~ pr6sent de montrer que si u  est tel que 

P~.-~' .P~=P~.x' .P~, alors -~'%W~.x' . ,W~. Posons P = , P ~ ,  pour tout parabolique 
Q~-~ (S ) ,  notons "Q  son unique oppos~ contenant ~ (S) ,  et soient P' un k-sous- 
groupe parabolique tel que -~'(S) c P' c (~*'P~ ~ P~). Ru(P~) , et P"  = (*-'"P' ~ P~). R,(P~). 
D'apr~s 4.4, 5.9, il existe .y'~W~ et .y"~,W~ tels que c P ' = P "  et r  I1 r~sulte 
de la construction de P', P"  que P'.*'P" est dense dans P~.*'P~, donc que P . y ' . x ' . y " . P  
est dense dans P~.x'.P~. De m~me, il existe .~'~,W~ et ff"~,W~ tels que P . f f ' . ~ ' . y " . P  
soit dense dans P~.u Mais alors y ' . x ' . y " = ' f f ' . u  en vertu de 5-~5, et 
~'%W~. x'.,W~. 
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6.23.  Coroltaire. - -  Soient Pe t  P" deux sous-groupes parabotiques de G difinis sur k. Alors, 

deux doubles classes distinctes de Pk, P~ dans G k sont contenues dans des doubles classes distinctes 
de PK, P~: clans GK. 

-6.24. Remarques. - -  a) La proposition 6.22 prend une forme particuli~rement 
simple lorsque P I = P 2 = k P o ,  k-sous-groupe parabolique minimal, que nous noterons 
encore P. Dans ce cas, les doubles classes de PK dans G K correspondent aux doubles 
classes de K W~ dans KW, et la proposition affirme que les doubles classes de PK qui poss~dent 
un point rationnel dans k sont celles qui correspondent aux doubles classes de xW ~ 

dans KWk; ces derni5res sont en fait des classes latdrales simples, puisque K W~ est distingud 
dans KWk. L'ensemble des points rationnels de la double classe de PK associde ~ une classe 
latdrale donnde de ~zW~ dans KWk est alors la double classe latdrale de Pk dans G k qui 
correspond ~t l'dl5ment de kW reprdsentant celle-ci. 

b) Lorsque K==k (ou, si on prdf~re, lorsque K est le domaine universel), la 
proposition 6.22 donne la condition pour qu'une double classe (( gdomdtrique )~ Pl-g. Pe 
possSde des points rationnels sur k. Notons qu'une telle double classe peut ~tre ddfinie 
sur k sans possdder de points rationnels. 

6. u5. Proposition. - -So ien t  Pe t  P -  deux k-sous-groupes paraboliques minimaux opposds, 
et soient U et U -  leurs radicaux unipotents. On a alors G K : U k. U~.  PK" En particulie'~, 

G = U k . U - . P .  
Dans la suite nous supposons, ee qui est loisible (4.8, 4- 13, 4- 16) que Pta P -  = ~ ( S ) .  

Avant de ddmontrer cette proposition, nous dtablirons deux corollaires. 

6.26.  Corollaire. - -  Tout dldment de kW poss~de un reprdsentant dans l' ensemble Uk. U [ .  U~. 

En effet, il rdsulte de 6.25 que G~ = U k. Uk-. Pk = Uk. U~-. U~. ~e(S)~. 

6. ~'7" Corollaire. - -  E, tant donnls deux sous-groupes paraboliques Q ,  Q'  conjugu~s donc 

l'un est d~fini sur k, il existe un sous-groupe parabolique dg)qni sur k qui leur est opposd h tous deux. 
On ne nuit pas h la gdndralit6 en supposant, dans les notations de 5- I2 et 6.25, que 

Q = k P ~ P  et que k P ; - : P -  (4.8, 5.14). Soit gEG te lque  O~=gQ.  Vu 6.25, on 
peut poser g = u . u ' . p  avee usUk, u ' e U -  et p~P.  Alors, le sous-groupe parabolique 

'~(kP;-)=~'"'(kP; -) est oppos~ simultan~ment ~t ~(kP0)=Q et ~ ~~'(kP0)=Q'.  
On aurait pu tout aussi facilement d~duire la proposition 6. ~5 du corollaire 6. ~7. 

C'est d'ailleurs essentiellement ce qu'exprime le lemme suivant, premiere dtape de la 

d6monstration de 6.~ 5. 

6.e8.  L e m m e .  - -  Les notations grant celles de 6.~5, supposons que, pour tout sous-groupe 

parabolique P' conjugud ~ P, il existe un sous-groupe parabolique ddfini sur k et opposd simultandment 

gt P et ~ P'. Alors, GK = U~. U~.  PK pour route extension K de k. 

Soit g e G  K et soit Q un sous-groupe parabolique ddfini sur k opposd ~ P e t  ~ 0p. 
Alors (4.13) il existe u~U~ tel que ~ Q =  P- .  Le groupe "~P est opposd ~ P -  et d~fini 
sur K, donc il existe un u 'eUf f  tel que **""'~P=P. Mais alors, 

u ' . u . g e P  K et g ~ u - ~ . u ' - ~ . P K C U ~ . U ~ . P  K. 
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6.29.  Lemme. - -  Supposons que k soit ggal au corps fini Fq ?z q gldments, et que G soit 
k-isog~ne d SUB. Alors, G posskde (q34- I) k-sous-groupes de Borel et le nombre des k-sous-groupes 

de Borel non opposgs ~ un sous-groupe de Borel donng quelconque est infgrieur ~ 2 (q 4- I ). 

Soit K = F q ,  et soit ,( l'~16ment de Gal(K/k)  distinct de l 'identit6. Le groupe G 
est d6ploy6 sur K et la vari6t6 des sous-groupes de Borel de G (5.24) est d6finie sur K 
et peut ~tre identifi6e avee la vari6t6 des drapeaux (paires formdes d 'un  point et d 'une  

droite le eontenant) d 'un  plan projectif M d6fini sur K (au sens de la g6omdtrie alg6- 

brique), et dont  l 'ensemble M K des points rationnels sur K est done un plan projectif 

sur K (au sens usuel). Pour tout point X~MK, le transform6 par  y du groupe de stabilitd 
de x laisse invariant  une et une seule droite que nous noterons D~. La eorrespondanee 
x~-~D~ est une ~ polarit~ hermit ienne ~ d a n s M  K (si G = S U a ( f )  , c 'est lapolari t6assoei~e 

~t la forme hermit ienne f ) .  L' identification mentionnde plus haut  associe h tout  sous- 
groupe de Borel B le drapeau F qu'il  laisse stable, et F est d6fini sur k si et seulement si B 
l'est. I1 est imm6diat  que les drapeaux d6finis sur k sont les drapeaux de la forme (x, Dx) , 

avec x ~ M  K. Leur  nombre  est 6gal ~t celui des points x e M  K qui sont isotropes 
(i.e. qui appar t iennent  ~t leur droite polaire D~), done ~ q~4- i. 

Soit (y, D) un drapeau de M, et soit B son groupe de stabilit6. Pour que le groupe 

d'isotropie d 'un  drapeau (x, D:~) rationnel sur k ne soit pas oppos6 ~t B, il faut et il suffit 
que l 'on ait soit xeD,  soit .yeD~. Comme une droite quelconque eontient o, I ou 

q 4- I points isotropes rationnels sur K,  le nombre  de drapeaux (x, D~) v6rifiant la premifire 

condition est dgal ~ o, I ou q + i. I1 e n e s t  de mSme du nombre de drapeaux vdrifiant 

la deuxi~me condition ; en effet, si y e M r : ,  cette derni~re peut s'6crire xeDu, et sinon, 

y est eontenu dans au plus une droite ddfinie sur K.  

6 .3o.  Dgmonstration de la proposition 6.25. 
a) k est infini. - -  La  classe de conjugaison ~ des k-sous-groupes paraboliques 

min imaux est auto-opposde (4. I4), done deux ~16ments de cette classe sont oppos6s si 
et seulement s'ils contiennent  des sous-groupes de Borel oppos6s (4- i o). I1 suit alors de 4.12 

que les hypotheses de 6.28 sont vdrifides. 
b) Rgduction au cas du rang semi-simple relatif i. - -  Nous nous proposons de 

montrer  que la proposition est vraie en g6ndral si elle l'est pour les groupes de rang semi- 
simple relatif  i. Dans les calculs qui suivent, les indices K sont omis (on peut d'ailleurs, 

si on veut, se ramener  imm6dia tement  au cas off K est le domaine universel, soit en 

utilisant la relation (U-.P)K--= U~.PK,  soit en combinant  la d6monstrat ion du corol- 

laire 6.27 et le lemme 6.28).  Posons G * = U k . U - . P ;  soit a une k-racine simple 
quelconque, et ddsignons par  (a) (resp. (a)*) l 'ensemble des racines positives proportion- 

nelles (resp. non proportionnelles) ~ a. La  proposition 6tant supposde vraie pour le 

groupe G'=G(~)~(_~/, on a 

G*. U_ (~,~ = Uk. U - .  ~e(S). U(~/. U(~I,. U ( ~ ) =  Uk. U_(a~*. U_(,). ~ ( S ) .  U(~ / . U(~, / . U(,), = 

= Uk. U_(,1,. G ' .  U(~), = U~. U (,,),. U(~),~. U(~) .  ~ ( S ) .  U(~). U(,), = 
== U~. U(~),~. U_(~),. U_(~). ~ ( S ) .  U(~). U(~), = U~. U - .  P = G*. 
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Or G* .P=G*.  Mais P e t  les groupes U_(s ) correspondant ~t toutes les racines simples 

engendrent G (5- I4). Par consfiquent, G* .G=G*,  et G* = G .  
c) k estfini et rl~(~G ) =  I. 
Soit k = F q .  Nous voulons montrer que G v6rifie l'hypoth~se du lemme 6.28. 

Celle-ci ne change pas si on remplace G par ~ G .  Nous supposerons done G semi-simple 
et rk(G ) = I, il est alors presque simple sur k puisqu'il n'existe pas de groupe semi-simple 
anisotrope non trivial sur un corps fini. Soient Go, . . . ,  G,_  1 les sous-groupes invariants 
quasi-simples de G et soit k' le plus petit corps de ddfinition commun des G i. Le groupe 
Gal(k' /k)  permute transitivement les G~, et puisqu'il est cyclique, il est d 'ordre n et 
permute cycliquement les G i. En particulier, on a k ' = F q , .  Soit y un g6ndrateur 

de Gal(k' /k) .  Nous supposerons que G i est le transform~ de Go, que nous noterons 
encore G', par @ Le groupe G est k-isog~ne ~ Rk,/k(G' ) (6.2I (ii)) done le k'-rang de G' 

est dgal ~ I (6.2I (i)). 
Tout  sous-groupe de Borel B de G est un produit B 0.B~. ..  B n_~ de sous-groupes 

de Borel de G0, GI, . . . ,  G , _  1 respectivement. D'apr~s 6 . I9 ,  le nombre de k-sous- 
groupes de Borel de G est 6gal h celui des k'-sous-groupes de Borel de G'. 

Soit B = B 0 . . .  B,_ 1 un sous-groupe de Borel de G. Un  autre sous-groupe de 
Borel B ' =  B~. B [ . . .  B',_~ lui est oppos6 si et seulement si B i est oppos6 ~ B i pour tout i. 
D'autre part, on tire de 4. i8, 5.9 que dans un k-groupe rdductif, de k-rang semi-simple 
~gal ~ un, deux k-sous-groupes paraboliques minimaux distincts sont opposes. Par 
consdquent, pour ~tablir notre assertion il suffira de montrer que si N~ d~signe le nombre 

de sous-groupes de Borel de G i d6finis sur k' et non opposds ~ Bi, on a ~ N i <  N - - I  quel 

que soit B. Or il rdsulte de la classification que G' est, ~ une k'-isog6nie pr6s, le 
groupe SL 2 ou le groupe SU 3. Dans le premier cas, on a N = q n q -  I e t  o ~ N i ~ i ,  d'ofl 

~. Ni=<n<N--  I. Dans le second cas, il suit du lemme 6.2 9 que N =  qan@I et N~=< 2(q"-t - I), 

d'ofl ~Ni=<2n. ( q " - t - I ) < N - - I ,  ce qui ach~ve la ddmonstration. 

Remarque. - -  La prop. 6. ~5 r6pond ~ une question de Grothendieck et Demazure. 

Elle a aussi 6t6 d6montrde par Steinberg et Demazure. 

w 7. UN SOUS-GROUPE DI~PLOY~ MAXIMAL 

7. I. Lemme. - -  Soient donnds un syst?me de racines de rang 2, et un ordre dans celui-ci. 

Soient a, b les racines simples, ~a, r b les r~flexions fondamentales correspondantes et W le groupe 
de WeyI. Pour tout entier i ~  i, posons q = a  ou b selon que i est pair ou impair et soit w i ~ W  

t ~  d~fini inductivement par les relations w l = r  b e t  w i = r e i . w i _ l  pour i>2._ Soit m (resp. m , 

resp. m") la plus petite valeur de l'entier i ~ 2  telle que (ra.ro) i=e (resp. telle que w~_l(a ) 

soit une racine simple; resp. telle que wi(a) soit une racine nggative). Alors, m = m ' = m "  et 

Wm_l(a)=Cm. 
La racine w m .... ~(a) est positive et sa transform~e par r•,, est ndgative. Par 
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consdquent, wm,,_l(a ) ne peut atre que la racine simple %. [6, w 7, n~ 6, Prop. I7]. 
En particulier, m'<~m". 

Posons w~,_~(a)=c ofl cest  done dgal ~t a ou b. On a Wm,_l.r,.Wm,1_l=r,. Selon 
que c = % , _ t  ou cm,, cette derni6re relation peut encore s'dcrire (r,.rb)m'-a=e ou 
(r,.rb)~'=e. I I e n  rdsulte que m~m' .  

Enfin, la relation (ra.rb)m=e peut s'dcrire Wm_l.ra.w~nX_l=r%, ou encore 

W m _ l ( a ) = ~ c  m. Puisque m ~ m " ,  c'est le signe + qui dolt ~tre retenu. Mais alors, 
Wm(a)=rcm(cm)=--cm, done m"<=m, ce qui ach~ve la ddmonstration. 

Avant d'dnoncer le thdor~me de ce paragraphe, rappelons que dans un syst~me 
de racines qb, l'ensemble (d) ,des multiples entiers positifs d 'une racine est dgal h {d} 
ou {d, 2 d} et que d est dite non multipliable dans le premier cas. L'ensemble qb' des 
racines non multipliables est un syst6me de racines rdduit. 

7.2. TMorkme. - -  Supposons G r~ductif connexe. Soient Sun  tore dlploy~ sur k maximal 
de G, @ = @(S, G) le systkme des k-racines de G, @' celui des racines non multipliables de ~,  
et A l'ensemble des racines simples de @' pour un ordre donng sur X*(S). Pour tout aeA, soit E, 
un k-sous-groupe de dimension un de U(~ ) normalisg par S e t  soit V l e  groupe engendrg par les E~. 
Alors G poss~de un unique sous-groupe rdductif F connexe d~ployd sur k contenant S .V .  Le tore S 
est un tore maximal de F et qb'=~b(S, F). En particulier, W ( F ) ~ k W ( G ) .  Pour tout ded~, 
l'intersection Uia)taF e'st le groupe radiciel U a, de F correspondant d la racine d" de d~" contenue 
dans (d). 

Pour tout dldment be@', on a (b)={b}, done le groupe U(b) adrnet une structure 
d'espace vectoriel sur k telle que Int s (s~S) soit l 'homothdtie de rapport  s b (3. i8, rein.). 
Par suite, tout k-sous-groupe de dimension un de U(b ) stable par S est k-isomorphe au 
groupe additif G~. Cela vaut en particulier pour les groupes E, de l'dnoncd. 

Soit v un dl6ment quelconque de E,,k, distinct de l'dldment neutre. D'apr~s le 

thdor~me 5. I5, appliqud au groupe rdductif G~,,_a/ (3.4, 3.8), v poss~de une ddcompo- 
sition unique de la forme 

(I) v=v ' .n , . v" ,  (v', v"~U(_,);  n,~W(S), et v', v", n~eGk). 

S o i t s u n  dldment de S t e l q u e  s a = - - I .  On a 

v = "(v -1) = ' (v" - l ) .  "(n~-l). ~(v ' - l )  = v". ~(n2 i). v', 

d'ofl, en vertu de l'unicitd de (I), v'=v",  ~(n2-1)=n~, et 

(2') = (no, s)  Sk. 

Posons E _ ~ { ~ v ' l s ~ S } u { e } .  On a vu que U(_a) a une structure d'espace 
vectoriel sur k telle que la conjugaison par sES soit la multiplication scalaire par s - 5  
Donc E_~ est un k-groupe k-isomorphe au groupe additif. On a, pour tout seS, 

S. E_a. 'v = S. E_~. ~n~. ~v'; 
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comme Sn.~n..S=S.n., on en tire, par  rdunion 6tendue ~t S, 

(3)  S .  E a . (E,--{e}) --  S. E _  a . n a . ( E  a - - { g } ) .  

Multiplions membres ~ membres cette relation et celle qu 'on  en d6duit  en rempla~ant  
chaque membre par son inverse; il vient, compte tenu de (2), 

S.E_~.E~.E_a= S.E_~.na.E_a.na.E_ a. 
Posons 

(4) Ya=S-E-~.{ e, na}.E-a, 

De (3) multiplide ~ droite par  E_o, il r6sulte que Ya est aussi 6gal ~ S .E_~.E~.E_~.  

Donc 
S.E_a.na.E_a.na.E_a=Y ~. 

I1 s'ensuit que y a . Y  cY~. D 'aut re  part,  Y a t = Y ~ .  Par consdquent Y~ est un groupe 

qui, 6tant engendrd par E,, E_ a et S, est connexe et d6fini sur k. Du thdorSme 5- I5 (off il 

faut remplacer  l 'ensemble des racines positives par  celui des racines ndgatives) il rdsulte 
que Y, n U ( _ , ) = E  ,.  En t ransformant  cette relation par  n~, on voit que n,.E_~.n~ 1 
contient E~; pour raison de dimension, il s 'ensuit que 

(5) n~'E-a'na~=E,~" 

Transformons k prdsent la relation (4) par  n~; il vient 

( 6 )  Y a  = S .  E a .{e,  h a } .  n a . 

Soient a, bsA deux racines simples quelconques, (a, b) l 'ensemble de toutes les 

racines de la forme m. a d-n.  b avec m et n entiers strictement positifs, E,b le groupe 

engendrd par  Ea et E b, et E" b = (E~, Eb) le groupe engendrd par les eommutateurs  (x,y) 

avec x~E a et ysEb .  On  a Eab=E'b~ , et d'aprSs 3 . I ~  

(7) E;b CU(a ' b). 

En vertu de l ' identit6 
= 

E~b est normalis6 par  E~, donc le produit  E~.E" b est un groupe que nous noterons Xab. 

Celui-ci est normalis6 par  Eb, car E b normalise Es et (Eb, E~)= E'bcX~b. Par cons6quent 

(8) Eob = Xob. W~ = E a. V.~b. E~. 

I1 rdsulte alors de (7) et 3 . I I  qu 'on  a Eabr~UIa)=E a et Eabr~U(b)=Eb, ce qui nous 
permet,  sans risque de contradiction dans les notations, de poser pour tout  c~(a, b)o{a, b}, 

E~ = Eabn U(c ) . 

L 'ensemble A-~{~lxeEb--{e},yeE~} est un systSme gdn6rateur de X~.  En effet, 

cet ensemble 6tant normalis5 par  S, il en est de m~me du groupe qu'i l  engendre, et il 

rdsulte alors de 3. i i  qu 'en  m~me temps que ~y=(x,y).y -1, ce groupe contient (x, y) 
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et y -1 .  Aucune  combinaison lindaire m. a - - n .  b, avec m e t  n entiers str ictement positifs, 
n 'dtant  une racine, les groupes E~ et E b eommuten t  comme on le voit ?~ part ir  de 3. IO, 
en utilisant un ordre sur X*(S) tel que a, - - b > o .  Par  consdquent,  si on pose 

Y; = (E, - -{e}) .  S. E_b = Vb--{e, nb}. S. E_b, 

on a A={*y]xeY;,yeEo}. Or, d'apr~s (2) et la deuxi~me expression donnde pour  
l 'ensemble Y~, celui-ci est invariant  par  multiplication h gauche par  n b. I1 s'ensuit que A 
est normalisd par  nb et il e n e s t  done de m~me de Xab : 

(9) nb. Xab" nb t = Xab" 

De (5), (8), (9) et 3- I I, il rdsulte que, si r~ ddsigne (pour tout  aeA) la rdflexion fonda- 
mentale  correspondant  ~ a, on a, pour  tout ce(a, b)u{a, b}, 

( I O) n b. E c. n~* = Erb(c ). 

Soient m(a,b)  l 'ordre du produi t  ra.r b dans le groupe de Weyl  relatif  
~W, n~b . . . .  na.n b le produi t  de re(a, b ) - - I  faeteurs a l ternat ivement  5gaux ~ n b et ~t n~, 
en eommen~ant  par  la droite, et c(a, b) la racine simple dgale ~ a ou b selon que re(a, b) 

est pair ou impair.  O n  a alors, en vertu de (io) et du  lemme 7- i ,  

et, par  ailleurs 
nab. U ( - a )  �9 n~  t = U ( _  c(a, b) ) �9 

Transformons ~t prdsent la relation (I) par  n,b; on volt, compte  tenu des deux relations 

prdcddentes et du thdorSme 5. I5, que 

n~b. n.. n~l~nc(., b). Sk, 

ou encore, en utilisant (2), 

(I  I)  (n a . rib) m(~' b)eSk. 

Les relations (2) et (I I) et la ddfinition classique des groupes de Weyl  par  gdndrateurs 
et relations montrent  que, si M ddsigne le groupe engendr6 par  S e t  les n~ (aeA), on a 

( I 2 )  M n  2~e(S)-= S, 

et que l 'applieation canonique M~-+kW est surjective. 
Soit V: le groupe engendrd par  les Xba (bsA---{a});  puisque E, normalise les X~,, 

il normalise aussi V:,  done 

V=Eo.V:=Vi. Ea. 

Soit (a)' (resp. (a)*) l 'ensemble des raeines positives proportionnelles (resp. non propor-  

tionnelles) /t a. En vertu de (7), V: est contenu dans U(a),, done on a, d'apr&s 3. I I, 

(I3) V f3 U(a), = Ea, 

et 

(~4) V n  UIa)* = V:" 
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D'aut re  part,  il rdsutte de (9) que 

(~5) ~a'V:" ~ : ~ = V :  �9 

Nous nous proposons ~ present de montrer  que 

(I6) si mEM et si l ' image canonique w de m dans kW transforme a en une racine 
positive, alors m. E a.m -~ cV.  

La  demonstrat ion se fera par  indaaction sur le nombre  de racines positives transformdes 
en racines n~gatives par  w -~. Si ee nombre  est nul, w----e, et l 'assertion est dvidente. 

Soit w~ee, soit b~A tel que w- l (b )<o ,  posons w'=rb.W et m'=nb.m. E n v e r t u  de 
l 'hypoth~se d ' induct ion,  on a m ' .  E a. m'-i c V  = E b. V;.  Mais w'(a) n'est pas proportion- 

nelle ~t b (puisque w(a)>o) ,  done, d'apr~s (I4) , m ' . E a . m ' - l c V ~ .  En transformant  les 

deux membres de cette relation par  nb, il vient, tenant  compte de (I 5), m. E~. m-1 cV~ cV,  

ce qui 6tablit (i6). 

Faisant usage de (4), (I5), (I6), et du fait que Y~ est un  groupe, on peut reproduire 

ici les calculs de 5. I6, d'ofl il rdsulte que, pour tout m e M  et tout  aeA, on a 

na.V.{na, na.m}.V.S=V.{na, n~.m}.V.S.  

I1 en rdsulte imm~dia tement  (cf. par  ex. [33]) que le produi t  F = V.  M.  V e s t  un  groupe, 
qui, 6tant engendr6 par  S, les E~ et les E_~, est connexe et d~fini sur k. Soit d u n e  racine 
quelconque, soient (d) et d" ddfinis comme dans l'6noncd, et soit m un  ~I6ment de M k 
dont  l ' image canonique w dans kW t rans fo rmed '  en un 616ment de A que nous ddsignerons 

par  a, de sorte que w((d))=(a) ou (a)'. I1 r~sulte alors du th6or~me 5. I5 et de (I3) que 

m. (F n Uc~/).m-l= Eo. 

Par consfiquent, F nUla ) = m  - 1 . E  a.m est un sous-groupe de U(a, ) isomorphe sur k au 
groupe additif, et que nous noterons Ed,; il est clair que cette notat ion est coh6rente 

avec celles introduites plus haut .  Si d'  est positive, E e, est contenu dans V (par exemple 

en vertu de (i6)),  done on a, d'apr~s 3. i I ,  

(I7) v =  I I  
d' ~ �9 '+ 

Le groupe Ya n'est pas rdsoluble, car s'il l 'dtait, son radical unipotent  contiendrait  E a 

et E_a, donc ha, done aussi tout  commuta teur  (n~, s), avec seS,  ce qui est absurde. 
Tou t  sous-groupe Q de F contenant  le produit  S. V e t  distinct de lui contient au moins 
un 61dment de M dont  l ' image canonique w dans kW est distincte de e. II existe alors 

au moins une racine simple a dont  la transformde par  w e s t  ndgative. Mais alors 

Q contient E_a, donc Ya, et n'est pas rdsoluble. Le sous-groupe S . V  dtant rdsoluble 
(puisque contenu dans S .U+) ,  c'est un  sous-groupe de Borel de F, et V e n e s t  un  

sous-groupe unipotent  maximal.  Soit m un ~ldment de M dont  l ' image canonique dans kW 

transforme les racines positives en les racines ndgatives. Le transformd V - = " V  est aussi 
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un sous-groupe unipotent  maximal  de F et on a R ,~ (F )cVr~V-={e}  (3.22), done F est 
rdductif. En vertu du th6or~me 5.15, Fr~ ~e(S) = ~eF(S ) = S, par  consequent S est un tore 

maximal  de F. Les Ed,(d'eO') sont des sous-groupes radiciels ~ un paramfitre de F 

relat ivement ~ S, et ee sont les seuls, en vertu de la relation (i 7) et de sa transformfie 
par  m. Le groupe F est done ddployd et qb' est le syst~me des racines de F par  rapport  t~ S. 

Enfin, soit F u n  sous-groupe rdductif  deploy6 de G contenant  S .V.  Le tore S 

est un tore maximal  de F. En vertu de (I7) , les Ee,, avec d'~(I) '+ sont des sous-groupes 

radiciels ~t un  paramfitre de F relatifs ~t S. En particulier, le syst~me des racines de 
contient �9 '+. Comme, d 'aut re  part,  il est ndcessairement r~duit, et contenu dans O, 

il ne peut  ~tre que O'. Soient a une racine simple, v~E~., et E_~ le sous-groupe radieiel 

un param~tre de F relatif  ~ - - a .  En appl iquant  le thEor~me 5-15 au groupe engendrd 

par  S, E a et E a, on voit qu'il  doit exister des Eldments -~aeW(S)~ et ~ ' ,  -~"eE a ~ tels 

que v =- 'v .-n~.-v-". Comme E ~  est contenu dans U/_a/ (3. ~9), cette decomposition de v 

doit coincider avec la decomposition (I). En particulier, -b-'=v,' donc E _ ~ = E _  a 

et F = F ,  ce qui ach~ve la demonstrat ion du thfior~me. 

7.3- Remarques. - -  Le thdor~me 7.2 sugg~re les questions suivantes : 
(i) Les sous-groupes F correspondant t~ divers choix des E~ sont-ils conjuguds 

entre eux ? 
(ii) Lorsqu'ils sont conjuguEs, deux sous-groupes F l e  sont-ils sur k? 

(iii) Le groupe F est-il le seul sous-groupe rdductif  deploy6 contenant  V ?  

(iv) Les sous-groupes F du thdor~me 7-2 sont-ils les seuls sous-groupes r~ductifs 

dEployEs maximaux  de G ? 
La  rfiponse aux quatre  questions est ndgative, comme le montrent  les exemples 

suivants. 
Soient f = x . y + f l ( z l ,  z2, zz) une forme quadra t ique  ~t einq variables d ' indice I 

( i .e . f l  est anisotrope) et de d~faut I si la caractdristique est 2, et G = O + ( f ) .  Le groupe G 
n 'a  que deux racines relatives oppos~es, •  et on voit imm~dia tement  que (i) (resp. (ii)) 

a une r~ponse affirmative si et seulement si deux sous-espaces vectoriels ~t une dimension 
de U(a/, ddfinis sur k, sont conjugu~s par  un  ~l~ment de .~e(S) (resp. ~e(S)k ). Dans le cas 

present, ~ ' ( S ) -  S • O+( f l ) ,  et le second facteur opbre sur Uca ) (qui a 3 dimensions) par  
la representation usuelle. On  obtient done un contre-exemple ~t (i) en supposant la carac- 

tdristique 6gale k 2 (k est alors nEcessairement non parfait) et un  contre-exemple ~t (ii) 

en supposant la caract~ristique 4: 2, et en prenant  pour f l  une forme dont  les valeurs 

ne forment  pas une seule classe de restes quadrat iques.  

Soit ~ present G = SUB(f) un  groupe special unitaire, correspondant ~t une forme 

h e r m i t i e n n e f d ' i n d i c e  I (groupe quasi-ddployd : ef. [35]). Ce groupe, de k-rang 6gal ~t i, 
possEde quatre  k-raeines zkd et +2d.  Le groupe Uc2a) a une dimension. On  obtient 

un  contre-exemple ~ (iii) en conjuguant  F par  un  dlEment de U(d),k n ' appar tenan t  pas 

U/~d). Supposons ~ present k de caract6ristique o, et soit V ' +  U(~ I un  sous-groupe 
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de dimension I de Ule ? dfifini sur k. I1 rdsulte du th~or~me de Jacobson-Morozov [i4, 

th. i7, p. ioo] que V'  est contenu dans un sous-groupe de G isog~ne sur k ~ SI.2, lequel 

constitue un contre-exemple ~ (iv), car on vdrifie aisfiment que V' et U(za/ne sont pas 
conjugu~s (par exemple, le normalisateur de V'  est S . V '  tandis que celui de U(~ 1 

est ~ ( S ) .  U(dl). 

I I .  - -  C O M P L g M E N T S  ET A P P L I C A T I O N S  

w 8. SOUS-GROUPES TRIGONALISABLES (k PARFAIT) 

8. I. Un  sous-groupe ferm6 de G L ,  est dit trigonalisable sur un corps K s'il est d6fini 

sur K et conjugu6 sur K ~ un sous-groupe du groupe T ,  des matrices triangulaires supd- 

rieures. II est alors ndcessairement r~soluble. 

Supposons G connexe rdsoluble. La  prop. 5 de [23] et l 'existence d ' un  tore maximal  

d6fini sur k (2 . I4 ,  ou [26], ou I I . 4 )  mont ren t  que les propri~t~s suivantes sont 

6quivalentes : 
(i) G est k-isomorphe ~t un  groupe matriciel trigonalisable sur k. 
(ii) G poss~de un tore maximal  dfiploy~ sur k, et son radical unipotent  G u est 

d~fini sur k. 
(iii) Toute  image de G par  un k-morphisme G---~GL,, est trigonalisable sur k. 

On  dira que G est trigonalisable sur k s'il vfirifie ces propri6t~s. Tou t  groupe r~soluble 

connexe ddploy6 sur k est trigonalisable sur k [23, prop. 7]- La  rdciproque n'est pas vraie 

en gdndral puisque un k-groupe unipotent  est toujours trigonalisable sur k [~3, cor. x, 
P- 33] mais n'est pas n~cessairement ddployd sur k [23, p. 35]. Elle l'est cependant  sur 

un  corps parfait  [23, cor. 2, p. 34]. Vu (ii), un  tore est ddploy~ sur k si et seulement s'il 

est trigonalisable sur k. 

8.2.  TMor~me. - -  Supposons k parfait. Alors les sous-groupes rgsolubles ddploygs sur k maxi- 

maux (resp. les tores dgploygs sur k maximaux, resp. les k-sous-groupes unipotents connexes 

maximaux) de G sont conjuguis sur k. Si H est un sous-groupe rdsoluble dgployg sur k maximal. 

alors Gk/H k = (G/H)k s'identifie ~ l'ensemble des points rationnels sur k d'une k-varigt~ projective 

sur laquelle G op~re. 
Soit H u n  sous-groupe rfisoluble dfiployfi sur k de dimension max imum de G. 

On  choisit une rEalisation lin6aire de G comme k-groupe d 'automorphismes d 'un  espace 

vectoriel V sur k contenant  une droite W ddfinie sur k telle que H = { g e G  [ g ( W ) =  W}, 

ce qui est toujours possible [25, p. 222]. Comme H est rdsoluble, dEployE sur k, son 
image par  le morphisme naturel  dans G L ( V / W )  est trigonalisable sur k (cf. 8. I). 
I1 existe donc un drapeau F 0 de V, dEfini sur k, stable par  H,  dont  la droite est W. Le 

groupe H est alors afortiori le groupe de stabilit6 de F 0 dans G. Soit B le groupe de 

stabilit~ de F 0 dans GL(V) .  C'est un groupe de Borel de GL(V) ,  la varidtd des 
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drapeaux o~(V) s'idenfifie au quotient GL(V)/B,  et ta projection 
: GL(V) ~ o~(V) est surjecfive pour les points rationnels sur k (4- I3). 

Montrons que 

(I) G (Fo)k ---- (G(Fo))k. 

canonique 

Soient PE(G(F0))k et Gp le groupe d'isotropie de P dans G. Comme P est un 
drapeau d~fini sur k, son groupe de stabilit6 est trigonalisable sur k, donc la composante 
neutre de Gp est un groupe rdsoluble d~ploy~ sur k; par cons6quent, dim Gl,<=dim H 
et dim G(P)=>dim G(F0). Mais l'adh6rence de G(F0) est r6union de G(F0) et d'orbites 
de dimensions strictement plus petites [I, w I6], done PeG(F0) k. 

Soit maintenant L un sous-groupe rdsoluble ddployd sur k de G. I1 op~re sur o~'(V) 

en laissant la varidt~ compl~te G(F0) stable. Comme cette derni~re est d6finie sur k 
et poss~de au moins un point rationnel sur k, le groupe L admet un point fixe 

Pe(G(F0))~ (2.7 (i)), qui, vu (I), est en fait dans G(F0) k. Mais, H 6tant d6ploy~ sur k, 
la projection canonique Gk~G(F0) k est surjective (2.7 (ii)). I1 existe alors g e G  k tel 
que g .F  0 = P, donc tel que g - l . L . g C H ,  ce qui montre que tout sous-groupe r~soluble 
d6ploy6 sur k de G est conjugu~ sur k ~ un sous-groupe de H. L'assertion de conjugaison 
des sous-groupes unipotents r~sulte alors du fait que tout k-groupe unipotent eonnexe 
est d6ploy6 sur k, celle des tores maximaux du fait que, dans H, les tores maximaux ddfinis 
sur k sont conjuguds sur k (voir [26], ou aussi ( I I .4 )  ; on peut du reste donner une 
d~monstration de ee fait plus simple dans le cas des groupes d~ploy~s sur un corps parfait). 

8. 3. Lemme. --- Supposons G connexe et k de caractdristique zdro. Alors tout k-sous-groupe 

unipotent V de G est contenu dans un k-sous-groupe parabolique minimal P de G, et l' on a P ~ G 

si VCRdG). 
Soit r : : G - + G ' = G / R u ( G  ) la projection canonique. Les k-sous-groupes de G 

contenant R,(G) sont les images rdciproques des k-sous-groupes de G' et si H est l 'un 
d'eux, G /H  ___ G' /~(H).  L'application H r-+7~(H) est done une bijection pour les k-sous- 
groupes paraboliques minimaux, et l'on peut se borner au cas off G est rdductif. 

Soit V un k-sous-groupe unipotent :t={e} de G. I1 contient un k-sous-groupe 
unipotent V'  de dimension un. D'aprSs le thdorSme de Jacobson-Morosow [i4, Chap. III ,  
th. 17, p. IOO], il existe un homomorphisme de 512, ~ dans gk dont l'image contient t~. 
Comme, en caractdristique z~ro, toute representation de l'alg~bre de Lie t) d 'un groupe 
semi-simple connexe et simplement connexe H, est la diffdrentielle d'une representa- 
tion (rationnelle) de H, on voit qu'il existe aussi un k-morphisme , f :  SL2-+G dont 
l'image contient V'. Ce morphisme est de noyau fini, donc G contient un tore S :~ {e} 

d~ployd sur k (par exemple l'image par f du groupe des matrices diagonales de SL2) , 

et par consdquent un k-sous-groupe parabolique propre P (4. I7). Le groupe V e s t  
d6ploy~ sur k, done poss~de un point fixe dans (G/P)k vu 2.7, et est alors conjugu~ sur k 

un sous-groupe de P d'apr~s 4- I3  a),  d'ofl le lemme. 
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8.4 .  Proposition. - -  Supposons G connexe et k de caract#istique z&o. Alors les k-sous-groupes 

unipotents maximaux de G sont les radicaux unipotents des k-sous-groupes paraboliques minimaux 

d e G .  
Comme prdcddemment, on voit en considdrant la projection de G sur G/R~(G) 

que l'on peut se borner au cas off G est rdductif. 
Soient P un k-sous-groupe parabolique minimal de G, S u n  tore ddployE 

sur k maximal de G contenu dans P. On a la decomposition de Levi P = ~ e ( S )  .Ru(P ) 
et R(P) ~ S.R~(P) (4-i6).  Soit V un k-sous-groupe unipotent non trivial de G. Vu 8.3, 
il suffit de considErer le cas o5 V c P ,  et nous avons alors ~t montrer que V CRu(P), 
ou, ce qui revient au m~me, que V c R ( P ) .  Si ce n'Etait pas le cas, le groupe rEductif 
P/(S.Ru(P))~.o~e(S)/S contiendrait un k-sous-groupe unipotent non trivial, donc un 

tore dEployE sur k non trivial (8.3, 4. I7), ce qui contredirait l'hypoth~se faite sur S, 

vu 1.9 b). 

8 .5 .  Corollaire. - -  Supposons G r~ductif et k de caract#istique zgro. Alors les conditions 

suivantes sont dquivalentes : 
(i) G est anisotrope sur k. 
(ii) G ne contient aucun k-sous-groupe unipotent non trivial, et X*(G~ 

(iii) Gk est formd d'gl~ments semz-simples, et X*(G~ 
Le groupe G est produit presque direct de son groupe derivE, qui est semi-simple, 

par son centre connexe Z (2.2), doric X*(G~ s'identifie ~t un sous-groupe d'indice fini 

de X*(Z)k et, vu 1.7, 1.8, on a 

(I) X*(C~ -<:=~ Z d = { I  }, 

En caractdristique zero, tout groupe algdbrique unipotent est connexe, donc chacune 
des conditions de 8.5 dquivaut ~t cette mEme condition pour G ~ et l'on peut supposer G 
connexe. Alors, ( i)~(i i)  d'apr~s 8.3, 4 . I 7  et (I). L'implication (ii)=>(iii) rdsulte de 
l'existence d'une decomposition de Jordan pour les ElEments de G k [I, th. 8.4] , et (iii) 

entralne (i) en vertu de (i) et 4. I7. 

8 .6 .  Proposition. - -  Supposons G connexe et k de caractgristique zgro. Soient P u n  k-sous- 

groupe parabolique minimal et H u n  k-sous-groupe connexe contenant R,(P) .  Alors Jr" (R,(H))  = P' 
est un k-sous-groupe parabolique contenant P, et R , ( P ' ) =  R , (H) .  Le groupe H contient le plus 

petit k-sous-groupe distingue de P' contenant R,(P).  
On se ram~ne comme plus haut au cas oK G est rEductif. Soit r~ : H--->H'= H / R , ( H )  

la projection canonique. Vu 8.4, rc(Ru(P))=U'  est un k-sous-groupe unipotent maximal 
de H'.  Soit V'  le radical unipotent d 'un k-sous-groupe parabolique minimal de H'  oppose 

JV'(U') (4.9). D'apr~s 4. i i ,  U '  et V' engendrent un sous-groupe distingue de H',  
donc U = R ~ ( P ) = r c - 1 ( U  ') et V = ~ z - t ( V  ') engendrent un k-sous-groupe distingue H1 

de H. Comme H a contient R , (H) ,  on a R , (H)~R , , (H~ ) .  Le groupe JV'(V) dtant 

un k-sous-groupe parabolique (8.4), 4-29 montre que P"=A/ ' (H1)  est un k-sous-groupe 
parabolique contenant P, dont le radical unipotent est Egal ~ celui de H 1. On a donc 
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aussi P"==.A/'(R~(H1) ) - -W(R~(H))  = P' et Ru(P') = R,(H1) = R~(H). Par construction 

H D H1D R~(P) et H i e s t  engendrd par R,(P) et par un sous-groupe V qui est aussi 
conjugu6 ~ U dans P' vu 8.4, donc H a est le plus petit sous-groupe distingud de P' 
contenant R~(P). 

8.7 .  Proposition. - -  Supposons G rlductif et k de caractgristique o. Soient H e t  H' deux 

k-sous-groupes de G conjugugs. Alors si H contient un k-sous-groupe umpotent (resp. un sous-groupe 

rgsoluble dgployg sur k) maximal de G, il en est de mgme pour H'. 

On peut supposer H connexe. Dans les deux cas envisagds, il existe, vu 8.4, 
un k-sous-groupe parabolique minimal P tel que H ~ U = R,/P) .  Soient Q = ~ / ' ( R u ( H ) )  
et Q'=-JV(Ru(H')).  D'apr~s 8.6, Qes t  un k-sous-groupe parabolique et R , ( Q )  = R~(H). 

Comme H et H'  sont conjugu6s sur une extension convenable K de k, les groupes Q 

et Q' sont conjugu~s sur K, et Q' est aussi un sous-groupe parabolique. I1 est 6videmment 

d6fini sur k, done conjugu6 sur k ~i Q (4. I3). On peut par consdquent se borner au cas 
off Q - - Q ' .  Soit H1 le plus petit sous-groupe distingu~ de Q contenant U. Vu 8.6, 
il fait partie de H. D'autre part, un 61~ment XeGK tel que ~ H - - H '  dolt normaliser Q ,  

done faire partie de Q (4.3), donc normaliser HI, d'ofl H ' = ~ H ~  H I ~  U. 
Supposons maintenant que H contienne un sous-groupe r~soluble d~ployd sur k 

maximal de G. Vu 8.2, 8.4, on peut supposer que H ~ S . R u ( P ) ,  off S est un tore 
d~ploy~ sur k maximal de G contenu dans R(P), et il reste ~ prouver que H'  contient 
un tore d6ploy~ sur k maximal de G. En utilisant ce qui a d~j~ ~t~ obtenu, et 8.6, on 

se ram~ne au cas off Q=~4/ ' (H)= .# ' (H ' )  et R u ( Q ) =  Ru(H)=  R~(H'), et off il existe 
xe Q tel que *H -= H'.  

Le groupe Qadmet  une d6composition de Levi Q =  :~'(S'). Ru(Q), off S' = S  n R(Q)  
est un tore ddploy6 sur k maximal de R(Q) ,  donc est aussi le plus grand tore ddploy6 

sur k central de ~.r (4. I5, 4-I9). Le groupe S'.R**(Q) est invariant dans Q ,  contenu 
dans H, donc aussi dans H'.  Le groupe ~ (S ' )  est produit presque direct sur k de S' 
et d 'un k-groupe M, qui ne poss6de pas de tore d6ploy6 sur k central non trivial, 

et l'on a H = ( H n M ) . S ' . R ~ ( Q ) , H ' = ( H ' n M ) . S ' . R ~ ( Q ) .  D'apr6s 4-27, il suffit 
de faire voir que H'c~ M contient un tore d6ploy~ sur k maximal de M. Comme les 

tores d6ployds sur k maximaux se correspondent par isogdnie sdparable (4.25), on voit, 
en considdrant les images de H et H'  dans Q/ (S ' .R~(Q) ) ,  que l'on est ramen6 au cas 

off G n'a pas de tore central non trivial d~ploy6 sur k et ou H poss~de un k-sous-groupe H 1 

r~ductif, qui est invariant dans G e t  contient R~(P). Le groupe G est alors produit presque 

direct de H1 et d 'un k-groupe r6ductif H 2. Ce dernier n 'a pas de k-sous-groupe non 
trivial unipotent (sinon Ru(P ) ne serait pas un k-groupe unipotent maximal) et ne 

poss6de pas de tore d6ploy6 sur k central non trivial, puisque G n'en a pas; par suite H 2 

est anisotrope sur k (8.5) , et (4.27) H 1 contient tout tore d6ploy6 sur k maximal de G. 
Comme H ' ~ H  1 cela termine la d~monstration. 

Remarque. - -  On renvoie ~ un article en preparation de l 'un de nous pour des 

extensions de 8.3 ~ 8.7 ~ des corps de base plus g6ndraux. 
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w 9. SOUS-GROUPES TRIGONALISABLES 
(CORPS LOCALEMENT COMPACT DE CARACT~.RISTIQUE Z~RO) 

9" I. Soit K un corps localement compact de caract~ristique zdro. (K est donc 
isomorphe k R, C ou ~ un corps p-adique, i.e. 5~ une extension finie d 'un corps Q,p 

(p premier).) Soit V une vari~t6 alg6brique sur K. Alors VIr est munie canoniquement 

d'une topologie d'espace localement compact s6par6. Si f :  V-+W est un K-morphisme 

de V dans une varidt6 alg6brique W sur K, alors fK : VK--'.-W K est continue. Enfin, 
si Ves t  irr6ductible, non singuli~re, de dimension n, alors V K est une K-varidtd analytique 

de dimension m [39, App. III] .  
Rappelons encore que si V e s t  un espace homog~ne sur K d 'un K-groupe algd- 

brique H, alors VIr est r6union d 'un hombre fini d'orbites de H K [5, w 6.4], qui sont 

des sous-varidtds analyfiques ouvertes et fermdes de V K. 

9.2.  Lemme. - -  Supposons k localement compact de caract/ristique zgro et G r/soluble, 

d@loy/ sur k. Soit V une k-vari/tg alggbrique sur laqueIle G op~re k-morphiquement. Soit M un 

sous-ensemble compact non vide de V ,  stable par G k. Alors M contient un point fixe par G k (1). 

La dfimonstration proc~de par r~currence sur dim G. Supposons tout d'abord G 

de dimension un, done isomorphe k G a ou Gin. Soient veM et Y l'adh~rence de G.v. 
Admettons tout d 'abord que Yn  M = G. vn M. Alors G. vc~ M est ferm6 donc compact. 

Mais (G. v)k est rdunion d 'un nombre fini d'orbites de Gk, qui sont ouvertes et ferm6es 

dans (G.v)k. Par suite, G . v n M  est r6union d 'un nombre fini d'orbites de Gk, qui sont 

compactes. Chacune est de la forme GJHk, off H est un k-sous-groupe ferm6 de G, et 
comme G = G~ ou Gin, cela entraine G = H ; d o n c  vest fixe par G. Supposons maintenant 
Yr~M+ G . v o M ,  et soit y e M n Y ,  y C G . v .  Son orbite G.y  est de dimension strictement 
plus petite que celle de v [I, w I6], donc est de dimension zfiro, e t y  est un point fixe. 

Si dim G > I ,  le groupe G contient un k-sous-groupe invariant connexe N de 

codimension un ddployd sur k. L'ensemble W des points fixes par Nes t  une k-sous-varifit6 

alg~brique de V, et W n M  est non vide par hypoth&e d'induction. Le groupe G/N 

op~re k-morphiquement sur W [25, prop. 2] et (G/N)k laisse W n M  stable. Comme 

G est ddploy~ sur k, G/N l'est aussi, et l'on est ramen6 au cas prficddent. 

9.3. Proposition. - -  Supposons k localement compact de caract/ristique z/ro, et soit H u n  

k-sousogroupe fermg de G. Alors les conditions suivantes sont /quivalentes : 

(i) H contient un sous-groupe connexe trigonalisable sur k maximal de G ~ 

(ii) G J H  k est compact. 

(iii) (G/H)k est compact. 
Le groupe (G~ est ouvert, d'indice fini dans G k. On peut done se borner au cas 

off G est connexe. 

(1) L'6nonc6 original supposait  V compl6te. Ind6pendamment ,  J .  I. Hano  a ment ionn6 dans une lettre 
l ' un  de nous ce l emme lorsque k = t l ,  ce qui  nous a conduit  ~ lever la restriction fake d ' abord  sur V. 
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(i) =~ (ii) Soit L un sous-groupe connexe trigonalisable sur k maximal de G contenu 

dans H. Alors Gk/L k s'identifie ~ l'ensemble des points rationnels sur k d'une k-varidtd 

proiective (8.'2), done est compact. Afortiori,  Gk/H k est compact. 
(ii) =>(i) En appliquant 9.2 au cas off V = G / H  et M - - G J H k ,  on volt que 

tout sous-groupe r6soluble connexe d6ploy~ sur k de G admet un point fixe dans Gk/Hk, 

donc est conjugu6 sur k ~t un sous-groupe de H. 

(G/H)k est rdunion d 'un nombre fini d'orbites de G~ (9-i). On peut donc trouver 

un nombre fini de k-sous-groupes H i ( i ~ i ~ m ,  H I =  H) de G tels que (G/H)k-- y Gk/Hi, k, 

et chaque orbite est ouverte et ferm~e dans (G/H)k. Cela prouve que (iii)=> (ii). 
I1 reste ~ montrer que (i):> (iii). Les groupes H~ sont ~videmment conjuguds 

de H = H  1 sur une extension convenable K de k (puisque ce sont des groupes de 

stabilit6 dans une m~me orbite de G). I1 r6sulte donc de 8.7 que pour tout i, H i contient 
un sous-groupe r6soluble d6ploy6 sur k maximal de G. Vu l'implication ( i ) ~  (ii) d6j~t 

6tablie, il s'ensuit que Gk/Hi, k est compact pour tout i, donc que (G/H)k est compact. 
Remarque. - -  L'6quivalence de (i) et (ii) a 6t6 aussi obtenue par I. Satake (Publ. Math., 

I.H.E.S., Paris, n ~ I8 (I964) , prop. I, w I), et pour k = R par R. Hermann (Proc. Nat. 

Acad. Sci., U.S.A., 51 (I964) , 456-46I) et J. I. Hano. 

9.4.  Corollaire. - -  Le groupe G k est compact si et seulement si G est rlductif et anisotrope 

SUF k. 

Si G k est compact, alors tout k-sous-groupe connexe trigonalisable sur k est rdduit 
~t l'~l~ment neutre, donc G est r~ductif, et, vu 8.5, anisotrope sur k. La rdciproque est 

consdquence de l'implication (i)=> (ii) de 9.3. 

w xo. CLASSES DE CONJUGAISON FERM~ES 
ET CENTRALISATEURS DE TORES 

I O . O ,  Notations. - -  Soit V une varidtd alg~brique. L'espace tangent k V en un 

point simple v sera notd T(V), .  Si f : V-->W est un morphisme de V dans une vari6t6 

alg6brique, on notera elf sa diffdrentielle. Si veV et J ( v ) =  w sont des points simples, 

alors df indui t  une application lin~aire de T(V)v dans T(W)w qui sera ddsign6e en g~ndral 

par df,. 

IO. L Lemme. ~ Soient H u n  sous-groupe fermg de G e t  s u n  glgment semi-simple de G 

normalisant H. Alors l'espace g(s)nt )  des points fixes de A d s  dans l'algkbre de Lie t) de H est 

l'alg~bre de Lie du groupe ~Lr(s)nH. 
On peut fividemment supposer que G = GL,,. On ddmontrera le lemme tout d'abord 

lorsque H = GL,~. Pour cela on consid~re une ddcomposition de Bruhat de GL, ,  et l'on 

reprend les notations de 2.3, en supposant seT. Soit U -  le groupe unipotent engendrd 

par les U a (a<o).  Alors (x, t ,y)  ~ x . t . y  est une immersion ouverte de U - x T •  

dans G, dont l 'image sera not6e V. Vu 2.3, la restriction de Int  s ~ Ua, identifi~ ~ Ga, 
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est la multiplication par a(s), donc la restriction de la diff6rentielle A d s  de I n t s  

l'alg~bre de u~ de U~ est aussi la multiplication par a(s). Par consequent .o~.(s)nV est 
engendr6 par T et par les groupes U~, off a parcourt les racines 6gales ~t un sur s, et 

3 ( s )= t |  Y~ u~, (f alg~bre de Lie de T), 
a(s) = 1 

donc 3(s) est l'alg~bre de Lie de ~r 
Soit c~ l'application de G dans lui-m~me qui envoie g sur le commutateur (s, g). 

I1 est clair que (dc , ) ,=Ads- - - i ,  donc 

m = I m ( ( d c ~ ) , ) =  Z u~, 
a(s) :~ 1 

( I )  gl n = g ~- ~(S) @m.  

Soit M =c , (G) .  C'est: la translat& par s d 'une orbite de G, opdrant sur lui-mSme par 
automorphismes int&ieurs, donc M est une vari&6 non singuli~re. D'autre part, une 
fois U~ identifid ~ Ga, on a c~(u)=(a(s)--l) .u (ueU~), donc m fait partie de l'espace 
tangent e n e  ~ M. Mais s - t . M  est la classe de conjugaison de s-~; donc sa dimension 
est egale ~t celle de G/:Lr(s), c'est-~-dire ~ celle de m, vu ce qui a dt~ ddmontrd plus haut. 

I1 s'ensuit que m = T(M)~. 
Soit maintenant H quelconque. Vu (I) et le fait que "H----H, on a 

(2) ~) = ~(s) n I~ + m n  I). 

Notons aussi, en vue de IO.3, que la restriction de (des) e 5. m &ant un isomorphisme, 

(3) mnl  = 

L'espace tangent c ~ ~e(s )nH en e est contenu dans 3(s)nD et l'espace tangent m' 
ene  k M ' = c , ( H )  fait partie de ranD, car M ' c M n H .  Comme c~ est un morphisme 
de H sur M'  dont les fibres sont les classes k gauche h . ( s  (hell) ,  on doit 
avoir d i m m ' + d i m  c==dim I), d'ofl, vu (2), 

(4) c = ~ (s) n I~, m' = m n ~. 

xo. 2. Thdorkme. --- Soient gun  dgment de G, et C~(g) sa classe de conjugaison. 
(i) Si g est semi-simple, et H u n  sous-groupe fermd de G normalisd par g, alors l'ensemble 

IntQH(g) des conjugugs de g par H est fermL En part#ulier, ~(g) est fermL 

(ii) Si G est semi-simple et connexe, l' adMrence ~(g) de C~(g) contient la partie semi-simple g, 
de g; en particulier C~(g) n'est pas fermd lorsque g n'est pas semi-simple. 

On dfisignera par C(X, Z) et M(X, X) le polyn6me caract~ristique et le polyn6me 

minimal d'une matrice carr6e X, off X est une ind&ermin&. 
(i) In taH(g  ) est la classe de conjugaison de g dans le groupe alg~brique engendr6 

par H et le groupe d ( g )  adherent ~t g (qui normalise H).  On peut done supposer H = G. 

On identifie G avec une de ses r6alisations lin~aires. Soit 

L = { x e G l M ( g ,  x ) = o ,  C(Ad x, X)= C(Ad g, X)}. 
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C'est un sous-ensemble alg6brique de G, stable par automorphismes intdrieurs. On 
consid6re L comme espace de transformations de G, op6rant par automorphismes 
int6rieurs. L'orbite de x~L est la classe de conjugaison de x dans G e t  sa dimension 
est par suite 6gale 5 celle de G/~~ Or, si x~L,  il annule le polyn6me minimal de g, 
donc M(x, X) divise M(g, X) et n'a que des facteurs simples. Par consdquent, x est aussi 
semi-simple, et Io. I entraine que dim ~e(x) est 6gale ~t la multiplicit6 de la valeur 
propre un de Ad x. Mais Ad x et Ad g ont m6me polyn6me caraetdristique, donc dim .~'(x) 
est aussi 6gale h la multiplicit6 de la valeur propre un pour Ad g, et par consdquent (io.  i) 
~t dim .o~f(g). Les orbites de G dans L ont ainsi toutes la m~me dimension. Elles sont 

donc ferm6es [i, w i6]. 
(ii) Soit g--gs.gu la d6composition multiplicative de Jordan de g. On suppose 

k - - k  et on reprend les notations de 2.3, en admettant que g, sT,  gusU. On peut 
trouver un groupe ~t un param~tre ~ : Gm--~T tel que <~ ,  a >  =m~ soit > o  pour toute 
racine simple, donc pour toute racine positive. Notons u~ la composante de g,, dans U~, 
identifi6 ~t Ga, et soit ? le morphisme de vari6t6s alg6briques de G m dans U qui applique x 
sur Int ~t(x)(gu). La composante dans U a de q0(x) est 6gale ~t xm~.ua (aE~+). Comme 
les m~ sont >o ,  cela montre que q0 est la restriction 5 G m d'un morphisme de la droite 
affine qui applique l'origine sur l'61dment neutre. Ce dernier tMt done partie de 
l 'adh6rence de q~(Gm). Comme ~(Gm) centralise gs, il s'ensuit que g, fait partie de l'adh6- 

rence de Int~x(G,~)(g), done de ~(g).  

xo. 3. Proposition. - -  Soient H u n  sous-groupe fermr de G, s u n  glgment semi-simple du 
normalisateur de H clans G, et F = ~f(s) ,~ H. Alors l' application c, : h ~ ( s ,  h) est un morphisme 
@arable de H sur M = c,(H), qui induit par passage au quotient un isomorphisme de H / F  sur M. 
Si H est connexe, et si H, s sont d~nis sur k, alors F ~ est d~ni sur k. 

(Rappelons qu'un morphisme f :V- - ->W de k-vari6tds algdbriques irr6ductibles 

qui est surjectif (ou g~n6riquement surjectif, i.e. tel que f ( V )  contienne un ouvert non 
vide de W) est sdparable si le corps k(V) des fonctions rationnelles sur V est une extension 
s@arable de l'image de k(W) par le comorphisme f 0  associd ~ f .  I1 suffit pour cela que 
df~ : T(V)~ --~ T(W)I(,ot soit surjeetif lorsque v e t  f ( w )  sont des points simples. En effet, 
l'espace tangent en un point gdn~rique 6tant identifid ~t l'espace des d6rivations du corps 

des fonctions rationnelles (voir [39], prop. I5, p. i2 et chap. IV, n ~ 6), cette condition 

signifie que toute ddrivation de f~  sur } se prolonge en une d6rivation de k(V) 

sur f~, done que k(V) est une extension s6parable def~  d'apr~s un crit~re connu (voir 
Samuel-Zariski, Commutative Algebra, I, Van Nostrand, chap. II, th. 42).) 

I1 est imm6diat que c~(x)= q(y)  (x, y e H )  si et seulement si xey .F ,  done c, induit 
un morphisme bijectif de H /F  sur M. Pour 6tablir la premiere assertion, il suffit de faire 
voir que (dc~)h : T(H)h ~ T(M)m (m---cs(h)) est surjectif quel que soit he l l .  Identifiant 

l'alg~bre de Lie I) de H ~t T(H) , ,  on a T(H)~=h . I ) ,  et 

ou encore dc~(h. X) == c~(h). Ad s.h.  (Ad s - -  ~)(X), 
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d'ofl 

(i) dcs(T(H)h ) = q (h ) .  A d s .  h. (m), 

avec 

(2) m = ( n d  s-- i ) (~))  = (dcs)e (~)). 

Mais, vu i o . i ,  (3) et (4), m - - T ( M ) , ;  donc (dc,) h est surjective. 

Supposons main tenan t  H connexe. Soit I' c H  • M le graphe de l 'application 6 .  

On a I ' n ( H x { e } ) = F •  au point de vue ensembliste. Mais la surjectivitfi de dq 

entraine que H • {e} et F se coupent transversalement;  d 'apr& le crit6re de multiplicitd un 

[39, VI,  w 2, th. 6], on a alors 

F = pra(F •  pr~i(F. (H • 

off le point d6signe ici une intersection de cycles. Cela signifie que le cycle somme des 
composantes irrdductibles de F, chacune affectde du coefficient i ,  est rationnel sur k. 

Comme F ~ est stable par  Gal(ks/k) ,  c'est une composante rationnelle sur k de F. t~tant 

irr6ductible, F ~ est alors aussi d6fini sur k [39, prop. I, p. 208]. 

IO. 4. Corollaire. - -  L'  application ~ : h ~ h . s. h - ~ induit un isomorphisme d' espaces 

homogknes de H / F  sur In t aH(s ) .  
En effet, q~ est le compos6 de c8-~ et de la translation ~ gauche par  s. 

xo.5.  Corollazre. - -  Supposons G connexe et soit S u n  k-tore de G. Alors ~e(S) est ddfini 

sur k. 
Le groupe ~f(S) est connexe [I, prop. I8.4] et k-ferm6. I1 reste ~ montrer  qu'il  

est d6fini sur k 8. On  peut  supposer que k - - k s ,  donc que k est infini. D'apr6s I .  IO, il 
existe alors s~S k tel que ~ ( s ) = ~ e ( S ) ,  et notre assertion r6sulte de lO. 3. 

zo.  6. Proposition. - -  Supposons G connexe et soit f :  G ~ G '  un k-morphisme sdparable 

de G sur un k-groupe G'.  Alors les tores maximaux dgfinis sur k (resp. les tores d@loygs sur k maximaux) 

de G'  sont les images par f des tores maximaux ddfinis sur k (resp. des tores d@loygs sur k maximaux) 

d e G .  
On sait ddj~ que l ' image d 'un  tore maximal  de G est un tore maximal de G' [ i ,  

th. 22. I]. Soit T '  un tore maximal  de G'  d6fini sur k et soit H = f - l ( T ' ) ~  Ce groupe 

est d6fini sur k. En effet, d'apr6s [22, prop. i] et [39, Chap.  V I I I ,  th. 4], le cycle f - l ( T ' ) ,  
dont  chaque composante est affect6e du coefficient un, est rationnel sur k. Comme H 

est k-ferm6, il est alors aussi d6fini sur k [39, chap. VI I I ,  prop. i]. 

Le groupe H contient  un  tore maximal  de G [i ,  loc. cit.] donc aussi (2.14) un 

tore maximal  T de G dffini sur k. Alors T ' = f ( T ) .  
Si S est un  tore d6ploy6 sur k de G, alors f (S )  est aussi ddploy6 sur k ( i .8 ) .  Pour 

terminer la d6monstration, il suffit de prouver que si S est un tore dfploy6 sur k de G 

et si S' est un tore d6ploy6 sur k maximal  de G' con tenan t f (S ) ,  alors S fait partie d ' un  

tore S" d6ploy6 sur k tel que f ( S " ) = S ' .  
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Le centralisateur de S' est ddfini sur k (IO. 5), done contient un tore maximal T '  

de G' d6fini sur k (2.14). Le groupe H = f - l ( T ' )  ~ considdr6 ci-dessus est d6fini sur k, 

contient S e t  est de rang maximum, done (~(S)  n H) ~ est d6fini sur k (lO.5) et est de 
rang maximum. Vu 2.14, ce groupe contient par cons6quent un tore maximal T de G 

ddfini sur k contenant S. On a alors S c Td, et f (T)  = T ' ,  d'ofl aussi (I. 8) f(Td) =T~ = S'. 

w x x. SOUS-GROUPES DE CARTAN DES GROUPES Rf:SOLUBLES 

Ce paragraphe donne de nouvelles ddmonstrations de th6or6mes d'existence et 

de conjugaison dans les groupes r6solubles, dus ~ Rosenlicht [26] et Grothendieck [i i]. 

Elles utilisent le lemme i i .  i, qui gdn6ralise et pr6cise le lemme 9.6 de [I]. 

IX. I. Lemme. - -  Soit H un k-groupe et supposons que G soit un sous-groupe unipotent 

connexe de H. Soit sun  dldment semi-simple de H k normalisant G. Soient F l e  centralisateur de s 

darts G, c 8 l'application gH~(s, g) de G clans Get  M=c~(G).  Alors M n  F--~{e}; le groupe F 

est connexe, ddfini sur k; M est une k-sous-varigt~ irrdductible fermge; l'application produit 

0~ : M •  et la restriction de c8 ~ M sont des isomorphismes de varigtgs. 
Remarquons tout d 'abord que la restriction de c 8 au centre ~e(G) de G est un 

homorriorphisme de ~ ( G )  dans lui-m~me et que, plus g~n6ralement : 

( I ) cs(x .y) - c~ (x). c s(y) (x e G, yc  ~ ( G ) ) .  

Soit v = ( s , g ) e F .  Dans l'6galitd g . s - l . g - l = s - l . v ,  le membre de droite est 

produit d 'un 616ment semi-simple et d 'un 616ment unipotent commutant entre eux, 

tandis que le membre de gauche est semi-simple, d'ofl v = e ,  geF  et M n F = { e } .  

M est le translat~ par s de l'ensemble des conjugu~s par G de l'616ment semi- 
simple s -1. C'est done une sous-vari6tfi irr~ductible fermde (io.2),  fividemment d6finie 

s u r  k. 
Nous voulons montrer maintenant que 

(*) F est connexe et ~ est bijective. 

Si dim G = I ,  ou plus gdndralement si G est commutatif, (*) r6sulte de [I, 

lemme 9.6]. Nous procfidons done par rdcurrence sur dim G et supposons G non commu- 

tatif. Comme (*) est de nature gfiom6trique, nous pouvons aussi admettre que k = k .  
Soit V4:{e} un sous-groupe ferm6 connexe du centre de G, stable par In ts .  Soit = 

la projection du normalisateur N de V dans H, sur N ' = N / V .  Le groupe G ' = ~ ( G )  

est connexe unipotent, s'=~z(s) est semi-simple, normalise G', et l'on peut appliquer 
l'hypoth~se d'induction ~ c~,, G', M'=c~,(G') et F'=c2;l(e). On a 6videmment 

q,o~z=~oc~, done M ' = ~ ( M )  et ~(F) cF ' .  

Soient g ' eF '  et gerc-l(g').  On a s . g . s - l = g . z  (zeV) et, compte tenu de 

l'hypoth~se d'induction, on peut ~crire 

z = s . x . s - l . x - l . y  (x~V, ~eFnV) ,  
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d'ofl, en posant h = x - t . g = g . x  -t ,  l'6galitg s .h . s - l=h.y ,  qui montre que y ~ M m F ,  

done que y=e ,  et que hE~- l (g ' ) oF .  Par consdquent, la restriction de ~ a F est un 
morphisme de F sur F', de noyau F n V .  Comme F' et FmV sont connexes par hypoth6se 
d'induction, F est aussi connexe. 

De l'ggalit6 G'== M' .  F', on tire alors G = M. F. V; mais V = cs(V). (FmV) d'ofl, 

vu (x) 
G ---- cs(G ) . F.  cs(V). (F nV)  = c,(G), c,(V). F = c~(G. V).  F = M.  F, 

ce qui montre que e est surjective. I1 reste. ~ prouver que e est injective. Comme F est 

un groupe, eela revient $ faire voir que si a, b e M  et a = b . f ( f E F ) ,  alors f = e .  On a 
re(a) = ~(b). ~( f ) ,  done ~ ( f )  = e, e t f e V .  Mais si x, y eG  sont tels que q(x) = a, c~(y) = b, 
on tire imm6diatement de l'~galit~ a=b . f  et du fait que f e V  est central que f =  c~(y -~. x), 
d'ofi f e M n F  et f = e ,  ce qui termine la ddmonstration de (*). 

On a c~(x)=q (y) (x, y e G )  si et seulement si xey. F, ce qui, vu (*), montre que 

la restriction ~ de c8 ~ M est un k-morphisme bijectif de M sur M. On a d@t vu que 
est aussi bijective. Comme tes varidtds G, M, F sont non singuli&res, done normales, 
il suffit, pour terminer la d6monstration du lemme (en vertu du Main Theorem de 
Zariski [i7, chap. V, w 2]), de faire voir que e et ~ sont birationnelles, done que leurs 
diffdrentielles sont bijectives sur les espaces tangents. 

Soient g, ~ les alg~bres de Lie de G et F respectivement. D'apr~s Io. 3 (I), (2), 
o n  a 

(2) 

(3) 

dcs(T(G)g)=cs(g).Adg(m) (m = ( A d  s - -  i)(g) ; geG),  

dcs(T(G)g ) = T(M)m (m = cs(g)). 

Montrons que T(M),~.f  et m.T(F)! sont lindairement inddpendants quel que soit f ~ F .  

Vu (2), cela gquivaut 

m . a d  g(m) . f n  m.f.f--~ {o} 

donc 

(4) Ad g(m) mf ={o}.  

Le groupe Ad G est un sous-groupe unipotent connexe de GL(g), et Adgs est un gldment 
semi-simple de GL(g) normalisant Ad G. On peut trouver une base (X~) (i < i <  dim g) 
de g formge de vecteurs propres de Adss par rapport g laquelle Ad G est repr6sentg par 
des matrices triangulaires supdrieures. Pour le voir, on raisonne par rdcurrenee sur dim V. 

Soit W t'espaee des points fixes de Ad G e t  soit W' un suppt~mentaire de W stable par s. 
On a W:~ o, done on peut admettre que V / W  poss~de une base (Yi) ayant les propriSt~s 
requises. On prend pour (Xi) une base formic de vecteurs propres de s dont les premiers 
engendrent W e t  dont les suivants sous-tendent W' et s'appliquent sur les vecteurs Yi 

par la projection canonique. Soit wEm--{o}. On a done w = 2m~. X~ avec mi~k , m~= o 

si Xie f. S i j  est le plus grand indice tel que mi+-o, alors Ad g(w)----miX i modulo une 
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combinaison linEaire de X~, .... , Xi_ a. Comme mi+o , XjCf,  donc Adg(w)r  ce qui 

prouve (4). 
Pour des raisons de dimension, T ( M ) , , . f  et m.T(F)t  engendrent T(G)mr  Comme 

ils font 6videmment partie de l'image de de(re.t), il s'ensuit que d~(mt ) est bijectif. 

Soit Z = 6 ( m . f ) = c ~ ( m ) .  D'apr~s (3), (d6)~4 applique T(G)m! sur T(M), .  Son 
noyau, qui eontient m. T(F)t , dolt done ~tre Egal ~ m. T(F)! pour des raisons de dimension. 
Mais m. T(F)t n'a que zero en commun avec T(M),~.fd 'apr~s ce qui a dEj~ 6tfi dEmontr~, 
donc la restriction de dc, ~ T(M)m.f  est injective, et d~(T(M),,)-----T(M)~. 

x x. 2. Proposition. - -  Supposons G connexe rdsoluble. Soit L un sous-groupe de G k Jbrmd 

d'dldments semi-simples. Alors ~a(L)  est connexe, dgfini sur k, et L est eontenu darts un tore maximal 

d e G .  
Le groupe L Etant eommutatif  [I, Prop. IO. 2], une recurrence immediate permet 

de se ramener au cas o,~ L est engendrE par un El6ment x. Ce dernier fair partie d 'un 
tore maximal T de G [i, Thdor~me I2.6],  et G est le produit semi-direct de T par son 
radical unipotent G.  [I, ThEor~me I2.2]. Par suite, ~3f~(x)=T. (~(a(x) n G~,). Comme 
.~%(x)oG, est connexe ( i i . i ) ,  le groupe .o~%(x) l'est aussi. I1 est alors dEfini sur k 

d'apr& lO. 3. 
Le lemme suivant est consequence immediate de quelques rEsultats de Rosenlicht. 

n .  3. Lemme. - -  Supposons G connexe unipotent commutatiJ; et tel que GP={e} si la 

caractdristique p de k est non nulle. Soit T un k-tore qui op~re k-morphiquement sur G, et n'a 

que l'dldment neutre de G comme point fixe. Alors G est d@loyd sur k. 
D'apr6s [24, Prop. I. 2], G est k-isomorphe ~ un produit de groupes (I~. Le groupe T 

Etant dEcompos~ sur k, ( I .5) ,  le lemme de la p. io9 de [26] (dans lequel on a G0={e } 
vu notre hypoth~se), montre que G est k~-isomorphe ~t un produit de groupes 13~. Ainsi, 

G est dEployE sur k,, donc sur k [26, Thdor~me 3]. 

H . 4 .  7hdor~me. - -  Soit G rlsoluble connexe. Alors G possMe un sous-groupe de Cartan 

(resp. un tore maximal) difini sur k. Deux tels sous-groupes sont conjugu(s par un dldment de (c~o G)k. 
Un sous-groupe de Cartan C poss~de un unique tore maximal T dont il est le 

eentralisateur [i, w 2o]. Si C (resp. T) est dEfini sur k, il enes t  de m~me de T (resp. C) 

d'apr& [23, Prop. 9] (resp. (lO.3)). Pour prouver II .4, on peut done se borner ~ consi- 

ddrer les sous-groupes de Cartan. 
(i) Nous donnerons tout d 'abord une demonstration, diffErente de eelle de [i i], 

de l'existence d'un k-sous-groupe de Cartan lorsque k est infini. (Si k est fini, nous 

renvoyons ~ [e3, Note p. 45].) On proc~de par recurrence sur dim G. 
Admettons tout d 'abord que C~| poss~de un k-sous-groupe connexe propre 

N+{e}  normal dans G, et soit ~ : G ~ G ' = G / N  la projection canonique. Soit C' un 
k-sous-groupe de Cartan de G'. Comme cg~ le groupe G' n'est pas 

nilpotent, done C ' + G '  et H = r ~ - I ( C  ') est un k-sous-groupe connexe propre de G. 
II contient un sous-groupe de Cartan de G [I, ThEor. 22.2], done tout sous-groupe 
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de Car tan  de H est un sous-groupe de Car tan  de G; par  l 'hypoth6se de rdcurrence, il 

en existe au moins un qui est ddfini sur k. 
Si ~ G ne contient pas de sous-groupe N vdrifiant les conditions ci-dessus, alors cg| G 

est commutatif ,  et (~| G) p ={e} lorsque la caractdristique p de k est non nulle. Montrons 

l'existence d ' un  dldment semi-simple aEGk, tel que ~ e ( a ) n ~ G = - { e } .  

Soit n : G - + G ' = - G / ~ G  la projection canonique. Le quotient  G'  est un  k-groupe 

nilpotent,  son unique tore maximal  T '  est ddfini sur k [23, Prop. 9], et H = ~ - I ( T  ') 
est un k-groupe connexe. I1 op~re par  automorphismes intdrieurs sur cg~ G; comme ~ G 

est commutatif ,  il op~re tr ivialement sur lui-m~me, done, par  passage au quotient,  
G'  op6re k-morphiquement  sur Cg~G [25, Prop. 2]. L' intersection de ~q~G avec le 

centralisateur d ' un  tore maximal  de H est rdduite ~ {e} [I, Thdor6me i3 .4]  , done le 

seul point fixe de T '  dans ~ G  est l 'dldment neutre. Par suite, ~f~G est ddployd 

sur k (I i -3) ,  et la fibration de G sur G' poss6de une section rdguli6re s ddfinie sur k [26, 

Theorem i]. 
Soit V l 'ensemble des dldments de T '  dont  l 'ensemble des points fixes dans ~f~G 

est diffdrent de l 'dldment neutre. C'est Ia rdunion d ' u n  nombre  fini de sous-groupes 

propres fermds, et l 'on peut  trouver xET~--Vk (I .  IO). Soit y=s (x ) .  Si k est parfait, 

alors la partie semi-simpley s d e y  est rationnelle sur k, et r~(ys) -x ,  doncys  est l 'dldment 
eherchd. Si pJe o, alors il existe une puissance q =pro de p telle que z = y  q soit semi- 

simple, et dvidemment rat ionnel sur k. On a alors rc(z)=~z(y)q=x q. Mais t ~ t  q est 
une bijection de T '  sur lui-m6me laissant stable tout  sous-groupe; on a donc encore 

q t x ~Tk--Vk,  d'ofl ~ r l ' z ) n ~ G = { e }  ce qui dtablit notre assertion. 
Le groupe ~e(a) est connexe, ddfini sur k ( Io .3)  et eontient un  sous-groupe de 

Car tan  C de G. On a G - - C . ~ f |  et ~f(a) n ~ G = { e } ,  done C-=~f (a )  est ddfini 

sur k. 
(ii) Soient T u n  tore maximal  de G ddfini sur k et g u n  dldment semi-simple de G k. 

Nous voulons montrer  l 'existence de xE(C~G)k tel que x .g .x - lET .  
La projection ~z : G ~ G ' = G / ~ f ~ G  induit  un  isomorphisme de T sur le k-tore 

maximal  T '  de G'. En effet, ~ : T ~ T '  est bijectif, n(T) est un  tore maximal  de G'  [I, 
Thdor.  22.2], ~ : G - + G '  est sdparable, et le noyau de d~ : g--~g' est l 'alg6bre de Lie 

de ~ ~  mais G est, en tant  que varidtd, le produit  de T par  G~ [I, Thdor. I2 .2] ,  
doric dr: induit  un  isomorphisme de f s u r t ' ,  d'ofl notre assertion. I1 existe donc un unique 

dldment t~T~ tel que r:(t)=r~(g).  On  a t - ~ = g - l . u ,  avec ue(C~~ Le thdor6me 

de conjugaison sur k des tores maximaux  montre l 'existence de w~CCG tel que 

v . g - ~ . v - t = t  -~, d'ofl 

u = (g, v) eco(ff ~ G), 

et I i .  i entralne l'existence de xE(Cg ~~ tel que u = ( g ,  x). 

t-1 = g - l . g . x . g - l . x - t  = x . g - l . x  -I, 

d'oO (ii). 

On a alors 
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(iii) Soient C, C' deux k-sous-groupes de Cartan de G, et T, T'  leurs tores maximaux 
respectifs. Supposons tout d 'abord k infini. Vu I. IO, on peut trouver a ' eT ;  tel que 
. ~ ( a ' ) = ~ S f ( T ' ) = C  '. Vu (ii), il existe x~(~~ tel que x . a ' . x - l = a ~ T ,  l~videmment, 
x. ~ ( ( a ' ) . x - l = ~ ( ( a ) .  Ainsi, ~ ( a )  est un sous-groupe de Cartan contenant C, done 6gal 

/t C, d'ofl x . C ' . x - a = C .  
Supposons maintenant k fini, ou plus g6n6ralement parfait, et soit 

V={x   Gix c x-l=c,}. 

C'est un ensemble algdbrique [I, 2.5] ddfini sur k puisque C et C' le sont (et k est parfait), 

non vide v u l e  th6or~me de conjugaison des sous-groupes de Cartan sur k, et qui est un 
espace homog~ne pour le groupe H = J f f a ( T ) n C ~ ~  Mais JV'a(T)=~;ea(T)=C [I, 

Prop. lO.2, Th6or. 12.2], et I I .  i montre que H est connexe, l~tant unipotent, H est 

alors d6ploy~ sur k [23, Cor. 2, p. 34], donc V poss6de un point rationnel sur k [2~, 

Theor. IO]. 

i z .5 .  Corollaire. - -  Soient T un tore maximal ddfini sur k de G, S un k-tore de G e t  L 

un sous-groupe de GkJbrmg d'dldments semi-simples. Alors S (resp. L) est conjugul ~ un sous-groupe 

de T par un dldrnent de (cg~ et le groupe ~r adhdrent a L [I, w 3] est d~fini sur k. 
Les groupes .o~(S) et .~'(L) sont connexes et d~finis sur k d'apr~s lO. 5 et I I .2 .  

Soit T '  un tore maximal de o~e(s) (resp. ~ ( L ) )  ddfini sur k, ce qui existe vu 11.4. II 
eontient S (resp. L) et est un tore maximal de G (I I .2 ) ,  La premi+re assertion r~sulte 
done de I I .  4 appliqu6 ~t T et T'. Pour la deuxi~me, on peut par suite supposer L c T. 
Alors ~r est un sous-groupe de T qui est k-ferm6, done d~fini sur k (I .6). 

Remarque. - -  Le th6or~me i i .4 pour les tores maximaux est dfl ~t Rosenlicht [26, 
Theor. 4]. L'existenee de k-sous-groupes de Cartan d~finis sur k dans un k-groupe alg~- 
brique eonnexe quelconque a 6t6 ddmontr~e par Grothendieck [I i, Exp. XII ,  Th6or. i .  i]. 
Dans [ i i ,  Exp. XIV,  w 6] il est ~galement montr~ que l'espace homog~ne G/C (G r6so- 
luble connexe, C un sous-groupe de Cartan d~fini sur k) est k-isomorphe ~t un espace 
affine; cela rdsulte ici du fait que C ~ G  est d6ployd sur k [~6, Th~or. 4, Cor. 2] et de ce 
qu 'un k-espace homog~ne d 'un groupe unipotent ddploy~ sur k qui poss~de un point 

rationnel sur k est k-isomorphe ii un espace affine [I ~, Exp. XIV,  lemme 6.5]. Remarquons 
encore que si un tore maximal T de G d6fini sur k poss~de un point s rationnel sur k 
tel que ~((s )=~e(T) ,  ce qui est toujours le cas lorsque k est infini (I.  io), alors la 
varidt~ M = c ~ ( ~ ~ 1 7 6  -~, (xe~~  est k-isomorphe ~t G/C. En effet, cg~~ 
est k-isomorphe, en tant que varidt~, au produit (&V(s) n c~oo G) • M = (C n c~o G) • M, 

d'apr~s I I. I, done la projection de G sur G/C est un isomorphisme de M sur G/C. 

Nous terminons ce paragraphe par une application k des groupes non n6cessairement 

r6solubles. 

xx. 6. Proposition. - -  Supposons que R~(G ~ soit ddployd sur k. Alors les tores ddployds 

sur k maximaux de G sont conjugugs par des ggments de G~. 
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(Si k est parfait, l'hypothEse faite sur Ru(G ~ est vdrifide d'elle-m~me [23, Cor. I, 2 
~t la Prop. 5], done i x.6 gdndralise l'assertion de eonjugaison de tores ddployds faite 

dans 8. ~.) 
Pour la demonstration, on peut supposer G connexe. Soit r~ la projection canonique 

de G sur G ' = G / R u ( G ) ,  et soient S, S' deux tores ddployds sur k maximaux de G. 
Vu io.  6, ~(S) et rc(S') sont des tores ddployds sur k maximaux de G', done sont conjuguds 
sur k (4.2I) .  Comme R~(G) est ddployd sur k, l 'application ~ : G ~ G ~  est surjective; 
il existe done g e G  k tel que gSCr~-I(r~(S'))=S' .R~(G),  et l'on est ramend ~t i i .  4. 

w x2. QUESTIONS DE RATIONALIT~ 
POUR LES REPRESENTATIONS LINI~AIRES 

Dans ce paragraphe, la caractgristique de k est nulle, G est connexe, semi-simple, et G dgsigne 
le revgtement universel de G. On fixe un tore maximal T de G e t  un sous-groupe de Borel B de G 

contenant T ,  et on ddsigne par A l' ensemble correspondant des racines simples. On icrit I' pour Gal(k/k). 

Nous rappelons tout d 'abord quelques propridtds classiques des representations 

lindaires de G (voir [io, i4, 29, 3I]). 

I 2 . I .  Soit p : G ~ G L ( V )  une representation irrdductible de G dans l'espace 

vectoriel V. I1 existe dans V une et une seule droite Dp stable par B. L'orbite C o de Dp 
par G sera appelde le cEne de la reprgsentation p. Les groupes de stabilitd des droites 
de Cp forment Une classe de conjugaison de sous-groupes paraboliques de G, notde ~0,  
la classe de sous-groupes paraboliques de p. 

Soit V' l'espace projectif des droites de V, et Aut V' le groupe des automorphismes 
de V'. La representation p ddfinit une representation projective p' de G, i.e. un morphisme 
p' : G--~Aut V', qui est irrdductible, c'est-~t-dire ne laisse invariant aucun sous-espace pro- 
jectif propre de V'. A C 0 est associde une sous-varidtd fermde C' 0 de V', qui s'identifie ~t 
l'espace homogEne G/P, P ~ 0 ,  et est la seule orbite fermde de G dans V'. Un ElEment 
P ' e~0  n'a qu 'un seul point fixe dans V', et ce point fixe fait partie de C;.  

I2.2.  La representation de T dans D 0 induite par p ddfinit un caractEre l 0 de T, 
le poids dominant de p, qui caractdrise p ~t une Equivalence pres. Si ( , ) ddsigne un produit 
scalaire admissible sur X*(T)|  on a 

(i) 2(10, a ) : ( a ,  a).m a (maeN , aeA), 

et rdciproquement tout ElEment de X*(T) vdrifiant les conditions (x) est poids dominant 
d'une representation irrdductible. 

Supposons G =  G. I1 existe alors pour tout ensemble d'entiers ma>=o (aeA) un 

polds dominant vdrifiant (x). Les poids dominants l~ ddfinis par 

(2) 2(la, a)~-(a, a), (la, b ) = o  (a4=b) (a, beA),  
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sont les poids dominants fondamentaux, et les poids dominants de G sont les combinaisons 
lin6aires ~t coefficients entiers ~ o  des poids fondamentaux. Meme si G n'est pas 
simplement connexe, on exprimera tout poids dominant lo comme combinaison lindaire 

des l~, ce qui se justifie en envisageant soit lo comme poids dominant de G, soit les 1, 
comme des dldments de X*(T) |  Le coefficient de l~ sera quelquefois notd c,(l~). 
On a done 

[~ =a~Aga(l~).la, 6a(lp)=~(lo, a). (a, a ) - IGN.  

Rappelons encore que ~p=~J~0, off 0 est l'ensemble des aeA orthogonaux ~t l~. 

x2. 3. On notera ~ (G)  ou ~ (resp. ~ ' (G)  ou ~ ' )  l'ensemble des classes d'6qui- 
valence de repr6sentations lin~aires (resp. projectives) irr6ductibles de G. Les notions 
introduites prdcddemment qui ne d6pendent que de la classe d'6quivalence de p ou de p' 
seront aussi index6es par la classe de p ou p', et d(~) ( ~ )  (resp. d(~'), ~ ' ~ ' )  ddsignera 
la dimension de l'espace vectoriel (resp. projectif) de toute repr6sentation contenue 
dans ~ (resp. ~'). 

I1 est clair que ~2 ' (G)=~ ' (G)  ; on a une application naturelle de ~ (G)  dans ~ ' (G) ,  
qui fait correspondre ~ toute repr6sentation lindaire la repr6sentation projective associde, 
et qui est bijective lorsque G est simplement connexe. 

Un  61~ment ~ c ~  est rationnel sur k s'il contient un k-morphisme G-+GL a (d = d(~)). 
Comme deux espaces vectoriels de m~me dimension ddfinis sur k sont k-isomorphes, 
il revient au m~me d'exiger l'existence dans ~ d 'un k-morphisme G-->GL(V), off V est 
un espace vectoriel ddfini sur k, de dimension d(~). Un tel morphisme est ddtermind 

une 6quivalence sur k pr~s. En effet, si p : G-+GL(V) et p' : G-+GL(V')  sont deux 

k-morphismes appartenant ~t ~, il existe un k-isomorphisme A : V-->V' tel que 

A. p(x)= p'(x). A, (xeG~) 

d'ofl, pour tout y e F  et x6G~, 

p( x) = 

et le lemme de Schur entraine l'existence de avek* tel que A =  a~.VA. I1 est imm~diat 

que y ~ a  v e s t  un I-cocycle de P~t valeurs dans k*, done un cobord [3 o, prop. 2, p. I58], 

ce qui signifie qu'il existe bek* tel que av=b-X.vb quel que soit u  On a alors 
V(b.A)=b.A,  donc B est un k-isomorphisme de V sur V' qui rdalise une 6quivalence 
de pavec  p'. 

I1 est clair que si ~ cst rationnelle sur k, la classe de sous-groupes paraboliques ~ 
associde ~t ~ est stable par F, c'est-~t-dire est ddfinie sur k (5.24), mais la rdciproque est 
inexacte, comme on le voit ddj~t en considdrant une forme unitaire de SLy. 

Un  616ment ~ estfortement rationnel sur k s'il est rationnel sur k et si ~ contient 

un k-groupe. 
Un  dldment ~ e ~ '  est rationnel sur k s'il existe une k-forme V' de l'espace projectif 
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Pa (d----d(~)) et un k-morphisme ~ : G-->Aut V' appartenant g ~. Comme Pa a en gEnEral 
des k-formes non triviales, les << variEtEs de Severi-Brauer >> [3 o, chap. X, 6], cette 
condition est plus faible que l'existence d'un k-morphisme G-+PGLd+~=~Aut Pa appur- 
tenant ~ ~. Si v~ provient de ~e~2, cette derniEre condition Equivaut au tkit que ~ est 
rationnelle sur k. En effet, si r: : GLd-+PGL a est la projection naturelle et si p : G - + G L  a 
est tel que p '=r:o~ soit un k-morphisme, alors p e s t  dEfini sur k, car c'est l 'unique 
morphisme de G dans GL d tel que p'--r=op. La rEciproque est 6vidente. 

Dans la suite, on. s'intEressera aux trois conditions suivantes portant sur un ElEment 

~ ( G )  et sur son image ~ ' ~ ' ( G ) .  
a) 4' est rationnel sur k, 
b) ~ est rationnel sur k, 
c) ~ est fortement rationnel sur k. 

It est clair que c)=>b):>a). Si G est ddploy~ sur k, alors G t'est aussi, et tout 
ElEment de ~ ( G )  (resp. ~ ' (G) )  est fortement rationnel (resp. rationnel) sur k. Cela rEsulte 
du fait que les representations irrEductibles de g peuvent ~tre construites rationnellement 
sur le corps de base [14, chap. VII] .  On peut aussi le voir en remarquant  que tous les 
syst~mes linEaires de diviseurs sur G/B qui interviennent dans la construction des 
representations irrdductibles de G (voir [29, 31] en caractEristique zdro, [m] dans te 
cas gEnEral) sont rationnels sur k. I1 s'ensuit en particulier que tout ElEment de ~ (G)  

est fortement rationnel sur k. 

12.4. Le groupe I' op~re de fa~on naturelle sur les representations lindaires ou 
projecdves, en respectant l'dquivalence, donc aussi sur ~ et ~ ' .  Si p :G-+GLa  est 

un k-morphisme, on a 

(I) u (g) ~ y(p(y-l(g)))  (yeP,  geGi),  

autrement dit 

(2) y(p)=yo0oy -~. 

x2.5. Lemme. - -  On conserve les notationspr&Fdentes. Soient ~e~(G)  et VeF. Alors 
le poids dominant de y(~) est a7(l~), clans les notations de 6.2. 

Soient p : G--->GL(V) un 61Ement de 4, D la droite de V stable par B, u un 
ElEment de G~ tel que u . V B . u - l = B  et E ='t0(u ) .VD c V .  Soient encore b~B, x e D - - { o }  
et y='tp(u)(Vx). Le poids dominant /p~X*(T) poss~de une extension unique 5 B; on 

la notera aussi lp. On a alors 

"0(,.'b.,-1).Y='0(,)-v(P(b)).'0("-I).Y 
donc E est stable par B, agissant dans vV par l'intermEdiaire de vp, et le caract~re l' 

de B dans E est donne par 

V(l~(b)) = l'(u. Vb. u-l) ,  

ce qui (6.2 (2)) signifie prdcisEment que l '=~y(lp).  
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r "~ . 6. Proposition. -- ~oit ~a~(G) .  Alors les conditions suivantes sont gquivaIentes : 

(i) ~y(/~)=le quel que soit y~P.  
(ii) ~ est stable par F. 

(iii) La classe de representations projectives 4' est rationnelle sur k. 

(iv) Il existe une algkbre ,~t division centrale C~ sur k et un k-morphbme 

G--->GLm(C ) (d(~)=m.c ,  c~=[C :k]). 

L'6quivalence de (i) et (ii) r6sulte de i2.2 et I2.5. 

(ii) :>(iii), (iv). Soit p : G ~ G L  n (n=d(~))  un eminent de ~ ddfini sur k. Vu l'hypo- 
th&e (ii), il existe pour tout y e F  une matrice AvaGL,. ~ telle que 

 p(g) = -1. p(g). Av, Q) .  

D'apr& le lemme de Schur, Av est ddterminde ~ la multiplication par un 616ment de k* pr&, 
donc l'image A' v = zc(Av) de Av dans PGLn par la projection canonique est univoquement 
ddterminde. Si ~e F, on a 

~'v~ (g)=  ~(vp(~-~(g)))= ~(A~ -1. p(~-~(g)). Av)= ~(A~-~). ~p(g). 3(Av), 

d'ofi l'on ddduit que A, .3(Av)  est le produit de Asv par un scalaire, donc que 
t A':yF->Av est un I-cocycle de P, ~t valeurs dans PGL, ,  au sens de la cohomologie 

galoisienne [5, 30] . Comme PGL.=~Aut  P ~ _ l ~ A u t  Mn, ce cocycle d6finit une k-forme V'  
de P . -1  et une k-forme M' de M s, (voir [5, w 2.6] ou [3 o, Chap. X, w 6]). I1 existe alors 

! t desk-isomorphismes ~0 : Pe_I-+V'  et + : M~---~M' tels que v~=~.A~,,  v~=~b.Av(yeF ). 

Soit alors e =  q~op'oq~ -1. C'est un k-morphisme de G dans Aut V'. Pour tout yeF ,  on a 

/ [ ,  A , - - 1  ~ A ,  ~ - - 1  --1 v~--v$.~p'.vg-l=~0..-.~.-- x .p .-av.~a v .q~ = ~ ,  

d o n c ,  est ddfini sur k, ce qui montre que (ii):~(iii). On voit de m~me que 9o~o+ -1 
est un k-morphisme de G dans le groupe M'* des 616ments inversibles de M'. Mais M~ est 
une alg~bre centrale simple de degr6 n I sur k, donc est de la forme Mm(C~) off C~ est une 
alg6bre h division centrale sur k, d'ofi (ii):~ (iv). 

R6ciproquement, soient V' une k-forme de P,_~ (resp. M' une k-forme de Mn) , 
cr : G-+Aut  V' (resp. ~ : G--~M'*) un k-morphisme de ~ et q~ : P,_I--~V' (resp. 

q~ : M,  ~ M') un k-isomorphisme. Alors A' : y k-~ A~-- q~- ~. vq0 est un i-cocycle de F ~t valeurs 
dans PGL n. Si l'on pose P = ~-1~176 le calcul prdc~dent montre que v a :=A~ -1. a.A~, 
d'ofl les implications (iv) :> (ii) et (iii) ~ (ii). 

I2. 7. A toute classe ~ de repr6sentations vdrifiant les conditions de i2.6, 
correspond un 616ment [~ du groupe de Brauer H2(k *) : l 'image par l'application 
cobord ~ : Hi(F, PGL,)---~H~(k *) de la classe de cohomologie du cocycle A' consid6rd 
plus haut. Rappelons que 3 fait partie de la suite exacte de cohomologie non commutative 
associ6e ~ la suite exacte 
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et que, comme HI(I ~, GL. )= .o ,  on a en fait une suite exacte 

8 2 * o-+H~(r,  PGL. )  -->H (k). 

Bien entendu, l 'image ~ de la classe de cohomologie du eoeyce A' de 12.6 par ~ corres- 
pond ~ l'alg~bre ~ division Ck (voir [3% Chap. X] pour plus de d6tails). 

x2.8.  Proposition. - -  Soient ~ e ~ ( G )  et ~' son image darts ~ ' (G) .  Les deux conditions 

suivantes sont iquivalentes : 

(i) 4 est rationnelh sur k. 

(ii) ~' est rationnelle sur k, et l'dldment ~ du groupe de Brauer associ~ ~ ~' dans I2 .7  

est nul. 
Si 4 est rationnelle sur k, alors 4' l'est aussi, et le eocyele A' de 12.6 est trivial, 

donc ( i )~(i i ) .  R&iproquement ,  si ~ = o ,  alors, vu 12.7, A' est un eobord, donc il 
existe BePGL, ,~  tel que A $ = B - ~ . V B ( y e P ) .  Si l'on pose , ' ( g ) - - B . p ' ( g ) . B  -~, on a 

~ '  (g) = ~B. vp'(g). ~B -~ ---- VB. A; -~. p'(g). A$. ~B - t  = B. p'(g). B- t ,  

donc v,,=(~,, et (~' est ddfini sur k, ce qui montre que 4' est reprSsentd par un 
k-morphisme de G dans P G L , .  Donc ~ est rationnelle sur k (12.3). 

x2. 9. Dans la suite, nous supposerons que T contient un tore ddployd sur k 
maximal S e t  que B e s t  contenu dans un k-sous-groupe parabolique minimal P. On a 

donc P=P0 (O={aeAl als=~ 

I e~ . *0. Proposition. - -  Soit ~e~(G) .  Alors les deux conditions suivantes sont dquivalentes : 

(i) l~ est stable par P, et h coefficient G(l~) est nul si a ] s = o .  
(ii) ~ est fortement rationnelh sur k. 
Supposons (ii) v6rifide. Alors ~ est stable par I" vu 12.6. D'autre part, ~r  eontient 

un ~ldment ddfini sur k, done un 616ment P ' z  P. On a alors P ' = P 0 '  avec 0 c 0 '  CA 
(5. i4) ,  et l~ est orthogonal ~ 0' (I2.2) done ~ 0, d'ofi la deuxi~me pattie de (i). 

Supposons maintenant que 4 vdrifie (i). Vu I2.6,  il existe une k-forme V' de 
Pa-x (d----d(~)) et un k-morphisme p' : G-+Aut  V' appartenant ~ ~'. De plus, ~ r  
done ~ poss&de un dl6ment ddfini sur k (4.7). 

Soit P' un k-groupe de ~ .  D'apr6s ce qui a dt6 rappel6 en 12. i, P' a un seul 
point fixe Q d a n s  V', qui est alors n&essairement rationnel sur k. Un  rdsuhat de F. ChAtelet 

(Annales E.N.S.,  61 (I944), 249-3 oo) implique alors que V' est k-isomorphe ~ Pa- t ;  
par suite, ~' contient un k-morphisme de G dans P G L  a et ~ est rationnelle sur k (I~.3).  

x~,. xI. Corollaire. - -  ~ est fortement rationnelle sur k si et seulement si l~ est la restriction 

T d'un ggment de X*(P)~. 
Supposons ~ fortement rationnelle sur k. Soit p : G ~ G L  a un k-morphisme contenu 

dans ~. et soit D la droite invariante par B. La classe ~ contient un 6Mment ddfini sur k. 

L'unique dMment P' de ~ qui contient P e s t  donc d6fini sur k (4.7), et il e n e s t  de 
m~me de la droite D, unique droite stable par P'. Le poids dominant peut s'envisager 
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comme le caractEre de P' dans D;  c'est par consequent la restriction ~ T d'un 6lEment 
de X*(P')~, donc afortiori d'un dldment de X*(P)u. 

Supposons maintenant que l~ soit dans l'image de X*(P),-+X*(T)~. I1 est fixe 
par F d'apr~s 6.~ (3). D'autre part, l~ est trivial sur le groupe dErivE de .o~e(S), donc 
orthogonal aux racines simples qui sont 6gales ~t I sur S. On retrouve ainsi la condition (i) 
de ~ .  ~o. 

I2. I2. Soit n une representation irr6ductible de G. Les k-poidr de ~ sont les restric- 
tions 5. S des poids de r~. Si G est d~ployd sur k, il n 'y a done pas de distinction ~t faire 
entre poids et k-poids. Le k-poids dominant (restriction du poids dominant) sera not6 m,~ 
ou m~, ~ dtant la classe de n. 

Dans la suite, on supposera, outre les conditions de 12.9, que T e s t  dEfini sur k, 
et que l'on a choisi sur X*(T) et X*(S) des ordres compatibles, dont les ensembles positifs 
de racines correspondent ~t P e t  B. On note j la restriction X*(T)-+X*(S) et ( , ) des 
produits scalaires admissibles et compatibles sur X*(T) |  et X*(S) |  (6. io). 

Pour tout bekA, soit l(b) la somme des la (aep- l (b ) ) .  I1 r6sulte de I2. Io que le 
poids dominant d'une representation fortement rationnelle sur k est combinaison lindaire 
~t coefficients entiers ~ o  des l(b ) (et rEciproquement si G est simplement connexe). 

Si mb dEsigne la restriction de l(b) ~t S, on a, d'aprEs 6. ~ ~ : 

( I ) ~ (mb, b) = c~. (b, b), 

avec c b rationnel >o ,  (en fait cb=(a , a)/(b, b), 
de ?- l (b) ) ,  d'ofi la proposition suivante : 

(mb, c) = o (b, cskA; b4: c), 

oh aeA est un ElEment quelconque 

x2. x 3. Proposition. - -  Soit ~ e ~ ( G )  fortement rationnelle sur k. Alors m~ est combinaison 
lingaire ~ coefficients entiers > o  des poids m b (b%A). Il existe un entier db> - i tel que Z. db. mb 
soit le k-poids dominant d'une reprgsentation fortement rationnelle sur k pour tout zeN.  

Appelons reprdsentation fortement rationnelle sur k J'ondamentale, toute reprdsenta- 
tion fortement rationnelle sur k dont le k-poids dominant soit le plus petit multiple 
possible d 'un m b. I1 existe done r = rk(G ) representations fortement rationnelles sur k fonda- 
mentales, et leurs poids dominants forment une base de X*(S) |  De plus, toute 
combinaison linEaire k coefficients entiers > o  de ces derniers est le k-poids dominant 
d'une representation fortement rationnelle sur k, mais la r~ciproque est inexacte en 
gEndral. Elle l'est toutefois si G est simplement connexe, et dans ce cas les k-poids 
dominants fondamentaux sont les m b (bEkA). 

x~,. x 4. Nous terrninerons ce paragraphe par quelques propriEtds des k-poids d'une 
representation irr~ductible r~ (non nEcessairement rationnelle sur k). On sait que tout 
poids de ~ est de la forme l := l , - -Zca ( l  ) . a  (aeA, c,(/)~N), off l,~ est le poids dominant 
de r~. Comme O(A) c ,A u{o}, il s'ensuit qu 'un k-poids q de ~z peut s'Ecrire 

(I) q = m , , - -  "~ db(q).b , (db(q)eN),  
b~kA 
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off m,~ est le k-poids dominan t  de ~. O n  notera 0(l) (resp. 0(q)) l 'ensemble des aeA 

(resp. bekA ) tels que d~(l)~eo (resp. db(q)~eo), et [l I (resp. Iql)lasomme des da(l ) 
(resp. db(q) ). 

L'ensemble  des k-poids de 7: est dvidemment  invariant  par  le groupe de Weyl  kW(G) 
relatif  ~ k (5- 1). 

x2. x 5. Lemme. - -  Soit q un k-poids de % diffgrent du k-poids dominant. Alors il existe 
csO(q) tel que q + c  soit un k-poids de ~z. 

Soit V l 'espace de la repr6sentation 7:. I1 est somme directe des espaces propres V,  
de S correspondant  aux diff6rents k-poids r de % espaces qui sont stables par  ~f(S).  
D'apr~s un ra isonnement  616mentaire et bien connu, on a 

p(x) c v +0 x g0), 

o~ l 'on a posd g~ = { X e  g I A d s  (X) = s ~ . X (se S) } (ce~q)). 

Le radical unipotent  U de B e s t  engendrd par  les groupes radiciels U,  (aeA) (cf. 2 .3) ,  

comme cela rdsulte par  exemple de 2 .5  et de la r emarque  ~ 2 .5  (c'est d 'ailleurs vrai en 
toute caractdristique).  Si q + c n'dtait  pas un k-poids quel  que soit c~kA , Vq serait stable 
par  U,  vu (i) ,  done par  B (puisque BC!~f(S) .U) ,  et contiendrait  par  consdquent une 
droite fixe par  B, ce qui est absurde,  vu I2.  I. I1 existe done cekA tel que q + c  soit un 
k-poids de ~. Mais, si c(~O(q), alors q + c  n'est pas un k-poids vu I2.  I4, d'ofl le lemme. 

La  proposition suivante est due ~ Satake lorsque k = I t ,  C [27, lemmas 5, 7]. 

12. x6. Proposition. - -  On conserve les notations prlcMentes. Une partie 0 de kA est de 
la forme O(q), oh q est un k-poids de la reprdsentation irrdductible % si et seulement si {m~}u 0 

e$t connexg. 
Prouvons tout  d ' abord  que 0(q)u{m,,} est connexe. O n  proc~de par  rdeurrenee 

sur le nombre  d'dldments de 0(q), l 'assertion 6tant vide si 0(q) l'est. Par  application 
r6p6tde de I2. I5, on voit qu'il  existe un k-poids l de ~ et un dldment c~O(q) tels que 
0(q) = 0( l )u  {c}, c CO(l), et que l ' =  l - - c  soit un k-poids de r:. Par  hypothSse d ' induction,  
{m,}u 0(l) est connexe. I1 reste done /~ montrer  que c n'est pas orthogonal  ~ {m,~} u 0(/). 

S'il l'dtait, alors (l', c ) = - - ( c ,  c), done le transform6 

r~(l') = l ' - - 2 ( l ' ,  c) . ( c . c ) - l . c  = l' + 2c = l + c, 

de l' par  la rfiflexion r, serait un k-poids, ee qui est absurde vu 12.14 et le fait que cr 
Rficiproquement,  soit 0 r kA tel que {m,~} u 0 soit connexe. O n  peut  numdroter  les 

61~ments b e de 0 de mani~re ~ ce que  (m,,, b l )> o, et que  pour  tout  i (2 < i < m = card(0)) 
il existe un j (i <=j<i)  tel que (b i, bi)+-o (done < o ) .  O n  vdrifie alors immddiatement ,  

par  rficurrence sur i, que 

qi = rb~.. ,  rb,(m~) 

est un k-poids tel que O ( q , ) = { b l , . . . ,  b~} ( i < i < m )  et que (q~, b ,+a)>o si i < m .  
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x2. x 7. Proposition. - -  On conserve les notations prkgdentes. Soient w%W(G) et q = w( m,~). 

Alors il existe wl ,  w2e~W(G ) tels que w2(m, , )=m, ,  que Wl soit un produit de rgflexions 

r b (be0(q)), et que w = w ~ . w 2 .  

On proc6de par r6currence sur I ql, la proposition 6tant 6vidente si I ql--o. 
On sait que l'adh6rence d'une chambre de Weyl est un domaine fondamental 

pour kW(G) [6]. Par consdquent, tout ~ldment de l 'orbite de m,, par ~W(G), diffdrent 
de m,~, a un produit scalaire < o  avec au moins un 61dment de kA. I1 existe donc cekA 
tel que (q, c)<o. Soit alors 

q '=r~(q )=  q- -2 (q ,  c). (c, c ) - t .c .  

C'est un k-poids. Vu 12.14 et l'in6galitd (q, c)<o, on doit avoir ceO(q), donc 0(q') C0(q), 
et I q ' l<]ql .  I1 suffit alors d'appliquer l'hypoth~se d'induction ~t q' et de remarquer 
que l'on a aussi q=r , (q ' ) .  

w x 3. GROUPES p-ADIQUES A ENGENDREMENT COMPACT 

x 3. x. Un  groupe topologique est ~t engendrement compact s'il est 6gal au sous-groupe 
engendr6 par un sous-ensemble compact convenable. On sait que tout groupe de Lie 
r6el ou complexe, n 'ayant qu 'un hombre fini de composantes connexes, est ~t engendrement 
compact. I1 n'en n'est pas toujours ainsi du groupe des points rationnels d 'un groupe 
alg6brique H sur un corps p-adique K. Par exemple, si H est le groupe additif G~, alors H K 
est non compact, mais r6union d'une suite croissante de sous-groupes compacts ouverts. 
Le but  de ce paragraphe est de donner une condition n~cessaire et suffisante pour que H K 
soit ~t engendrement compact. La remarque suivante sera utile : 

(i) Soient L un groupe topologique localement compact, M un sous-groupe ferm6 
~t engendrement compact. Alors si L / M  est compact, L e s t  ~ engendrement compact. 

Cela r6sulte du fait que tout compact de L / M est image d 'un compact de L par 
la projection canonique. 

13. 2. Lemme. - -  Soient G unipotent et k de caract~ristique zgro. Alors (~G)e ~ ~(Gk). 
Le lemme est dvident si G est commutatif. Sinon, soit V un k-sous-groupe central 

non trivial de G contenu dans ~ G ,  par exemple le dernier sous-groupe non trivial de 
la s6rie centrale descendante. Si x, y sont des 616ments de l'alg6bre de Lie g de G dont 
le crochet fait partie de l'alg6bre de Lie v de V, alors, la formule de Campbell-Hausdorff  
entraine imm6diatement que (exp x, expy)----exp[x,y]. Par cons6quent, 

(I) V k C~(Gk). 

Soit r : : G - + G ' - = G / V  la projection canonique. Raisonnant par r6currence sur la 

dimension, on peut supposer que 2 ( G ~ ) = ( ~ G ' ) k .  Comme G~---=Gk/V k (2.7), cela 
donne (~G)kc~(Gk) .Vk ,  et le lemme r6sulte alors de (I). 
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x3. 3. Lemme. - -  Supposons k de caractdristique Nro. Soient U un k-sous-groupe unipotent 
distingug de G, ~ : G--~: G ' = G / ~ U  la projection canonique et L une partie de G k. Si ~(L) 
engendre G~, alors L engendre G k. 

D6monstration par r6currenee sur dim G. Si U est commutatif, il n'y a rien /~ 
prouver. Sinon, soit V l e  dernier sous-groupe non-trivial de la sdrie centrale descendante 
de U. I1 est d6fini sur k, et invariant dans G. On a fividemment G ' = ( G / V ) / ~ ( U / V ) .  

Soit L* le sous-groupe engendrd par L. L'hypoth6se de r6currence, et l'6galit6 

Gk/V k =(G/V)k  (2.7) montrent que G k = L*.Vk, done aussi que U k = (L* n Uk).V k. 
Or, si 

x : a . v ,  y = b . w  (a, b e L * n  Uk; v, w~Vk) ,  

on a, puisque v, w sont dans le centre de U, ( x , y ) = ( a ,  b), d'ofi 9(Uk) C L * n U  k et 
aussi, vu I3.2, V kcL*, done G k=L*.  

x3.4.  TMorOme. --- Supposons que k soit un corps p-adique de caractdristique zgro. Soient U 
le radical unipotent de G, V =  U / ~ U ,  et p la reprgsentation de G dans l'algkbre de Lie v de V 

dgfinie ~ partir de la reprgsentation adjointe de G. Alors les deux conditions suivantes sont 

gquivalentes : 
(i) G k est a engendrement compact. 
(ii) u ne contient aucun sous-espace m +- o d~fini sur k, stable par G, tel que l'image de G k 

dans GL(tu) par O soit compacte. 

En particulier, tout k-groupe rgductif est h engendrement compact (1). 

Le groupe (G~ ~tant d'indice fini dans G k [5, 6.4],  on peut supposer G eonnexe. 
Nous prouverons tout d 'abord que ( i i )~(i) ,  en distinguant plusieurs cas. 

a) G = G m .  Alors G k=k* est engendr6 par le groupe M des unit6s de k, qui 
est compact, et par t, oh t es t  une uniformisante de k (616ment dont l'image darts k*/M, 

qui est cyclique infini, engendre ce groupe). 
b) G = T  est un tore. Alors T contient un tore d6composd T a tel que T ' = T / T  a 

soit anisotrope sur k (I .8). Le groupe T;~ est compact (9.4) et l 'on a Tk/Td, k=T;~ (2.7). 
Notre assertion r6sulte, alors de a), et 13. i (i). 

c) G = T .  U est le produit semi-direct d'un k-tore T et d'un k-sous-groupe invariant uni- 

potent U de dimension un. 
L'hypothbse (ii) entratne que T op6re non trivialement par automorphismes 

int~rieurs sur U. I1 existe done zeX*(T)k, ~(+ o, et un k-isomorphisme 0 : G~-~U, tels que 

0(~((t) . x ) -~ t .O(x ) . t  -1  (xeG~, teT) .  

On peut alors trouver un k-morphisme ), : Gm--->T tel que Xo?~ soit de la forme s ~ s "  

off m est un entier > o  (cf. w I). Par consdquent z(Tk)~ (k*) '~. Si L est un syst6me gdnd- 
rateur compact de Tk, qui existe d'apr~s b), alors Gk est engendr6 par L e t  par les O(x~.y), 

off x est une uniformisante de k, i eN ,  i < m  et y parcourt les entiers de k, d'ofl c). 

(1) Ce th6or6me rdpond ~ une question de M. Kneser~ et interv~ent dans [I5]. 1Nous lui devons en outre 
plusieurs suggestions pour le passage du cas rdduetif  au cas g~n6ral. 
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d) G est rdductif. Soit P u n  k-sous-groupe parabolique minimal de G. l~crivons-le 
sous la forme P = M . S . U  off U est le radical unipotent de P, S u n  tore ddploy6 

sur k maximal de G, et M la partie anisotrope sur k de ~e(S) (cf. 4.28). Le groupe U admet 
une suite de composition sur k dont les quotients successifs sont des espaces vectoriels 

sur lesquels S op~re par des homothdties non triviales (3. i8, remarque). I1 r6sulte alors 
imm6diatement de c) que (S .U)k=Sk .U k est /t engendrement compact. Le groupe 

~.N'(S)/S est isogSne • M, donc anisotrope sur k, et (~(S)/S)k est compact (9-4). 
Comme S est d6ploy6, on a (~L~e(S)/S)k= ~((S)k/Sk, donc vu b) et 13. I (i), ~e(S)k est ~t 

engendrement compact. Alors Pk = ~qf(S)k. Uk = ~e(S)k. (S. U)k est aussi/t engendrement 
compact, et il e n e s t  de m~nae de Gk, qui est rdunion d'un nombre fini de doubles 

classes modulo P~ (5.I5). 
e) G n'est pas rdductif. I1 est le produit semi-direct de son radical unipotent U et 

d 'un k-sous-groupe rdductif maximal H (cf. o. 8). Soit q le plus petit sous-espace vectoriel 

de v contenant toute droite ddfinie sur k qui est stable par un tore ddcompos4 sur k 
n'op4rant pas trivialement sur elle. Ce sous-espace est d4fini sur k, stable par Ha, donc 

aussi par H, puisque H k est Zariski dense dans H [23]. Les reprdsentations rationnelles 
de H 6rant complhtement rdductibles, on peut trouver un suppldmentaire r de q dans ~, 
d4fini sur k et stable par H. Tout tore ddcomposd sur k de H ophre trivialement sur r, 

donc l'image de l 'homomorphisme r~ : H ~ G L ( r )  ddfini par p e s t  anisotrope sur k, 

et e(Hk) est compact (9-4)- Vu l'hypothhse (ii), on a donc r={o} .  On ddduit alors 
immddiatement de la d4finition de q et de c) l'existence d 'un sous-ensemble compact M 

de (G/.@U)k tel que V k soit contenu dans le sous-groupe M* engendr6 par M. 

Vu d), il s'ensuit que (G/~U)k-----Hk.V k est /t engendrement compact. Puisque 

(G/~U)a = Gk/(~U)k, on voit qu'il existe un compact L c G  k dont l'image dans (G/~U)k 
engendre ce groupe ; L engendre alors G k d'aprbs 13. 3, ce qui termine la d6monstration 
de l'implication (ii) =~(i). 

( i)~(ii) .  Le groupe (G /2U)k=Gk/ (~U)k  est aussi ~ engendrement compact; 

on peut donc supposer U commutatif, U = V .  Soit q un k-sous-espace de v stable par G, 

et soit r u n  suppl~mentaire sur k de q darts v, stable par le sous-groupe de Levi H de G, 
donc aussi par G. Soient Q = e x p  q et R = e x p  r les sous-groupes correspondants. 

V e s t  donc le produit direct de Q et R, et G le produit semi-direct de H, Q ,  R. Soit 

encore L un ensemble compact engendrant Gk, que l'on suppose de la forme 
L = A . B . C  (A C Hk, B c Qk , C C Rk) , ce qui est dvidemment loisible. Supposons que 

l'image de G k dans GL(q) soit compacte. Alors, quitte ~ remplacer B par [.J gB, 
g~Gk 

qui est aussi compact, on peut supposer que B est invariant par les automorphismes 

intdrieurs de G k. Pour tout entier n > i ,  on a alors 

Hk.B".Rk.A.B.  C c Hk.B~+I.Rk, 

ce qui montre que G k est la rdunion des sous-cnsembles H~. B ". R~ (n : i, ~, . . . ) ,  done 

que Q.~ est engendr6 par Ie compact B. Comme Q~ est le groupe additif d 'un espace 

vectoriel sur k, cela entraine que Q={e}, d'ofi (ii). 
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w x 4. G R O U P E S  RI~ELS 

I4 .x .  Suivant l'usage, ,=0(X) ddsigne l 'ensemble des composantes connexes par 
arcs de l'espace topologique X. C'est un groupe si X est un  groupe topologique. On 

sait que si X est une R-vari~t~ algdbrique, alors ~0(XR) est fini [4o]. (Ici et dans la 
suite on consid~re bien entendu X R comme muni de la topologie usuelle, ddfinie ~ partir  

de celle de R, cf. 9- I.) La  dimension topologique de X Rest  au plus dgale /~ dim X, et 
si X est unc vari~t~ non singuli~re, chaque composante connexe de X R est une vari~td 

analyt ique de dimension dim X [4o]. Lorsque X est un groupe, on notera dgalement (X~) ~ 

la composante neutre de X a. 

I4 .2 .  Proposition. - -  Supposons G connexe, dgfini sur R ,  et soit P u n  R-sous-groupe 

parabolique de G. Alors (G/P)a est une varigtg compacte connexe. 

(G/P)c est une varidtd projective complexe non singuli~re, donc (G/P)a est une 

vari~td r~elle (9. i), projective, donc compacte. 
Soit G = H . U  une ddcomposition de Levi de G. Le groupe P contient U et 

G / P = H / ( H n P ) .  Le groupe H o P  est donc un R-sous-groupe parabolique de H, et 

l 'on peut supposer que G est rdductif. 
Soit V l e  radical unipotent  d 'un  R-sous-groupe parabolique oppos~ ~t P. On  a 

vu (4- I o) que la projection de G sur G /P  identifie V ~ un ouvert de G/P,  donc (9- i) V a ~t 

un ouvert de (G/P)R. Le compldmentaire Y de V dans G /P  est un R-sous-ensembte 
algdbrique de dimension strictement plus petite que m = d i m  G/P.  La dimension topo- 

logique de Ya est donc < m  (I 4. i), et V a est dense dans (G/P)a.  Comme V a est connexe, 

la proposition est d~montr~e. 

i4 .  3. Dans [8, Chap. VI,  w 5, n~ 2, prop. 2] il est montrd que ~ tout groupe 
lindaire compact  est algdbrique ~. Dans la terminologie suivie ici, cela signifie qu 'un  
sous-groupe compact  H de GL(n, R) est l 'ensemble des points r~els d 'un  sous-groupe 

algdbrique de GL(n, C) ddfini sur R, que I'on peut prendre dgal ~ l 'adhdrence de 

Zariski d ( H )  de H. Cela implique en particulier que si G c GL(n,  C) est connexe, d~fini 

sur R ,  et si G a est compact, alors GI~ est connexe. En effet, Ga ~  .~((Ga) 0)a donc si G a =~ (G~)0, 
le groupe ,~((GR) ~ est un sous-groupe propre de m6me dimension de G, et G n'est 

alors pas connexe. 

x4. 4. TMor?me (,Matsumoto [I8]). - -  Supposons G connexe, dgfini sur R ,  et soit S 

un tore dgplo S sur R maximal de G. Alors G a = ( G a ) ~  
Nous avons ~ montrer  que l 'homomorphisme naturel  =0(SR) ~r%(Ga) est surjectif. 

Soient H u n  R-sous-groupe rdductif  maximal  de G contenant  S e t  U le radical unipotent  

de G. Le groupe U a est connexe et G a est homdomorphe au produit  H a •  U a. L 'homo-  
morphisme % ( H a ) ~ = 0 ( G a )  est donc bijectif, et il suffit de faire la d6monstration 

lorsque G est r6ductif. 
Soit P u n  R-sous-groupe parabolique minimal  de H contenant  S. C'est le produit  
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semi-direct de son radical unipotent par .~e(S), donc n0(~f(S)R)--~o(PR) est bijectif. 
Mais (G/P)R est dgal h GR/P R (4- 13) et est connexe (14. 2). La suite exacte d'homotopie 

(1) n0(PR) 2~:o(G,) ~=o(G~/P~) 

montre donc que ~ est surjectif: II reste ~t prouver que no(Sn) --~ no(~f(S)~) est surjectif. 
Le groupe M ' ~  ~L~f(S)/S est anisotrope sur R, connexe, donc M~ est compact (9.4) 

et connexe (I 4. 3)- Comme S est ddploy5 sur R, on a M~ = .~e(S)R/S a et notre assertion 
r6sulte de la suite d'homotopie (i), appliqu6e ~ la fibration de ~ ( S )  par S. 

/4 .5 .  Corollaire. - -  On a r%(GR)__--~(Z/2Z) d, o~ d~rR(G ). 
En effet, S n e s t  un produit de r = r R ( G  ) facteurs R*, donc ~o(SR)~(Z/2Z)  r, 

et ~o(Gn) est un quotient de ~o(SR) d'aprbs le thdor~me. 

x 4. 6. Corollaire. - -  Supposons G NductiJ: Alors tout dl~ment du groupe de Weyl relat i faW(G ) 

(cf  5" I) admet un reprdsentant dans (GR) ~ 
En effet, si xeJV'(S)n , il existe, vu I4.4, y e S  R tel que y.xe(GR) ~ e t y . x  reprdsente 

6videmment le m5me 61dment de RW(G) que x. 

x4.7. Nous terminons par quelques remarques pour faire le lien entre la thdorie 
des groupes et algSbres de Lie semi-simples rdels et certaines notions introduites dans 
ce travail. On suppose G semi-simple, ddfini sur R. I1 s'agit principalement de voir que 
le groupe A . N  de la ddcomposition d 'Iwasawa est la composante neutre de l'ensemble 
des points rdels d 'un R-groupe trigonalisable maximal, et que RW(G) et ~ s'identifient 
au groupe de Weyl et au systSme de racines de la paire sym~trique (GR, K), off K est 
un sous-groupe compact maximal de G R. 

Nous rappelons tout d 'abord les ddcompositions de Cartan et d'Iwasawa. (Pour 
plus de ddtails, et les ddmonstrations, voir par exemple [I3] , ainsi que [4, w i] pour 
divers compldments, concernant en particulier les groupes rdels non connexes.) 

Soient K un sous-groupe compact maximal, ~ son alg~bre de Lie, p le compldment 
orthogonal de ~ dans l'algSbre de Lie gR de G~ par rapport ?~ la forme de Killing, a une 
sous-algbbre maximale de p, ndcessairement commutative, et P = e x p  p, A = e x p  a. 
On sait que (k, p) ~ k. exp p est un homdomorphisme de K • p sur G R (ddcomposition 
de Cartan) et que s : k .p~+k .p  -~ (keK, peP)  est un automorphisme involutif de G~ 
(involution de Cartan), dont K est l'ensemble des points fixes. Les endomorphismes 
ad a (aea) sont simultandment diagonalisables sur R, et g~ est somme directe du centra- 
lisateur ~(a) de a et d'espaces propres ~,, off a parcourt un ensemble hb fini de formes 
lindaires non nulles sur a, les racines de ~ par rapport ~t a. Choisissons un ordre sur ct* 

et soit n =  ~] ~ .  Alors n est une algSbre de Lie formde d'dldments x tels que ad x 
a~0  

soit nilpotent, donc nilpotente, qui est normalis6e par ~. Soient A = exp ct et N = exp n 
les sous-groupes analytiques de GR engendrds par a et n. Ils sont fermds, et (k, a, n) ~ k. a. n 
est un homdomorphisme de K • A • N sur G R (ddcomposition d'Iwasawa). De plus N 
est unipotent, A diagonalisable sur R, et A . N  trigonalisable sur R. Soit L = . ~ ' ( A . N )  
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l 'adhdrence de Zariski de A . N  dans G. Alors L e s t  un R-sous-groupe trigonalisable 
sur R maximal de G, et A. N = (LR) ~ En effet, L e s t  trigonalisable sur R, puisque A. N 
l'est. D'autre part GR/A.N est compact (il est homdomorphe ~ K), donc GR/L R l'est 
aussi, et 9.3 implique que L contient un R-sous-groupe trigonalisable maximal de G. 

Cela entralne aussi que A = (SR) ~ off S =~r est un tore d~ploy~ sur lit maximal, 
donc Jff(S)=JV'(A).  L'involution de Cartan s laisse stable A, donc aussi JV'(S)R. On a 
./ff(S)R = (K o JV'(S)R ) . exp m, off m est l'intersection de p avec l'alg~bre de Lie de JI'~(S)R 
(cf. [4, i .  io]). Mais la relation [p, p] c l  montre alors que [m, a ] = o ,  &off m = a  et 

Jff(S)R = (KnW(S)R) .A, 

d'ofl aussi, puisque A. N est connexe 
(GR)~ JV'(S) = (K ~ n JV'(S)). A. 

Tenant  compte de ~4.6, on voit que tout dl6ment de ~W(G) poss~de un repr~sentant 

dans K ~ d'o~ aussi 
,W(G)  = (K ~ n JV'(A))/(K ~ n 2~e(A)). 

Le groupe RW(G) coincide doric avec le groupe introduit dans la thdorie des espaces 
sym6triques par E. Cartan; de plus, comme a est la partie r~elle de l'alg~bre de Lie 
de S, les racines de gR par rapport ~ a s'identifient aux R-racines de G (ou plus prdcis~ment 

leurs diff~rentielles). On retrouve ainsi les d6finitions originales de ces notions, posdes 

sans r6f6rence aux groupes alg~briques. 

The Institute for advanced study, Princeton N. J., 
Universitiit Bonn. 
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