
LES ZI~ROS 
DES FONCTIONS ANALYTIQUES D'UNE VARIABLE 

SUR UN CORPS VALUE COMPLET 

par Michel LAZARD 

I N T R O D U C T I O N  

Cet article r6pond k une question pos6e par J.-P. Serre. Soient K un corps valu6 
complet (valuation non-archim~dienne de rang i, notde additivement selon les conventions 
usuelles) e t f  une sdrie de Taylor h coefficients dans K qui converge pour les x e K  de 
valuation strictement sup6rieure ~ un nombre M (disons, par abus de langage, dans 
un d i sque ,  ouvert >>). Les z6ros de f vdrifient des conditions alg6briques simples : dans  
tout disque << ferm6 >> (c'est-~-dire pour les dldments de valuation t> m, avec m> M) f a 
les m6mes zdros qu 'un polyn6me ~ coefficients dans K, compte tenu des multiplicit6s. 
Le << probl6me des zdros >> sYnonce comme suit : soient, dans un disque ~ ouvert >>, des 
dldments (affectds de multiplicitds) qui v#ifient les conditions alg~briques pr~cit#s; existe-t-il une 
sgrie de Taylor f dont ce sont exactement les zdros ? 

La r6ponse est affirmative si le groupe de valuation de K est discret. On  obtient 
alors une d&omposition des fonctions en produit (~ventuellement) infini, tout ~t fait 
analogue h celle de Weierstrass pour les foncfions enti~res (th6or~me ~, w IV). 

La situation est tr6s diffdrente si le groupe de valuation de K est dense. I1 existe 
alors des fonctions qui n 'admettent  aucune d6composition raisonnable en produit;  
~ raisonnable >> signifie que les facteurs ne doivent avoir qu 'un hombre fini de z6ros dans 
le disque (proposition 7, w V). Le probl~me des z~ros n'est plus accessible par les 

m&hodes multiplicatives. 
Si le corps K n'est pas maximalement complet (d~finition (5.2)), il est assez facile 

de donner un exemple d'impossibilit6 pour le probl6me des z6ros (proposition 6, w V). 
La r&iproque est exacte : si K est maximalement complet, le probl6me des z~ros est 
toujours r&oluble (thdor~me ~, w VII) .  Ce r~sultat semble moins ~16mentaire. II s'obtient 
en traitant un probl6me additif un peu plus gdn6ral, et la m~me m&hode donne un 
crit&e de r6solubilit6, ~t vrai dire peu maniable. 

Le <~ probl6me des parties principales >> pour les fonctions m~romorphes se r~sout 
par le th6or6me classique de Mittag-Lefller (th6or6me 3, w VIII ) .  

Je  me suis efforc~ d 'adapter  les notations au probl6me &udi& Le << d&oupage 
en rondelles >> (c'est-~t-dire le groupement des z6ros de m6me valuation, etc.) est 
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4 8 M I C H E L  L A Z A R D  

syst6matiquement utilis6. Les diviseurs sont rationnels sur K par dffinition. Le w IX  
rassemble quelques propridt& des extensions imm6diates (dans la terminologie de 
Schilling) des corps valufs. Avant ce paragraphe, il n'est jamais question de corps r6siduel 
ni d'extension du corps de base (sauf dans la preuve de la proposition 9, pour des raisons 
de simple commodit6). Tout  est donc << rationnel >> ou <~ analytique >>, si bien que les 
z6ros reposent cachfs dans la cl6ture alg6brique du corps de base. 

L'absence de figures ne doit pas dissimuler qu'il s'agit surtout de polygones 
convexes infinis. 

x. N o t a t i o n s  g6n6rales .  P o l y g o n e  de N e w t o n  et f o n c t i o n s  convexes .  

d~signe la droite num~rique achev~e : R . = R u { - - o %  +oo},  et K un corps 
valu6 complet. A tout x e K  nous associons ainsi sa valuation v(x)ER. Les axiomes 
suivants sont v6rifi~s : pour tous x, y E K  

v(x)>--oo; 
v(x)---- -t-oo si et seulement si x = o; 

v(xy) = v(x) + v(y) ; 

v(x + y)>1 Inf  (v(x), v(y) ). 

La valuation v d6finit une structure uniforme sur K : x est voisin de o si v(x) 
est grand. Nous supposons que K est complet. Cela revient ~ dire qu 'une s6rie Znu, 

(avec uneK ) converge si et seulement si v(un)~+oo.  
Dans tout cet article la lettre T d6signera une ind6terminfe. Soit f = Z n e z a ,  T n 

une s6rie de Laurent ~ coefficients aneK. Nous la consid~rons d 'abord du point de rue  
formel, c'est-h-dire que nous ident if ionsf~ la suite des an. Mais nous pouvons remplacer T 
par un 616ment x de K ou d'une extension valufie compl6te de K, lorsque la sfrie 

f (x )  = Z~eza, X" converge. La condition est : v(a,,x n) = v(a,) + nv(x)--~ + oo, pour 

Pour tout ~eR,  posons 

(x. x) v(f, ~) = Inf (v(a,) -? n~.) ~R, 
nCZ 

et d~finissons comme suit l 'ensemble C o n v ( f ) c R  : 
(x.2) Si ~ e R , ~ e C o n v ( f )  ~quivaut • lim [v(a~)+n~]=-koo. 

[nl-++o~ 

(x.2')  Si ~ z = + o o  (resp. - -oo) ,  ~ e C o n v ( f )  gquivaut(~ a , = o  pour tout n < o  

(resp.>o).  
Si ~z=4-oo, EzeConv ( f ) ,  nous posons v(f, ~)=v(a0).  

Cony ( f )  est toujours un intervalle de P, que nous supposerons non vide. La s~rie 

de Laurent converge donc sur une r couronne >>. 

(x .3) Si I dgsigne un intervalle de fl ,  nous noterons LKI l'ensemble des s/ries de Laurent f 
coeffidents dans K telles que I cConv  ( f ) .  
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LES ZI~ROS D'UNE FONCTION ANALYTIQUE D'UNE VARIABLE 49 

(x .4) Les intervalles notgs [m, M], ]m, M], [m, M[, ]m, M[ sont les ensembles des ~ e R  
qui vgrifient respectivement m <~ ~ <~ M, m < ,~ <<. M, m <~ ~ < M, m < ~ < M. Nous &rirons [m] au 
lieu de [m, m]. 

Par exemple, L~]M, +o~] d6slgne l'ensemble des s6ries enti~res qui convergent 
pour v(x)>M. 

En m6me temps que la fonction v(f, ~) nous introduisons la fonction de Newton : 
(I.5) pour tout ~eR, nous posons Nw( f ,  ~)=Sup  [v(f, tx)--~x~]. 

t~G R 

La fonction de Newton permet de retrouver la fonction v(f, ~) : 

(z .6) v(f, ~)==Igf [Nw(f, n) + ~zn] = Inf [Nw(f,  4)-~ ~] .  

Le polygone de Newton est le graphe de la fonction de Newton. 
(x-7) Si f +o,  ~eConv(J')t~R, nous notons n(f, ~) (resp. N( f ,  ~)) le plus petit (resp. le 

plus grand) entier i tel que v( f ,  ~ )= v(ai) + i~x. 
(z.7') Si f 4=o, +ooeConv( f ) ,  nous posons n(J; -r 

(le plus petit entier i tel que ai4 = o). 
( i .7")  Si f 4 : o : - - o o e C o n v ( f ) ,  nousposons N ( f , - - o o ) = o  

(le plus grand entier i tel que a~ +- o). 

et N(f,  + m) = o r d f  

et n ( f , - - m ) = d e g f  

Rassemblons quelqfles propriftfs concernant une s6rie de Laurent non nul lef .  
(x. 8) Sur l'intervaUe Conv(f)  les fonctions n(f, ~t) et N( f ,  ~t) sont toutes deux dLcroissantes; 

elles sont respectivement continues ~ droite e t a  gauche. L'ensemble des ~tEConv(f) tels que 
n(f, ~t) + N(f,  ~t) a une intersection finie avec tout intervalle fermg [m, M] contenu dans Conv(f) .  

(x .9) Sur l'intervalle Conv(f) caR, la fonction v(f, ~) est concave (son oppos~e est convexe). 
Si n(f, Ez)~<~<N(J; ~z), on a Nw( f ,  ~)=v(f ,  lz)--~z~. La dgriv~e ~ droite (resp. ~ gauche) 
de la fonction v ( f  , g.) est [gale ~ n(f, ~) (resp. d N(J~ ~)) en tout point de Conv(f)c~R oz) elle 
est dgfinie. 

(I.xo) Remarque. Les affirmations pr6cfdentes sont faciles k dfmontrer. Nous 
nous contenterons d'indiquer ce qui nous semble le cadre naturel pour ces questions. 

Soit F l'ensemble des applications de R dans R, et Fo celui des applications de R 
dans R. L'ensemble F est partiellement ordonn6, les Sup et les Inf y sont toujours d6finis; 
~q-+ est d~fini pour tous ~0~F 0 et +~F. Nous dffinissons une application ~ : F ~ F  
(~ transformation de Legendre >>) en posant 

(.W~) (x) = Sup (xy-- *O(Y)). 
y~R 

Alors ~ est une application d6croissante et, pour tout ~eF, .o~?~<q~ ( ~ = . W o W ~ ) .  
L'application ~ est donc une correspondance de Galois et met en dualit6 l'image .,WF 
avec elle-m6me. I1 est naturel de prendre l'appartenance ~ .s176 comme dffinition des 
fonctions convexes. Si ~p est convexe, les graphes de ~ et de .Wq~ sont transform6s par 
polaires r~ciproques par rapport ~ la parabole d'~quation 2x~--~-----o. Les sommets 
(points anguleux) du graphe de q~ correspondent ainsi aux c6t~s du graphe de ~ p .  La 
correspondance est donn~e par la relation V ( x ) + s  qui est croissante 
en (x,y). 
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5 ~ M I C H E L  L A Z A R D  

(x.xx) Dans le cas qui nous occupe, posons Nw(J; ) = 9  et v(f, )----~b. Alors 
est convexe, ainsi que - -+ .  Les relations (1.5) et ( I .6)  s'6crivent respectivement 
r = ( , ~ f ( - -  + ) ) ( - -  x) et  +(x) = - -  (~ fq ~ ) ( - -x ) .  

Signalons que l'intervalle Conv( f )  ne coincide pas toujours avec l 'intervalle off + 
est fini. De plus, si ~z est l 'extr6mit6 gauche (resp. droite) de C o n v ( f ) ,  il se peut  que 
N(f ,  ~) (resp. n(f, fz)) ne soit pas l'abscisse d 'un  sommet du polygone de Newton. Les 
fonctions n e t  N donnent  done, 6ventuellement, plus de renseignements que les fonctions v 
et Nw. 

2. Mul t ip l i ca t ion  des  s6ries  de Laurent  ; d iv i s ion  par  des  p o l y n S m e s .  

Soient f =  Z,  Eza, T" et g =  Z,czb, T" deux s6ries de Laurent  ~ coefficients dans K. 
Nous d~finissons leur somme f §  par la formule 

(2. x) f§247 b,)T", 

et nous avons, pour  tous tz, ~ER, 

( , .2)  v ( f  § g, ~)>>. Inf  Iv(f, F), v(g, F)], 
(2.2') N w ( f  §  ~)>~ In f  [Nw(f,  ~), Nw(g, 4)]. 

Par contre, le produi t  fg  ne peut  pas 6tre d6fini formellement. Nous devons 
supposer que 

(2.3) pour tout neZ la sgrie Zi~zalb,_ ~ converge vers un gl~ment c,~K, 
et nous posons alors 

(2.4) fg=Y~,~zc, T~. 

Proposition x. - -  Soit I un intervalle non vide de R. L'ensemble LKI est un anneau intkgre 
pour l'addition et la multiplication prgcgdemment d~finies. Si F~I, f e t  g~LxI ,  f et g*  o, nous 
av0n$ 

n(fg, ~ )=n( f ,  ~) § ~z); 
N(fg, ~ ) - - N ( f ,  ~z)+N(g, Ez); 
v(fg, ~.)= v(f, ~) § v(g, ~). 

Preuve.-  Si ~ = : k o o ,  notre 6nonc~ est bien connu. Supposons done ~ER. Nous 
avons, pour  i, j eZ ,  v(ai) § i~ >~ v(f, ~), v(bi) +j~ >~ v(g, ~.), et 

+ oo pour I + oo, 
v ( b i ) § 2 4 7  pour I j l ~ + o 0 ,  

d 'oh 
v(a~bi)§ §  ~ >~ v(f, ~)§ ~) pour  tous i , j ,  et 

v(a~bj)+(i§ ~.-..§ pour  Sup (1il, I J l ) - ~ +  ~ 

Par cons6quent la s6rie c ,=  Eiezaib._ ~ converge pour tout neZ, v(c,,) -t-n~ >1 v(f, ~) § ~) 
pour  tout n, et enfin v(c,) §247 pour  [nl~+oo. Autrement  dit : 

Zg LKI et v(fg, v(f, + v(g, 
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Posons n(f, ~t) ---= r et n(g, ~t) =s .  Alors v(a,) +rp . - - v (  f ,  ~), v(b,) + s~t=v(g, ~t), 

Inf  [v(a~) + iEx] = wt> v(J; ix), 
i<r 
Inf  [v( bi) +j~t] = w~> v(g, Ix). 

Si n < ( r + s ) ,  nous avons, pour tout i, i<r  ou n - - i < s ,  d'o~ 

v(aibn_,) n t- nEz >1 Inf  [v(f, ~t) q- we, v(g, ~) -n t- wx] ; 

cette derni6re relation vaut encore pour n = r + s ,  i4: r. Nous en d6duisons que 

v(c,) + ntx>v(f, t~) +v(g,  ~) 

pour n < ( r + s ) ,  et que v(c,+s)+ ( rq -s )~ t=v( f ,  ~t)+v(g, ~t). Nous venons d'~tablir les 
relations (I) et (3) de notre proposition; la relation (2) s'~tablit de mfime. La relation (3) 
implique que l 'anneau LKI est int~gre. Elle nous permet de ddfinir des topologies natu- 

relies sur les K-alg~bres LKI. 

(2.5) Si I = [ m l ,  m2]cR, I4=[+oo ], nous ddfinissons une structure d'alg~bre 
topologique sur LKI en prenant comme systkme fondamental de voisinages de o les f qui vdrifient 
Inf  [v(f, ml), v( f ,  ms) ] >1 n (n parcourt, par exemple, l'ensemble des entiers). Dans ces conditions, 
LKI devient une alg~bre sdpar& et complite. Si fn=Xiezan,~T%LKI,  la convergence de la 

suite (fn),>_.l implique celle de toutes les suites (an, i),>_, j . S i J  est un intervalle fermfi de P, 
contenu dans I, alors l'inclusion de LKI dans LKJ est une application continue (ear, 
pour tout f ,  v(f ,  m) est une fonction concave de m). 

(2.6) Si I e s t  un intervalle non vide de f l ,  I4= [-4- oo], nous dgfinissons gdngralement la 
topologie de LKI comme la moins fine de celles qui rendent continues les inclusions de LKI dans LKJ, 
lorsque J parcourt l'ensemble des sous-intervaUes fermds de I. Les propridtds 6noncdes ci-dessus 

de l'alg~bre topologique LKI sont encore vraies. 
Nous consid6rons l 'anneau des polyn6mes KIT] comme un sous-anneau de 

LK]-- o% + oo]. 
(2.7) D~finition. - -  Soit P = 2o< ,< ,a ,T"EK[T ] un polyn6me de degr~ s (a~4: o). Nous 

dirons que Pest ~-dominant (resp. ~-extr~mal) si N(P, ~) = s (resp. n(P, ~) = o e t  N(P, ~t) ----- s). 

Cette d~finition ~quivaut ~t la suivante : 
(~'-7') Pest  ~-dominant (resp. ~-extrgmal) si chaque zdro x de P clans la cl6ture alggbrique 

de K v#ifie v(x) >t ~ (resp. v(x) = ~t). 
Lemme I. - -  Soient meN,  f =  Z,>.0anT"~LK[m, + oo], et P = Eo.<,<sb,T" un polyn6me 

m-dominant de degrg s>o .  Alors il existe geLK[m, q-oo] et un polyndme Q de degr~ <s,  tels que 

(I) f = P g W Q .  

Ces proprigtgs d~terminent univoquement ge t  Q., et on a de plus 

(~) v(Q, m) >1 v( f ,  m); 

(3) v(g, m) >1 v( f ,  m) - - v (P ,  m). 
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Preuve. - -  Montrons d'abord l'unicit6. Si f =  Pgl + Qt -- Pg2 + Q2, alors 

P(gl--g2) : Q2--  Q1. 

Si gl + g2, alors (prop. I) 

N(P(gl--g,), m) = N ( P ,  m)+N(g l - -g , ,  m)>1 s. 

En effet N(P, m) = s  (d6f. (2.7)), et N(gl--g2, m) >1 o, car gl--g~ est une s~rie enfi6re. 
D'autre part Q . 2 - - Q I *  o et 

N(Q~--  Qt ,  m) ~< deg (Q~-- Qt) <s. Contradiction. 

Pour 6tablir l'existence, traitons d'abord le cas o5 f est un polyn6me de degr6 t. 
Si t<s, nous prenons g = o ,  Q-=f, et l'~noncd est trivialement vfirifi& Sinon nous 
raisonnons par r~currence sur t. Posons go=atb[1Tt-8; nous avons 

V(go, m)=  v(a~T ~, m ) -  v(b~T', m) = v(a~T t, m)--v(P,  m); 

ainsi go v~rifie la relation (3); f0 = f - - P g o  est un polyn6me de degrd <t, qui v~rifie 
v(f0, m)1> v(f, m). D'apr6s notre hypoth6se de r~currence nous avons f o = P g l + Q ,  off 
gl et Qv6rifient respectivement (3) et (2); nous prenons g=go+gl .  

Traitons enfin le cas g6n6ral. Pour tout n~> o, nous 6crivons anT"=Pg,  q-Q, ,  
comme dans l'6nonc6 de notre lemme. Les relations (2) et (3) nous montrent que les 
s~ries g---- N,~>0g, et Q =  z,>~oQ, convergent dans LK[m ] ; Qest  un polyn6me de degr6 
<s ;  g est une s~rie enti~re, c'est-~-dire +ooeConv (g), donc l'intervalle Cony (g) 
contient [m,-koo]. Les relations (x), (2) et (3) s'6tablissent imm6diatement. 

Lemme 2. ~ Soient I un intervalle de It, m e I n R ,  P un polyn6me m-extrlmal de degrd 
s>o, et f eLKI .  Alors il existe geLK[m ] et un polyn6rne Q de degrg <s tels que 

(I) f = P g + Q . .  

Ces conditions dgterminent univoquement g et Q,  et on a de plus 

(2) geLKI ; 

(3) v(Q, m) >1 v(f, m); 
(4) v(g, m) >~v(f, m)--v(P, m). 

Nous dirons que Q est le reste de la division de f par P. 
Preuve. - -  Montrons d'abord l'unicit6. Supposons f =  Pgt + Qt = Pg2 + Q~, gt~ g2. 

Alors P(ga--g2)=--Q~.--Q1 et Q14=Q~. La proposition I nous donne 

N(P(gl--g~) , m ) = N ( P ,  m) +N(g~--g  2, m) -= N(g~--g~, m) + s ;  
n(P(gx--g~) , m) = n(P, m) + n(gl--g~, m) = n(gl--g~, m) ; 

N(P(gx--g~) , m)--n(P(gl--g,) ,  m)>>.s. 

D'autre part, Q~--Q~ est un polyn6me de degrd <s, d'o~ 

N(Q~--  Qt ,  m) - -n (Q~- -  Qt ,  m) <s. Contradiction. 

Posons f = f + + f _ ,  avec f+----Z,>~oa, T", f _ = Z , < 0 a ,  T". Si ~eI ,  nous avons 

f+eLK[~, §  f+eL~c[--m, ~], v(f+, ~) ~>v(f, ~), v(f_,  ~)>~v(f, ~). 
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Supposons d'abord [xeI, avec --oo<~ ~<m. Alors Pest ~-dominant (cf. (2.7')) ; le lemme x 
nous donne 

/+  =Pg+ + Q + ,  

off Q+ est un polyn6me de degrd <s ,g+eLz[~t ,+m],  

v(Q+, ~.)>~v(f+, ~.)>~v(f, ~t), 

v(g+, ~)>~v(f+, ~)--v(V, ~)~>v(f, ~)--v(V, ~z). 

Comme g+eLK[m , -km],  g+ et Q+ ne d@endent pas du choix de ~ (d'aprSs le 
lemme I). Les relations (2), (3) et (4) sont vdrifi&s par g+ et Q+ (le cas off - -ooeI  
est trivial : g+ = o). 

Posons maintenant P*=T 'P(T  -1) et f * = T S - l f _ ( T - l ) .  Plus pr&isdment 
f*=X,>0a_ ,T  "+~-I et P*=}20~<,<~sb,_,T" (pour P=Z0~<.~<,b,T"). Prenons ~tEI, avec 
m~<~t< + m .  Alors P* est (--~)-dominant (cf. (2.7')), et nous pouvons appliquer le 
lemme I; nous obtenons 

(*) / * =  P'g* + Q*. 

Q* est un polyn6me de degrd <s; g'eLK[-- 9, + m ] ;  

v(Q*, --~)>~v(f*,  - - ~ ) =  v( f_ ,  ~ ) - - ( s - -  , )~ >_-v(f, ~ ) - - ( s - -  I)~; 
v(g*, - -  ~) >1 v(f*, - -  ~) - -  v(P*, - -  ~)/> v(f, ~)-- v(V, ~) + ix; 

g* et O~ ne ddpendent pas du choix de ~. Transformons la relation (*) en y rempla~ant T 
par T -1 �9 

f*(T -~) =~ p*(T-a)g* (T -~) + Q'(T-t).  

Multiplions les deux membres de cette derni~re relation par T ' - l ;  nous obtenons 

f_  =Pg_ + Q _ ,  

avec Q _ = T ' - I Q * ( T  -t) et g_ --= T-tg*(T-1). Q_  est un polyn6me de degrd <s, 

g eI_~[--oo, ~], 

v(g_, [z)= v(g*,--~x)--~>~v(f, [z)--v(P, ~). 

Nous posons enfin g----g+-t-g_ et Q = Q + + Q _ .  Les relations (I) k (4) sont 
vdrifi&s. 

3. E x i s t e n c e  et  c o n t i n u i t ~  des  z~ros .  

Proposition 2. - -  Soient meR et feLz[m ]. Supposons f :l: o et N(f, m) - -n(f ,  m) = s>o. 
Alors il ex~te gsL~[m] et un polyn6mem-extrgmal P ~ que 

( I )  f = P g ;  
(2) deg P = s ;  
(3) P ( o ) = I .  
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Ces conditions d~terminent univoquement P e t  g, et on a de plus 

(4) n(g, m) =- N(g, m); 
(4') Conv (g) 3 Conv ( f ) .  

Preuve. - -  Nous multiplionsf par T -'~/'"), pour nous ramener au cas off n(J~ m) = o 
et N ( f ,  m) = s. Nous allons appliquer une forme du lemme de Hensel. Nous voulons 
construire une suite convergente de polyn6mes (P,).>_.x qui v6rifient 

(5) deg P , = s ;  
(5') v ( f - - P . ,  m) >v(f,  m). 

Ces conditions entralnent 

(5") P. est m-extr~mal, et v(P., m)=v( f ,  m). 

Si f=Z~eza~T i, nous prenons P l=Z0~i< .a iT  ~. Supposons d6j~ construit le 
polyn6me P. vdrifiant les relations (5). Nous pouvons appliquer le lemme 2, et nous 
obtenons 
(6) f = P.g. + Q. ;  deg Q..<s; g.eLK[m ]. 

Nous posons la relation de rdcurrence 

(7) P . + I = P . + Q .  �9 

Nous appliquons le lemme 2 aux relations 

(8) f - - P .  = P. (g.--  i) q- Q . ,  

(9) Qn(g. + 1 - - I )  = P. (g . - -g .  + 1 ) -  Q .+I .  

La relation (8) nous donne 

(8') v(Q., m)>>.v(f--P., m); 

(8") v ( g . - - i ,  m) >~v( f - - P . ,  m ) - - v ( f ,  m). 

Notre d6finition (7) est doric correcte : P.+I v6rifie les conditions (5). De plus 

(8'") v ( f - - P . ,  m) >--v(f--Pt, m) pour tout n~> I, et 
(8 .... ) v (g . - - I ,  m) ~>v(f--P1, m ) - - v ( f ,  m)>o, pour tout n~>I. 

La relation (9) nous conduit ~t 

(9') v(Q.+l ,  m)>~ v(Q., m) + v ( g . + l - I ,  m); 

(9") v ( g . -  g. + 1, m) >1 v(Q., m) -b v(g. + a - -  I, m) - -  v( f , m) . 

Nous obtenons ainsi, par r6currence surn 

(x o) v(Q., m) >I v ( f - - P t ,  m) -k- ( n - - ~ ) I v ( f - - P I ,  m ) -  v(f, m)], pour tout n, 

(Io') v(g . - -g .+l ,  m) >1 (n+ I) [ v ( f - -P  1, m ) - v ( f ,  m)], pour tout n. 

Dans l'alg~bre Lx[m], les suites (g.) et (P.) convergent respectivement vers leurs 
limites g~o et P~o. Le polyn6me P~ vdrifie les relations (5) ; nous pouvons passer ~ la 
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(I ') 

(2) 

g - - g ' ,  o. Puis 

limite dans (6), ce qui nous donne f =  P~g~o. Pour obtenir P e t  g comme dans l'6nonc6 
de notre proposition, il n 'y a plus qu'~ poser P =  (P= (o) ) - IP~ et g----P,o(o)g~o. Les 
relations (I) ~t (3) sont alors v6rifi6es. La relation (4) s'obtient en calculant le 
N( , m) - -n (  , m) des deux membres de (I);  enfin (4') est une cons~quence du lemme 2. 
L'unicit6 de P et g va r6sulter d 'une proposition plus pr6cise dont nous aurons besoin 
ult~rieurement. 

Proposition 3. - -  Soient m s R  et g, g' deux gldments non nuls de LK[m]; soient P e t  P' 
deux polynSmes de mgme degr~ s > o , f  =Pg,  f ' = P ' g ' .  Si P(o)=P'(o)---- i, si P' est m-extffmal, 
et si n(g, m ) =  N(g, m), alors 

(I) v(P--P', m)--v(P,  m)>~v( f - - f ' ,  m ) - - v ( f ,  m). 

Preuve . -  Posons h = f - - f ' ,  Q = P - - P ' .  La relation (~) dquivaut 

v(Qg, m) >>. v(h, m). 

Or nous avons 
P ' (g - -g ' )  = h - - Q g .  

Supposons v(Qg, m)<v(h, m). Nous obtenons v ( h - - Q g ,  m) = v(Qg, m)< + ~ ,  d'ofi 

Par hypoth~se, 
constant est nul. Nous avons donc 

N ( h - - Q g ,  m)--n(h--Q~g,  m)<<.s- i. 

Mais d 'autre part P' est m-extrfimal de degr6 s, et (2) nous donne 

N(P ' (g - -g ' ) ,  m)--n(P ' (g- -g ' ) ,  m) ~>N(P', m) - -  n(P', m) = s .  

N ( h - - Q g ,  m ) =  N(Qg,  m ) = N ( Q ,  m ) +  N(g, m); 
n(h--Q.g,  m) = n(O~r m)~- n(Q, m)+n(g,  m). 

n(g, m)=N(g ,  m); Q est un polyn6me de degrd ~<s dont le terme 

Contradiction. 

Les r~sultats pr6c6dents nous permettent de d6terminer la structure des alg~bres LKI 

lorsque I e s t  un intervalle fermd de P.. Nous simplifierons nos 6nonc6s en supposant 

- - c~r  
Proposition 4. - -  Soient ml, m2ER, avec - -  oo < ml<<. rn2, et f un glgment non nul 

de LK[ml, m2]. Alors 
I) f e s t  inversible dans LK[ml, m~] si et seulement si N(f ,  m l ) = n ( f ,  ms). 
2) II existe un polyn~me P de degrg N(f ,  m l ) - - n ( f ,  ms) et un dILment inversible f*  de 

LK[mx, m2] tels que f = P f * ;  ces conditions dgterminent P et f ~ a un facteur constant prks. 
Preuve. - -  I) La condition est n6cessaire, comme le montre un calcul de 

N( , ml) - -n  ( , ms). Montrons qu'elle est suffisante. Supposons N(f ,  rex) = n ( f ,  ms) r 
Posons f = a T ' ( I - - g ) ,  avec a e K  et g = X i . 0 b i T  ~. Nous avons alors 

Inf  [v(g, ml), v(g, ms) ] > o. 

E I I e n  r6sulte (cf. (2.5)) que la s~rie ,,>_.0g converge dans LK[ml, m~] vers ( t - - g ) - 1 ;  
aT' est inversible car a+ o e t ,  dans le cas off rt h = + 0% r = o. 
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2) Raisonnons par recurrence sur s =  N(f ,  ml)--n(f, ms). Supposons s > o ;  soit m 
le plus petit dldment de [ml, ms] tel que N(f ,  m ) - - n ( f ,  m ) = t > o .  Si m = r n ~ = + o o ,  
nous avons t = s  et nous prenons P = T  s et f * - - T - S f .  Sinon Ia proposition 2 nous 
montre l'existence d 'une decomposition f = P 0 g ,  off P0 est un polyn6me m-extrEmal 
de degrd t; nous en ddduisons N(g, ml)- -n(g ,  m 2 ) = s - - t ,  et nous appliquons notre 
hypothEse de recurrence ~ la fonction g, ce qui conduit tt la decomposition cherchde : 

f =  Pf*. L'unicitd de P t t  un facteur prEs, rdsulte de l'unicitd des polyn6mes m-extrdmaux 
dont P e s t  le produit (prop. 2), auxquels il faut dventuellement adjoindre (si ms---- +oo)  
le facteur T ~ 

Corollaire. - -  LK[ml, m~] est un anneau principal. 
Preuve. - -  Tout  ideal A de LK[ml, nz2] est engendrd, d'aprEs la proposition 4, par 

son intersection avec l 'anneau de polyn6mes KIT].  Or  ce dernier est un anneau principal. 
Proposition 4 bis. - -  Soit f un dlgment inversible de LK]m , M[, avec - - ~ < m < M <  + oo. 

Alors il existe fEZ,  g e t  h qui vgrifient 

(I) f =Trgh;  
(2) g est un dlgment inversible de LK]m, +oo] ;  

(3) h est un dldment inversible de Lz[ - -ov  , M[. 

L' entier r est dgterming par ces conditions; g e t  h sont dgtermings g~ un facteur constant prks, 
et on a de plus 

(4) Cony (g)D Cony ( f )  et Cony (h)D Conv ( f ) .  

Nous n'aurons pas l'occasion d'utiliser cette proposition qui est en quelque sorte 
la duale de la proposition 2 (les propositions 2 et 4 bis indiquent les decompositions d e f  
qui correspondent respectivement tt un c6td et A un sommet du polygone de Newton 
de f ) .  La proposition 4 bis jusdfie les simplifications que nous allons nous permettre : 
le probl~me des zeros dans une couronne se ramEne au probl~me des zeros dans un 
disque. Nous nous contenterons d ' indiquer les grandes lignes de sa demonstration, qui 
n'est qu 'une adaptation du lemme de Hensel (dont il est permis de souhaiter une forme 

<< universelle >>). 
L'entier res t  ddfini par r = n ( f ,  ~) = N ( f ,  ~) pour m < ~ < M  (cf. prop. 4). Nous 

ddfinissons, pour i 1> o, deux suites (gl) et (hi) qui vont converger respectivement vers g 
et h. Divisons d ' a b o r d f p a r  aT r (asK)  pour nous ramener au cas off r = o  et f ( o ) =  I. 
Prenons go = h0 = I. Quand gi et h, ont 6tE construits, nous posons 

f - -g~h  i = X,e za,,~T"; 

g~+~ =g i  + E,>~0a,,~T"; 

hi+ x = h i + (gi(o) -] a0,1) -1 (a0, i (I --hi) -t- Z,,<0a,,iT"). 

On  vdrifie les relations 

Inf  ( v ( f - - g ,  hi, ~), v(gi+~--gl, ~), v(h~+t--hl, ~) )>1 v(f ,  g.) + / ( M - - m ) ,  

pour tout ~eConv  ( f )  et tout entier i>~ o. L'unicitd se montre en prenant txe]m, M[. 
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4. P r o b l ~ m e  d e s  z 6 r o s  d a n s  u n  d i s q u e  a o u v e r t  ~ .  G 6 n 6 r a l i t 6 s  ; c a s  d ' u n e  

v a l u a t i o n  d i s c r e t e .  

Le lecteur nous tiendra peut-~tre rigueur d'avoir 6crit le paragraphe pr6c6dent 
(existence et continuit6 des z6ros) sans mentionner une seule lois les z6ros en question. 
II aurait fallu dffinir leurs ordres de multiplicit6, et expliquer comment ils se groupent 
par ~ familles compl6tes d'fl6ments conjugufs sur K ~). Tout cela est implicitement 
contenu dans les prop. 2 et 4- Nous pr6f6rons parler de diviseurs, et nous adopterons 
une notation multiplicative qui convient ~ notre propos. 

Nous choisissons un nombre r6el M, et nous allons 6tudier l 'anneau LK]M , + oo]. 
(4" x) Nous dcrirons dgsormais A~ au lieu de L~]M, -}-oo]. Un dlgment de A~ est donc 

une sdrie entikre f =  Z,>~0a,,T" dont les coefficients a,~ e K  vdrifient la relation 

llm n-~v(a,) >t - - M .  

(4.2) Pour tout me]M, -t-oo] nous ddfinissons un groupe G,, : 
i) G+| est le groupe multiplicatif des puissances entikres de T.  
2) Si m< +0% G,, est le groupe multiplicatif des fractions rationnelles (gdments du 

corps K(T)) dont le num&ateur et le ddnominateur sont des potynSmes m-extrdmaux, et qui prennent 

la valeur I quand on spdcialise T en o. 
(4,3) Le gmupe des diviseurs, que nous notons A~, est un sous-groupe du produit direct I1 Gin; 

ra >.M 

ce sous-groupe est ddfini par la condition suivante : quel que soit mo> M, les composantes de DEA M 
dans les G,, tels que m>~mo doivent gtre ggales ~ l'dldment neutre, sauf pour un nombre fini d'entre 

elles. 
(4.3 ')  Le groupe A~ peut gtre ddfini plus brikvement comme une limite projective de ~ sommes 

direetes ~ (notdes multiplicativement), ~ savoir lira ( I I  G,~] au moyen des homomorphismes 
<_....__ \ m ~ m  o / ~' 

canoniques, mo>~ 
(4-4) Un diviseur DeA~ est dit entier si ses composantes darts tousles G,, (m>M) sont 

des polyn6mes en T. 
(4.5) Nous d4finissons un ordre partiel sur le groupe A~ en posant DI>~D ~ ~i et seulement 

si D1D~ -test un diviseur entier. 
(4.6) A tout gdment non nul f de Ag (4- I ), nous associons son diviseur que nous noterons ( f )  : 

i) La composante de ( f )  dans G+~ est T~ 
2) Pour M<m<--km,  la composante de ( f )  dans G,, est l'gdment neutre si 

n(f, m) = N(f ,  m) ; sinon c' est le polyn6me P dont la proposition 2 dtablit l' existence et la proposi- 

tion 3 l'unicitL 

Le diviseur d 'un  616ment de A~ est 6videmment entier. 

S i f e t  g sont deux filaments non nuls de A~, nous avons ( f g )=  ( f ) (g) .  

(4.7) So#nt f et g deux dlgments non nuls de Ae. Pour que f divise g dans A~, il faut et il 

suffit que ( f )  <~ (g). 

2 3 3  
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Preuve. - -  La condition est nfcessaire : si g = f h ,  nous avons (g )=  ( f )  (h) et (h) 
est un diviseur entier. Montrons qu'elle est suffisante. Soit mo>M; notons P (resp. Q.) 
le produit des composantes de ( f )  (resp. (g)) dans tousles  G m pour lesquels m>~m o. 

(4.3) et (4.6) montrent  que cette ddfinifion est correcte. D'apr6s la proposition (4) 
nous avons f----Pf* et g = Qg*, off f*  et g* sont deux ~l~ments inversibles de LK[m0, +oo]. 
Par hypoth~se P divise Q. dans K[T].  Nous avons donc g = f h ,  avec h~LK[m0, +oo].  
Comme les anneaux Ll([m, +oo] sont intSgres et embolt~s, l'616ment h ne d~pend pas 
de m0; il appartient ~ tousles LK[m , +oo] pour m > M ,  c'est-$-dire k Am. 

(4.8) Soit f r  f - - -Y ,>~oa ,T  ", avec a0= x. Pour que f soit inversible dam AM, il f au t  

et il suffit que v(a, )+nM>>.o pour tout n>_.o. 
Preuve. - -  Les propri6t6s suivantes sont dquivalentes. I ) f  est inversible dans A m" 

2) N(f ,  m ) = o  pour tout m > M  (cf. (4.6) et (4.7))- 3) v(a, , )+nm>.o pour tout entier 
n > o  et tout m > M .  4) v ( a , ) + n M > t o  pour tout entier n1>o. 

Le ~< probl~me des z6ros >> se prfsente naturellement : quels 616ments entiers de A M 
sont les diviseurs d'6ldments de A M ? D'apr~s (4.7) la solution de ce probl~me 6quivaut 
l'6tude de la divisibilit6 dans Am. 

(4.9) Un ggment entier DEA M sera not~ D =  (Tr)I-ln>_.I(Pn), avec les conventions 

suivantes : T" est la composante de D dans G+| ; les P, sont toutes les composantes . i de D dans 

les G,, (m> M), ordonnges de telle sorte que P, soit m,-extrgmal, avec mr> mz> . . . > m , >  . . . > M .  

L'indice n prend soit routes les valeurs enti/res (>1 I ), et le diviseur D est dit infini, soit les valeurs 

enti~res de I g~ s, et D est dit fini. 

Cette notation n'est pas un ~< abus de langage -. D'apr6s (4-4), A~ poss6de une 
topologie naturelle comme limite projective de groupes discrets, et nous avons le droit 
d'6crire des produits infinis dans Am. Elle est commode, car elle nous conduit h 6tudier 
le produit T'II,>~tP, darts l 'anneau topologique AM; c'est la m~thode naturelle pour 
aborder le << probl~me des z6ros >>. Nous verrons que cette m6thode ne suffit pas ~ le 

rfisoudre. 
Le cas d 'un  diviseur fini est trivial. Nous pourrons aussi, sans restreindre la g6n~- 

ralit~, n6gliger le facteur (T') dans (4.9). Quant  aux produits infinis, nous leur imposons 

les m6mes conditions qu'en analyse classique. 
(4. xo) Nous disons que Ie produit infini l 'II~,<+o~f . d'dIdments non nuls de A m converge 

versf ,  et nous ~crivons f = I I , > _ . l f  . si f ~ A ~ , f . o ,  et si lim II~<,~<~f,=f  dans A M. 
S ~ - [ -cO 

Nous trouvons un crit6re de convergence en appliquant la d6finition (2.6) : la 
convergence dans A M 6quivaut $ la convergence dans LK[m , + oo] pour tout m > M .  

(4-~z) Soit ( f , ) ,>~ une suite d'glgments non nuls de A M. Pour que le produit infini I I , > ~ f ,  

converge darts AM, il f au t  et il suffit que, pour tout m > M ,  v ( f , - -  ~, m) tende vers l'infini avec n. 

Dans ce cas nous avons pour les diviseurs 

(I) l ' In~l (L)  = ( 1 - I . ~ f . ) .  

Preuve. - -  Le crit6re s'6tablit comme en analyse classique (il est mfime beaucoup 
plus simple). Choisissons un m> M; nous aurons v ( f , - -  ~, m)> o pour n/> n 0. Le produit 
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infini II.~>.,f. (supposal convergent) v6rifie v ( I - - I I . ~ . . f . ,  m)>o;  il est donc inversible 
dans L~[m, + m ] ,  d'apr~s la proposition 4, ce qui implique la relation (i). 

Si nous partons d 'un diviseur entier D ----- 1-I.~,(P.), le produit I-I.>_.IP . ne convergera 
pas toujours. Pour le rendre convergent nous devrons, comme en analyse classique, 
multiplier les P. par des ~ facteurs correctifs ~. 

Lemme 3. - -  Soient P u n  polyn6me m-extrdmal et s un entier >1 I. Posons P-l=~i>~0aiT/, 
= Eo< " i<,a~T ~, et P*----- PP. Alors Pest inversible dans LK]m , + oo], et v(P*-- I, m') >1 s(m'--  m) 

pour tout m' >l m. 
Preuve. - -  Nous avons P ' - -  I = P P - -  i = P ( P - -  P-*), d'ofl 

ord(P*-- I ) = o rd (P - -  p-t)/> s. 

Le polyn6me P et la s6rie p-1 sont des 6ldments inversibles de LK]m, +oo],  et (4.8) 
nous donne v(ai)+im>~v(ao) pour tout i~>o. Par cons6quent P e t  P" sont inversibles 
dans LK]m, +oo].  Si P * = I + E i > . , b i T  ~, nous avons v (b i )+im>o pour tout i>s, d'ofl 
v(P*--I,m')>>-s(m'--m) pour tout m'>>.m. 

Proposition 5. - -  Soit DeA~, D entier. Il existe f ~ A ~ a , f  + o, tel que ( f )  >~D. 
Preuve. - -  I1 suffit de traiter le cas off D est infini : D = II,>.t(P,). Nous choisissons 

pour chaque n u n  entier s(n), et nous associons ainsi ~ P, un ~ facteur primaire ~ P~ = P,P,.  
D'apr6s (4. I I) et le lemme 3, le produit infini II,~>IP ~ converge si s(n) tend vers l'infini 

avec n, ce que nous pouvons supposer. Nous avons alors (P~) = (P,) (P,)/> (P,), et (4. i i) (1) 
6tablit notre assertion. 

Si K est valu6 discret nous obtenons un r~sultat bien meilleur. 
TMorkme I. - -  Supposons que le groupe de valuation de K soit Z : v ( x ) eZ  pour tout 

x ~ K , x . o .  Soit D=(T')II ,>~t(P,)  un diviseur entier. II existe un produit convergent 

f=T'I ' I .>~tP~,  tel que (P~)= (P.) pour tout n, ce qui implique ( f ) = D .  
Preuve. - -  Nous supposons D infini. P. est m.-extrfmal, m. tend vers M e n  d~croissant 

strictement. Posons, comme dans la preuve du lemme 3, P~t=Y~i~>0a.,~Ti" Nous avons 
a . ,0= x, car P~(o) = I. D~finissons s(n) comme le plus grand entier tel que 

(I) i<s(n) implique v(a,.~) +Mi>_-o. 

I1 nous suffit de d6montrer que s(n) tend vers l'infini avec n. En effet, nous proc6dons 

comme pour la proposition 5, mais (I) montre, d'apr~s (4-8), que P, est inversible dans Az, 

c'est-~-dire que (P.)----(P~). 
Soit t(i) le plus grand entler strictement inf6rieur ~ - - M i .  Quel que soit l 'entier So, 

nous aurons 
- - m , i > t ( i )  pour o ~ i < s  0 

d~s que n sera assez grand. Puisque v(a,,i) est entier, les relations v(a, , i )+ m,i>>, o, entrai- 
neront v(a, , , )+Mi>~o pour o~<i<s0 d~s que n sera assez grand. Autrement  dit, quel 

que soit l 'entier So, nous avons s(n)>>-so pour n assez grand. 
(4. x~,) Remarque. ~ Le th6or~me x nous conduit ~ une d6composition canonique 

dans AM analogue ~i celle de la proposition 4- Si nous partons d 'un  ~16ment non nul f ,  
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nous construisons le produi t  g associd au diviseur ( f )  comme dans l'~nonc6 du thSorSme i, 
et nous posons f = g f * ,  off f*  est inversible dans A M. Mais cette d6composition paratt  peu 
intSressante et, comme en analyse classique, il vaut  mieux ne pas introduire de (( facteurs 
correctifs )> quand  ce n'est pas nficessaire. L 'exemple suivant, que m ' a  communiqu6 
J.-P. Serre, 6claire cette assertion. 

Soit K le corps p-adique rationnel (p hombre  premier  quelconque, v (p)=  I). 
Prenons pour  f la fonction L o g ( I + T ) ,  c'est-~-dire Z ,~>I ( - - I ) "+ ln - IT  ". Posons 

P, ----p-l[(I + T)P"- -  I] [(I + T)P " - l -  I] -1. 

Les racines de P. sont les x - - I ,  off x parcourt  l 'ensemble des racines primitives 
p"iSmes de l 'unit6. Dans notre terminologie, P, est (p" - -p"- l ) - l -ex t r6mal ,  M----o, 
et l 'on a la formule 

f = L o g ( I  +T)----TII,>~IP . dans A0, 

qu'il serait dommage  de (< corriger >>. En effet, nous avons 

TII~<.~<,P. = p - ' [ ( i  + T)P ~ -  I], 

et les r6sultats que nous affirmons proviennent  des propri6t6s arithm6tiques 616mentaires 
des coefficients bin6miaux. Plus pr6cis6ment, ils r6sultent des congruences 

(--  i)~+iip-~(p~) _ t (modulo pt), 

off o ~ t < s ,  I <~i<~p~-t + I. 

Nos r6sultats conduisent aisdment au th6or~me de Schnirelmann [4]- 
(4. x3) Soit f ~ L K ] - - ~  , + ~ ] .  Si f n'est pas un polyn6me, nous avons une ddcomposition 

r de f en produit infini : 
f :  aTq-l~>~l P~; 

a e K ;  r = o r d f ;  les P, sont des polyn6mes m,-extr~maux ; P , (o )=  i ; m, tend vers - - o r  en 

d~croissant strictement. 
Si nous appliquons la proposition 4 bis, (4.13) donne la dficomposition en produit  

(non canonique) des 616ments de L K ] - - ~ ,  +oo [  utilis~e dans la th6orie des fonctions 
elliptiques de J.  Tate.  

5" Cas d'une valuation dense  ; principe des dlsques  embolt~s .  

(5-x) Dgfinition. - -  Soient x~K, ~ R  et L une extension valu/e de K.  aVous notons DL(x, ;~) 
l'ensemble des y ~ L  tels que v ( y - - x )  >1 X. Pour L = K  nous gcrivons simplement D(x, X). 

Rappelons que le (( centre )) x du  (~ disque >) D(x, ~) est n ' importe  lequel de ses 
61~ments. 

(5.2) Difinition. - -  Le corps valud complet K est dit maximalement complet s'il vgrifie le 

principe suivant, dit , des disques emboftds >~ : pour toute suite de disques (D(x,,) ' ,)),~>l qui vgrifie 

D(x.,  ),,)DD(x,+ 1, ~,+l) pour tout n>>. I, 

on a N D(x,,  ;%) 4: 0. 
n>~l 
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Nous conservons les notations du paragraphe  prdcddent,  de (4. I) ~ (4. IX). 
Proposition 6. ~ Si le corps valu~ K n'est pas maximalement complet, il existe M ~ R  et 

une suite (Y,).>.l d'~l~ments de K qui ont les propri~tgs suivantes : 
i) vI y.) tend vers M e n  d&roissant strictement quand n tend vers l'infini. 
2) Aucun glgment non nul de A s n'a pour diviseur I I n > ~ t ( ( I - - y ~ - l Y ) ) .  

Preuve. - -  Partons d 'une  suite de disques embottds D(x. ,  Z,~) dont  l ' intersection 
est vide. Nous pouvons supposer que ces disques sont tous distincts, et qu 'on  a choisi 
chaque  x. ~t l 'extdrieur du  disque D(x .+ l ,  X,+I). Ces hypotheses s 'expr iment  par  les 

relations 
(3) Z,+l>v(x ,+ l - - x , )  >~X., pour  tout n~> I. 

Les nombres  ?,, ne peuvent  pas tendre  vers +o% car K est supposd complet ,  et 

l ' intersection des disques ne pourrai t  pas ~tre vide. 
Nous pouvons donc poser 

(4) M = - -  lira X,; 
n ---+ -t- ee 

(4') y , = ( x . + l  - -x , ) -a;  m . = v ( y . ) .  

Nous avons ainsi 

(4") - - -X .+ l<m.  ~< - -X. ,  

et la condi t ion (z) est vdrifide. 
Soit J'eA,,,f=Y..>_.oa, T". Supposons que ( f )  = II,~>0((i--y~XT)).  Nous avons 

alors a04: o et, pour  simplifier, nous prendrons  % =  x. Nous allons prouver  la relat ion 

(5) x t - -a lED(x . ,  X.) pour  tout n~> I. 

Cette contradict ion ddmontrera  (~). Transformons d ' abord  la relation (5); comme 
x - - ( x x - - a l )  =al-t-Y:l<~i<.y~-t , nous obtenons une relation dquivalente h (5) : 

(5') v(al t-Zl~<i<~Yi -x) >~ X., pour  tout  n>~ x. 

Les zdros de f sont les y .  ; comme tous les  v ( y . ) =  m~ sont distincts, nous avons 

(cf. w VI)  : 

(6) v(a~) = - - Y . l . < ~ m ~ ,  pour  tout  n~> I. 

Posons, pour  tout  entier  r>~ I,.f, = X0.<~.<,aiT i. A lors f ,  est un  polyn6me de degrd r; 
les relations (6) mont ren t  qu'il  a toutes ses racines dans K et qu'elles ont  les valuations 

respectives m i (I ~< i~< r). Nous pouvons doric dcrire 

- -1T  . (7) f = I I t ~ i . < , ( 1 - - y i .  , ), y , . , e K ;  v(y i . , )=m ,. 

L'identif icat ion des termes en T dans (7) nous donne  
(7') al =--Zl_<~<~ ~y~,..-t 

Choisissons un  enfier n; supposons r~> n. Nous utilisons (4"),  (7) et (7') pour  
met t re  (5') sous une forme dquivalente 

(5") --y , . ,  )) >1 x. .  
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Cette derni~re relation va r~sulter, pour r assez grand, de la proposition 3 que 
nous appliquons ~ f , f , ,  (x--y~-lT) et (I - t T  --Yi .  r )" Nous obtenons 

(8) 

c'est-~-dire 

(8') 

v -1 -1 T ((Yi --Yl.r) , mi)>>'v( f - - f r ,  m i ) - - v ( f ,  mi) 

v( yi-  X - -  y ~  ~, ) >~ v( f - -  f , , m,) - -  v( f , m,) - -  m, . 

Or (4.I)  montre que v ( f - - f , , m i )  tend vers -k-oo avec r. La relation (5") est 
donc v6rifide pour r assez grand (et, a posteriori, pour tout r). 

Voici un autre r6sultat ~ n6gatif>~ qui s'applique ~ tons les corps dont le groupe 
de valuation est dense. 

Proposition 7. ~ Soient f un ggment non nul de A Me t  s un entier >>. I../Votons, comme 

en (4.9), (f)-----H,~>I(P,) le divi.~eur d e f .  Si ( f )  est un diviseur infini et si deg P,<s pour 

tout n>>. x, alors il n'existe aucune dgcomposition en produit dans A M : 

f =  

telle que ( f , )  soit un diviseur f ini  pour tout n>~ x. 

Preuve. ~ Supposons qu'une telle ddcomposition existe. Donnons-nous un 
m > M  et un entier n o . Nous allons montrer  l'existence d 'un entier n>~n o tel 
que v ( f , - -  I, m) < ( m - - M ) s ,  ce qui est contradictoire (4. I x). D'apr6s nos hypotheses 
et (4 . I I ) ,  nous pouvons choisir un n>.n o tel que (f.)#x et v(f.--I, m)>o.  Posons 

f ,  = Z~>~0a,.~Tk Nous avons v(an.o) = o. Soit Q. le premier polyn6me qui apparait dans 
la d6composition du diviseur (./~,) sous la forme (4.9). Q. est ~-extr~mal de degr6 
r>~i, ~ > M  et v ( a , , r ) + r v . = o .  Puisque ( f , ) < ( f ) ,  il existe un entier n' tel que Q 
divise Pn,, &Off r~<degPn,~<s. Nous en d6duisons 

v( .] ' , - -  I, m) <<. v( a,. r) + rm = r ( m - -  ~ ) < s ( m - -  M). 

6. P r o b l t m e  des  z6ros .  N o t a t i o n s  ; le  l e m m e  pr inc ipa l .  

Dans tout ce paragraphe et le suivant nous 6tudions une alg~bre A M = L~]M, -[- oo], 
et un diviseur infini DsA M. 

(6.x) jV0us gcrivons, comme en (4.9), D=IIn~>I(Pn) et nous posons d n = d e g P  . .  
Rappelons que Pn(o)----i, P, est mn-extr6mal, m, tend vers M en dfcroissant 

strictement. Rappelons aussi les formules 

(6.2) v(Pn, ~) = Inf(o, d,(~--mn)). 
! N w ( P , , ~ ) = - - m n ~  pour o~<~<d,; (6.2') 

Nw(Pn ,~ )=  +oo pour ~ < o  ou ~>d, .  

Notre probl6me est de trouver, si possible, un feA,~ tel que ( f ) = D .  Nous 
pouvons supposer f (o )  = I. Ces conditions d6terminent compl6tement les fonctions v(f, ~) 
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et N w ( f ,  ~) (cf. 
Nw(f,  ~) = q~(~) 

(6.3) 
(6.3') 

(I .9)  et (4.6)). Plus pr6cis~ment un tel f v6rifie 
si nous posons 

= 

qo(~) = lim Nw(IIs<,<.P~, ~). 
)1 ---) o 0  

v(f, ~) = w(v~) et 

Les fonctions w e t  q~ sont li~es par les relations 

= S u p  

( 6 . 3 " )  + 

Ces relations sont un cas particulier de (i .5) et (I .6), car 
(6.4) Il existe f e A s t  tel que f ( o )  .= I, v( f ,  t~) = w(t~), N w ( f ,  ~) = ~(~) pour tous ~, ~eR.  
Nous prenons, par exemple, f =  Xn~>0a, T n, off a nest  le coefficient de T n dam le 

d~veloppement de Ht.<<i.<nP o 
(6.5) Ddfinition. ~ Pour tout entier r>~o et tout X e R  nous notons A(r, X) l'ensemble 

des f e A  M qui vgrifient les conditions dquivalentes 

(I) Nw(f,  n) >1 ? (n - - r )  + X pour tout n~Z; 

(i ')  v(f, ~)/> w(v-) + t~r + X pour tout ~.eR. 

(6.6) Soient ~, X, X'eR, avec X~<X'. Alors q~(~--X)--XM~<~(~--X')--X'M. 
Preuve. - -  Appliquons la premiere formule (6.3").  Nous devons v6rifier la relation 

Sup [w(~x) - -  ~(~--Z)] - -XM < Sup [w(Ex) - -  ~(~--X')] --X'M. 
~ER ~ER 

Or w(v~)=--oo pour ~ < M ;  nous calculons donc les ~ Sup ~ pour ~ > M ,  et 
la relation devient 6vidente. 

(6.7) Ddfinition. - -  Soit 
les conditions 

(Q.)n~>I une suite de polyn6mes qui vgrifient (pour tout n>~ I) 

deg Q , <  d, ; 

v(Q, ,  m,) >>- w(m.).  

Pour tout entier r >>. o nous notons B(r) l'ensemble des f e A ~  qui v#ifient 

(I) f(o)  = I; 
(2) Nw(f,  n) >1 g>(n) pour tout neZ;  

(2') v(f ,  ~) >>- w(~) pour tout ~eR;  

(3) Si R nest le reste de la division de f par Pn (w II, lemme 2) 

v(Qn--  R , ,  m,) >t w(m,) + r ( m , - -  M) pour tout n >t I. 

Les conditions (2) et (2') sont 6quivalentes. La d6finition de B(r) fait 6videmment 
intervenir les Qn,  maix ceux-ci resteront fixes dans tout ce paragraphe. Voici le lemme 

principal. 
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Lemme 4. - -  Soient r et s deux entiers, avec r>~ o et s>>. I ; soit feB(r ) .  Notons R ,  le 
reste de la division de f par P, (pour tout n>~ I). Supposons que R , = Q ,  pour I <~n<s (la 
condition est donc vide pour s = i). Alors il existe g e A  M qui vgrifie 

(I) geB(r);  

(2) g - - Q ,  est divisible par P, dans A M pour I <~n<<.s; 

(3) g - - l e A ( r +  i, - - r M - - m s )  hA(r ,  - - r M ) .  

Preuve. ~ Nous allons donner  une construction canonique de g. Dans LK[mj, 
l 'dMment T~+tIIt<~<sPi est inversible. Appliquons le lemme 2 (w II) et divisons 

(Qs-- Rs)T-(' + t)rlt ~<,< ~P~ -I 

par Ps dans LK[m~]. Soit U le reste de cette division; U est un polyn6me et nous avons 

(4) deg U < d s ; 

(4') v(U, m,)/> v( (Qs- -R, )T- ( '+ l ) I I l~ i<sP~ -1, m,). 

Nous posons 
(5) g = f +  U T '  + IIIl~<~< ,P~. 

Nous avons dvidemment  g e a r ,  et nous vdrifions immddia tement  que la condi- 
tion (2) de l 'dnoncd est satisfaite. II nous reste les conditions (I) et (3). Elles seront 
impliqudes par  les relations suivantes : 

(6) v(g- - f ,  ~L) >1 W(~) +r(~L--M) pour  tout ~eR;  
(6') v(g--r ~) >>. w(~) + (r + i ) ~ - - r M - - m ,  pour  tout ~eR.  

En effet (6) et (6') sont la t raduct ion de (3). Quan t  ~ (I), nous devons vdrifier 
les trois conditions de la ddfinition (6.7);  la premiere est satisfaite car r>~ o; la seconde 
rdsulte de (6) et de l 'hypoth~se s u r f  (eft (6.6));  la troisi~me rdsulte de (6), du lemme 2 
et de l'hyp~th~se s u r f .  

La relation (4') et l 'hypoth6se feB(r )  nous donnent  

(7) v(g- - f ,  m,) >1 v ( Q s - - R , ,  ms) >t w(m,) + r (m , - -M) .  

Les relations (6) et (6') sont donc vdrifides pour  ~ = m,. 
Nous noterons w'(~) la ddrivde de la fonction w(~), et, de m~me, v'( , ~z) les ddrivdes 

des fonctions v( , ~t). I1 s'agit des ddrivdes ~ gauche ou ~ droite (le choix est laissd au 
lecteur, mais doit 6tre fait une fois pour  toutes). 

Disfinguons deux cas. 
Premier cas : ~>m,. Nous avons alors (cf. (6.2) et (6.3)) 

v ' (UT TM, ~) i> v'(T '+t ,  Ix) = r +  I. 

D'apr6s (5) nous avons donc 

o'(g-- f ,  ~) >>. w'(~) + (r + x). 
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Nous en d6duisons, par le th6or~me des accroissements finis 

(8) v ( g - - f ,  ~ ) - - v ( g - - f ,  ms) >1 w(~) - -w(m, )  + (r + I) (~--m,) .  

Les relations (7) et (8) impliquent  (6'), qui implique (6). 

Deuxikme cas : ~.<m,. Nous pouvons supposer ~x>M. Nous avons alors 

D'autre part  (4) nous donne 

v ' (UT ~+1, ~) <~r+d,. 

Nous obtenons done 

v ' (g - - f ,  ~) <<. w'(~) + r. 

Nous en dfduisons, d'apr~s le th6or~me des aecroissements finis 

(9) v ( g - - f ,  m , ) - - v ( g - - f ,  ~) <~ w(m, ) - -w(~ )  + r(m,--~.) .  

Les relations (7) et (9) impliquent  (6) qui implique (6'). 

7. P r o b l ~ m e  des  z~ros  dans  un  d l sqne .  Cas g~n~ral .  

Nous conservons les notations du w VI,  en particulier les d6finitions (6.5) et (6.7)- 
(7. x) Pour tout entier n e t  tous entiers r, s >1 o, nous posons 

X(n, r, s) = S u p ( ? ( n - - r ) - - r M ,  ~ ( n - - r - - I ) - - r M - -  m,+l) 

Nous avons done X(n, r, s) = + oo pour  n~< r. D 'apr& (6.6) 

(7.=) ?(n--r)--rM<<.X(n,r,s)<<.?(n r - - i ) - - ( r +  I )M,  

et, pour ne t  r fixes, les X croissent avec s. 
Lemme 5. - -  Soit r u n  entier >1o et feB(r ) .  Si le corps K est maximalement complet 

(ou si certaines suites de disques embo~tds, qu'on prdcisera, ont des intersections non vides) iI 

existe g e A  M qui vgrifie 

(I) g e B ( r +  I);  

(2) g - - f  c A ( r +  I, - - r M - - m ~ ) n A ( r ,  - - r M ) .  

Preuve. - -  Posons f0=- f  et d~finissons la suite (f,)~>_-0 par  des applications succes- 
sives du lemme 4. Nous traduisons la conclusion du lemme 4 sous la forme (i) de (6.5). 
Nous obtenons 

avec 

(3) 

f~=E,,>~oa,,~T", 

f~eB(r) pour  tout s~>o; 

f ~ - - Q ,  est divisible par  P, dans A~ pour I~< n~< s; 

v(a,,~+l--a,,~) >i X(n, r, s) pour tous n, s~> o. 
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(4) 

Pour chaque n~> o nous avons une suite de disques embolt6s (index6s par s~>o) : 

D(a., . ,  ),(n, r, s)). 

Nous pr6cisons notre 6nonc6 en supposant qu'il existe des b . eK  dans leurs inter- 
sections respectives, c'est-h-dire 

(5) 
Posons 

v(b.--a,, ,  .) >>- X(n, r, s) 

g = Z.~>0 b.T". 

Nous obtenons (2) en prenant s = o  

pour tous n, s~> o~ 

dans (5). V~rifions (i), c'est-~-dire les trois 

conditions de (6.7)- La premiere r~sulte de b0= a0,0= i;  la seconde de (2) et de (6.6); 
il nous reste la troisitme. Soient n/> i et R.  le reste de la division de g par P.. S i s  1> n, 
(3') nous montre que Q . - -  R.  est le reste de la division de f . - - g  par P. .  Or  (5) implique 

f s - - g ~ A ( r +  I, - - rM--m,~+t) ,  

d'ofi, d'apr~s le lemme 2, 

v ( Q . - -  R . ,  m.) >~w(m.) q- (r q- I ) m . - - r M - - m ~ +  1. 

Faisons tendre s vers l'infini; nous obtenons la dernitre relation cherchfe : 

o(Q,,--  R. ,  m.) >~w(m,,) -t- (r q- I ) ( m . - - M ) .  

Proposition 8 . -  Soit D=II .~>t(P . )  un diviseur infini. Soit w la fonction associ& ?z ce 
diviseur comme en (6.3). Soit (Q.).~>I une suite de polyntmes qui v&ifient les conditions : 
deg Q . <  deg P. et v(Q. ,  m,,) >~w(m.) (P. est m.-extrgmal). Alors, si le corps K est maxima- 

lement complet, il existe l e A  M qui v&ifie 

(I) f (o )  = I ; 

(~) v( f ,  ~) >~w(~) pour tout ~ e R .  

(3) f - - Q .  est divisible par P.  dans AM pour tout n >~ i. 

Preuve. - -  D'apr~s (6.4) et le lemme 2 nous pouvons choisir g0eB(o). Par appli- 
cations successives du lemme 5 nous choisissons une suite (g.),>_.o, avec 

(4) g, eB(r) pour tout r~>o; 

(5) g, + 1- -g ,  eA(r ,  - -  rM) pour tout r/> o. 

Les relations (5) nous montrent  que la suite (g,) converge dans A Mvers un ~14mentf 
(remarquons que cette suite converge aussi du point de vue des s4ries formelles). 

Nous avons 

(6) v ( g , - - f ,  ~t) >>.w(~t) q - r ( ~ - - M )  pour tout r>~o et tout ~eR, 

ce qui 6tablit (x) et (2). Notons R,,. et R .  les testes respectifs des divisions de g, et d e f  

par P.. Alors (6) et le lemme 2 nous donnent 

(7) v(R, , . --  R. ,  m.)>~w(m.) + r (m. - -M) ,  
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tandis que (4) nous donne 

(7') 
Nous avons done 

(7") 
ce qui prouve (3). 

v(R~,,--Q,,,  m,) >1 w(m,)  + r ( m , - -  M). 

v ( Q , - -  R,,, m,,) >~w(m,) -k r (m , - -M)  pour tout entier r >/o, 

Thgor~me 2. - -  Les deux assertions suivantes sont ~quivalentes : 

( i )  Le corps valu~ complet K est maximalement complet (d~f. (5.2)). 
(2) Pour tout M ~ R  et tout diviseur entier D ~ A ~  il existe fCLK]M , -ko~] tel que 

( f )  = D  (d6f. (4-4) et (4.6)). 
Preuve. - -  La proposition 6 (w V) montre que (2) implique (I). Montrons que (I) 

implique (2). I1 nous suffit d 'examiner le cas d 'un  diviseur infini 6tranger ~t l'origine 
(e'est-~-dire dont la composante dans G+ o0 est i), comme en (6. i). Appliquons la  propo- 
sition 8 en prenant tousles Q ,  nuls. Soitfl 'filfiment de A~ ainsi obtenu. La conclusion (3) 
de la proposition 8 nous donne 

( f )  >/D. 

il existerait un nombre m > M  et un polyn6me P, Si nous avions (f)>D, 
m-extr~mal de degr6 d tels que 

( f )  ~>D(P). 

Mais nous aurions alors v( f ,  ~) <~ w(~) - -  d ( m - -  ~) pour M < ~ < m, contrairement 

la conclusion (2) de la proposition 8. 
La construction de f que nous avons indiqu~e est fort peu canonique, mais la 

proposition 7 semble indiquer qu 'un choix - naturel >> est impossible. 
Le coefficient de T '~ dans f a 6t6 choisi dans l'intersection d 'une suite transfinie 

de disques embo~t~s, de type d'ordre <on (cf. (7.2)). 
Nous pouvons nous demander  si notre construction fournit un crit~re d'existence. 

Autrement  dit, si K n'est pas maximalement complet, mais s'il existe un f tel que 
( f )  = D, sommes-nous certains de trouver un tel f par notre construction? La r6ponse 

est affirmative. 
Proposition 9. - -  Conservons les notations pr&ddentes. Les Q ,  sont tous nuls, mais K n' est 

pas suppog maximalement complet. Les propositions suivantes sont dquivalentes : 

(I) II existe un f+A• tel que ( f ) = D .  
(2) Pour tout r>>. o, la condition du lemme 5 (intersections non vides des suites de disques (4)) 

est toujours vgrifi&. 
Preuve. - -  Nous savons que (2) implique (i).  Montrons l 'autre implication. 

Reprenons les hypotheses et les notations du lemme 5. Posons At'= E,~>0a,T". Anticipons 

sur le w IX, et admettons l'existence d 'une extension valu@ complete K de K off nos 
suites de disques ont une intersection non vide. Plus prficisfiment nous supposons 
l'existence de g=Z,~>0b,T" qui v~rifie la relation (5) de la preuve du lemme 5, mais 

dont les coefficients b, appartiennent ~ K; d'apr~s (7.2) et les vertus que nous attribuons 
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~t g., nous pouvons supposer que ( g ) =  D. Comme f et g ont m~mes termes de degr6 n 
pour n~< r, nous avons 

b~eK pour o<~n<~r, et b 0 = i .  

Notre hypoth~se est qu'il existe f ' = Y ~ > 0 a ~ T  ", avec ( f ' )  = D  et a~eK pour 

tout n. Nous pouvons supposer que a0= I. Appliquons (4.7) et (4.8) au corps K. La 
relation ( g ) = ( f ' )  nous montre l'existence de h=Zn~>0c~T ~ tel que g = h f '  et 

v(c.) >>.- Mn pour tout n. Les coefficients c. sont dans K, mais, comme h s'obtient par 
division des sdries formelles g e t  f ' ,  nous voyons que 

c . e K  pour o ~< n ~< r. 

* " g '=h*f '=X,>~ob~T".  Nous avons ainsi b ,~K pour Posons h ---- Z 0~<.~<, c,,T et 
tout n, et, pour d6montrer notre proposition, il nous suffira d'6tablir les relations 

(3) v(b.--b~,) > ~ ( n - - r - - i ) - - ( r +  x)M pour tout n~> o. 

En effet, ces relations signifient que chaque b,~ appartient ~t l'intersection des 

disques (4) de la preuve du lemme 5. 
Or  g - - g ' =  (h--h*) f ' ,  et les relations N w ( f ' ,  n) =~0(n), Nw(h--h*,  n) >1 - - M n  et 

ord (h--h*) >>. ( r +  I) impliquent (3), d'apr~s (6.6). 
Si nous ne supposons plus que les Q.. sont nuls, l 'analogue de la proposition 9 est 

inexact. La construction indiqu6e dans la preuve de la proposition 8 peut conduire ~t 
une impossibilit6 dans le cas d 'un  probl~me rfsoluble, si les choix sont mal faits. 

Notre crit6re qui caract6rise les diviseurs des fonctions semble tr6s peu maniable. 
Nous pouvons donner une interprftation simple des diviseurs dans l 'anneau A M. 

Proposition Io. - -  Dans l'anneau topologique A M (dgfinition (4-x)), il y a correspondance 
biunivoque entre diviseurs entiers et idLaux fermds non nuls. A un diviseur D correspond l'idgal des f 
tels que f =  o ou ( f )  >1 D; ~ un iddal I correspond la borne infirieure des diviseurs ( f )  pour 

f ~ I , f # o .  
Preuve. - -  Nous notons D~ la composante d 'un diviseur D dans le groupe G~ 

(d6finition (4.3)).  
Partons d 'un diviseur entier D. La proposition 5 montre qu'il lui correspond un 

id6al non nul I. Notons D' le diviseur associ6 h I. La relation D'~> D est 6vidente. 

Prenons f ~ I , f ~ e  o e t  ~ > M .  Alors (f)~ est un polyn6me multiple de D~; nous pouvons 
D-- I_ ,  t d i v i s e r f p a r  (f)~ ~ , nous obtenons un 616mentf '  de I qui v6rifie (f)~----D~, ce qui 

prouve D' ~< D. 
Partons d 'un id6al I;  formons son diviseur D et l'id6al I '  associ6 ~t ce diviseur. 

Nous devons montrer que I '  est l 'adh6rence ] - d e  I dans Ag. Remarquons que la 

relation ] - c I '  est 6vidente du point de vue fonctionnel : les id6aux de fonctions d6finis 
par des conditions d'annulation sont toujours fermds si les topologies sont raisonnables. 

Dans notre cas, d'apr~s (~.6), la relation f e ] -  6quivaut ~t feAM et, pour tous m > M  

et XeR, il existe ge I  tel que v(g--f,m)>~X. 

244 



LES ZI~ROS D'UNE FONCTION ANALYTIQUE D'UNE VARIABLE 69 

Prenons un f e ] ;  pour montrer que f e I ' ,  il faut prouver q u e f e s t  divisible par D,, 
pour tout m > M .  Soit Q l e  reste de la division d e f p a r  D,,; prenons un XeR e t u n  g e I  
tel que v (g - - f ,  m)>>. ?,. Comme g est divisible par Din, le lemme 2 nous donne v(Q, m)/> x, 
c'est-~-dire Q-= o. 

Montrons enfin que I 'c l ]  -. Prenons f e I ' ,  m > M  et XER. La proposition 4 (w III)  
et son corollaire nous montrent  que I, I '  et H~>~,,D~ engendrent le m~me id6al dans 
LK[m , +o0]. Nous avons donc une relation de la forme f=Zl<.i<~,g~h~, avec g~eI et 
h~eLK[m , +oo].  Prenons des polyn6mes h~ tels que v(g~(h~--h~), m)~>X pour I<~i<<.n. 

Alors g=Zl<<~<~,g~h ~ est dans I e t  v (g - - f ,  m)>~X, ce qui montre que f e I .  
La proposition x o nous permet d'~noncer le thfior~me 2 sans parler de diviseurs. 

Nous le ferons sous forme d 'une dfifinition. 
(7-3) Un corps valur complet K est dit maximalement complet s'il vgrifie la condition 

suivante : pour tout Mal l ,  tout iddal fermd de l' anneau topologique LK]M, + oo] est principal. 

8. Probl~me des parties prlncipales. Th6or~me de Mittag-Leffler et appHcatlons. 

(8. x) Soit I un intervalle de R ,  I +-R. Nous notons MKI le corps des fractions de l'anneau 

intOgre LKI. Pour I = ~ [  nous posons M K R = K ( T  ), corps des fractions rationnelles sur K.  

Si I et J sont deux intervalles de R, avec J c I, nous avons LK I r Nous pouvons 
ainsi identifier MK I ~ un sous-corps de MKJ. La relation FeLKJ a donc un sens pour 
FeMKI;  cependant, si elle est v~rififie, la s~rie de Laurent qui reprfisente F dans LKJ 
peut dfipendre de J : l 'exemple de F =  ( I - - T )  -x est classique. 

(8.~') Soient FaMKI et m e I n R .  Il existe une fraetion rationnelle Qp-1 et une seule 

qui poss~de les propri~tgs suivantes : 

(i) 

(3) 

P e s t  un polyn6me m-extrgmal; 

Q est un polynOme et deg Q < d e g  P (dventuellement Q =  o) ; 

F--- QP- leLx[m] .  

La fraction rationnelle Qp-1 est appelde partie principale de F aux p6les de valuation m. 
Preuve. - -  Existence : soient F = g f - l f  et geLKI ,  f =  Ph off P est un polyn6me 

m-extr~mal et h un filfiment inversible de LK[m ]. Nous prenons pour Q le reste de la 

division de gh -1 par P. 
Unicit6 : si Q1P[ -i v6rifie nos trois conditions, nous avons QP-1--Q1Pi-a  = Q2P~ -1, 

off P2 et Q2 v~rifient les conditions (I) et (2); de plus Q2P~-leLK[m]. Cette derni~re 

relation impliquerait, si Q2 ~e o, 

N(Q2,  m ) - - n ( Q  2, m) >1 N(P2, m)--n(P2,  m), 

d'ofl Q2 = o. 
(8.2')  Si + oo~I, la partie principale de F ~ l' origine (c' est-&dire au p6le de valuation + oo) 

est la somme des termes de degrg strictement nggatif dans le d~veloppement de F comme sdrie de 

puissances en T.  
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(8.3) Soit MeN.  Nous posons B ~ = M K ] M ,  +oo] et, comme prgcgdemment, 

Ay ---- L~:] M, + oo]. 

(8.4) Soit FeBz,  F - - - g f  -~, avec f et geAM, f et g:l:o. Le diviseur ( g ) ( f ) - t  ne 

ddpend pas de la reprdsentation de F. Nous le notons (F) et nous l'appelons diviseur de F. 

En effet, si g f - l = g t f l - 1  , nous avons g f t = g t f ,  d'o~ ( g ) ( f t ) = ( g l ) ( f )  et 
(g) ( f ) - t  = (gl)( f l ) -  t. 

(8.5) Soit F u n  ghnent non nul de BM. ll existe deux diviseurs (F),, et (F)| dgterminls 

par les conditions suivantes : 

(I) (F) = (F)0(F)~I; 

(a) (F)0 et (F)o~ sont entiers et gtrangers (c'est-a-dire que leur borne infgrieure est le diviseur 

unitl). 
Nous appelons respectivement (F)0 et (F)~ diviseur des zgros et diviseur des pdles de F. 

(8.6) Les parties principales de F dgterminent son diviseur des poles. 
Plus pr~cisfiment la composante de (F)~ darts G,a (re>M) s'obtient en ~.crivant la 

partie principale de F aux p61es de valuation m sous forme de fraction rationnelle irrd- 
ductible, et en normant  le d6nominateur  scion les conditions (4.2). 

(8.7) Soient F~B M e t  f E A a ,  avec F:t:o et f # o .  La relation f F e A  M ~quivaut 

a (f)  >I(F)| 
En effet ( f )  >/(F)~o ~quivaut ~ ( fF )~  = I. Cette derni&re relation est 6videmment 

impliqude par f F e A ~  et l 'entraine d'apr~s (4-7). 
(8.8) Deux agments F et G de BM v&ifient F - - G e A z  si et seulement si F et G ont 

rMmes parties principales. 
C'est une cons6quence de (8.6) et (8.7). 
(8.9) Le corps B M est l'intersection des corps LK[m , nt-oo] pour me]M, +oe[ .  
C'est une consequence de (8.7) et de la proposition 5. 
Thdorkme 3 ( Mittag-Leffer). - -  Soit D ~ A M un diviseur entier. Donnons-nous, pour chaque 

me]M, + oo], 

un polyn6me Q, ,  tel que deg Q,,, < deg D,, (D,, est la composante de D dans G,, et Q, ,  ---- o si 

D,, ---- x ). Alors il existe F e Bn tel que la partie principale de F aux p6les de valuation m soit Q,,D,7, L. 
Preuve. - -  Compte tenu de (8.9), la dfimonstration du th~or~me de Mittag- 

Leffler ([2], p. 212-215) s 'applique sans modifications. 
(8. io)  Soit DeA~ un diviseur entier. II existe un gdment non nul FeB~t tel que (F)~o = D. 
C'est une cons6quence de (8.6) et du th6or~me 3- Aucune condition suppl6- 

mentaire n'est imposde au corps valu6 complet K. Si nous tenons compte du th~or6me 2, 
nous voyons que, lorsque K n'est pas maximalement  complet, il existe dans B~ des 
fil6ments qui ne sont pas << simplifiables >> : il est impossible de les ficrire sous la forme 

F = g f  --t, a v e c f e t  g e A ~ t , ( f ) = ( F ) ~  et (g )=(F)0 .  
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(8 . ix )  Soit DeA,, un diviseur entier. Donnons-nous, pour chaque me]M, +oo],  un 

ggment g,~ de LK[m]. Alors il existe .g~A~t tel que g - -g , ,  soit divbible par D,, dans LK[m ] 

pour tout m. 

Preuve. - -  Soit reAM, avec (f)/> D (proposition 5). Nous appliquons le thdor6me 3 
(o~ nous rempla~ons D par le diviseur de f ) ,  et nous construisons Fel3~ qui, pour 
chaque m, a la m~me partie principale que gmf--I aux p61es de valuation m. Alors g = f F  

appartient ~t A~t d'apr~s (8.7) et vdrifie les conditions de l'finoncd. 
(8. I I) doit ~tre rapprochd de la proposition 8. Mais celle-ci constitue un rdsultat 

bien plus profond, car (8. I I ) ne nous donne aucune indication sur la << croissance ~ 

de la fonction g. 
Proposition x i. - -  Tout idgal de type fini de l'anneau topologique A M est fermL 

Preuve. - -  Consid~rons l'iddal engendr~ dans A M par des dldments fi(o~<i~< r) que 
nous supposons non nuls. La proposition IO caractdrise l'iddal fermd engendrd par lesfi : 

son diviseur est la borne inf~rieure D des diviseurs ( f ) .  Donnons-nous un dl~ment geA  M 
tel que (g) >/D. Nous voulons montrer que g est une combinaison lindaire, k coefficients 

dans AM, des f~. Appliquons la proposition 4 et son corollaire. Nous obtenons, pour 

chaque m > M ,  des dldments gi,,, de Lz[m ] tels que 

g = E0_<i_<,go, fi .  

Appliquons maintenant (8. I x) ; nous construisons, pour x ~< i~< r, un fildment g 

de A M tel que, pour tout m, gi,,,--g, soit divisible dans LK[m ] par (f0),, (composante 

dans G,, du diviseur (fo) de f0). Formons h=g--Xx<.~<<,&fi. Nous avons (h)>/(f0), 

d'ofi h = g o f  o avec g0eAM et finalement 

g = Xo_<~_<,gJi. 

9- E x t e n s i o n s  i m r n ~ d i a t e s  d e s  c o r p s  v a l u e s .  

Ce paragraphe rassemble, pour la commoditd d u  lecteur, quelques rdsultats 

concernant les suites de disques emboitds et les corps maximalement complets. La plupart  
semblent remonter ~ Ostrowski, et sont exposds dans [3] ; nous ne nous intdressons qu 'aux 
valuations de rang i, ce qui simplifie quelque peu les ddmonstrations. 

(9. x) Dgfinition. Une extension valude L/K du corps valud K est dite immldiate si L a 

mgme groupe de valuation et m~me corps rdsiduel que K. (Le corps rdsiduel de K s'identifie 

gdndralement/t  un sous-corps de celui de L.) 

En particulier le complfitd K de K e n  est une extension immddiate. 

Nous avons le crit~re suivant. 
(9.2) L'extension L/K est immgdiate si et seulement si, pour tout x e L, x r K,  il existe y e  K 

tel que v ( x - - y ) > v ( x ) .  
Si x e L - - K  (diffdrence ensembliste), la m~me relation vaut  pour tout x - - y  o?a 

y e K .  Le crit~re (9-2) signifie donc que la distance ?t K d'un gdment de L - - K  n'est pas atteinte. 

Preuve. - Si L /K est une extension immddiate et si x e L - - K ,  il existe y0eK tel 
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que v(x)=v(yo) .  Soit y l a K  un reprfisentant de l'fil~ment du corps r~siduel que 
repr~sente xyo x. Posons y =Y0Yl; nous avons v(x - -y )  = v(x) q- v(xyol--y l )  >v(x). 

Si L /K n'est pas une extension immddiate, alors L /K donne une extension stricte 
du groupe de valuation ou du corps rfisiduel. Dans le premier cas soit xaL tel que 
v(x)r  Nous avons alors v ( x - - y ) = I n f ( v ( x ) ,  v (y ) )4v(x)  pour tout y a K .  Dans le 
second cas soit xeL  un reprfisentant d 'un filfiment du corps r6siduel de L qui n 'appartient 
pas au corps rfisiduel de K. Alors v(x--y)<<.o=v(x) pour tout y a K .  

Nous allons ~tudier une suite fixe de disques embolt6s. Pr~cisons nos notations. 
(9-3) (x,),>_.l dgsigne une suite fixe d'~l~ments de K.  Nous posons X , = v ( x , + l - - x , )  et 

nous supposons vgrifige la relation 

X,<X,+ 1 pour tout n>~I. 

(9. 't) Nous abrggeons la notation introduite en (5 . i )  en posant, pour toute extension 
valuge L/K 

D~ = DL(x,, X,). 

Nous obtenons ainsi dans chaque extension L une suite de disques strictement 

embolt6s D~. 
(9 .5)  Nous supposons que K est complet et que 

n D ~ = o .  
n>~l 

Puisque K est complet, la derni~re relation implique 

( 9 . 6 )  7~ : lim ), .~ -Jr oo. 
rt ---~ oo 

(9-7) Un polyn6me P ( T ) a K [ T ]  est dit stable si la suite v(P(x~)) est stationnaire 
(c' est-h-dire si v(P(x,)) est constant pour n assez grand) ; P(T) est dit instable dans le cas contraire. 

Rappelons que la valuation du corps complet K se prolonge, d 'une mani~re et 

d 'une seule, ~ sa clSture alg~brique que nous notons Ka. 
(9.8) Pour qu'un polyn~me P(T) soit stable, il faut  et il surf it qu'aucun zgro de P n'appar- 

tienne ~ N D~ . Dans ce cas, si L/K est une extension valu& et si z~ n D~, nous avons 
n ~ l  a n ~ l  

(x) v(P(z ) - -P(x , ) )>v(P(z ) ) - - - -v (P(x , ) )  pour n assez grand. 

Preuve. - -  D6composons P(T) en facteurs : 

Si y~e N D ~ ,  
n~l a 

Si y~r n D~ , 
n ~ l  a 

v ( y , - - x . )  = v(y~--x , )  
Nous obtenons donc 

P(T) = allt~<~<,(T--yi), avec a s K ,  yiaKa. 

nous avons v(y~--x,)  =7,,  pour tout n. 

il existe un entier s tel que v(v~--xs)<), s. 

pour tout n >1 s. 

v(P(x,)) = v( a) § Zl <~ <.,v(y~-- x,) ; 

Nous avons alors 
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tousles termes de cette somme sont stationnaires ou croissent strictement avec n, et nous 
avons prouv6 la premiere assertion de l'~nonc& 

Supposons maintenant P stable et ze  n D~. Soit s un entier tel que 
n > ~ t  

v (y r  pour n>~s et I<<.i<~r. 

Nous 6crivons 

0 )  = ( z -  x.) + 

Pour n>~s, le second terme (x . - -y i )  est dominant, c'est-~t-dire que 

< v(z--x.) = x. .  

Nous multiplions les relations (2) pour i<.i<~r. Nous obtenons IIt<i<r(z--y~) , et le 
second membre fait apparattre le terme dominant IIt<i<,(xn--yi) .  Cela prouve la 

formule (I) de l'~nonc6. 
Proposition I2. - -  Conservons les notations antdrieures. Deux cas sont possibles 

I) n D~a# o. 

Soit d le degrg minimum sur K des ~lgments de f l  D1 �9 Si Oe A DI  , et si [K(0) : K] = d, 
n ~ l  a n ~ l  a 

l'extension K(0)/K est immddiate. 

II) n D~ = o .  
n ~ l  a 

Alors il existe une extension monogkne K(z) = L telle que z e  n D~. Cette extension est dgterminge 
t>~n 

a un K-isomorphisme prks conservant les valuations, et L / K  est une extension immddiate. 

Preuve. - -  Cas I. D'apr~s (9.8) et la ddfinition de d, tout polyn6me de degr6 < d  
est stable. Or  tout 61dment de K(0) s'ficrit sous la forme P(0), off P e s t  un polyn6me 
de degr6 <d.  La formule (i) de (9.8) montre que K(0) /K est une extension immediate, 

d'apr~s le crit~re (9.2).  

Cas II.  Si L----= K(z) est une extension monog~ne telle que ze n D~, z doit ~tre 
n ~ > l  

transcendant sur K, par hypoth~se. D'apr~s (9.8) et l'hypoth~se, tout polyn6me P e s t  
stable et v ( P ( z ) ) = v ( P ( x , ) )  pour n assez grand. K(z) est le corps des fractions de 

l 'anneau K[Z], et la valuation de K(z) est donc bien ddterminde. 
Montrons l'existence d 'une telle extension. Posons L = K(T) .  Un  616ment de L 

s'dcrit sous la forme R =  Q p - t  off Q et P sont des polyn6mes. Posons 

(I) w(R) = lim [v(Q(x~))--v(P(x~))] .  
n ----~ r 

La limite existe, puisque les suites sont stationnaires, et nous v6rifions qu'elle ne 
d6pend pas de la representation de R. Les axiomes des valuations se v~rifient par  des 

passages & la limite triviaux, et nous avons obtenu une valuation w de L qui prolonge v; 
nous ficrirons ddsormais v au lieu de w. Nous appliquons la ddfinition (I) pour v6rifier que 

v(T--x . ) />  ?,. pour tout n~> I 

(en fait nous avons v ( T ~ x . ) = X . ) .  I1 nous faut encore montrer que L /K est une 
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extension imm6diate. Or, si R = Q P  - t  comme pr6c6demment, la relation (I) de (9.8) 

nous montre l'existence de deux 616ments a et b dans K tels que v(P--a)>v(P) et 

v(Q-b)>v(Q.). Nous en d6duisons sans peine 

v(QP- ' - -  ba-t) > v(QP- i), 

ce qui ach&ve la preuve, d'apr~s (6.2). 

Nous avons done trouv~, dans tous Ies cas, unc extension imm~diate qui introduit 

un ~lfiment dans l'intersection d 'unc suite de disqucs embolt6s. 

Nous obtcnons encore des extensions immSdiates quand nous compl6tons un corps 

ou quand nous prenons la r~union d'une tour d'extensions immfidiates. 

Pour prouver l'existence d 'une extension immediate maximalement complSte d 'un  

corps valud K, il nous sumrait done de montrer quc les cardinaux des extensions imm6- 

diates de K sont born5s. Cela est vraisemblable, et mSme vrai ([3], lemme 5, P. 37)- 

Nous n'avons pas besoin de ce r~sultat pour justifier l'existence dc l'extension i~ 

de K utilis~e dans la preuve de la proposition 9. Nous aurions m~mc pu nous dispenser 

de distinguer les deux cas de la proposition I2, car la derniSre formule (I) d6finit toujours 
une valuation de l'extension transcendantc monogSne de K, et notre article pourrait 

ignorer les extensions imm6diates. Cependant la distinction des deux cas s'imposc. 
Le lecteur peut trouver un exemple du cas I dans [i], p. 52. Dans le cas I l 'entier d (d~faut 

de l'extension) est une puissance de la caract~ristique du corps r6siduel ([I], p. 56-6x). 
On obtient facilcment des exemples du cas II  : il n 'y a qu'~ prendre pour K un corps 

alg~briquement clos, complet mais non maximalcment complet. Voici un tel corps : 

soit k un corps algfibriquement clos; nous prenons le corps K des s~ries formelles dc 

la forme Z,>~0a, T'(~), off a, ek et (r(n)),>~o cst une suite de nombres rationncls qui 
croissent indSfiniment. K est valu~ comme un corps de s~ries formelles : son groupe de 

valuation est Q .  
I1 ne faudrait pas croire que l'extension alg~brique K(0) du cas I e s t  toujours 

unique. En effet le polyn6mc minimal P de 0 sur K est caract~risfi commc polyn6me 

instable de degr6 minimum, et nous avons toujours lira v(P(x,))< +Qc. Si P cst insfi- 
n-- - ) -  ~ 

parable, nous obtenons un polyn6me s&parable ct instable dc m~me degr~ en prenant 

P(T) + aT, off a est un 61~ment de K dont la valuation est assez grande. Nous pouvons 
done toujours choisir 0 s~parable sur K. Or il est parfois possible de choisir 0 radiciel 

sur K. Pla~ons-nous d'abord dans le cas II dc la proposition 12, supposons K de carac- 
t~ristiquep> o, et prenons l'extension monog~ne L = K(z) comme dans la proposition I2. 

D~finissons le corps K l comme le compMt~ du corps K(zP). Si nous prouvons que zeK1, 
nous aurons unc extension radicielle immddiate L/K1, ct (6.2) nous montrc quc nous 
serons dans le cas II de la proposition i2. Or la relation z e K  t signifie qu'il cxiste des 

fractions rationnelles R(T) sur K relics que v(R(zJ')--z) soit arbitrairement grand. 
Posons R =  QP-~, oh P e t  Q s o n t  des polyn6mes, et S ( T ) =  Q(TP)- -TP(TP) .  Notons 

S' la d~riv~e de S. Nous avons 

R (T p) - -  T = - -  S (T)(S' (T)) - t .  
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Soient  (Yl) les z6ros du  p o l y n 6 m e  S dans  K a. N o u s  avons  l ' ident i t~  

S ' ( T )  (S ( T ) ) - ~  = X , (T - -y<)  -1,  

et nous  vdrifions que  v ( z - - y i ) < X  p o u r  t o u t  i (X est ddfini  en  (9 .6 ) ) .  Nous  o b t e n o n s  

d o n c  v ( S ( z ) ( S ' ( z ) ) - 1 ) < X ,  ce qui  p r o u v e  que  z C K : ,  
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