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par F~_~NgOiS BRUHAT 

Le but de ce travail est d'6tendre les r~sultats de [3] aux groupes semi-simples 
g~n6raux. Nous n 'y sommes encore parvenu que pour les groupes dits (~ du type Tohoku )~ 

ou (( d6ployds )) sur le corps de base. Nous d6finissons pour un tel groupe G une classe 

~ naturelle )~ de sous-groupes K poss6dant de bonnes propridtds (th. i2. i et prop. 15. i). 

Un tel sous-groupe K est ddfini comme l'ensemble des 6l~ments de G laissant invariant 

un certain rgseau stable par le crochet dans l'algbbre de Lie de G (~ r6seau de Chevalley ~) ; 

on trouvera la d6finition et l'~tude des rdseaux de Chevalley au II. Cette 6tude a 
ndcessit6 l'dtablissement de variantes du thdor6me de Jacobson-Morozov (dans le cas 

d 'un anneau de base, ou d 'un corps de caract6ristique non nulle) qu'on trouvera en I. 

Pour les consequences importantes des propri6t~s des sous-groupes K, au point 

de vue des repr6sentations unitaires de G e t  de la thdorie des fonctions sph6riques, nous 

renvoyons ~ [3] et [io]. 

Remarquons que le corps de base P utilis6 ici n'est pas ndcessairement localement 
compact, mais seulement valu6 complet pour une valuation discrete. Le sous-groupe K 
n'est plus alors compact maximal, mais ~ born6 )~ maximal. Par ailleurs, nous devons 

nous restreindre ~t la caractdristique zdro, car nous utilisons des r6sultats de Borel-Tits 

(sur la conjugaison des tores ddcompos6s maximaux par exemple) qui semblent n'avoir 

~td dtablis que sur un corps de base parfait. 
Signalons enfin que les r~sultats qui suivent ont 6t~ partiellement dnoncds dans [4]. 

NOTATIONS 

P : corps valu~ complet pour une valuation v discr&tc normde. 

: anneau des entiers de P. 

p : idSal maximal de 9 .  

: g S n ~ r a t e u r  de p ((( u n i f o r m i s a n t e  ))). 

p dSsigne la caractdristique du corps r~siduel ~D/p si celle-ci est non nulle et le 

symbole ~-oo si la caractdristique de ~ / p  cst nulle. 
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Dans ce paragraphe, la lettre A dfsigne un anneau commutat if  int6gre avec 

61~ment unit6 et la lettre M d6signe un A-module unitaire sans torsion de type 
fini sur A. La lettre K d6signe le corps des fractions de A. On suppose que les 
616ments I, 2, . . . ,  p - - I  sont inversibles dans A : par suite K est de caractfristique o 
ou q>~p. 

x. L'a lg~bre  de  Lie s t a n d a r d  de  d i m e n s i o n  3 et se s  r e p r e s e n t a t i o n s .  

Nous d~signerons par I et appellerons ~ Alg~bre standard >> sur A, une A-alg~bre 
de Lie, qui est un module libre de dimension 3 sur A, poss6dant une base X, Y, H 
satisfaisant aux relations classiques : 

(S) [H, X] = 2X [g ,  Y] = - -  2Y [X, Y] = H. 

Soit p une repr~sentationlin6aire de I dans M. Les relations suivantes sont bien 
connues et d'ailleurs triviales (pour r, s entiers naturels et XeA) : 

(I) (p(H) --X)rp(X) 8 ---- p (X)8(p(H) --X + 2s) r 

(2) (p(H) --X)*p(Y) 8 = p(Y)"(p(H) - -X- -  2s) r 

Pour UeI ,  nous d6signerons par Nx, k(p,U ) le noyau de 

Nz(p, U) la rfunion des Nx, k pour k entier 

(3) p(X)Nx,k(p, H) 

(4) p(H)No, k(p, X) 

(5) p(Y)Nx, k(p, H) 

(6) p(H)N0,k(p, Y) 

Si A est un corps de caractfiristique 

que p(X) et p(Y) sont nilpotents. Si A est un corps de caract~ristique p, Jacobson a 
montr~ [9] que la thdoric classiquc des repr6sentations de t se g~ndralisait bien, 

condition de supposer a priori que p ( X ) m = p ( Y ) " = o  avec m<~p--i. Nous allons dans 
ce numdro gdndraliser ccs r~sultats. 

(p(U)--X) k et par 

>/ I. I1 r6sulte aussit6t de (I) et (2) que : 

CNx +2,k(p, H) 

CN0,~(p, X) 

CNx_2.k(p, H) 

CNo, k(p, Y) 

o, ces relations entrainent imm~diatement 
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SUR UNE CLASSE DE SOUS-GROUPES COMPACTS M A X I M A U X  

Lemme ( I . X ) . -  Si p ( X ) " = o ,  avec m<<.p--I, on a pour o<~r<~m 

( I I  (p(H) + m - - j ) ) p ( X )  m-~ - o .  
l ~ j ~ 2 r - - 1  

En particulier, on a : 

I-[ (p(H) + m - - j ) = o .  

47 

O n  vfirifie immddia tement  que  ces formules d~finissent bien une reprgsentation de I. 

C o m m e  

(IO) 

m 

x = ~=tYi § z e M ,  

p(X)m-i  = 9(Y)m-~ =:o sur 

p(Y)~-10(X)m-t  p (Y)" - "  (x) = ( I-[ k (m- -k ) ) y~  

Lemme (x .2) .  - -  Soit p une reprgsentation de l dans M telle que p ( X ) m = p ( Y ) m = o  avec 

m<<.p--I. Le module M est somme directe de sous-modules Mj invariants (pour i <~j<~m) tels 

que la restriction de p d~ M i soit gquivalente au produit tensoriel de la reprgsentation Pi de I dans A i 
par la repre;sentation nulle de I dans un A-module Mi, 1. 

Si A est un corps, ce r6sultat est classique en caract6ristique o et est dfi ~t J acobson  
en caract6ristique q>~p ([9], th6or6me i). Dans le cas g6n~ral, considdrons M comme 

plong6 dans le K-espace vectoriel de dimension finie M K = K|  A M et I comme plong6e 
dans la K-alg6bre de Lie s tandard 1K= K| La  repr6sentat ion p se prolonge en une 

reprdsentation OK de IK dans M K qui, d 'apr6s le r6sultat de Jacobson ,  est compl6tement  
r6ductible et somme directe de repr6sentations du type Pi pour  I~j<<.m. Soit W i le 
sous-espace de M K composant  isotypique de type Pi, et soit Wi, ~ (pour I~i<~j)  le 
sous-espace propre  associ6 ~t la valeur  propre  j - - ~ i +  i de la restriction de pK(H) 

~W~.. 
Nous allons mont rer  par  r~currence sur m que M est somme directe des sous- 

modules Mj, i = W j ,  lc~M : c'est ~vident si m = I  puisque W I , I = M  K. Soit alors 

m - - 1  

AeW,,,~, ze E Wj. j=l 

m - - 1  

E Wj, on d~duit aussit6t des formules (9) " 

(pour I ~< s~< m). 
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La ddmonstrat ion donn6e par J acobson  dans le cas d 'un  corps est valable  sans 
changement  ([9], Lemme  i). 

Introduisons main tenant  les repr6sentations << classiques ~) de l, obtenues par  
changement  d ' anneau  de base /t part ir  des repr6sentations bien connues de l 'alg6bre 

s tandard sur Z : pour  tout  entier j~> I, nous d6signerons par  Pi la repr6sentat ion lindaire 
de I dans le A-module  A i ddfini par  les formules suivantes (off el, %, . . . ,  ej d6signe la 
base canonique de N') : 

) p / ( X ) e l = o  , pi (X)e~+l=i( j - - i )e~  pour  i < i ~ < j - -  i 

(9) p i ( H ) e i = ( j - - 2 i + I ) e ~  pour  i<~i<~j 
oi(Y)ei=ei+ 1 pour  I <~i<~j .... i, p j (Y)e j=o  



4 8 F R A N C O I S  B R U H A T  

Comme le coefficient de y~ au second membre de (IO) est inversible dans A, on voit 

que les Y8 et z appartiennent ~ M, ce qui montre que M est somme directe des 
Mm, 8 (I<~s<<.m) et de Mr~ Y~ Wj, d'ofl notre assertion. 

l ~ i ~ m - - 1  

De plus, les formules (9) montrent que, pour I ~ i < . j - - i ,  pK(Y) est un isomor- 
phisme de Wi, i sur Wj,~+l, l 'isomorphisme rSciproque dtant la restriction de 

i - ~ ( j - - i - - 1 ) - ~ p K ( X )  ~t W~.,i+l. Comme i - l ( j - - i - - i ) - ~ E A  pour I<<.i<~j--I<p, i l en  
r6sulte que p(Y) d~finit un isomorphisme de Mi, i sur Mi, i+ i (pour I<~i<~j--I), ce 

qui evtralne immddiatement que Mj-=~Mi,~ est isomorphe au produit tensoriel 

Mj, I| , la restriction de p ~t M i ~tant le produit tensoriel de la reprfisentation nulle 
par la representation Pi" 

Remarque. - -  I1 rdsulte des formules (9) que le noyau N0,k(p, X) de p(X)k est 
somme directe des sous-modules Mi, ~ pour i<~i<inf(j ,k).  D'autre part o(X) est un 
isomorphisme de Mi, ~ sur Mj,~_~ pour i < i < j .  Par suite, l 'image p(X)(N0,k) est la 

somme directe des Mi, ~ pour i<~i<<.inf(j,k)--i et est facteur direct dans N0,k_l, un 
suppl6mentaire 6tant la somme directe des M~.,i pour i<<.j<~k--1. 

Nous allons maintenant faire une hypothSse de nilpotence sur p(X) seul : 

Lernme ( x . 3 ) . -  Si p(X)m=o  avec 2m<~p+ l, alors le module M est somme directe 
des sous-modules Nk_m=Nk_m,l(p, H) noyaux des oplrateurs p ( H ) §  pour I <~ k<~ 2 m - -  i. 

Si 2m<~p--1, on a de plus p(Y)m=o et le Lemme 1 .2  s'applique. 
La premiSre assertion est une consdquence du lemme i.  I et de la remarque 

suivante. Si u est un endomorphisme de M tel que I] ( u + m - - j ) = o  (avec k<<.p) 

alors M est somme directe des noyaux de u + m - - j  pour I<~j<~k. Ceci cst dvident 

pour  k = I .  Pour k > I ,  posons v =  ]] ( u §  Soit Q le polyn5me 

coefficients entiers quotient de la division euclidienne de [ I  ( X + m - - j )  par 
X + m - - k .  On a v ( u + m - - k ) = o  et l<]<k--1 

(II) v - - Q ( u ) ( u §  = 1-I (k - - j )  
l <<.i<~ k - 1  

et le second membre de (1i) est inversible puisque I<<.k--j<~p--i. Par suite M est 
somme directe du noyau de u + m - - k  et du noyau de v, d'ofl notre assertion par 

rdcurrence sur k. 
Si maintenant 2m<<.p-- i, les entiers - - m e t  - - m - -  I ne sont congrus modulop  

aucun des entiers k - - m  pour 1<~k<~2m--I. 

Par suite N_m,l(p, H ) = N _ l _ m , l ( p ,  H)-={o}.  
Comme la formule (5) entraine p(Y)hNeh_mcN m et p(Y)hN~_l_mCN_l_m, on 

en conclut que p(Y)m=o.  
Remarque. - -  I1 est facile de voir que m = ( p - -  1)/2 est la meilleure valeur possible 

pour l a  deuxi~me assertion du Lemme 1.3 : si l'on prend pour A un corps de carac- 

tdristique 1i, et si l 'on consid~re la reprdsentation Pi avec j =  I6, on trouve pj(X)S~---o 

et pi(y)ls+ o. 
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SUR UNE CLASSE DE SOUS-GROUPES COMPACTS MAXIMAUX 49 

~. R ~ d u c t i o n  m o d u l o  u n  idea l  p r e m i e r .  

Soit p un ideal premier de A. Nous d5signerons par A l 'anneau quotient A/p, 

qui satisfait aux mfimes conditions que A. On posera de m~me M =  M/pM et ] ' = I / p l ;  

on dSsignera par X-+x l'application canonique de A sur A, etc., et par p la repr~sen- 

tation de la A-algSbre de Lie I dans M d~duite de o par r~duction modulo p. Si 
p ( X ) " =  p ( y ) m  o, avec m<~p-- i, il r~sulte du Lemme 1.3 que la rdduction modulo p 

de p possbde toutes les propri~t~s que l'on peut d~sirer : le module M est somme directe 

des modules M i dans lesquels ~- induit une repr~sentation fiquivalente ~t la reprdsentation 

de ]-dans M--/,~| produit tensoriel de o et de la reprdsentation ~-i de ] -dans  ~b'" 

En particulier, l 'application x-+2 de M sur 

N0,~(p, X) =No,~(p , X)/pN0,k(p, X) sur le noyau N0,k(~- , 
exemple A est un anneau principal et p u n  id6al maximal, 
sont libres de type fini et on a : 

(i 2) dimAN0, k(P, X) = dim2N0,k(~, 

alors 

M induit un isomorphisme de 

X) de ~(X)  k dans M. S ipa r  
alors tousles modules envisag6s 

X). 

Nous allons maintenant  faire une hypothSse de nilpotence sur ~- seulement : 

Lemme (2 .x ) .  - -  Supposons M libre (de type fini).  Si ~-(X)m=o avec 2m<<.p--i, 
p (X)m _-- 0 (Y) " ---= o. 

On peut supposer p maximal. 

Soit K la cl6ture alg~brique du corps des fractions K de A e t  soit A la cl6ture 

int~grale de A dans K. 

standard I =K| et 

ideal maximal de A tel 

entier sur A). Le corps 

Soit d 'autre part 

Plongeons M dans M = K |  et I dans la K-algSbre de Lie 

prolongeons p en une reprfisentation ~ de t dans M. Soit p u n  

que ~ n  A = p (on sait qu'il existe de tels id&aux puisque ~ est 

~ = ~ / ~  est alors une clSture alglbrique du corps k = A / p .  

f i , . . . ,  e~ une base du A-module M, qui est aussi une base 

du K-espace vectoriel M. Puisque ~ ( H )  laisse stable M, la matrice de "~'(H) par rapport 
cette base est k coefficients dans A, ce qui entraine que les valeurs propres de "~(H) 

appartiennent ~t A. 

 IY| Par ailleurs le k-espace vectoriel M =  AM s'identifie d 'une part ~ k| , 

d 'autre part au module obtenu par r~duction modulo ~ de A"~QAM, ces identifications 

dtant compatibles avec les representations ~videntes de ~ = ~ |  , repr& 

sentations not~es ou g .  

Par suite, les valeurs propres de ~ ( H )  dans le k-espace vectoriel M sont les images 

dans k des valeurs propres de ~ ( H ) .  

Supposons alors que p(X)m+o. I1 existe donc un X~A, un entier h~>i et 

un x~Nx, h(p~, H) tel que ~ ' (X)"(x)~  o. I1 r~sulte alors de (3) que les ~l~ments X, 

X -b 2, . . . ,  X + 2m sont valeurs propres d e ~ ( H ) ,  donc que leurs images X, X +2 ,  . . . ,  X+ 2m 
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5 ~ F R A N C O I S  B R U H A T  

dans "~ sont valeurs propres de ~ ( H ) .  Mais puisque ~ ( X ) " ' = o ,  les valeurs propres 

d e ~ ( H )  sont des entiers compris entre ~- m e t  m--~  (Lemme 1.3) et la diff&ence 

de deux valeurs propres de ~'(H) ne peut donc pas ~tre 6gale ~ 2m (puisque 
'2m<~p-- ~ ). 

3- Le th~or~me de Jacobson-Morozov (A quelconque). 

Dans ce num~ro, nous allons adapter la d~monstration donn~e par Jacobson du 
th6or6me de Jacobson-Morozov dans [8] de mani~re h obtenir un 6nonc6 valable pour 

une A-alg~bre de Lie sur un anneau A quelconque mais satisfaisant aux conditions 
indiqu6es au d6but du paragraphe. 

Nous appelons matrice de Jordan  une matrice carr6e (aii) dont tous les  dldments 
sont nuls sauf les dl6ments a~,i~ 1 qui sont 6gaux ~ i. 

Lemme (3. I ) .  - -  Soit X une matrice carrge d'ordre n gz glgments dans A. Si X est un 

tableau diagonal de matrices de Jordan, il existe deux matrices carries d' ordre n, H et Y ,  ~ coefficients 

clans A,  et satisfaisant aux relations (S). 
On se ram~ne aussit6t au cas off X est une matrice de Jordan et on prend pour H 

la matrice diagonale (hij.) ddfinie par h~j---- o si j 4 i  et h i ~ = n + I - - 2 i  et p o u r Y l a  
matrice (yq) d~finie par y ~ = o  pour i4 j -~-~  et y j ~ t , j = j ( n - - j )  (pour ~<~j<~n- ~). 

Lemme (3.~,). - -  Soit g une A-algObre de Lie et soient X, Heg ,  satisfaisant aux conditions 

suivantes : 

(i) [H, X ] = 2 X ;  
(ii) H appartient gz l'image de g par l'endomorphisme Ad X; 
(iii) (Ad X ) P - 2 = o .  

Alors, iI existe Yeg  satisfaisant aux relations (S). 

Remarquons que si X = o ,  on a H = o  et on peut prendre Y = o .  Si X + o ,  

alors H + o  et on a ndcessairement P>~5. Soit Zeg  avec [ X , Z ] = H .  
On a [[H, Z], X] = [H, [Z, X]]-t- [Z, IX, HI] = - - 2 [ Z ,  X], ce qui montre que 

U = [ H ,  Z] + 2 Z  appartient au noyau N-- ; (Ad X)-~(o) de Ad X. Or l'existence 
d 'un Y satisfaisant/t (S) est dquivalente (en posant Y-= Z - -  V) /t l'existence d 'un V e N  

tel que U = [H, V-] + 2V. I1 suffit donc de dfimontrer que la restriction de Ad H - -  2 
N est un automorphisme du A-module N (il est clair que N e s t  stable par Ad H 

d'apr~s (i)). Or  les calculs de Jacobson dans [8] restent valables et montrent que 

( I3 )  

en posant : 

Comme (i + I) 

(i + ~)(Ad H - - i )  (M~) cM~ e, 

M i = (Ad X)i(g) n (Ad X)--l(o). 

est inversible dans A pour o<~i<~p-3, on a aussi 

(Ad H + 2 - -  (i + 2))(M~.) cM,  ~1 pour o<~i<~p .... 3. 
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Mais l'hypoth~se (iii) entra~ne que les sous-modules Mo= N, M1, . . . ,  M,_3, M,_~ ={o} 
forment une suite de composition dans le A-module N (d6croissante au sens large) et 
comme i +  2 est inversible dans A pour o<~i<<.p--3, il en r6sulte que la restriction de 
Ad H + 2 ~ N est inversible, d'ofl le Lemme. 

Nous allons supposer maintenant que g satisfait ~t la condition suivante : 

(T) I l  existe une reprgsentation lirdaire p de g dans un A-module M libre de type fini 
teUe que la forme bilingaire symgtrique Tr~(p(X)o(Y)) dgfinisse un isomorphisme de g sur 
le A-module dual g*. (Nous dirons que cette forme bilin6aire est fortement non dgggngr&.) 

Lemme (3.3).  - -  On suppose que g satisfait a (T). Soit X e g  tel que (Ad X ) ' - ~ = o  
et qu'il existe une base de M par rapport gz laquelle la matrice de o(X) est un tableau diagonal de 
matrices de Jordan. Alors, il existe Y ,  H e g  satisfaisant ~ (S). 

I1 est clair que (T) entralne que pe s t  un isomorphisme de g sur son image p(g). 
Soit a l 'ensemble des endomorphismes u de M tels que TrM(up(X)) = o pour tout X e g  : 
l'hypoth~se (T) entra[ne que l'alg6bre E des endomorphismes de M est somme directe 

des sous-modules p(g) et a, et on a : 

(14) [p(g), p(g)] cp(g) [p(g), a] ca.  

D'autre part, il existe d'apr~s le Lemme i des fil6ments H0, Y0eE satisfaisant aux 

relations (S) (off l 'on remplace X par X 0 =  p(X)) et il existe H, Zeg  tels que H0~ p(H) 
modulo a, Y0-p (Z)  modulo a. On a alors : 

(I5) p([H, X]) - [H0, o(H)] - 29(X ) modulo a 

(i6) p([X, Z]) -- [p(X), Y0]----H0-p(H) modulo a 

gr~tce ~ (14). On en d6duit aussit6t [H, X] = 2X et H = [X, Z], ce qui permet d'appli- 
quer le Lemme 2. 

Remarque. - -  Si A est un corps de caract6ristique o ou q >~p, la condition impos6e 
~t p(X) signifie simplement que p(X) est nilpotent. 

4. Le  c a s  A = 9 .  

Dans ce num6ro, nous prenons comme anneau de base l 'anneau O des entiers 
du corps P e t  nous reprenons les notations du n ~ 2. 

Lemme (4- x ). - -  Soit gun  O-alg~bre de Lie satisfaisant g, la condition (T) (avec A = 0 ) .  
Soit Xoeg , satisfaisant a ( A d X 0 ) m = o  (avec 2 m < ~ p - - ~ ) e t t e l q u e  p(X0) soitnilpotent. 
Alors il existe trois ~lgments X ,  Y ,  H de g satisfaisant aux relations (S) et tels que X - - - X  0 
modulo pg. 

Remarquons que (T) entraine que pes t  une injection de g dans le D-module libre 

de type fini des endomorphismes de M. Par suite g est un D-module libre de type fini, 
donc est sgparg et complet pour la topologie p-adique. 
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52 F K A N G O I S  B R U H A T  

Nous allons construire par r6currence sur l'entier q~>o des dl6ments Xq, Yq et 
Haeg satisfaisant a : 

(~7-q) 

(iS-q) 

(I9-q) 

(2I-q) 

X a + ~ --- X a modulo p~ + ~g 

Yq +x=Ya modulo pa+tg 

H e = [X~, Ya] 

[Hq, Xa] =2X~ modulo p~+~g 

[He, Yq] -- - -  2Y~ modulo pa + lg 

I1 est clair que les ~l~ments Xe (resp. Yq, Hq) convergeront dans g vers un X 
(resp. Y, H) satisfaisant aux relations cherchdes. Pour q=o,  nous appliquerons le 

Lemme 3.3 ~t g -- g/pg et ~ X0 que nous supposerons 4= o, le cas ~2 o = o dtant trivial. 

On trouve ainsi deux ~lfiments Y0 et H0eg satisfaisant avec ~ aux relations (S). 

On relive arbitrairement Yo en un dldment Y0eg et on pose H 0 =  [Xo, Y0] : il 
est clair que (I9-O), (2o-o) et (21-o) sont satisfaites. 

Supposons donc Xq et Ya d6terminds et posons 

(22) {Hq, Xq] = 2Xq-[ ~ a~ xU [Hq, Yq] = - -2Yq  + r 3 + W  

et calculons [Yq, [Xq, Ha] ] : on trouw; d 'une part 

[Yq, [Xq, Uq]] = [2Xq -~ ~q +-tU, Ye] - 2Ug ~• ~a + ~r~-L~, Yq] 

d'autre part : 

[Y~, [Xq, Hq]] = [[Yq, Xql , Hq] + [Xq, [Yq, Hq]] 
--- [X~, 2Yq -,-c q " iV  l = 2Hq .4-~q+l[V, Xq] 

D'ofl la relation : 

(23) V] = [Ya, U]. 

Posonsmaintenant Xq.~ l = X q  r et Ya+l =Y(C-~q+IB, H q + l =  [Xa+l,Yq+l].  
Les conditions ( I 7 - ( q + I ) )  ~t ( i 9 - ( q + i ) )  sont satisfaites et on a modulo pq+lg : 

(24) [Ha+~, Xa+* l -  [Hq + r d + t [  A, Ya]-~-=q+~[X,, B], Xq + r;V+aA] 

-=2X~-l-~q+'(U + [[A, Yq], Xq] + [[X v B], Xq]-t- [H a, A]) 

= 2Xq+ x + r~q+x(U-- 2A -t- [Xq, [Ye, A]]--[Xq, [X v B]] +[Ha,  A]) 

(25) [Hq+x, Ya+ t ] - - -2Yq+~  -~-na+~(V-i- 2B + [Yv [Yq, A ] ] - -  [Y~, [Xe, B ] ]+  [H v B]) 

Par suite (2o-(q+ i)) et (2 i - (q+  i)) sont 6quivalentes aux deux conditions : 

(26) U = (Ad ~o)~(B) + (2 -- Ad N o - - A d  ~-~oAd Yo)(A) 

(27) V = - -  (Ad Yo)2(A)-  (2 + A d  Ho - A d  ?oAd Xo)(B ). 

Mais d'apr~s les Lemmes i .  2 et 1. 3 et l'hypoth~se (Ad Y~o)'~=o avec 2m<~p--i, 

la restriction ~ la sous-alg~bre I-engendrde par Xo, Yo et Ho de la representation adjointe 
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de g est compl6tement  r~ductible et somme directe de repr6sentation du type pi avec 

i <~j<~m. Pour montrer  l 'existence de A et B satisfaisant ~i (26) et (~7), il nous suffit donc 
r=i r=i 

de d fmon t re r  ceci : si u = Y~ ure~ et v = ~ v,e, sont deux 616ments de k i satisfaisant h 
r~l  r-.1 

(23 bis) oi('2o) (v) = pi(Yo)(u) 

alors il existe a = Y~a,e, et b ----2b~e~ dans k i satisfaisant/i  des 6quations analogues ~ (26) 

et (~7). En utilisant les formules (9), on trouve que les 6quations sont 6quivalentes au 

syst6me d'fiquations (I ~r<~j) : 

(I~) u~-  (r t- ~)(r ~- ~ - j ) (a ,+r(r - - - j )b~+2)  

v , - - - -a~_ .~ - -  ( r - - 2 ) ( r - - 2 - - j ) b ,  

a _ l - a o = b i + l = b i + ~ . = o ) ,  tandis que (23 his) donne les 

(II,) 

(en posant par  convention 

conditions : 

(C,) u~ = ( r +  ~ ) ( j - - r - - I ) V , + ~  

(C') uj_,=v~=o. 

Mais (Cr) montre  que I, et II~+ 2 sont 6quivalentes pour 

pour I ~< r ~<j-- 2 

I <.~r~j---2 et on y satisfait 

en prenant  par  exemple b , + 2 = o  et a t = - - v , . + 2 .  Les 6quations Ii__ 1 et II~ se r~duisent 

u i _ l = o  et % = 0  et sont donc consfquences de (C'). 

Enfin les 6quations I i et II  1 donnent  

u i = ( j + I ) a  i V l = - - ( j q - I ) b l  

et d6terminent  aj et b 1 puisque j < ~ m < p - - I  (ai_ 1 et b~ sont arbitraires). 

Remarquons  que l 'on peut  appliquer ~ la sous-alg6bre I engendr6e par  X, Y, H 
les rfsultats des n ~ I e t  2 : en particulier, la repr6sentation adjointe de I dans g est 

somme directe de repr6sentations du type pj (z <<.j<<.m) et se rdduit  modulo p sans aucune 

pathologie. 
Nous allons main tenant  montrer  qu 'en  imposant  ~ X e g  des conditions de 

nilpotence encore plus fortes, on peut plonger X lui-m6me dans une sous-alg6bre de Lie 

s tandard,  ce qui sera fondamenta l  dans la suite. Supposant  toujours que g satisfait ~ (T), 

nous d6signerons par S(m) (pour un entier m~< I ( p _ _  I)) l 'ensemble des XEg,  tels que 
2 

XCpg  e t q u e  (Ad X ) " ~ = p ( X ) " = o .  Pour XeS(m),  l e n o y a u  N0. r(p,X) de p ( X ) ' e s t u n  

sous-9-module  facteur direct dans M (comme tout  noyau d 'endomorphisme d ' u n  module  

libre de type fini sur un anneau principal).  Nous poserons nr(X ) = r a n g  de N0.r(p, X) 

et n(X)---(n~(X), . . . ,  n,~_x(X)). Mettons sur S(m) le prgordre image r~ciproque par  

l 'application X ~ n ( X )  de l 'ordre lexicographique sur N " -1 .  L 'ensemble des n(X) 6tant 

fini, il y a des 616ments max imaux  dans S(m), d6s que S(m) n'est pas vide. 

Lemme (4.2) .  - -  Si X est un dldment maximal de S(m) (avec 2m<~p-- I) alors il existe Y 
et H darts g satisfaisant aux relations (S). 
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D'apr~s le L e m m e  4. I, il existe Xo, Yo, Hoeg satisfaisant aux relations (S) et 
X o - X  modulo  pg. O n  a de plus p(Xo) m = o  et les Lemmes  2. I et I .2 montrent  que M 

est somme directe de sous-modules Mi, i (I<~j<~m, l<<.i<~j) qui sont libres de type fini. 

O n  en d6duit  qu'i l  existe une base (ei, l,s) (pour I<~j<~m, l<~i<~j et i<<.s<~d(j)=rang 
de Mj, i) telle que les op6rateurs p(Xo) , P(Yo) et p(Ho) soient donnfs  par  des formules 

analogues ~ (9) (off l 'on remplace e i par  ei, i,s). 
Soit alors r un entier compris entre i et m et soit L, le sous-~-module  de M sous- 

tendu par  les ei,~,, pour  r <  i ~<j : le module  M est somme directe de L r et du noyau  No, r (P, Xo) 

de p(Xo)L 

Montrons  que L, nN0,~(p, X ) = { o }  : supposons en effet qu'i l  existe un x4 :o  

appar tenan t  ~ LrnNo,,(p,  X).  Comme Lr ct No, ~ sont facteurs directs dans M, on peut  

supposer que x ~ p M ,  ou encore x4:  o. Mais ceci est impossible, car ~ l , , n N o ,  r(~, )~o) 
qui est r6duit  ~ {o}. 

I1 en r6sulte que la somme L, 4-No, r(p, X) est directe et que : 

n~(X) ---- rang No,,(p, X) ~ rang M - -  rang L~ ~= rang No, ~(p, Xo) = n~(Xo). 

Mais comme XocS(m ) et que X est maximal  dans S(m), on a ndcessairement 

nr(X) = n~(Xo) ----dimkNo, r(p-, X) .  I1 en r6sulte que l'image de No,,(p, X) dans M coincide 

avec N0,~(~- , X) .  

Par  suite chaque  616ment ei, i,, (pour I<~j<~m et I<~s<~d(j)) est image d 'un  

~16ment fj , ,eN0,i(p,  X).  Comme les images P(X)~ei, i, des ~l~ments i . p(X) fl",~ forment  

(pour I ~j~ m, o ~< i ~<j-- I et I <~ s <~ d(j)) une base de M, il r6sulte de lemme de N a k a y a m a  

X ~ que les 616ments p( )fj ,~ forment  une base de M, et la matr ice de p(X) par  rappor t  

cette base convenablement  num6rot6e est un tableau diagonal de matrices de ~ordan puisque 
p (X) i f i ,~=o .  I1 ne reste plus alors qu '~ appl iquer  le L e m m e  3.3.  
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R I ~ S E A U X  DE C H E V A L L E Y  

Nous supposons d6sormais que P e s t  de caractgristique z#o et que la caractfr is t ique p 

du corps r~siduel est difffrente de ~, 3, 5 et 7. 

5. Rappe l s  sur  les  a lg~bres  de Lie ant icoxnpactes  (voir [5])- 

Soit g une alg~bre de Lie rlductive sur P. Une  sous-alg~bre de Car tan  [~ de g est 
dite d&omposge si les op6rateurs Ad H sont diagonalisables (sur P) pour  H e ~ .  Nous  
dirons que g est anticompctcte (x) si elle poss~de une sous-alg~bre de Car tan  ddcompos6e, 

ce que nous supposons d6sormais. O n  salt que deux sous-alg~bres de Car tan  d6compos6es 
sont conjugu6es par  un au tomorphisme de g e t  que tout  ~l~ment H e g  tel que l'op~- 

rateur  Ad H soit diagonalisable sur P e s t  contenu dans une sous-alg~bre de Car tan  
d6compos6e. 

Soit g' l 'alg~bre (semi-simple) d#iv& de g et posons t ) ' = I ) n g '  : on obt ient  une 
sous-alg~bre de Car tan  d6compos6e de g'. O n  salt que si pe s t  une reprdsentation lin6aire 
de g', la restriction de p ~t t)' est somme directe de repr6sentations de dimension I, ou 

encore de formes lingaires (d6finies sur P) qui sont les poids de p relatifs ~t b'- Les poids 
des diffdrentes repr6sentations de g' forment  un sous-groupe addi t i f  du dual  de [9', appel6 
groupe des poids. C'est un groupe commuta t i f  libre de rang ~gal au rang de g', c 'est-h-dire 

la dimension de I)'. U n  dlfment  HeI ) '  est appel6 un copoids si ~0(H)~3 pour  tout  
poids co. Les copoids forment  un sous-9-module  de I)', libre de rang 6gal ~t la dimension 
de I)', c'est-~t-dire un rdseau de t)'. 

Par  ailleurs, on appelle racine de g suivant t) les poids ~ o de la restriction de la 

reprfsentat ion adjointe de g /~ I). O n  notera  Z(g, I)) (ou Z(g)) l 'ensemble des racines 
de g suivant I) et un 616ment HeI?  sera appel6 dans ce travail une coracine si ~ (H)es  
pour  tout  ~eE(g) .  

Pour  toute racine e, le sous-espace g~ des 616ments radiciels attach6s ~t ~, c'est-~-dire 
des X e g  tels que [H, X ] = ~ ( H ) X  pour  tout  H~I),  est de dimension i e t  g est somme 

directe de I? et des g~. I1 existe dans I? un 616ment H~ unique appar tenan t  ~t [.q~, g_~] 
et satisfaisant h 0~(H~)= 2. Cet  616ment est un copoids. Plus pr6cis6ment, soit ca, . . . ,  ~, 
un syst~me fondamenta l  de racines (c'est-~t-dire un syst~me de r racines l in6airement 
ind6pendantes  tel que  toute racine soit combinaison lin6aire ~t coefficients entiers tous 

(a) O u  e n c o r e  ~< d d p l o y ~ e  )). 
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de m~me signe de ces racines) : alors les copoids H~i forment une base du module des 
eopoids. Par ailleurs, il existe une base u t , . . . ,  u, du groupe des poids telle que 
ui(H=i)--o pour i~aj et x pour i = j :  ce sont lespoidsfondamentauxde Cartan. Les 

entiers de Cartan sont les nombres entiers alk=al(H=k ) : on a all-=2 et --- 3<<. aik <<. o 

pour j + k .  On a ~ j = ~ a j k u  k. Pour qu 'un 616merit H = ~ x l H ~ i e t  )' soit une coracine, 

il faut et il suffit que ~ a k i x i ~ )  pour k = I ,  2 , . . . ,  n. En particulier l'intersection 

avec t)' du module des coracines coincide avec le module des copoids si et seulement 
si det(ajk ) est un entier inversible dans 9 .  Dans le cas off g' est simple ceci est toujours 
v6rifi6 sauf si 9' est du type (Ar) avec p divisant r + ~. (Si les valeurs 2 et 3 de p n'&aient 
pas exclues, il faudrait 6galement exclure ici le type (E6) pour p = 3  et les types (B~), 
(C,) et (E~) pour p = 2 . )  

6. R~seau de Chevalley. 

Ghevalley a montr6 
616ment X = # o  

(28) 
(29) 

(30) 

[5] qu'on peut choisir dans chaque sous-espace g~ un 
de telle sorte que les relations suivantes soient satisfaites : 

[X~, X _ ~ ] = H ~  pour toute racine 

[ X = , X ~ ] = o  si ~ + ~ + o n ' e s t p a s r a c i n e  

[X~, X~] = N~, ~X~ + ~ si ~ + ~ est racine 

avec N,. ~ = + (q 4- I), off q est le plus grand entier tel que ~ - -qa  soit racine. Un  tel 
syst~me d'616ments radiciels sera appel6 dans ee qui suit une base de Chevalley de g 
associ6e ~ I). Ce n'est en r~alit6 qu'une base d 'un suppldmentaire de D dans g. Si (X'~) 
est une autre base de Chevalley associ& ~ I?, il existe un homomorphisme f du groupe 
additif engendr6 par les racines, dans le groupe multiplicatif P*, tel que : 

(3 I) X'~ = +f(~)X= pour toute racine ~. 

Nous appellerons r~seau de Chevalley d~fini par la base de Chevalley (X,) le sous- 
D-module R engendr6 par les X~ et les copoids. II est imm6diat que R est stable par 
le crochet et est done une sous-9-alg6bre de Lie de g. 

I H C o m m e o n a  H = = [ X ~ , X _ ~ ]  et X = - - ~ [  ~,X~], o n a  R = [ R , R ]  (enddsignant 

par [R, R ] l e  sous-~-module engendr6 par les crochets d'dldments de R) et R est un 
rgseau dans g'. 

Soit maintenant B la forme de Killing de g : 

B(X, Y ) -  Tr(Ad X Ad Y). 

On salt que la restriction de B ~ .q' (resp. b') est non d6g~n6r&. Plus pr&is6ment, on a : 

I B(X~, X ~ ) = o  si 9 + - - ~  
(32) 1 B(X~, X_ ~)----B(H., H.) 

I B(X=, H ) - - o  pour HeI) 
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et B(H~, Ha) est un entier rationnel >o.  Si g' est simple et si l'on choisit une racine 
telle que B(H: ,  H~) soit minimum, alors les nombres B(H~, H~)/B(Ha, H:) sont 

5gaux ~ i, 2 ou 3 (l'entier 3 n'intervenant que si g' est du type (G~)). Par suite, l'idSal 
engendr5 dans ~ par B(H~, H~) est ind~pendant du choix de a. Cet iddal est l'idgal 

unitd sauf dans les cas suivants : g' est de type 

(33) 

/ (A)  avec p divisant r + I  
I(B,)  avec p divisant 2 r - - z  

I (C,) avec p divisant r +  I 

I (D~) avec p divisant r - -  I 

(pour les groupes exceptionnels, les valeurs de p ~ exclure seraient uniquement 2, 3 et 5 

(pour (E8)) qui sont d6j5 exclues). 
Par ailleurs, soit R le r6seau de ChevaUey de g' dffini par une base de Chevalley. 

Comme (Ad X ) ( R ) e R  pour X e R ,  les matrices des opfrateurs Ad X pour X e R  par 
rapport ~ une base de R sur if) (qui est aussi une base de g' sur P) sont ~ coefficients 
dans 9 et par suite la restriction de B ~ R •  est une forme 9-bilindaire ~ valeurs dans ~3. 

Lemme (6. i ). - -  Si aucune des composantes simples de g' n'est de l'un des types exclus 

en (33), la restriction ~ R de la forme de Killing de g est fortement non dggLngrde. 

Soit en effet X = H 0 - b E X a X ~ e R - - p R .  Si XaCp, on a 

B(X, X - a ) =  X:B(H:,  Ha) ef3" , 

car H a appartient ~ Fun des composants simples 5< de g' et la restriction ~ ~ de la forme 

de Killing de g est ~gale ~ la forme de Killing de ~. Si tous lcs coefficients X: appar- 
tiennent ~ l'iddal p, alors H0+p( t )nR  ) et il existe un poids co tel que o)(Ho)e~*. 
Commc la restriction de B ~ t)' est non dfgdndrde (sur P), il existe un Act) '  tel que 

(~ (H)=B(H,  A) pour H~D'. 

Pour toute racine :c, on a alors : 

B(A, Ha) co(Ha) 
- 2  . . . .  e ~  

:c(a) = 2B(Ha ' H~) B(H, ,  Ha) 

et A est une coracine, done un copoids puisque aucun composant simple de g' n'est du 
type (A~) avec p divisant r + i .  Done A e R  et on a 

B(X, A)- -B(Ho,  A ) =  o~(H0)~9". 

Supposons maintenant que g soit simple et de l 'un des types exclus en (33), soit (T,) 
avec T = A ,  B, C ou D. On pcut alors plonger g dans l'algSbre simple anticompactc 
du type (T~+l) de la mani5re 6vidente. Le centralisateur a de g dans ,'~ est alors de 

dimension I, et si bes t  une sous-algbbre de Cartan d~compos~e de g, I) = I)+ a est une 

sous-alg~bre de Cartan d~compos~e de "~. Une racine ~ de g suivant I?, prolongfie par o 
sur a, devient une racine (not6e encore ~) de g~, et g~'~ = ga. Le copoids H a est le m5me 
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dans g ou dans g__ puisque c'est l 'unique ~ldment de [g~, g_~] tel que a(H~) = 2. Une 
base de Chevalley (X~) de g associfie ~ I? est une partie d 'une base de Chevalley de 
et le rdseau de Chevalley R de g correspondant est un sous-module du rdseau de 

Chevalley R ddfini par la base de Chevalley de '~.  Posons R = R n ( g - t - o ) .  On obtient 

ainsi un r~seau de g 4-a = g-4 [~ et R e s t  somme directe orthogonale (pour la forme de 

Killing B de ,~) de R et des sous-modules R n ' ~ ,  off ~ d6crit l 'ensemble des racines 

de ,~ suivant D qui ne proviennent pas de racines de g. Comme g est simple d 'un type 

non exclu, il en r6sulte que la restriction de B ~ R est fortement non dgggndrde. 

Remarquons que R e s t  engendr6 par les X~ et par les copoids de "~, ou encore par 

les coracines de ~ puisque ~ est simple de type + (At) avec p divisant r -t- x. Par suite 

R nD contient les copoids de ,q et est formd de coracines de g. I1 en r6sulte aussit6t que 

(34) JR, R] = R. 

Finalement, nous avons d6montr6 la 

Proposition (6.2).  - -  Soient g une alg~bre de Lie semi-simple anticompacte sur P, t) une 
sous-alg~bre de Cartan dgcomposie, R le rgseau de Chevalley dgfini par une base de Chevalley 
associge ~ I). Il existe une alg~bre de Lie semi-simple anticompacte ~ contenant g, une sous-algkbre 

de Cartan dgcomposge D de g contenant I?, un rgseau R de g -~- D e t  un rdseau R de ~ tels que 

(35) [R, R ] c R  

(36) la restriction a R de la forme de Killing de ~ (qui est a valeurs dans ~ d'apr~s (35)) 
est fortement non dgggngr~e. 

_ .  - -  

(37) l R, R] = R. 

7. Ordres d'une alg~bre de Lie r~ductive anticompacte.  

Nous allons dans ce num~ro montrer que r6ciproquement les conditions (35), 
(36) et (37) caract#isent les rdseaux de Chevalley. Changeant 16g6rement de notation, 
nous supposons que ~ est une alg6bre de Lie semi-simple sur P e t  g une sous-alg6bre 
rgductive de"~, de rang 6gal ~ celui de g~. Soient o le centre de get  9 ' =  [g, g] : nous supposons 
que g' est anticompacte et que les op6rateurs Ad~ H sont diagonalisables sur P pour tout 
H aa. Soit [ '  une sous-alg~bre de Cartan d6compos~e de g' : alors ~)= I) 'T a est une 
sous-alg6bre de Caftan d6compos6e de ~ et aussi de g. C'est en effet une sous-alg6bre 

commutative de dimension dgale au rang de "~ et compos6e d'dl6ments diagonalisables 
sur P. 

Nous appellerons ordre de g (associ6 au plongement donn~ de g dans'~) un riseau R 
de g, stable par le crochet (donc une sous-~-alg~bre de Lie de g, de type fini comme D-module 

et engendrant g), tel qu'il existe un rdseau R de ~ satisfaisant aux conditions (35) et (36) 
(off l'on remplace R par R). 
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TMor~me (7- �9 ). - -  Soient R aet R 2 deux ordres de ~. Il existe une sous-algkbre de Cartan 

ddcompose'e t) de g, une base de Chevalley (X~) de g associde h I), un syst~me fondamental ~ ,  . . . ,  ~ 

de racines de g suivant I) et des entiers naturels tl, . . . ,  t~ positifs tels que : 

(i) R~ est (pour k - -  ~, ~) somme des sous-modules R~n D et [R~, R~]; 

(ii) [R1, R1] est le rgseau de Chevalley de l'alg~bre dgrivge g' de g dgfini par la base 

de Chevalley (X,). 

(iii) [R,,, Ra] est le rgseau de Chevalley de g' associge g~ la base de Chevalley (~(::X:), 

o~t l'on a posd t (~)=~n~t~ si ~ = Z n ~ .  
i 

Remarquons que \1) r et (ii) par exemple entrainent que R~ est somme directe 

des sous-modules R, nI) et Rlrag ~ pour ~eZ(g,I))  et que Ranb est composfi de 

coracines. 

Nous ddmontrerons ce thdor6me par rdcurrence sur la dimension de g' ; il est trivial 
pour g '=:{o} puisque g = I ?  est alors commutative. 

Supposons done g'4={o} et soit b une sous-alg6bre de Cartan ddcompos~e de g 

(et de .~). 

Lemme (7.x).  - -  Si g '+{o} ,  il existe des dldments X * o  tels que (Ad.~ X ) 4 - o .  

l~crivons " ~ - - b + ~ ] ~  : on a alors g=I)-t-Y~(gng~'~), l 'un au moins des sous- 
cX 

espaces gng"~ 6tant . { o } .  I1 suffit alors de prendre un X * o  darts un tel sous- 

espace g~=gng~'~-- fl'~ : on sait en effet que si ~ est une racine, alors ~-~-4 ~ n'est 

jamais racine. Or (Ad X)4(gg)cg~ 4~ et (Ad X)2(b)={o} .  

D6signons alors par S l'ensemble des X + o  de g tels que (AdfiX)4=o et 

par M le sous-ensemble des 616ments de S maximaux pour le pr~ordre sur S image 
r6ciproque de l'ordre lexicographique par l 'application X-~-(nl(X), n2(X), n3(X)) (off 

ni(X) =dimension  du noyau de (AdfiX)i). 

Puisque M0e o et que R 1 est un rdseaude g, il existe un X e R a n M  avec n t X C R 1 .  
Comme ni(X ) est aussi le rang sur 9 du sous-module noyau de (Ad X) i dans le 

r6seau R1, on peut appliquer le Lemme 4-1 ~ la ~-alg6bre de Lie R 1. Par suite, il 

existe Y e t  H e R  a satisfaisant aux relations (S) et on a ~--tYCR1, Y e R I n M  et Ad.aH 
est diagonalisable de valeurs propres enti~res comprises entre ---3 et + 3 .  

D'autre part soit A un dldment non nul de R a (resp. R2) : nous d6signerons 

par tl(A ) (resp. t2(A)) le plus petit entier tel que n~(~')AeR2 (resp. ~t'(A)AeR1). I1 
est clair qu 'un tel entier existe et reste born6 supSrieurement par un entier t I (resp. t~), 
lorsque A d6crit R~--{o} (resp. R2--{o}) .  De plus, soit A~Ra, tel que r:-IAr : 

alors A'=r:~'(A)AeR2, ~ - tA '6R~  et on a : 

(38) t2(A') = - t l (A)  

Par suite, on a --t~<~ta(A)<~t a. 

Reprenons alors nos dl6ments X, Y, H de R a trouv6s plus haut et supposons que 
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nous soyons partis d 'un  616ment X e R l n M  et XCr~-~Rx pour  lequel l 'entier 
est le plus petit possible. O n  a ~t'(x)XeRz et =t~I~)YeR~, donc 

"n: q(x) + q(Y)H ~ R  2 

t l (X)  

d'ofl : 

(39) t l (X)  @ tl(W) >/t l(H)-  

Mais Ad H est diagonalisable de valeurs propres enti6res, l 'une de ces valeurs 
propres ~tant l 'entier 2 qui appar t ient  ~ 9*. L 'op~ra teur  Ad(~t'(H)H) admet  donc la 
valeur propre  2 ~  tx(II). Mais comme cet opdrateur  laisse stable le rgseau R , ,  ses valeurs 

propres sont n6cessairement des 6ldments de la cl6ture int6grale de 9 ,  ce qui n6cessite : 

(4 o) t l (H ) >/o 

Le marne ra isonnement  montre  que , ' x - t r i e R 1  . 

Refaisons alors les m~mes raisonnements  en 6changeant  les r61es des ordres R 1 

et R 2 et en rempla~ant  X par  l'616ment y ,=~t l (Y/y ,  qui est un 616ment de R 2 n M  
vfirifiant ~z-lY ' CR 2. O n  trouve ainsi deux 61fiments X '  1 e R  2 et H ' l e R  2 satisfaisant avec Y' 
aux relations (S) et v6rifiant comme plus haut  : 

(41) t~(X~) + t~(Y')>~ t~(H~)/>o 

Posons Xl=Td'(x~lx'l : alors X l e R l c ~ M  et ~--1Xa$R 1. De plus on a : 

(42) tl(Xl) -t-  t x ( Y )  ---- - -  ( t 2 ( X ' l )  Jr- t2(Y')) ~< o ~< tt(X) + tx(V ) 

d'ofi q ( X 1 ) < q ( X )  ct comme t l (X ) a la plus petite valeur possible, on a n6ccssairement 
tx(X~) = t~ (X) ,  d'ofi l 'on ddduit  aussit6t quc  les in6galitds (39) k (42) sont en rdalitd 
des dgalitds. En particulicr,  on a : 

(43) t l (X ) 4-. tl(Y ) = t l (H ) = o 

et nous avons d6montr6 le L e m m e  suivant �9 

Lemme (7 .2) .  - -  Il existe un gldment H e R l n R 2 ,  tel que ~ - I H C R l t a R 2  et que l'op~- 
rateur A d i H  soit diagonalisable de valeurs propres entiers naturels compris entre - - 3  et a_ 3. 

Ddsignons alors par  gi ( - - 3  ~<i~< + 3) le sous-espace propre  de Ad H dans g associ6 h 
la valeur  propre  i. En particulier go est une sous-alg6bre de g et est r6ductive, car go 
n'est autre que le centralisateur de l'616ment semi-simple H. De plus, comme AdfiH est 

diagonalisable,  H est contenu dans une sous-alg6bre de Car tan  d6compos6e de g, qui 
est aussi une sous-alg~bre de Cartan ddcomposde de go. Enfin go ne contient  pas g' (puisque 

XCgo) et par  suite dim[go, .q0] < d i m  fl'. Enfin on a [gi, gi] c9~+i et g~ est or thogonal  ~ gi 

(si j 4 = - - i )  pour  la forme de Killing B de .q. ~ +~ 

D 'au t re  par t  soit AeR~ ( k = l ,  2), et posons A =  ~ Ai avec Aieg i. O n  a : 
i=--3 

(44) (Ad H ) i A =  E iia~aR~ 
i = - - 3  
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et comme les entiers de I ~t 6 sont inversibles dans ~), le d~terminant  det (i i) 
--3~<i~< - - 3  

est inversible dans 9 .  0<i<6 

I1 en rdsulte aussitSt que chaque AieRk, c'cst-~-dirc que R k cst somme directe dcs 

Rkr~gi, et B met en dualitg les~)-modules Rkr~g i et Rkr~9_ i. Par  suite R k n g  O est (pour 
k--- I, 2), un ordre de l' alg~bre rLductive anticompacte go (relatif au plongement  donnd de go 

dans ~ ) .  

Nous pouvons done appliquer l 'hypoth~se de rdcurrence aux deux ordres Rkngo. 

En particulier, il existe une sous-alg~bre de Car tan  ddcomposde I) de go (et aussi dc g 

e t a )  telle que : 

(45) R k n  go = Rkn t) + ~ Rkn go, 

(pour k =  I, 2, la somme ~tant dtendue aux racines ~ de go suivant b). 

Lemme (7.3)- - -  Rhn~) contient (pour k = I ,  2) les copoids de g associgs ~ t). 
Soit 0teN(g) et prenons un 616ment X~eRkmg ~ tel que ,-r 1X~r I1 existe 

alors un  616ment et un seul, soit Y~, de g_~ tel que [ X ~ , Y ~ ] = H ~  et l'616ment 

B(X, ,  Y~) est un  entier rat ionnel 6gal ~t B(H~, H~). 

Supposons tout  d ' abord  que :r soit une racine de go (aut rement  dit, on a g~cgo 

ou encore 0~(H) - -o) .  Puisque la restriction de B ~ Rkng0 est for tement  non d6g6nfr6e 

et que g,  est orthogonale pour  B "X I) et aux g~ pour ~ ~e - - e ,  il doit exister d'apr6s (45) 

un ~l~ment Y e R k n g _  ~ tel que B(X~, Y) = ~. On  a alors Y ~ = B ( X ~ ,  Y~)YeR~, donc 

H a = [X~, Y j  e R  k. 

Si main tenan t  0r n'est pas une racine de go, on a : r  et X ~ e R k n g  i. 

I1 existe done un YeRkr~g_ ~ tel que B(X~, Y ) -  i. 

D~composons Y suivant les sous-espaces g~ : 

(46) Y = XY~ + Y, Y~, Y~ ~ g~. 
~(H)= --i, ~ * - 

Comme g~ et g~ sont or thogonaux,  on a B(X~, Y) =XB(X~,  Y:) d'ofl X~p et X-teD. 

De plus, on a : 

(47) [X~, Y] = XH~ + Y~ [X~, Y~] 
~ ( I I ) =  - -  i ,  ~ :1: - -  e 

et [X=, Y ~ ] e g = ~ .  Comme 0 r  on a g=~cg0 .=+  ~ et comme 

R ~ n g 0 = R ~ n b + ~ R ~ n g o . ~ ,  il r~sulte de ( 4 7 ) q u e  XH=eR~, done H~eR~. 

Nous allons montrer  ma in tenan t  que 

(48) R~ = R~n I)-~- Y, R~n g~. 

Cela rdsultera imm~dia tement  du Lemme suivant : 

Lemme (7.4) .  - -  Soient g' une alg~bre de Lie semi-simple sur P e t  D' une sous-alg~bre de 
Cartan dgcomposge de g'. Soit p une reprgsentation de g' dans un espace vectoriel V .  
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On suppose que les valeurs ~o(H~i) prises par les poids ~ de p sur les copoids H~j corres- 

pondant ~ un systkme fondamental de racines sont" des entiers rationnels compris entre - m  et + m 

avec ~m<~p-- ~. Soit S u n  rgseau de V stable par les p(H~i ). Alors S est somme directe des sous- 

modules S m V,~ (oh to d&rit l'ensemble des poids de pe t  oh V,~ ddsigne le sous-espace des vecteurs 

de V de poids o~). 

Soit xeS et posons x = Z x , o ,  xeV,~. On  a : 
r~ 

i = ~r~ 

' Z i~ Z x,~cS. ~49; ~(H~')~x =r . . . .  ~H~,~=, 

Comme ~m<p, on a det (iq)e!D * et (49) entralne pour tout entier i~ : 
- - m ~ i  ~ m  

O ~  q ~ 2 m  

(5 ~ ) x~,= Z x,~eS. 

Recommenqons le mSme raisonnement  en remplaqant  x par  x~, ct ~1 par ~o. : 

on montre ainsi que 

. _ _  ~ '  XO~E S ( 5  1 ) X i , i , - - -  ~.a 
r o ( t t ~ , )  = i.., ca(H~, )  = i ,  

etc. Finalement ,  on trouve que, quels que soient les entiers i~, . . . ,  i~, l '~ldment 

o ~ ( t t ~ )  = i~ . . . . .  o ) ( I t % )  = i r 

appart ient  ~t S. Mais comme les copoids H~i engendrent  I~, il y a au plus un poids o) 

satisfaisant aux conditions r pour t<~j<~r. Nous avons donc bien montrd 

que chacun des xo, appart ient  h S, d'ofi le Lemme et la tbrmule (48). 

Soit alors (X,o) une base de Chevalley de g associde h t). I1 cxistc des cntiers 

rationnels n(~) tels que =n/~)X~ soit un g6ndrateur de R i n g  ~. 

B(~"c~!X~, ~ " ( - ~ X _ ~ ) e ~ *  et B ( X ~ , X . . ~ ) e ~ .  D'oh " 

n ( ~ ) + n (  -~)<~o. 

Par ailleurs, on a : 

It: X~, ~"~- ~ X  

On doit avoir 

. ] ]  =-- - -  2 =2.:.~ + , , / -  ~ X ~ e R  1 

d 'oh (puisque 

et f inalement 

o n  a 

2eU) 
2n(~,.)+n( .... ~)~>n(~) 

n(~)-i n ( - ~ ) = o .  

D 'au t re  part,  supposons que ~, ~ et ~ 4- ~ soient racines : alors N~,~e~*. Comme 

[~"(~) X ~ ,  r: "(~) X ~  ] = ~"~!  + ~(~) N~ ,  ~ X =  + ~ e R 1 

n(~) = n(,a) >~n(~.~- a). 

638 



S U R  U N E  C L A S S E  D E  S O U S - G R O U P E S  C O M P A C T S  M A X I M A U X  63 

Mais le m~me raisonnement  appliqud aux racines ~-~-~, - - ~  et ~ montre que 

n(a+~)  n(~.)>~n(~), d'ofl f inalement n ( ~ . + ~ ) = n ( ~ ) + n ( ~ )  lorsque ~, ~ et ~ + ~  sont 

racines. I1 en rfisulte aussit6t que les 6ldments X'~=="(~)X~ forment  une base de 
Chevalley de g associde ~t I) et R 1 est engendrd par les X'~ et R l n  [?. Changeant  nos 

notations, on peut  supposer X '~=X~ .  Si A e R l n t ) ,  on a [A, X, ]=0~(A)X~ER 1 e t p a r  

cons~quent a ( A ) e ~ ,  A est une coracine. Comme R 1 contient les copoids, nous voyons 

que R~ contient le rdseau de Chevalley R[ de g associd ~ la base (X,) et est contenu dans 

le sous-module R; '  engendr6 par  R[ et les coracines. Comme [R;' ,  R ' t ' ] = [ R [ ,  R~]= R'~, 
il en rdsulte l 'assertion (i) du thdor~me. 

D 'au t re  part,  les mfmes  raisonnements faits ~ partir  de R2 et de la base de 

Chevalley (X~) montrent  que R~ est engendrd par R~n I? et la base de Chevalley (=~('IX,) 

avec t ( ~ +  ~ ) =  t ( ~ ) +  t(~), t ( ~ ) = - - t ( - - ~ ) .  L'ensemble E des racines a telles que t(e)~>o 
est alors stable pour l 'addi t ion et toute racine est contenue,  soit dans E, soit dans son 

opposd. I1 en r6sulte qu'il  existe un syst~me fondamental  ~ ,  . . . ,  ~r de racines contenu 

dans E. Posons t i=t (e i ) .  On sait que pour toute racine ~, il existe une suite ~1, - - - ,  ~ 
de racines avec ~ , = ~  telle que ~l et les ~ - - ~ _ t  pour I<j<~k soient l 'une des racines 

~l, . . . ,  ~ ou leurs oppos~es. On  en conclut aussit6t que si ~ = ~  n~0~, on a t ( ~ ) = ~  n~t(~i), 

ce qui ach+ve la d~monstrat ion du th~or~me, l 'assertion (iii) dtant cons6quence de (48). 

Corollaire. - -  Soit g une alg~bre de Lie semi-simple anticompacte sur P e t  soient R~ et R2 
deux rgseaux de Chevalley de g (,associds g~ des sous-aigkbres de Cartan ddcomposdes [h et I?~). Il 
existe une sous-algkbre de Cartan ddcomposde b de g, un syst~me fondamental ~ ,  . . . ,  :~ de racines 
de g suivant I?, une base de Chevalley (X~) de g associde ~ I) et des entiers rationnels t,, . . . ,  t, 
positifs tels que 

(i) Ra est le rdseau engendrd par les X ,  et les copoids H~ de g suivant D. 

(ii) R~ est le rdseau engendr~ par les copoids H~ et les ~"~)X~ (avec t (~n i~ )=~n~t~) .  

C'est une cons6quence imm6diate de la proposition 6. i et du th6or~me. 

8. Repr6sentations des r~seaux de Chevalley. 

Soient g une alg~bre de Lie semi-simple ant icompacte,  D une sous-alg~bre de 

Car tan  ddcomposfie et R le rdseau de Chevalley ddfini par  une base de Chevalley (X~) 

associ6e ~ I?. Soit de plus Hi ,  . . . ,  H r une base du D-module  des copoids et ~1, . . . ,  ~r 
un syst~me fondamenta l  de racines. Soient ~1, . . - ,  ~,, les racines positives rang~es en 

un ordre quelconque;  posons A i = X~,  B i = X _ ~ .  II est bien connu que les ~ldments 

B [, Rf,,t4~, 14grAb' A h'' forment une base de l 'alg~bre enveloppante U de g 
. . . .  tl ~ 1  . . . . .  r ~ 1  . . . . .  n �9 

(pourf~,  gi, hk entiers >/o) et il est clair (puisque R e s t  une !~-alg~bre de Lie) que ces 

dl6ments engendrent  un sous-~-module  U 0 de U qui est un sous-anneau. 

Soit p une repr6sentation irrdductible de g dans un vectoriel V, de plus hau t  poids v, 

et soit xeV,., x , o .  On  a alors p(Aj)x- o, p(H, )x=v(Hi )x  et l e e - m o d u l e  S--p(U0)x 

est sous-tendu par  les 616ments p(B{', . . . ,  B~')x, qui sont de poids v - - 2 f / ~ / .  Ces 616ments 
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sont done nuls sauf un nombre fini, puisqu'il n 'y a qu 'un nombre fini de poids et que 

chaque poids ne peut s'6crire que d 'un nombre fini de mani~re sous la forme pr~c6dente. 
I I e n  r6sulte que S est un rFseau de V, stable par p(R) (t). Rficiproquement : 

Lemme (8. x). - -  Supposons que tous les poids ~o de p soient simples et que ~o(H~) soit 

un entier compris entre - - m  et + m  (avec 2m<~p--I) pour j = I ,  2, . . . , r .  Soit S un 

rgseau de V,  stable par p(R) : alors S est somme directe des O-modules SnV~ et si x est un 

ggngrateur de S n V,o , alors p (X•  ~i)x est un ggnFrateur du O-module S n V,o :t: ~i" Deux rgseaux 

de V stables par p(R) sont homoth(tiques. 

Nous avons d6j~ vu que S est somme directe des SnV~  (Lemme 7.4). Posons 
~ = e / ,  X = X ~ i  , Y = X _ ~ j  et H = H ~ .  Soit I?' le noyau de e dans t) et ~' la restriction 

de co k I)'. Soit V' le sous-espace form6 des xeV tels que p(H')x = co'(H')x pour H ' e b ' .  
Le sous-espace V' est stable par la restriction p' de p ~ la sous-alg~bre simple ~ 3 param~tres 

engendrfie par X, Y e t  H, et p' restreinte /i V' est somme directe de repr~sentations pj 
avee j<<.m+ i (avec les notations de I). Mais comme les poids de p sont simples et que 
la difference de deux poids de p est une combinaison lin~aire h coefficients entiers des 

I 
racines ~ ,  . . . ,  ~,, et ne peut done fitre 6gale /i -~,  on volt aussit6t que la restriction 

de p' ~ V' est irrFductible et est 6quivalente ~ l'une des repr~sentations Pi du I, avec 
j < ~ m + 1 < p .  I1 suffit alors de regarder les formules (9) pour constater que si xeV,o et 
si o~+~ par exemple est un poids de p, alors p(X ,)p(X~)x=Xx avec XeO*. I1 en 

r6sulte que s ix  est un g6n6rateur de SnVo,, alors p(X,)xESnV,o+~ et =-lp(X~)xr 
ce qui montre bien que p(X~) est un g6n6rateur de SnV,o+~. La derni~re assertion 

du lemme est alors 6vidente. 

I 
(1) Chevalley a m~me montr6 qu'il  existe toujours un rdseau de V stable par les op6rateurs ~.~9(X~) k 

(k entier~>o) [7]. 
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LE SOUS-GROUPE Kn 

Nous conservons les hypoth6ses et notations du II  : g d6signe une alg6bre de Lie 

semi-simple anticompacte sur le corps P (qui est suppos6 de caractfristique zdro, la 

caractfristique p du corps r6siduel &ant difffrente de 2, 3, 5 et 7). 

9- Rappe ls  sur  les poids .  

Soit b une sous-alg6brc de Cartan ddcomposde de g e t  soit ~ a , . . . ,  ~r un 

syst~me fondamental de racines de g suivant D. Soit W lc groupc dc Wcyl de g, opdrant 

dans le dual [?* de D : rappelons que W cst lc groupe (fini) engendrd par les symdtries S~, 

ddfinies pour aeE(g, D) par : 

(5 2) S~(,) = ~ - -  r162 (~0 e b* ) 

Soit I] le groupe des poids de g relativement ~ [~ et X le sous-groupe de FI engendr6 

par les racines. On sait que FI/E est un groupe fini. Soit E+ l'ensemble des combi- 
naisons lin6aires ~ coefficients entiers >/o des racines fondamentales; E+ est l'ensemble 

des dldments positifs pour une relation d'ordre notde >/ sur l]. Les poids r tels 

que w.r162 pour tout w~W sont les poids dominants : on salt que tout poids est 

conjugud par W d 'un poids dominant unique et que les poids dominants sont carac- 
tdrisds par les relations co(H@ f>o pour i - -  I, 2, . . . ,  r. Ce sont encore les combinaisons 

lin6aires ~ coefficients entiers >/o des poids fondamentaux ul, . . . ,  ur, et ce sont des 

combinaisons lindaires ~t coefficients rationnels >>. o des racines ibndamentales. Rappelons 

aussi que toute repr&entation irrdductible p de g poss~de un plus haut poids, qui est 

simple et est un poids dominant,  et que r6ciproquement tout poids dominant r est le plus 

haut poids d'une repr6sentation irr6ductible P,o de g, unique ~t une ~quivalence pr~s. 

Soit maintenant F un sous-groupe de II contenant V. I1 r~sulte de (5 2) que F 

est invariant par W. Par suite F est engendr6 par ~ ,  . . . ,  ~, et des poids dominants 

o~1, . . . ,  %. On peut m~me supposer que les ~ , . . . ,  ~o,~ satisfont "~ la condition 

suivante : 

(PM) c0 4: o et il n'existe pas d'dldment ~ 4: o appartenant h Z+ tel que o~ - ~  soit un 

poids dominant (gventuellement nul). 
En effet, si coeP, ~ X +  alors r - ~ E F  et ,o appartient au sous-groupe engendr6 

par ~0--~ et E. Notre assertion en rdsulte imm6diatement, compte tenu de ce qu'il n 'y 

a qu'un nombre fini de poids dominants majords par un poids dominant donn6. 
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Lemme (9. x ). - -  Soit r un poids dominant satisfaisant a ( P M ) .  Les poids de la reprg- 

sentation p de plus haut poids o~ sont tous transformds de co par un glgment du groupe de Wef t  et 

sont donc simples. Pour tout poids o~' de p et toute racine ~, on a o~'(H~) = o ,  ~ ou - ~ (~). 

O n  sait que  les poids  de p sont  permutf is  p a r  W e t  que  la mul t ip l ic i td  de w.~o 

est figale 5. celle de ~o, c 'est-5.-dire ~. S i p  a d m e t t a i t  un  poids r d is t inct  des w . %  

le poids  d o m i n a n t  conjuguf i  de ~o' serait  lui aussi un  poids  de p e t  serait  de la 

f o r m e  e o - [ ~  avec  [ 3 e Z + , ~ + o ,  ce qui  con t r ed i t  ( P M ) .  Si o J ( H ~ ) = k > ~ 2 ,  alors 

~o', ~ ' - - ~ ,  ~o ' - -2~ ,  . . . ,  ~o ' - - k~  sera ient  des poids de p, d o n c  sera ient  tous t ransform~s 

les uns des au t res  p a r  des 61dments de W,  ce qu i  est impossible ,  ca r  les longueurs  

de r r  et ~o' - - 2 ~  (pour  une  fo rme  q u a d r a t i q u e  ddfinie posi t ive sur  l-I, i nva r i an t e  

pa r  W)  ne  p e u v e n t  pas  fitre toutes  trois r 

xo. Les groupes alg~briques d'alg~bre de Lie g. 

Soit  G u n  g r o u p e  algf ibr ique linfiaire connexe  dfifini sur P e t  d o n t  l ' a lg~bre  de Lie 

(sur P) est i s o m o r p h e  5. g : a u t r e m e n t  dit  G est un  g r o u p e  semi-s imple  dt~fini sur  P et 

~ du  type  T o h o k u  )~ ou ~ dr )) sur P. D a n s  la suite, nous  ident i f ierons  g et l ' a lg~bre  

de Lie de G.  O n  sait qu'~t la sous-alg~bre de C a r t a n  t) c o r r e s p o n d  un  tore maximal H de G, 

d~composfi  sur P. Le  choix  fait  d ' u n  syst~me f o n d a m e n t a l  de rac ines  (ou encore  d ' u n e  

c h a m b r e  de Weyl)  df i termine un  sous-groupe de Borel B de G, dSfini sur P, et d o n t  

l ' a lg~bre  de Lie (sur P) est la sous-alg~bre de g engendrf ie  p a r  I? et les X~ p o u r  ~ positive. 

Le g r o u p e  B e s t  p r o d u i t  semi-d i rec t  de H et du  sous -g roupe  unipotent maximal N,  d o n t  

l ' a lg~bre  de Lie est sous - t endue  pa r  les X~ p o u r  ~ > o .  Nous  no te rons  N '  le sous -g roupe  

u n i p o t e n t  m a x i m a l  c o r r e s p o n d a n t  aux  racines  nfigatives. 

Nous  d~signerons p a r  G (resp. H,  B, N) le sous -g roupe  des 61fiments de G 

(resp. H ,  B, N) rationnels sur P. 

D'ap r~s  les r~sultats de Cheva l l ey  [6], le g r o u p e  G est dfiterminr /~ i somorph i sme  

pros pa r  la donn6e  de g et d ' u n  sous -g roupe  P du  g r o u p e  des poids  l i ,  c o n t e n a n t  le 

sous -g roupe  Y~ engendrf i  p a r  les racines .  De  manif i re  pr~cise, p o u r  tou te  r ep re sen t a t i on  p 

de g dans  un  espace  vector ie l  V d o n t  les poids  a p p a r t i e n n e n t  ~ F, il existe une  reprfisen- 

t a t i on  ra t ionne l le  dfifinie sur  P e t  une  seule de G d o n t  la diffdrentielle soit p : nous noterons 

encore p cette reprgsentation de G (ou de G) .  R d c i p r o q u e m e n t ,  p o u r  tou te  reprf isenta t ion 

(1) Si .q est simple, tout poids satisfaisant A (PM) est l'un des poids fondamentaux de Gartan. Ceci peut se 
voir par vdrification pour chaque type simple : les poids dominants satisfaisant ~. (PM) sont (avec les notations 
de [6], expos6 x9, corrig6 des erreurs d'impression pour le type 1)n) : pour A~ tous les poids fondamentaux; pour Bn, 
le poids ~n; pour C n le poids ml ; pour Dn, les poids m 1 , r~ n_ Iet r~, ; pour E,, les poids r~l et c~,s; pore" ET, le poids ~1 ; 
pour Es, Faet G~, aucun poids. II se trouve que les poids satisfaisant ~ (PM) sont les ~< poids minimaux )> au sens 
de [6] qui ne sont pas combinaisons lin6aires A coefficients entiers des racines. 

On peut aussi remarquer que si co est un poids dominant @ oet non fondamental, alors il est somme de deux 
poids dominants co x et co. @ oet est le plus haut poids de la repr6sentation 9c%@ Pco,' Or celle-ci n'est pas irr6duetible, 
comrne il r~sulte aisSment des formules de H. Weyl donnant les dimensions des Po~" I1 en rdsulte que Pco~ @ tzo, admet 
un poids dominant co' distinct de co et co'~co--~+, ce qui montre que co ne satisfait pas 5. (PM). 
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rationnelle de G d6finie sur P, les poids de sa diff6rentielle appar t iennent  ~. F. Le groupe H 

s'identifie au groupe des homomorphismes de I" dans P* de la mani6re suivante : si h e l l  

et si p e s t  une repr6sentation rationnelle de G d6finie sur P, il existe un filament 

zheHom(P,  P*) et un seul tel que 

(53)  (h)x =: z (o,)x 

s i x  est un  61dment de l 'espace V de p appar tenant  au poids r (pour la restriction 5. D 

de la diffdrentielle de p). On  a en particulier : 

(54) ad h. X~ = 7~,(~)X~. 

Nous d&ignerons par  H ~ (resp. H r') le sous-groupe des h e l l  tels que 

7j,(F)c{7~'[neZ} (resp. 7.h(1~)c2)). I1 est clair que H est produit direct de H ~ et de H ~. 

De plus H ~ est isomorphe 5. Horn(l?, Z), l ' isomorphisme associant 5. h~_H ~ l'61dment 

theHom(P , Z) d6fini par : 

(55) Zh (co) = ~lh~~ pour (o e 1". 

Comme le groupe de Weyl W op~re sur i', il op6re aussi sur H.  On sait d'ailleurs 

que les opdrations de W dans H sont exactement  les restrictions 5. H des automorphismes 

intdrieurs de G ddfini par les ~l(~ments du normalisateur  I2I de H dans G. I1 est clair 

que W conserve H ~ et H b. 

D 'aut re  part,  on sait que W e s t  s implement transitif  sur les chambres de Weyl, 

ou encore sur les syst~mes fondamentaux  (non ordonnds) de racines. Soit alors h e l l  ~ 

L'ensemble A des racines v. telles que th(:r )>/o est stable par  addit ion,  et toute racine 

appart ient ,  soit 5. A, soit 5. - - A .  On sait que ces conditions entra]nent que A contient 

un syst6me fondamenta l  de racines. Par suite, il existe un w e W  tel q u e  tw.h(~i))0 pour 

t o u t j .  Nous dgsignerons par H~ l'ensemble des h e l l  ~ tels que th(oc~)>lo pour j =  i, ~, . . . ,  r. 

I1 r6sulte de ce qui prdc6de que tout dldment de H est transformd par W d'un dtdment 
de H'~_ (qui est d'ailleurs unique comme nous le verrons plus loin (Th. i 2 . i ) )  (x). 

x I. S o u s - g r o u p e s  b o r n 6 s  de  G. Le s o u s - g r o u p e  KR. 

Soit pour un instant G un groupe alg~brique lin~airc quelconque d~fini sur P, 

et soit K un sous-groupe de G : 

Proposition ( Ix .  I) .  --- Les conditions suivantes sont gquivalentes : 

(i) Il existe une reprdsentation matricielle p de G, rationnelle sur P, de noyau fini, telle que 

tes matrices p(g) soient ~ coe.)ficients dans ~ pour tout gEK.  

(1) Pour que h ~ H ~ ,  il faut et il suflit que t h appart icnne ~. l 'adh~rence dans Hom(~ ,  Q) : Hom(I ' ,  Q) de 
la chambre de Weyl d6finic par  le syst~me fondamental de racines donn6 (chambre qui est l 'ensemble des f E H o m ( Z , ,  Q) 
tels que f(:~i ) > o  pour i ~ j~< r). Or  il cst bien connu que l 'adhdrencc d 'unc  chambre de. Weyl est un domaine 
fondamental (au sens strict) pour W op6rant dans Hom(X,, Q). 
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(ii) Pour route reprdsentation lindaire ddfinie sur P de G dans un P-espace vectoriel V,  
il existe un re'seau S de V invariant par K.  

I1 est clair que (ii) entraine (i). R6ciproquement ,  supposons (i) v6rifi4 et supposons G 

r4alis6 (sur P) comme sous-groupe alg6brique du groupe des matrices g =  (gq) de d6ter- 

minant  x, ce qui est loisible. Le corps des fonctions P(G) est une extension de degr4 

fini du  corps des fonctions P(p(G)) et l 'alghbre des fonctions r4gulihres sur G est entihre 

sur l 'alghbre des tbnctions r4guli6res sur p(G). II existe donc des polyn6mes 

Q q  = ya  4- G QijkY k 
O<~k~d--t 

aux QiikeP[(X,s)t<,.~<d0o] tels que 

Q,~'( (P (g),,), g,i) = o 

pour tout  geG.  Soit X la borne infdrieurc des valuations des cocfficicnts dcs poly- 

n6mes Qqk : on a v(Qqk(p(g)rs))>~x pour tout  g e K  puisque les P(g)r, appar t iennent  
alors ~t 9 .  Par  suite, on a 

dv(g~j)>~ in f  (kv(gq) +v(Q,/k(p(g))  ) 
O ~ k ~ d  - 1  �9 

/> ?, -~- �9 in f  kv(g~i) 
0~k~d--I 

pour tout geK. On en d6duit que v(g~7.)>~inf(o, X) pour tout geK. 

Si main tenan t  p' est une repr6sentation lin6aire d6finie sur P de G dans un espace 

vectoriel V, les coefficients de la matrice de p'(g) par  rappor t  ~ une base (e) de V sont 

des polyn6mes par  rappor t  aux gq et restent de valuat ion born6e inf6rieurement lorsque g 

ddcrit K.  I1 en r~sulte aussit6t que le ~)-module engendr6 par  les transformds par K des 

616ments de la base (e) est un  r~seau de V invariant  par  K.  

Ddfinition (i,. x). - -  Un sous-groupe K de G satisfaisant aux conditions ~quivalentes de 

la prop. 11 .1  sera dit borng. 
Si le corps r6siduel de P est fini, c'est-~-dire si P e s t  localement compact, alors G est 

un  groupe topologique localement compact  et un sous-groupe bornd K de G n'est autre 

qu 'un  sous-groupe relativement compact. 

Reprenons main tenan t  les notations des num6ros pr6c6dents. Si R e s t  un  r6seau 

de Chevalley de .q, nous d6signerons par  Kg le sous-groupeformg des k e G  tels que 

ad k . R = R  

Comme la repr6sentation adjointe de G a un noyau fini, K a est un sous-groupe 

bornl de G. Si P e s t  localement compact,  Kn est compact, car 6videmment  ferm6 dans G 

(pour la topologie p-adique).  

Soit p une reprdsentation irrdductible ddfinie sur P de G dans un P-espace 

vectoriel V : rappelons que nous notons ~galement p la repr6sentation de g diff6rentielle 

de p. Soit R un r6seau de Chevalley associ6 ~ I). 

644 



SUR UNE CLASSE DE SOUS-GROUPES COMPACTS MAXIMAUX 69 

Proposition ( I I . 3 ) .  - -  Supposons que le poids dominant de p satis/'asse ~ (PM).  Si S est 
un rdseau de V stable par 0(R), alors S est stable par p(K~). 

Soit, en effet, S' le plus peti t  r6seau de V stable par  p(K~) et con tenan t  S : 

c'est 6v idemment  l e ~ - m o d u l e  engendrd par  les 9(k) .x pour  k e K  R et xeV.  Soient 

X e R  et keKR : o n  a p ( X ) p ( k ) x = p ( k ) p ( a d k - ~ . X ) x .  Co m m e a d k - ~ . X e R ,  on a 

p(ad k ~ . X ) x e S  pour  xeS,  ce qui mont re  que S' est stable par  p(R), done (prop. 8. x 

et lemme 9- I )  S' est un homothdt ique  de S, ce qui  entra ine  que S lui-m6me est invar iant  

par  ?(KR). 

12. La d ~ c o m p o s i t i o n  G=~ KRHKR. 

Supposons tout  d ' abo rd  que G soit le groupe adjoint de g (au t rement  dit que P = Z). 

Les r6sultats d u n  ~ 7 mon t ren t  que si R 1 et R 2 sont deux  rdseaux de Cheval ley de g, 

il existe un  g e G  tel que adg .R1- - - -R  2 : plus pr6cis6ment,  si R 1 et R~ sont associ6s 

la m5me sous-algSbre de Ca r t an  d6compos6e 1), il existe h e l l  ~ avec ad h. R I = R  2. 

Si G n'est  plus le groupe adjoint ,  il n ' en  est plus ainsi (ct: n ~ I3). Cependan t  : 

Proposition ( I2 .  x ). - -  Soient R1 et R2 deux rr de Chevalley de .q, associ~s tous deux 
h la mgme sous-alg~bre de Cartan dgcomposge I). S'il existe un g e G  tel que R 2 .... a d g .  Rl ,  

alors il existe un h e l l  ~ tel que a d h .  R x = R  2. 

D'apr~s les r6sultats du n ~ 7, il existe une base de Cheval ley (X:) de g associde/i D, 

un systSme fondamenta l  ~1, . . . ,  % de racines et des entiers positifs t l , . . .  , t, tels 

que R 1 (resp. R2) soit le r~seau de Cheval ley d6fini pa r  la base de Cheval ley (X~) 

(resp. r:t(~)X: avec t(~,nio~i)--~,njti). 
7 1 

Soient de plus o)1, . . . ,  (% des poids dominants  (pour  l 'ordre  ddfini par  ~1, �9 . . ,  0(~) 

satisfaisant ~ (PM) et tels que 17 soit engendr6 par  Z et les r i. Soit Si, 1 un rdseau stable 

par  pi(R1) dans l 'espace Vi de la repr6sentat ion irr6ductible Pi de g (et de G) de poids 

dominan t  (oi. I1 est clair que Si, 2--  pi(g-1)Si, t est un rdseau stable par  pi(R2). D'aprSs 

le L e m m e  7.4,  on a S/,/~--~(Si, knVi,,o) (pour  k =  I, 2), la somme 6tant 6tendue aux 

poids r (tous simples) de ~:i suivant  I). Comme dim V~,o)= I, il existe des entiers 

rationnels si((a ) tels que 

Si. 2 r Vi, (o - - =si(r176 1 r g i ,  r 

Si x est un g~n~rateur du ~ - m o d u l e  Si, lmVi,  o, , alors ~si('~',x est un g6ndrateur  

de Si,2nVi,,~ et le lemme 8 . i  entra lne  que 9i(X._ai)x (resp. ~si('~ ) est 

un gfindrateur de Si, l ~ V  i . . . .  i (resp. Si,2~Vi,~o_ai  ). I1 en  rdsulte que si o~ et 

r162 sont des poids de p~, on a : 

(5 6) s~(~ -- 0~ = si~o ~ - t~. 

Mais pour  tout  poids ~o de pi, il existe une suite ~i~, "" ,0( /~  de racines 

fondamentales  telle que ~~ (ai, a _ . . .  + 0~/, ) soit un  poids de Pi pour  I ~< s ~< k et 
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L 'appl ica t ion  rfpdt6e de (56) donne donc (en posant  

= + . . .  + tj ). 

Autrement  dit, soit eo un poids de p~. I~crivons 

(57) c o = % - -  Y~ ni(co)0r i 
~ < i ~ < r  

avec ni(o~ ) entier />o. O n  a alors : 

(5 8) s , ( ~ ) = s , - -  ~2 ,~(~)t~. 

Posons alors 
m,=Y, s , (~ )  = ( d i m  Vi)s ,--  Z (Zns(o~))t j 

(off co d~crit les poids de p). La d~finition m~me des si(co ) entralne qu'i l  existe un 

op6rateur  de d6terminant  r:"~ qui transforme Si, 1 en Sic, .. M a i s  Si,2=pi(g-1)Si,1 et 
det  p~(g-~)= ~ : il r6sulte alors du  thdor6me des diviseurs 616mentaires que  m~=o.  
O n  a donc : 

(59) (dim V,)s~= Y~ (52n~(co))t i. 
l ~ j ~ r  co 

D'aut re  part ,  la somme des poids de Pi est nulle, puisque det pi(h) = l pour  he l l .  

O n  a donc d'apr~s (57) : 

(60) (dim V,)coi= Z (Zni(co))~. 

Soit alors t l ' homomorphisme du groupe dcs poids darts Q d6fini par  t (~ i )= t i. 

D'apr~s (59) et (6o), on a : 

t(o~,) = (dim V,) -  ~t(E (Enj(co))~i) - - ( d i m  V,) -  ~(Z Z nj(o~)tj) = s ,  
i ~o j 

ce qui montre  que t(I') cZ .  I1 existe donc un h~H ~ tel que I h : t e t  il est immddiat  

que a d h .  R I = R  2. 

Corollaire 1. - -  Soit R un rdseau de Chevalley associg d la sous-algbbre de Cartan dgcomposie [~. 

Si g appartient au normalisateur H de H dans G, il existe h ~ H  tel que hg~KR. 
En effet, R et ad g . R  sont deux r6seaux de Chevalley associds ~ t? : il existe donc 

un h e l l  tel que  a d ( h g ) R = R .  
Le corollaire I signifie encore que toute opdration du groupe de Weyl W dans H est 

induite par un automorphisme intdrieur difini par un x~f-In K R. 

CorolIaire 2. - -  Soit R u n  rdseau de Chevalley et soient lh et I~2 deux sous-algbbres de Cartan 

ddcompos~ts auxquelles R soit associL 1l existe un k E K  R tel que ad k.bx = ~?~. 
D'apr~s un r6sultat de A. Borel [ I ] ,  il existe un g ~ G  tel que  b ~ = a d g . b x .  Les 

r6seaux de Cheval ley R et ad g . R  sont alors associds ~t la m~me sous-alg~bre de Car tan  

d6compos6e I?z et, d'apr~s la proposition, il existe un g ' e G  tel que a d g ' . I ? z = t h  et 

ad g ' . ( a d g ) . R :  R : l '6 l fment  k = g ' g  de G r f p o n d  ~ notre attente. 
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Thgor~me ( z2 .2 ) .  - -  Soit R un rdseau de Chevalley associd ~ la sous-algkbre de Cartan 

ddcomposle D. On a G = K R H K  R. Plus prdcisdment, route double classe modulo KR de G contient 
un dlgment et un seul appartenant ~ H~ 

Soit en effet g e G .  Mont rons  tout  d ' ab o rd  que g e K R H ~  Posons R ' =  ad g . R  

et D ' = a d g - I ? .  D'apr~s le corollaire au Th6or~me 7. x, il existe une sous-alg~bre de 

Car tan  d6compos6e D" a laquelle R et R '  sont associfis. D'apr~s le Corollaire 2 ~ la 

proposit ion i 2 . i ,  il existe g lEK~ et g2eKw tels que 

D -- ad &.  t)" b" - ad g2. I)'. 

Posons g"=glgag .  Comme g - l g ~ g e g - l K R , g = K R ,  on a g " E K R g K  R. D 'au t re  part ,  

on a ad g".[9 = I). Les r~seaux de Cheval ley R et R "  = ad g " . R  sont donc tous deux 

associ6s /t t) et la proposit ion 12.I  mont re  qu ' i l  existe hEH ~ tel que a d h . R = R " ,  

d'ofi h - l g " ~ K R  et g e K R h K  R. 

De plus il existe w s W  avec h+ = w.heH~ et nous avons vu (Corollaire I ci-dessus) 

qu'i l  existe xeI2InKR avec h+ = x h x  - t .  O n  a donc g eK Rh +K RcK g H ~_ K  R. 

Mont rons  ma in tenan t  l'unicit~ de h+ : posons g = k h k '  avec k, k ' e K  R et heH~. .  

Soit p une repr6sentat ion i r r fduc t ib le  de G, de poids dominan t  % .  Puisque p(k) et p(k') 

conservent  un  rfseau dans l 'espace de p (proposit ion 1 1.1) lesfacteurs invariants de p(g-~) 

sont les mfmes  que ceux de p (h- ' ) .  O r  p(h -~) est un o p f r a t e u r  diagonalisable de valeurs 

propres ~-th(,~), off o~ dfcr i t  les poids de p. Co m m e  th(~/)>~o, le plus g rand  facteur  

invar ian t  de p(g-1) est donc =--th/'~ 

Pa r  suite, si h et h' e H ~  et si KahKRn KRh'KR+ o, les 616ments th et tn, de H o m ( F ,  Z) 

coincident  sur les poids dominants  ap p a r t en an t  ~ F. Mais th et th. se pro longent  de 

mani6re unique  en des homomorphismes  (notds encore th et t~,) de ~ dans Q .  Si ~z~ est 

un poids dominan t  fondamenta l ,  il existe un ent ier  s~>o tel que s~z~eP et s[z~ est encore 

un poids dominant .  On  a donc t ~ ( ~ ) = s - l t h ( s ~ ) = s - a t h , ( s ~ ) = t ~ , ( V ~ )  &off t~=t~, 

puisque les ~z~ forment  une base de II. On  a donc h - -  h', ce qui  ach6ve la d fmons t r a t ion  

du thfor6me.  

Corollaire 1. - -  Kg  est un sous-groupe borng maximal de G. Si Pes t  localement compact, 

Ka  est un sous-groupe compact maximal. 

En effet si A est un sous-groupe contenant  s t r ic tement  K a ,  alors A cont ient  un 

616ment h non nul de H ~ et les valuations des coefficients de la matr ice  de ad h" ne 

restent pas born6es quand  n ddcrit  Z. 

Corollaire 2. - -  Supposo~ g simple et soit ~o un poids dominant appartenant ~ F et 

satisfaisant gz (PM).  Si S est un rgseau dans l'espace de ~ invariant par p(R), le sous-groupe Kr~ 

est aussi le sous-groupe form~ des x e G  tels que p(x)S = S. 

En effet, si g est simple, le noyau  de p dans G est fini. Le sous-groupe des x e G  

conservant  S est alors un sous-groupe bornd (prop. ~ . I )  con tenan t  Kg  (prop. ~1.2). 

Remarque. - -  Prenons pour  G le groupe adjoint et soit G'  le groupe  des auto- 

morphismes de la P-alg6bre de Lie g : on salt que G est un sous-groupe distingu6 d ' indice 

fini dans G' .  Soit Kh le sous-groupe form6 des a e G '  laissant stable R. Si a e G ' ,  on a vu 

647 



7~ F R A N C O I S  B R U H A T  

qu'il  cxiste g s G  tel que a d g . R ' - - R  avec R ' = a . R .  Au t r emen t  dit gaeK'R. I1 en 

rdsulte aussit6t que G ' =  K a H  ~  chaque  double  classe modulo  (KR, K~) contenant  

un dldment unique  de H~ Afortiori on a G '  k"  140 ~ ,  mais cette fois-ci sans unicitd. 
�9 ~ ~ R ~ + ~ R  ~ 

Cepcndant ,  dans route classe de G '  modulo  G, il y a un dldment x laissant stable I) 

et p e r m u t a n t  les racines fondamentales .  S i e  est cette pe rmuta t ion  des ~ ,  . . . ,  %, on 

peut  supposer que x . X +  ~i = X• o(~). Les x ainsi ddterminds forment  un sous-groupe E 

de G'  et G'  est produi t  semi-direct de E et de G. I1 cst clair que E C K ~ .  Soit alors H~ ' 

un domaine  fondamenta l  de E opdrant  par  automorphismes  intdrieurs dans H ~ : on 

volt immddia tement  quc H~ est un syst~me de reprdsentants des doubles classes 

modulo  K~ dans G'.  

13. Conjugaison des sous-groupes KR. 

Proposition ( I 3 . I ) .  - -  Soient R et R '  deux rdseaux de Chevalley de g. On a K R = K  R, 

si, et seulement si R = R' .  

Supposons tout  d ' abo rd  que R et R '  soient associds ~ I?. 11 existe done  unc base 

de Cheval ley (X~) associde {t I) et un tEHom(X,  Z) tels que 

R '  = ).] K3H~ -- ~ ~tC~)f~X~. 

D'aprSs le corollaire i ~ la proposi t ion i2 .  i, il existe, pour  toute racine a, un 

dldment xeKRnI2I  tel que ad x induise dans le dual  de D lasymdtr ie  S~. L 'opdra teur  ad x 

t ransforme alors le sous-espace radiciel  g~ en gs~.~ et on a a d x .  X~----XX_:~ avec X~P. 

Si KR--KR,  , alors ad x laisse stable R et R '  et on dolt  avoir  d 'une  par t  XE~*, d ' au t re  
par t  adx(~t~)X~)~3*~-t<~)X_~, d 'oh  X ~ - ~ ~  * et t ( ~ ) = o ,  d'ofi R = R ' .  

Dans le cas gdndral, R ct R '  sont associds ~ une memc sous-alg&bre de 

Car tan  ddcomposde D' ct il existc g e G  tel quc ad g .~ ) '= I ) .  Si K R - K  R, on a 

gKag -~ -----K~g.R--K.,~ R,, d'ofi le rdsultat 

Corollaire. --- On a K R, = g K m g  -1 si et seulement si R'  = a d  g . R .  En particulier, le 

normalisateur de K~ dam G est K R lui-rMme. 

On a en cffct g K a g -  1 = K~ i o.R- Par  suitc gKRg-  1 = KR ' entralnc ad g . R - -  R' .  

Cherchons main tenan t  si dcux sous-groupes K R sont conjuguds par  automorphisrncs 

intdricurs : il en est bien ainsi si G est Ic groupe adjoint.  Plus gdndralement  : 

Proposition (x3 .2) .  - -  Les classes de conjugaison par automorphismes intdrieurs de sous- 

groupes K R sont en correspondance bijective avec les dldments du groupe fini H o rn (F /Z ,  Q / Z )  

(dont l'ordre est dgal t, l'ordre de F/Z).  

C omme  ad G est transit if  sur les sous-alg~:bres de Ca f t an  ddcomposdes, toute 

classe de conjugaison cont ient  un sous-groupe K~ off R e s t  un rdseau de Chcval lcy 

associd fi t). Si R et R '  sont deux tels rdscaux, il existe, comme nous l 'avons ddj~ vu 

plusieurs fois, un t~Hom(X,  Z) unique  tel que R ' - - h . R ,  off h est l 'dldment du sous- 
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groupe H ~ du tore maximal  H ,  d'alg~bre de Lie I) du groupe adjoint  G~, tel que t h = t. 

La  proposition I2. ~ montre  alors que R '  et R sont conjugufis par ad G si et seulement 

si h e a d  H ~ c'est-~-dire s i t  se prolonge en un homomorphisme de F dans Z. Les classes 

de conjugaison de sous-groupes KR, ou les classes d'intransitivitfi de ad G opfirant sur 

les rdseaux de Chevalley, sont donc en correspondance bijective avec le conoyau de 
l 'homomorphisme de restriction de H o m ( F ,  Z) dans Hom(E ,  Z), conoyau qui s'identifie 

5 Horn(F /Z ,  Q / Z ) .  

Remarque. - -  L'616ment h de H ~ se remonte toujours en un ~lfiment h de G rationnel 

sur une extension finie de P. I1 en rdsulte que deux sous-groupes K R sont toujours conjugu6s 
par  un  automorphisme extlrieur de G, qui est la restriction h G d ' un  automorphisme 

intgrieur de G. 

14. La d ~ c o m p o s i t i o n  G =: KRH~ 

Proposition (I 4. I ) .  - -  O n  a G = KRHN = KRH~ 
Comme H = H ~  b et que H b c K ~ ,  il suffit de d~montrer  que G = K R H N .  

Comme le noyau  de la representation adjointe de G est contenu dans KR, il suffit de 
montrer  que ad G =  (ad KR)(ad H) (ad  N). Or  le groupe ad G est un sous-groupe 

du groupe G introdui t  par  Chevalley dans [5] et est engendr~ par ad N (qui est le 

sous-groupe notd 1I dans [5]), ad N'  (notd lI '  dans [5]) et ad H (qui est un  sous-groupe 

du groupe 5 contenant  5 '  avec les notations de [5]). Remarquons  qu 'on  a ad H = 5  
si G est le groupe adjoint  et ad H = 5 '  si G est le groupe simplement  connexe. Ceci 

rappelfi, la d~monstrat ion de la proposition 14. i est exactement  la m~me que celle 

donn~e dans [3], proposition 15 pour le groupe G de Chevalley, en rempla~ant  .~ 

par ad H.  

15. C o m p a r a i s o n  des  d o u b l e s  c l a s s e s  et c l a s s e s  ~t gauche  m o d u l o  KR. 

Munissons le groupe Hom(F ,  Z) d 'une  structure de groupe ordonn~ de la 

mani~re suivante : un  t e H o m ( P ,  Z) sera />o si et seulement si t(o~)~>o pour tout  

poids dominant o~. Nous transporterons cette structure d 'ordre  ~ H ~ par  l ' isomorphisme 

h-+t h de H ~ sur H o m ( F ,  Z). Les filaments de H ~ sont alors positifs, mais il y a en 

gfinfiral d 'autres  fil~ments positifs dans H ~ 

Proposition (I 5. i ) .  - -  Soient h+eH~_ et h e l l  ~ Si K h N n K R h + K R +  0, alors h<<.h+. 

De plus KRh+Nr~ KRh+K R = KRh +. 
Soit u e N  tel que hu~KRh+K R et soit p une reprfisentation irrfiductible de G, 

de poids dominan t  c0. Comme on l 'a  vu au n ~ i2, le plus grand  facteur invariant  

de p(hu) -1 est 7~ -t(~ en posant  t=th+. Soit x un vecteur + o  de l 'espace de p, 

appar tenan t  au poids dominan t  (o. Comme x est annuld par  les ?(X~) pour e > o ,  il 

est invar iant  par  p(N) et p(hu)-lx=rc-tg~~ I1 en r~sulte que ~-l(~) divise r:-th (~), 

au t rement  dit  on a t(c~) >/tj,(co) et h+/> h. 
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Soit  m a i n t e n a n t  u ~ N  tel que  h+u~Kt~h+K R et posons  tou jours  t=th§ L a  

re la t ion  t(e)>~t(~) est une  re la t ion  de p r4o rd re  sur l ' ensemble  des racines  positives 

et si ~ et ~ sont  d e u x  rac ines  positives, on  a t(~ + ~)/>t(e) .  O n  en d4du i t  q u ' o n  peu t  

r a n g e r  les racines  posit ives en un  o rd re  ~j, . . . ,  ~s tel que  t(~i)>~t(~j+t) et que  si ~ j - -~k  

est une  rac ine  posit ive,  alors j < k .  Si on  r a p p o r t e  g ~ la base X~,, . . . ,  X ~ ,  H1, . . . ,  H r ,  

X ~ ,  . . . ,  X _ ~  (off H1, . . . ,  H r e s t  une  base de Rr~[? et (X~) une  base de Cheva l l ey  

de  R) ,  la m a t r i c e  de ad  u est alors triangulaire supdrieure unipotente et la ma t r i ce  A de  ad  h+ 

est d iagona le ,  ses coefficients d i a g o n a u x  6 tan t  des puissances  de r: d o n t  les exposants  

v o n t  en croissant. L ' h y p o t h h s e  h + u ~ K R h + K  a en t r a ine  que  la ma t r i ce  B de ad  h+u 

a p p a r t i e n t  ~t SL(n,  !D)ASL(n,  !D) (avec n = d i m  g) et le l e m m e  3 de [3] en t ra ine  alors 

que  B A - ~ S L ( n ,  f3). A u t r e m e n t  dit  ad(h+uh+ ~) laisse R i n v a r i a n t  et h + u e K a h  + d'of i  

l '4gal i t6  K a h + N n K a h + K  R =  Kith+.  
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