SUR UNE CLASSE DE SOUS-GROUPES COMPACTS MAXIMAUX
DES GROUPES DE CHEVALLEY SUR UN CORPS p-ADIQUE

par Frangors BRUHAT

Le but de ce travail est d’étendre les résultats de [3] aux groupes semi-simples
généraux. Nous n’y sommes encore parvenu que pour les groupes dits « du type Tohoku »
ou « déployés » sur le corps de base. Nous définissons pour un tel groupe G une classe
« naturelle » de sous-groupes K possédant de bonnes propriétés (th. 12.1 et prop. 15.1).
Un tel sous-groupe K est défini comme I’ensemble des éléments de G laissant invariant
un certain réseau stable par le crochet dans ’algébre de Lie de G (« réseau de Chevalley »);
on trouvera la définition et P’étude des réseaux de Chevalley au II. Cette étude a
nécessité I’établissement de variantes du théoréme de Jacobson-Morozov (dans le cas
d’un anneau de base, ou d’un corps de caractéristique non nulle) qu'on trouvera en I.

Pour les conséquences importantes des propriétés des sous-groupes K, au point
de vue des représentations unitaires de G et de la théorie des fonctions sphériques, nous
renvoyons a [3] et [10].

Remarquons que le corps de base P utilisé ici n’est pas nécessairement localement
compact, mais seulement valué complet pour une valuation discréte. Le sous-groupe K
n’est plus alors compact maximal, mais « borné » maximal. Par ailleurs, nous devons
nous restreindre a la caractéristique zéro, car nous utilisons des résultats de Borel-Tits
(sur la conjugaison des tores décomposés maximaux par exemple) qui semblent n’avoir
été établis que sur un corps de base parfait.

Signalons enfin que les résultats qui suivent ont été particllement énoncés dans [4].

NOTATIONS

: corps valué complet pour une valuation v discrétc normée.

: anneau des entiers de P.

: idéal maximal de O.

: générateur de p (« uniformisante »).

désigne la caractéristique du corps résiduel O/p si celle-ci est non nulle et le

A = -

symbole + oo si la caractéristique de D/p est nulle.
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LE THEOREME DE JACOBSON-MOROZOV

Dans ce paragraphe, la lettrc A désigne un anneau commutatif intégre avec
élément unité et la lettre M désigne un A-module unitaire sans torsion de type
fini sur A. La lettre K désigne le corps des fractions de A. On suppose que les
éléments 1, 2, ..., p—1 sont inversibles dans A : par suite K ecst de caractéristique o
ou ¢=p.

1. L’algébre de Lie standard de dimension 3 et ses représentations.

Nous désignerons par [ et appellerons « Algebre standard » sur A, une A-algébre
de Lie, qui est un module libre de dimension g sur A, possédant une base X, Y, H
satisfaisant aux relations classiques :

(S) [H, X]=2X H, Y]=—2Y [X,Y]=H.
Soit p unc représentation' linéaire de I dans M. Les rclations suivantes sont bien
connues et d’ailleurs triviales (pour 7, s entiers naturels et AcA) :
(1) (p(H) —2)p(X)" =0 (X)*(e(H) —2 4-29)"
(2) (e(H) —2)p(Y) = p(Y)*(e(H) —r—2s)"

Pour Uel, nous désignerons par N, (p, U) le noyau de (p(U)—nr)* et par
N,(p, U) la réunion des N, , pour £ entier >1. Il résulte aussitot de (1) et (2) que :

(3) o(X)N;, «(p; H) €Ny 5, (e, H)
(4) e(H)N,, 1 (es X) €Ny i (e, X)
(5) p(Y)N, «(p, H) CNy_, (e, H)
(6) p(H)N (e, Y) €Ny, (p, Y)

Si A est un corps de caractéristique o, ces relations entrainent immédiatement
que p(X) et p(Y) sont milpotents. Si A est un corps de caractéristique p, Jacobson a
montré [g] que la théoric classique des représentations de [ se généralisait bien, a
condition de supposer a prior: que p(X)"=p(Y)" =0 avec m<p—1. Nous allons dans
ce numéro généraliser ces résultats.
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SUR UNE CLASSE DE SOUS-GROUPES COMPACTS MAXIMAUX 47

Lemme (x.1). — St o(X)"=o0, avec m<p—1, on a pour o<r<m
\7) (I (o(H) +m—j))e(X)"~"=o.
1€j<g2r—1

En particulier, on a :

8) IT  (p(H) +m—j)=o.
Isig2m—1

La démonstration donnée par Jacobson dans le cas d’un corps est valable sans
changement ([g], Lemme 1).

Introduisons maintenant les représentations « classiques » de [, obtenues par
changement d’anneau de base a partir des représentations bien connues de ’algebre
standard sur Z : pour tout entier j>1, nous désignerons par p; la représentation linéaire
de | dans le A-module A’ défini par les formules suivantes (ou ¢, ¢, ..., ¢ désigne la
base canonique de A) :

(X =0, (X)e, =i(j—i)e, pour 1<i<j—1
(9) pi(H)e;=(j—2i-+1)¢;, pour 1<i<y

ei(Y)e=¢ 4 pour 1<i<j-—1, 0;(Y)e;=o0

On vérifie immédiatement que ces formules définissent bien une représentation de 1.

Lemme (x.2). — Soit o une représentation de U dans M telle que o(X)"=p(Y)" =0 avec
m<p—1. Le module M est somme directe de sous-modules M invariants (pour 1<j<m) tels
que la restriction de o & M, soit équivalente au produit tensoriel de la représentation o; de | dans A,
par la représentation nulle de 1 dans un A-module M ,.

Si A est un corps, ce résultat est classique en caractéristique o et est dit & Jacobson
en caractéristique ¢=p ([9], théoréme 1). Dans le cas général, considérons M comme
plongé dans le K-espace vectoriel de dimension finie My =K®, M et [ comme plongée
dans la K-algeébre de Lie standard [x=K®,[. La représentation ¢ se prolonge ¢n une
représentation pp de Iy dans My qui, d’aprés le résultat de Jacobson, est complétement
réductible et somme directe de représentations du type p; pour 1<j<m. Soit W; le
sous-espace de My composant isotypique de type p;, et soit W;, (pour 1<i<j) le
sous-espace propre associé a la valeur propre j—2i+1 de la restriction de pg(H)
a W,

Nous allons montrer par récurrence sur m que M est somme directe des sous-
modules M, =W, ,AnM : cest évident si m=1 puisque W, =M. Soit alors

m-—1

ze.z Wy-.

j=1

x= 2 y,+zeM, 5,eW,,
i=1

i3

m—1

Comme p(X)" *=p(Y)" '=0 sur %Wj, on déduit aussitét des formules (g) :

(r0) (Y e (X)" o (V)" * (1) =( Il k(m—k))y, (pour  1<s<m).

1<k<m—~1
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48 FRANCOIS BRUHAT

Comme le coefficient de », au second membre de (10) est inversible dans A, on voit

que les y, et z appartiennent 4 M, ce qui montre que M est somme directe des

M, ,(1<s<m) et de Ma Z W;, d’olt notre assertion.
' 1<j<m—1

De plus, les formules (9) montrent que, pour 1<i<j—1, pg(Y) est un isomor-
phisme de W, sur W,, ,, Disomorphisme réciproque étant la restriction de
TN j—i—1) (X)) & W, ;.. Comme i7!(j—i—1)"'eA pour 1<i<j—1<p, ilen

i
résulte que o(Y) définit un isomorphisme de M;; sur M, ,., (pour 1<i<j—1), ce

? 7

qui entraine immédiatement que M;=2XM,, est isomorphe au produit tensoriel
M, ,®, A/, la restriction de o & M; étant lel produit tensoriel de la représentation nulle
par la représentation p;.

Remarque. — 11 résulte des formules (9) que le noyau N, ,(p, X) de p(X)* est
somme directe des sous-modules M, ; pour 1<:i<inf(j, k). D’autre part o(X) est un
isomorphisme de M, ; sur M,; ; pour 1<igj. Par suite, 'image o(X)(N,,) est la
somme directe des M, pour 1<:i<inf(j,k)—1 et est facteur direct dans N,, ,, un
supplémentaire étant la somme directe des M;; pour 1<j<k—1.

Nous allons maintenant faire une hypothése de nilpotence sur p(X) seul :

Lemme (x.3). — St p(X)"=o0 avec em<p-+1, alors le module M est somme directe
des sous-modules N, _,, =N, . (¢, H) noyaux des opérateurs o(H)+m—Fk pour 1<k<2m—1.

St am<p—1, on a de plus p(Y)"=0 et le Lemme 1.2 sapplique.

La premiére assertion est une conséquence du lemme 1.1 et de la remarque
suivante. Si u est un endomorphisme de M tel que H (u-+m—j)=o0 (avec k<p)

<j<k

alors M est somme directe des noyaux de u+m—j; pour 1<j<k. Ceci est évident
pour k=1. Pour k>1, posons v= Il (u4+m—j). Soit Q le polynéme &

1<j<k—1
coefficients entiers quotient de la division euclidienne de H (X+m—j) par
X+m—k. Ona v(u-+m—k)=o et SISk
(11) | 1= Q) (u+m—k= I (k—j)
‘ 1<igkh~1

et le second membre de (11) est inversible puisque 1<k—j<p—1. Par suite M est
somme directe du noyau de #+m—£k et du noyau de v, d’ou notre assertion par
récurrence sur £.

Si maintenant 2m<p—1, les entiers —m et —m-—1 ne sont congrus modulo p
4 aucun des entiers k—m pour 1<k<em—1.

Par suite N_, (p, H)=N_;_,, (o, H) ={o}.

Comme la formule (5) entraine o(Y)"N,,_,,CN_,, et o(Y)"Ny__.CSN_,_,., on
en conclut que p(Y)"=o.
Remarque. — 11 est facile de voir que m=(p—1)/2 est la meilleure valeur possible

pour la deuxiéme assertion du Lemme 1.3 : si I'on prend pour A un corps de carac-
téristique 11, et si 'on considére la représentation p; avec j=16, on trouve p;(X)*=o0
et o(Y)®+o.

1
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SUR UNE CLASSE DE SOUS-GROUPES COMPACTS MAXIMAUX 49

2. Réduction modulo un idéal premier.

Soit p un idéal premier de A. Nous désignerons par A P’anneau quotient A/p,
qui satisfait aux mémes conditions que A. On posera de méme M=M/pM et T=1/pl;
on désignera par x—x lapplication canonique de A sur A, etc., et par g la représen-
tation de la A-algébre de Lie T dans M déduite de p par réduction modulo p. Si
p(X)"=p(Y)"=o0, avec m<p—1, il résulte du Lemme 1.3 que la réduction modulo p
de ¢ possede toutes les propriétés que Ion peut désirer : le module M est somme directe
des modules Mi dans lesquels p induit une représentation équivalente a la représentation
de T dans —M—i,1®AA7' produit tensoriel de o et de la représentation p; de T dans A,

En particulier, Papplication x—x de M sur M induit un isomorphisme de
No i(p> X) =Ny 1(p, X) /PN, 4(p, X) sur le noyau N, (5, X) de §(X)* dans M. Si par
exemple A est un anneau principal et p un idéal maximal, alors tous les modules envisagés
sont libres de type fini et on a :

(12) dim, Ny (e, X) =dimz N, (¢, X).

Nous allons maintenant faire une hypothése de nilpotence sur p seulement :

Lemme (2.1). — Supposons M libre (de type fini). Si o(X)"=o0 avec em<p—1,
alors o(X)"=p(Y)"=o0.

On peut supposer p maximal.

Soit K la cléture algébrique du corps des fractions K de A et soit A la cléture
intégrale de A dans K Plongeons M dans M:ﬁ@AM et [ dans la ﬁ-algébre de Lie
standard T=K® 11, et prolongeons ¢ en une représentation 7 de T dans M. Soit P un
idéal maximal de A tel que PrnA=p (on sait qu’il existe de tels idéaux puisque A est
entier sur A). Le corps ‘Z’:X/TDJ est alors une cldture algébrique du corps k= A/p.

Soit d’autre part ¢, ..., e, une base du A-module M, qui est aussi une base

du K-espace vectoriel M. Puisque 3'(H) laisse stable M, la matrice de 3°(H) par rapport
a cette base est a coefficients dans A, ce qui entraine que les valeurs propres de 7'(H)

appartiennent a A. .
Par ailleurs le k-espace vectoriel M=A/P®, M s’identifie d’une part 3 k®,M,
d’autre part au module obtenu par réduction modulo § de A® 1M, ces identifications

étant compatibles avec les représentations évidentes de TzX@I/?(X@I) z?@,j, repré-
sentations notées’g’ ou'p. o

Par suite, les valeurs propres de f’(ﬁ) dans le W-espace vectoriel M sont les images
dans % des valeurs propres de F(H).

Supposons alors que (X)™4o0. Il existe donc un xeX, un entier hz>1 et
un xeN,; ,(%, H) tel que F'(X)"(x)+o0. Il résulte alors de (3) que les éléments A,
A+2,...,A+42m sontvaleurs propres de3'(H), donc que leurs images A, A2, ..., A+ 2m
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50 FRANGCOIS BRUHAT

dans % sont valeurs propres de %(_H) Mais puisque o(X)"=o0, les valeurs propres
de 3'(H) sont des entiers compris entrc 1—-m et m—1 (Lemme 1.3) et la différence

de deux valeurs propres de ’E(ﬁ) ne peut donc pas étre égale 4 2m (puisque
am<p—1).

3. Le théoréme de Jacobson-Morozov (A quelconque).

Dans ce numéro, nous allons adapter la démonstration donnée par Jacobson du
théoréme de Jacobson-Morozov dans [8] de maniére & obtenir un énoncé valable pour
une A-algcbre de Lie sur un anneau A quelconque mais satisfaisant aux conditions
indiquées au début du paragraphe.

Nous appelons matricec de Jordan une matrice carrée (a;) dont tous les éléments

sont nuls sauf les éléments 4;; , qui sont égaux a 1.

Lemme (3.1). — Soit X une matrice carrée d’ordre n a éléments dans A. Si X est un
tableau diagonal de matrices de Jordan, il existe deux matrices carrées d’ordre n, H et Y, a coefficients
dans A, et satisfaisant aux relations (S).

On se raméne aussitdt au cas oi X est une matrice de Jordan ct on prend pour H
la matrice diagonale (k;) définie par h;=o si j+¢ et hy=n+1-—21 et pour Y la
matrice ( ;) définie par y;=o pour i%j-+1 et y .y ,;=j(n—j) (pour 1<j<n—1).

Lemme (3.2). — Soit g une A-algébre de Lie et soient X, Heg, satisfaisant aux conditions
sutvantes :

() [H X]=2X;

(i1) H appartient a image de o par Uendomorphisme Ad X;

(iii) (Ad X)P~?=o.

Alors, il existe Yeg satisfaisant aux relations (S).

Remarquons que si X=o0, ona H=o0 et on peut prendre Y=o0. Si X=*o,
alors H<0 et on a nécessairement p>5. Soit Zeg avec [X,Z]=H.

On a [[H, Z], X]=[H, [Z, X]]+ [Z, [X, H]]=—2[Z, X], cc qui montre que
U=[H, Z] +27 appartient au noyau N=(Ad X) (o) de Ad X. Or Iexistence
d’un Y satisfaisant a (S) est équivalente (en posant Y =7--V) alexistence d’'un VeN
tel que U=[H, V]+2V. Il suffit donc de démontrer que la restriction de Ad H—+-2
a N est un automorphisme du A-module N (il est clair que N est stable par Ad H
d’apres (i)). Or les calculs de Jacobson dans [8] restent valables et montrent que

(13) (i+1)(Ad H—i) (M) M, ,,

en posant :

M, = (Ad X)i(g) n (Ad X)"*o).
Comme (14-1) est inversible dans A pour o<i<p —3, on a aussi
(Ad H 42— (i +2)) (M) €M, ,, pour 0<i<p-~3.
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SUR UNE CLASSE DE SOUS-GROUPES COMPACTS MAXIMAUX 51

Mais ’hypothése (iii) entraine que les sous-modules My=N, M;, ..., M, _,, M, _,={o}
forment une suite de composition dans le A-module N (décroissante au sens large) et
comme %42 est inversible dans A pour o<i<p—3, il en résulte que la restriction de
Ad H-+2 a N est inversible, d’ou le Lemme.

Nous allons supposer maintenant que g satisfait a la condition suivante :

(T) Il existe une représentation linéaire o de g dans un A-module M libre de type fini
telle que la forme bilinéaire symétriqgue Try(o(X)p(Y)) définisse un isomorphisme de g sur
le A-module dual . (Nous dirons que cette forme bilinéaire est fortement non dégénérée.)

Lemme (3.3). — On suppose que g satisfait & (T). Soit Xeg tel que (Ad X)P%2=0
et qu'il existe une base de M par rapport a laquelle la matrice de o(X) est un tableau diagonal de
matrices de Jordan. Alors, il existe Y, Heg satisfaisant & (S).

Il est clair que (T) entraine que p est un isomorphisme de g sur son image p(g).
Soit a ’ensemble des endomorphismes u de M tels que Try(up(X)) =0 pour tout Xegq :
Phypothése (T) entraine que l’algébre E des endomorphismes de M est somme directe
des sous-modules p(g) et a, et on a :

(14) le(g) e(g)1 <e(a) [e(g), a]Ca.

D’autre part, il existe d’aprés le Lemme 1 des éléments H,, Y,cE satisfaisant aux
relations (S) (o 'on remplace X par X,=p(X)) etil existe H, Zeg telsque Hy=p(H)
modulo a, Y,=p(Z) modulo a. On a alors :

(15) o([H, X]) =[H,, p(H)] =20(X)  modulo a
(16) o([X, Z1) =[p(X), Yol =H,=p(H) modulo a

grace a (14). On en déduit aussitét [H, X]=2X et H=[X, Z], ce qui permet d’appli-
quer le Lemme 2.

Remarque. — S1 A est un corps de caractéristique o ou ¢>p, la condition imposée
a p(X) signifie simplement que p(X) cst nilpotent.

4. Le cas A=90.

Dans ce numéro, nous prenons commec anneau de base I’anneau © des entiers
du corps P et nous reprenons les notations du n° 2.

Lemme (4.x). — Soit g un O-algébre de Lie satisfaisant d la condition (T) (avec A =20).
Soit Xgeq, satisfaisant @ (Ad X" —=o0 (avec am<p—1) et tel que p(X,) soit nilpotent.
Alors 1l existe trois éléments X, Y, H de g satisfaisant aux relations (S) et tels que X =X,
modulo pg.

Remarquons que (T) entraine que p est unc injection de g dans le O-module libre
de type fini des endomorphismes de M. Par suite g est un O-module libre de type fini,
donc est séparé et complet pour la topologie p-adique.
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52 FRANGOIS BRUHAT

Nous allons construire par récurrence sur 'entier g>o des éléments X, Y, et
H eg satisfaisant a :

(17-9) X,+1=X, modulo ptig
(18-¢) Y, .1=Y, modulo p?*ig
(19-9) H,=[X,, Y,]

(20-9) [H, X, ]=2X, modulo p?*lg
(21-9) [H,, Y ]=—2Y, modulo p?*ig

Il est clair que les éléments X, (resp. Y,, H ) convergeront dans g vers un X
(resp. Y, H) satisfaisant aux relations cherchées. Pour ¢=o0, nous appliquerons le
Lemme 3.3 & g-=-=g/pg ct 2 X, quc nous supposerons +o, lecas X,=o étant trivial.
On trouve ainsi deux éléments Y, et Hyeg satisfaisant avec X, aux relations (S).

On reléve arbitrairement Y, en un élément Y,eg et on pose Hy=[X,, Y,] : il
est clair que (1g9-0), (20-0) et (21-0) sont satisfaites.

Supposons donc X, et Y, déterminés ct posons

(22) [H,, X,]=2X,-{-=?"1U [H, Y,]=--2Y +=7+1V
et calculons [Y,, [X,, H;]]] : on trouve d’une part
(Y, [X,, H]]=[2X,+ = "1U, Y, ] =2H, +=?*1[U, Y ]
d’autre part :
[Y,, [X, I =[1Y,, X ], Hy ]+ X, [Y,, Hil
=[X,,2Y, -7 "WV]=2H + =1V, X ]
D’ou la relation :
(23) Xy, VI=1Y,, U]
Posons maintenant X, ;=X +n?*A et Y, =Y +n'"1B, H , ;=[X,,,,Y, 4]
Les conditions (17-(¢+1)) a (19-(¢+1)) sont satisfaites et on a modulo pitlg :
(24)  [Hyyy, X il =[H+ 77 A, Y]+ 771X, B], X -+ ntT1A]
=2X, =1 (U+[[A, Y ], X, ]+ [[X,, B], X, ]+ [H,, A])
=2X, ., + W (U —2A +[X,, [Y,, All—[X,, [X,, B]]+[H,, Al)
(25) [H,41, Yopil=—2Y, =TTV 2B4[Y,, [Y,, All—[Y,, [X,, B]1+[H,, B])
Par suite (20-(¢+1)) et (21-(¢+1)) sont équivalentes aux deux conditions :
(26) U =(Ad X,)*(B) 4 (2 — Ad H,—Ad X,Ad Y,)(A)
(27) V=—(Ad Y,)%(A)— (2 + Ad H, — Ad Y,Ad X,)(B).
Mais d’éprés les Lemmes 1.2 et 1.3 et Phypothése (Ad X,)"=o0 avec em<p—1,

la restriction 4 la sous-algébre 1 engendrée par X,, Y, et H, de la représentation adjointe
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SUR UNE CLASSE DE SOUS-GROUPES COMPACTS MAXIMAUX 53

de g est complétement réductible et somme directe de représentation du type p; avec

1< j<m. Pour montrer existence de A et B satisfaisant &4 (26) et (27), il nous suffit donc
re=g r=j

. . . , ; . . N
de démontrer ceci : si u= X ue, et v= 2 e, sont deux éléments de k' satisfaisant a
r=1 r—-1

(23 bis) P;‘()_(o) (0) = P,'(?o) (u)

alors il existe a=2Xae, et b=3be, dans k' satisfaisant & des équations analogues 4 (26)
et (27). En utilisant les formules (g), on trouve que les équations sont équivalentes au
systtme d’équations (1<7<]) :

(L) u=(r +10)(r +1—=j)(g+7(r—y)b 1)
(IL,) v, =—a,_,—(r—2)(r—2—j)b,

(en posant par convention a ;==a,==4,,,="5,, ,=0), tandis que (23 bis) donne les
conditions :

(C,) u,=(r+1)(j—r—1)v,, ., pour I<r<j-—2
(G) J

i_1=Uy=0.

Mais (C,) montre que I, et 11, , sont équivalentes pour 1<r<j-—2 et on y satisfait
en prenant par exemple b, ,,=o0 et a,=—uv,,,. Les équations I, , et II, se réduisent
a u,_;=0 et ;=0 et sont donc conséquences de (C').

Enfin les équations I; et II; donnent

ujz(j+l)aj n=—+1)bh

et déterminent g; et b; puisque j<m<p—1 (g_, et b, sont arbitraires).
Remarquons que 'on peut appliquer a la sous-algébre 1 engendrée par X, Y, H
les résultats des n® 1 et 2 : en particulicr, la représentation adjointe de [ dans g est
somme directe de représentations du type p,; (1<j<m) et se réduit modulo p sans aucune
pathologie.
Nous allons maintenant montrer qu’en imposant a Xeg des conditions de
nilpotence encore plus fortes, on pcut plonger X lui-méme dans une sous-algébre de Lie

standard, ce qui sera fondamental dans la suite. Supposant toujours que g satisfait a (T),
nous désignerons par S(m) (pour un entier m< é( p—1)) lensemble des Xeg, tels que

X¢pg et que (Ad X)"=p(X)"=o0. Pour XeS(m), le noyau N (p, X) de p(X)" est un
sous-O-module facteur direct dans M (comme tout noyau d’endomorphisme d’un module
libre de type fini sur un anneau principal). Nous poserons 7,(X)=rang de N, (¢, X)
et n(X)=m(X),...,n,_1(X)). Mettons sur S(m) le préordre image réciproque par
lapplication X->n(X) de 'ordre lexicographique sur N™~'. L’ensemble des n(X) étant
fini, il y a des éléments maximaux dans S(m), dés que S(m) n’est pas vide.

Lemme (4.2). — St X est un élément maximal de S(m) (avec 2m<p—1) alors il existe Y
et H dans g satisfaisant aux relations (S).
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D’apreés le Lemme 4.1, il existe X, Y,, Hyeg satisfaisant aux relations (S) et
a Xy=X modulo pg. On a de plus ¢(X;)" =0 et les Lemmes 2.1 et 1.2 montrent que M
est somme directe de sous-modules M, ; (1<j<m, 1<i<j) qui sont libres de type fini.
On en déduit qu’il existe une base (¢;; ,) (pour 1<j<m, 1<i<j ct 1<5<d(j) =rang
de M, ) telle que les opérateurs p(X,), p(Y,) et p(H,) soient donnés par des formules
analogues a (9) (ou l'on remplace ¢ par ¢, ; ,).

Soit alors r un entier compris entre I et m et soit L, le sous-O-module de M sous-
tendu parlese; ; ; pour r<i<j: le module M est somme directe de L, et du noyau N, .(p, X,)
de o(Xy)"

Montrons que L,nN, (g, X)={o} : supposons en cffet qu’il existe un x+o
appartenant a L,nN, (¢, X). Comme L, ct N, , sont facteurs directs dans M, on peut
supposer que x¢pM, ou cncore %=+ 0. Mais ceci est impossible, car ¥eL n Ny, .(e» X,)
qui est réduit 2 {o}.

Il en résulte que la somme L,+ N, ,(p, X) est directe et que :
nr(X) :rang NO,r(p’ X) Srang M—rang Lr = rang NO,r(P? XO) :nr(XO)'

Mais comme X,eS(m) et que X est maximal dans S(m), on a nécessairement
n,(X) =n,(X,) =dimN, (¢, X). Il en résulte que image de Ny ,(p, X) dans M coincide
avec Ny ,(p, X).

Par suite chaque élément ¢,  (pour 1<j<m ct 1<s<d(j)) est image d’un
élément f; €Ny ;(p, X). Comme les images p(X)%; ;, des éléments p(X)'f;, forment
(pour 1<j<m, 0<i<j——1 et 1<5<d(j)) une basede M, il résulte de lemme de Nakayama
que les éléments o(X)'f;, forment une base de M, et la matrice de p(X) par rapport
4 cette base convenablement numérotée est un tableau diagonal de matrices de fordan puisque

o(X)!f;, .=o. Il ne reste plus alors qu’a appliquer le Lemme 3.3.
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II
RESEAUX DE CHEVALLEY

Nous supposons désormais que P est de caractéristique zéro et que la caractéristique p
du corps résiduel est différente de 2, 3, 5 et 7.

5. Rappels sur les algébres de Lie anticompactes (voir [5]).

Soit g une algébre de Lie réductive sur P. Une sous-algebre de Cartan b de g est
dite décomposée si les opérateurs Ad H sont diagonalisables (sur P) pour Hep. Nous
dirons que g est anticompacte (*) si elle posséde une sous-algébre de Cartan décomposée,
ce que nous supposons désormais. On sait que deux sous-algeébres de Cartan décomposées
sont conjuguées par un automorphisme de g et que tout élément Heg tel que Popé-
rateur Ad H soit diagonalisable sur P est contenu dans une sous-algtbre de Cartan
décomposée.

Soit g’ ’algébre (semi-simple) dérivée de g et posons h'=hng’ : on obtient unc
sous-algeébre de Cartan décomposée de g'. On sait que si p est une représentation linéaire
de g’, la restriction de ¢ 4 §)’ est somme directe de représentations de dimension 1, ou
encore de formes linéaires (définies sur P) qui sont les poids de p relatifs & . Les poids
des différentes représentations de g’ forment un sous-groupe additif du dual de ', appelé
groupe des poids. C’est un groupe commutatif libre de rang égal au rang de g, ¢’est-a-dire
a la dimension de §’. Un élément Hel' est appelé un copoids si «(H)eD pour tout
poids w. Les copoids forment un sous-O-module de ', libre de rang égal 4 la dimension
de b, c’est-a-dire un réseau de b'.

Par ailleurs, on appelle racine de g suivant f les poids o0 de la restriction de la
représentation adjointe de g a . On notera Z(g, h) (ou Z(g)) l'ensemble des racines
de g suivant b et un élément Hel sera appelé dans ce travail une coracine si «(H)e®O
pour tout «xeX(g).

Pour toute racine «, le sous-espace g, des éléments radiciels attachés a «, c’est-a-dire
des Xeg tels que [H, X]=a(H)X pour tout He}, ecst de dimension 1 et g est somme
directe de b et des g,. Il existec dans b un élément H, unique appartenant a [qa,, g_,]
et satisfaisant & «(H,)=2. Cet élément est un copoids. Plus précisément, soit o, ..., «
un systtme fondamental de racines (c’est-a-dire un systéme de 7 racines linéairement

r

indépendantes tel que toute racine soit combinaison linéaire & coefficients entiers tous

(!} Ou encore « déployée ».
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de méme signe de ces racines) : alors les copoids H,, forment une base du module des
copoids. Par ailleurs, il existe une base u, ..., du groupe des poids telle que
ui(Hai)zo pour i%j et 1 pour i=j : ce sont les poids fondamentaux de Cartan. Les

entiers de Cartan sont les nombres entiers gy =o;(H,) : on a g;=2 et —3<ay<o

pour j+k On a a}-:Ek:ajkuk. Pour qu’un élément H:fi:xl-Haieb' soit une coracine,

il faut et il suffit que Zakix’.eD pour k£=1,2,...,n En particulier I'intersection

avec b’ du module des coracincs coincide avec le module des copoids si et seulement
si det(ay) est un entier inversible dans O. Dans le cas ol g’ est simple ceci est toujours
vérifié sauf'si g’ est du type (A,) avec p divisant r+ 1. (Si les valeurs 2 et 3 de p n’étaient
pas exclues, il faudrait également exclure ici le type (E,) pour p=3g et les types (B,),
(C,) et (E;) pour p=2.)

6. Réseau de Chevalley.

Chevalley a montré [5] qu’on peut choisir dans chaque sous-espace g, un
élément X, 4o de telle sorte que les relations suivantes soient satisfaites :

(28) X, X_.J=H, pour toute racine o
(29) [X,, Xp]=0 st a+B# o0 n’est pas racine
(30) [Xys Xg]l=N, o X145 si  «-+B est racine

avec N, ;==(¢+1), ou g est le plus grand entier tel que f-—ga soit racine. Un tel
systtme d’éléments radiciels sera appelé dans ce qui suit une base de Chevalley de g
associée & B. Ce n’est en réalité qu'une base d’un supplémentaire de § dans g. Si (X))
est une autre base de Chevalley associée a b, il existe un homomorphisme f du groupe
additif engendré par les racines, dans le groupe multiplicatif P*, tel que :

(31) X, =xf(0)X, pour toute racine a.

Nous appcllerons réseau de Chevalley défini par la base de Chevalley (X,) le sous-
©O-module R engendré par les X, et les copoids. Il est immédiat que R est stable par
le crochet ct est donc une sous-D-algébre de Lie de g.

Comme ona H,=[X,, X_,] et Xazé[Ha, X,], ona R=[R, R] (en désignant

par [R, R] le sous-O-module engendré par les crochets d’éléments de R) et R est un
réseau dans q'.

Soit maintenant B la forme de Killing de g :
B(X,Y)=Tr(Ad X AdY).
On sait que la restriction de B a g’ (resp. §’) est non dégénérée. Plus précisément, on a :

gB(Xa, Xgl=0 si BF—a
(32) B(X,, X_,)=B(H,, H,)
?B(Xa, H):=o0  pour He)p
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ct B(H,, H,) est un entier rationnel >o. Si g’ est simple et si I'on choisit une racine «
telle que B(H,, H,) soit minimum, alors les nombres B(H,, Hy)/B(H,, H,) sont
égaux a 1, 2 ou g ('entier 3 n’intervenant que si g’ est du type (G,)). Par suite, ’idéal
engendré dans O par B(H,, H,) est indépendant du choix de «. Cet idéal est 1’idéal
unité sauf dans les cas suivants : g’ est de type

avec p divisant 741

| (A)

(33) \ (Br) avec p divisant 2r—1
) (C,) avec p divisant r-+1
. (D,) avec p divisant r—1

(pour les groupes cxceptionnels, les valeurs de p a exclure scraient uniquement 2, g ct 5
(pour (Eg)) qui sont déja exclues).

Par ailleurs, soit R le réseau de Chevalley de g’ défini par une base de Chevalley.
Comme (Ad X)(R)eR pour XeR, les matrices des opérateurs Ad X pour XeR par
rapport a une base de R sur © (qui est aussi une base de g’ sur P) sont a coefficients
dans © ct par suite la restriction de Ba RXR est une forme O-bilinéaire & valeurs dans O.

Lemme (6.1). — St aucune des composantes simples de o n'est de Pun des types exclus
en (33), la restriction @ R de la forme de Killing de g est fortement non dégénérée.
Soit en effet X =H,-2x, X, eR—pR. Si A ¢ép, ona

B(X, X——a) :xaB(H:z} Ha) ED:
car H, appartient & I'un des composants simples s; de g’ et la restriction a s; de la forme
de Killing de g est égale a la forme de Killing de s;. Si tous les coefficients A, appar-

tiennent & Pidéal p, alors Hy¢p(hnR) et il existe un poids o tel que w(Hy)eD"
Comme la restriction de B & §’ est non dégénérée (sur P), il existe un Ael’ tel que

o(H)=B(H, A) pour Heb'.
Pour toute racine «, on a alors :
B(A, H,) w(H,)
’BH,,H) °B(H,H,)

w(A)= 28]
et A est une coracine, donc un copoids puisque aucun composant simple de g’ n’est du
type (A,) avec p divisant r+1. Donc AeR et on a

B(X, A)==B(H,, A) = w(H,) eD".

Supposons maintenant que g soit simple et de I'un des types exclus en (33), soit {T,)
avec T=A, B, C ou D. On peut alors plonger g dans 'algébre simple anticompacte g
du type (T,,;) de la maniérc évidente. Le centralisateur a de g dans g est alors de
dimension 1, et si f est une sous-algébre de Cartan décomposée de g, ?)Jz hH+a est une
sous-algébre de Cartan décomposée de 'g. Une racine « de g suivant b, prolongée par o
sur a, devient une racine (notée encore «) de g, et ‘g, =g,. Le copoids H, est le méme
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dans g ou dans g, puisque c’est I’'unique élément de [g,,a_,] tel que «(H,)=2. Une
base de Chevalley (X,) de g associée a b est unc partie d’une base de Chevalley de g
et le réscau de Chevalley R de g correspondant est un sous-module du réseau de

Chevalley R défini par la base de Chevalley de g. Posons R:En(g-{— a). On obtient
ainsi un réseau de g+a=g -+~3 et R est somme directe orthogonale (pour la forme de
Killing B de '5) de R et des sous-modules i’nﬂﬁ};, ou B décrit I’ensemble des racines
de g suivant 3 qui ne proviennent pas de racines de g. Comme ‘g est simple d’un type
non exclu, il en résulte que la restriction de B a R est Jortement non dégénérée.

Remarquons que R est engendré par les X, et par les copoids de g, ou encore par
les coracines de ‘g’ puisque g est simple de type =+(A,) avec p divisant 7+ 1. Par suite

Rnb contient les copoids de g et est formé de coracines de g. Il en résulte aussitét que
(34) [R, R]=R.
Finalement, nous avons démontré la

Proposition (6.2). — Sotent g une algébre de Lie semi-simple anticompacte sur P, Ty une
sous-algebre de Cartan décomposée, R le réseau de Chevalley défini par une base de Chevalley
associée & Y. Il existe une algébre de Lie semi-simple anticompacte '§ contenant g, une sous-algébre

de Cartan décomposée 3 de ‘g contenant B, un réseau R de g —+—r3 et un réseau R de 'S tels que
(35) [R,R]cR

(36) la restriction @ R de la forme de Killing de '§ (qui est & valeurs dans O d’aprés (35))
est fortement non dégénérée.

(37) [R,R]=R.

7. Ordres d’une algébre de Lie réductive anticompacte.

Nous allons dans ce numéro montrer que réciproquement les conditions (35),
(36) et (37) caractérisent les réseaux de Chevalley. Changeant légérement de notation,
nous supposons que ‘g est une algébre de Lie semi-simple sur P et g une sous-algébre
réductive de g, de rang égal a celui de’g. Soicnt a le centre de g et g'=[g, g] : nous supposons
que g’ est anticompacte et que les opérateurs Ad; H sont diagonalisables sur P pour tout
Hea. Soit i’ une sous-algebre de Cartan décomposée de g’ : alors h=h'+a est une
sous-algébre de Cartan décomposée de ‘g et aussi de g. C’est en effet une sous-algébre
commutative de dimension égale au rang de ‘g et composée d’éléments diagonalisables
sur P.

Nous appellerons ordre de g (associé au plongement donné de g dans’'g) un réseau R
de g, stable par le crochet (donc une sous-C-algebre de Lie de g, de type fini comme ©-module

et engendrant g), tel qu’il existe un réseau R a '3 satisfaisant aux conditions (35) et (36)

(ot l'on remplace R par R).
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Théoréme (7.1). —- Sotent R, et R, deux ordres de g. 1l existe une sous-algébre de Cartan
décomposée by de g, une base de Chevalley (X ) de g associée a'ly, un systeme fondamental oy, ..., x,
de racines de q suivant Yy et des entiers naturels t,, ..., 1, positifs tels que :

(i) R, est (pour k=1,2) somme des sous-modules R nb et [R,, R.];

(1) [Ry, Ry] est le réseau de Chevalley de Ialgébre dérivée §' de g défini par la base
de Chevalley (X,).

(iii) [Ry,, Ry] est le réseau de Chevalley de §' associée a la base de Chevalley (="*X,),
ot Pon a posé t(«) :Zi:nit,- sioa=2na,.

1

Remarquons que (i) et (ii) par exemple entrainent que R, est somme directe
des sous-modules R,nh et R;ng, pour xeX(g,h) et que Ry;nbh est composé de
coracines.

Nous démontrerons ce théoréme par récurrence sur la dimension de g’ ; il est trivial
pour g =:{o} puisque g=1Y est alors commutative.

Supposons donc g'=+{o} et soit h une sous-algébre de Cartan décomposée de g
(et de G).

Lemme (7.1). — Si g +{o}, il existe des éléments X<=*o tels que (Ad; X)*=o.
Ecrivons §=§+4+2XF, : on a alors g=h+2(gng,), 'un au moins des sous-

espaces gn g, étant #{o}. Il suffit alors de prendrc un X<#o dans un tel sous-
espace g,=gn§,=0, : on sait en effet que si B est une racine, alors B4-4a n’est
jamais racine. Or (Ad X)*(gs)Cgs .4, ct (Ad X)*(h) ={o}.

Désignons alors par S I'cnsemble des X#o0 de g tels que (Ad;X)*=o et
par M le sous-ensemble des éléments de S maximaux pour le préordre sur S image
réciproque de lordre lexicographique par lapplication X - (ny(X), ny(X), ny(X)) (ol
n,(X) = dimension du noyau de (Ad;X)?).

Puisque M+ o ct que R, est un réseaude g, il existe un XeR,nM avec = 'X¢R,.
Comme n,(X) est aussi le rang sur O du sous-module noyau de (Ad X)' dans le
réseau fﬁ;, on peut appliquer le Lemme 4.1 &4 la D-algtbre de Lie R;. Par suite, il
existe Y et HeR, satisfaisant aux relations (S) etona = 'Y¢R;, YeR,nM et Ad;H
est diagonalisable de valeurs propres entiéres comprises entre -—3 et —+3.

D’autre part soit A un élément non nul de R; (resp. R;) : nous désignerons
par 4(A) (resp. t,(A)) le plus petit entier tel que m"MAeR, (resp. =*“AeR,). Il
est clair qu'un tel entier existe et reste borné supéricurement par un enticr ¢ (resp. fy),
lorsque A décrit R,—{o} (resp. R,—{0}). De plus, soit AeR,, tcl que = 'A¢R, :
alors A’ =r"®AeR,, = 'A'¢R, ct on a :

(38) t(A") = —4(A)

Par suite, on a ——£,<t(A) <.

Reprenons alors nos éléments X, Y, H de R, trouvés plus haut et supposons que

635



6o FRANGCOIS BRUHAT

nous soyons partis d’'un élément XeR;aM et X¢n 'R, pour lequel Penticr ¢(X)
est le plus petit possible. On a ="¥XeR, et niYYeR,, donc’

XAV R,
d’ol :

(39) H(X) +4(Y) 21, (H).

Mais Ad H est diagonalisable de valcurs propres entiéres, 'une de ces valeurs
propres étant I'entier 2 qui appartient & O". L’opérateur Ad(x""/H) admet donc la
valcur propre 2n™. Mais comme cet opérateur laisse stable le réseau R,, ses valeurs

propres sont nécessairement des éléments de la cléture intégrale de O, ce qui nécessite :
(40) th(H)zo

Le méme raisonnement montre que = 'H¢R;.

Refaisons alors les mémes raisonnements en échangeant les réles des ordres R,
et R, et en remplagant X par I'élément Y' =="™Y, qui est un élément de R,nM
vérifiant =Y’ ¢R,. On trouve ainsi deux éléments X;eR, et H{eR, satisfaisant avec Y’
aux relations (S) et vérifiant comme plus haut :

(41) to(Xy) +1:(Y") 2 t2(Hi) >0
Posons X;=n"*X’ : alors X;eR,aM et ="'X,;¢R,. De plus on a :
(42) ' 1(Xy) +4(Y) = — (£(X]) +1(Y")) So<,(X) +1,(Y)

d’ott (X)) <t,(X) et comme (X)) a la plus petite valeur possible, on a nécessairement
(X)) =4(X), d’ot 'on déduit aussitét que les inégalités (39) a (42) sont en réalité
des égalités. En particulier, on a :

(43) H(X) +4(Y) =4(H) =0
et nous avons démontré le Lemme suivant :

Lemme (5.2). — 1l existe un élément HeR nR,, tel que m'H¢R,UR, et que Popé-
rateur AdgH  soit diagonalisable de valeurs propres entiers naturels compris entre —3 et 3.

Désignons alors par g, (—3<i< +3) lesous-espace propre de Ad H dans g associé &
la valeur propre i. En particulier g, est une sous-algébre de g et est réductive, car g,
n’est autre que le centralisateur de V'élément semi-simple H. De plus, comme Ad;H est
diagonalisable, H est contenu dans une sous-algé¢bre de Cartan décomposée de g, qui
est aussi une sous-algébre de Cartan décomposée de gy. Enfin g, ne contient pas g’ {puisque
X¢g,) ct par suite dim[g,, g,] <dim g'. Enfip on a [g;, g;]Cg;,; ct g; est orthogonal a g;
(si j% —1) pour la forme de Killing B de g. i3

D’autre part soit AeR; (k=1,2), et posons A= X A; avec Aieg. On a :

t==—3
P3

(44) (AdHyA= Z

7
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ct comme les entiers de 1 4 6 sont inversibles dans O, le déterminant det (@)
. . —3<i<+3
est inversible dans . 0<i<e

Il en résulte aussitét que chaque A,eR,, c’est-a-dirc que R, est somme directe des
R,ng, et B met en dualité les O-modules R,ng; et Ryng_;. Par suite Ryng, est (pour
k=1, 2), un ordre de Palgébre réductive anticompacte g, (relatif au plongement donné de g,
dans g).

Nous pouvons donc appliquer I’hypothése de récurrence aux deux ordres Ryng,.
En particulier, il existe une sous-algébre de Cartan décomposée §) de g, (et aussi de g
et §) telle que :

(45) Rk"‘Qo:Rk”b’{‘%Rk“go,ﬁ
(pour k=1,2, la somme étant étendue aux racines § de g, suivant B).

Lemme (7.3). — R,nb contient (pour k=1, 2) les copoids de g associés 2 .

Soit «e¥(g) et prenons un élément X,eR,ng, tel que = 'X ¢R,. Il existe
alors un élément et un secul, soit Y,, de g_, tel que [X,,Y,]=H, et I’élément
IE(X‘!, Y,) est un entier rationnel égal a ﬁ(Ha, H).

Supposons tout d’abord que « soit une racine de g, (autrement dit, on a g,Cg,

x

ou encore o(H)==0). Puisque la restriction de Ba R,ng, estfortement non dégénérée
et que g, est orthogonale pour Ba b et aux g, pour P+ —a, il doit exister d’aprés (45)
un élément YeR,ng_, tel que FBJ(XG‘, Y)=1. On a alors Yazﬁ(Xa, Y, )YeR,, donc
H,=[X,, Y,]JeR,.

Si maintenant « n’est pas une racine de g, on a a«(H)=i+0, et X eR,ng,.
Il existe donc un YeR,ng_, tel que B(X,,Y)=1.

Décomposons Y suivant les sous-espaces gg :

(46) Y =3Y,+ E Ys,  Ygegg.
B(H)==—3, B+ —a

Comme g, et g, sont orthogonaux, on a IE(XQ, Y) =7\§(Xa, Y, dou r¢p et A 'eD.
De plus, on a :

(47) [Xo, Y] =2H, + ; Z [ Xz Yol

(H)= i, B+ —«a
et [X,, Ygleg,,s. Comme «(H)+4pH)=o0, on a g,.5Cg,,,5 ¢t comme
Ringe=R,nh+2ZR;ng, 4, il résulte de (47) que AH,eR,, donc H,eR,.
5 :
Nous allons montrer maintenant que

(48) R,=R;n} +§Rk“ Oo+

Cela résultera immédiatement du Lemme suivant :

Lemme (7.4). — Sotent o' une algebre de Lie semi-simple sur P et by’ une sous-algébre de
Cartan décomposée de '. Soit ¢ une représentation de §' dans un espace vectoriel V.
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On suppose que les valeurs o(H ) jmses par les poids w de p sur les copoids H | corres-
pondant @ un systéme fondamental de racmes sont des entiers rationnels compris entre -——m ct +m
avec 2m<p—1. Soit S un réseau de 'V stable par les p(H“i)' Alors S est somme directe des sous-
modules SNV, (ot « décrit ensemble des poids de o et ott 'V, désigne le sous-espace des vecteurs

de V de poids o).

Sait xeS et posons x—2Xx,, x¢V,_. On a :
«w

w?

i=m

P It NGo N 3 .
(49) o(H,)o= 2 i, % x,e8.
1= m (’J\Ha,/="
Comme 2m<p, on a --mg?t<m (19eD" et (49) entraine pour tout entier 4, :
(bgq%?m
(50) x = 2 x,€eS.
@(Hg) =1

Recommencgons le méme raisonnement en remplagant x par x; ct a; par «,
on montre ainsi que

(51) xi,«;,: X waS
OH,) =iz 0(Hyg)=1,
etc. Finalement, on trouve que, quels que soient les entiers i, ..., 7, I'élément
. Z x(‘!)
OHg )= iy, 0y )=,

appartient a S. Mais comme les copoids H"i engendrent b, il y a au plus un poids

satisfaisant aux conditions o(H,)=1; pour 1<j<r. Nous avons donc bien montré
i

i
que chacun des x, appartient a4 S, d’oli le Lemme et la formule (48).
Soit alors (X,) une base de Chevalley de g associée a B. Il existe des entiers

rationnels n(«) tels que ="*X, soit un générateur de R;ng,. On doit avoir
Br""X,, ="-%X_,)eD" et B(X,, X ,)eD. Dou :
n(a) +n( —a)<o0.
Par ailleurs, on a :
[=roX,, [»"9X,, 7" ¥ X ]]= —2r - oX eR,

ad

d’ott (puisque 2eO")
n(e) +n(—a)zn(a)
ct finalement n(a)- n( —a)=o0.
D’autre part, supposons que «, B et « - solent racines : alors N, ;¢O". Comme
("X, n"®¥ X = re F BN N, s X, +a€Ry
on a

N _Lop RN [ \
n(a) - n{B, 2 n{o -8}
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Mais le méme raisonnement appliqué aux racines o+48, —a et 3 montre quc
n(e+pB) n(a)>n(B), dou finalement n(e+B)=n(a)+ n(B) lorsque «, B et «+ 8 sont
racines. Il en résulte aussitdt que les éléments X =="¥X_ forment une base de
Chevalley de g associée a b et R, est engendré par les X, ¢t R;n}. Changeant nos
notations, on peut supposer X,=2X_,. Si AeR;n}h, ona [A, X |=«(A)X, eR, etpar
conséquent «(A)eD, A est une coracine. Comme R; contient les copoids, nous voyons
que R, contient le réseau de Chevalley R| de g associé a la base (X,) et est contenu dans
le sous-module R;" engendré par R et les coracines. Comme [R{’, R{']=[R;, R{]=R],
il en résulte 'assertion (i) du théoréme.

D’autre part, les mémes raisonnements faits a partir de R, et de la base de
Chevalley (X,) montrent que R, est engendré par R,n} et la base de Chevalley (=" X)
avec t{oa+B)=t(a)+t(B), t(a)=—1t(--a). L’ensemble E des racines « telles que t(a)>o0
est alors stable pour I'addition et toute racine est contenue, soit dans E, soit dans son
opposé. Il en résulte qu’il existe un systéme fondamental «, ..., 2, de racines contenu
dans E. Posons ¢, =t(«;). On sait que pour toute racine B, il existe une suite B,, ..., B,
de racines avec B, =@ telle que B, etles B,—p, | pour 1<j<k soient 'une des racines

%, ..., ouleursopposées. On en conclut aussitét que si B = Zina,, ona {(8)= Znt(B),
1 1

;%
cc qui achéve la démonstration du théoréme, I'assertion (iii) étant conséquence de (48).

Corollatre. — Soit g une algébre de Lie semi-simple anticompacte sur P et soient R, et R,
deux réseaux de Chevalley de g (associés a des sous-aigébres de Cartan décomposées by, et by,). Il
existe une sous-algebre de Cartan décomposée ) de g, un systéme fondamental «, ..., 2, de racines
de g sutvant Yy, une base de Chevalley (X,) de g associée @ Yy et des entiers rationnels t, ..., !¢
positifs tels que

(i) R, est le réseau engendré par les X, et les copords H, de g sutvant b.

(ii) R, est le réseau engendré par les copoids H, et les "X, (avec ¢(Zima)=2mt).

i i

C’est une conséquence immédiate de la proposition 6.1 et du théoreme.

r

[+4

8. Représentations des réseaux de Chevalley.

Soient g une algébre de Lie semi-simple anticompacte,  une sous-algebre de
Cartan décomposée ct R le réseau de Chevalley défini par une base de Chevalley (X,)
associéc a . Soit de plus H,, ..., H, une base du O-module des copoids et «, ..., «
un systéme fondamental de racines. Soient B,, ..., B, les racines positives rangées en
un ordre quelconque; posons A; =Xz, B;=X 5. Il est bien connu que les éléments
Bl'...BhHY.. HZAM . A" forment une base de lalgébre enveloppante U de g
(pour f;, g;, h, entiers >0) et il est clair (puisque R est une D-algebre de Lie) que ces
éléments engendrent un sous-O-module U, de U qui est un sous-anneau.

r

Soit p une représentation irréductible de g dans un vectoriel V, de plus haut poids v,
et soit xeV,, x+0. On a alors p(A;)x=o, o(H;)x =2v(H)x etle O-module S=1p(Uy)x
cst sous-tendu par les éléments o(Bf, ..., Bf)x, quisont de poids v—-zfjﬁj. Ces éléments

7
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sont donc nuls sauf un nombre fini, puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de poids et que
chaque poids ne peut s’écrire que d’un nombre fini de maniére sous la forme précédente.
Il en résulte que S est un réseau de V, stable par o(R) (!). Réciproquement :

Lemme (8.1). — Supposons que tous les poids « de p soient simples et que m(Ha’,) soit
un entier compris entre -—m e -‘+m (avec 2m<p—1) pour j=1,2,...,7. Soit S un
réseau de V, stable par o(R) : alors S est somme directe des O-modules Sn'V, et st x est un
générateur de Sn'V,, alors o(X, °(7,)9: est un générateur du O-module SV 5 Deux réseaux
de V stables par o(R) sont homothétiques.

Nous avons déja vu que S est somme directe des SnV, (Lemme 7.4). Posons
a =0, X:Xai, Y=X_
de » a B’. Soit V' le sous-cspace formé des xeV tels que p(H')x=w’'(H")x pour H’el'.

. et H= Ha’_. Soit B’ le noyau de « dans } et o’ la restriction

Le sous-espace V' est stable par la restriction p’ de p 4 la sous-algébre simple a 3 paramétres
engendrée par X, Y et H, et ¢’ restreinte a2 V' est somme directe de représentations p;
avec j<m-+1 (avec les notations de I). Mais comme les poids de ; sont simples et que
la différence de deux poids de p est une combinaison linéaire a coefficients entiers des

: A ; I . A ..
racines o, ..., o, ct ne peut donc étre égale & S% on voit aussitot que la restriction

de p’ & V' est wréductible et est équivalente & 'une des représentations o, du I, avec

v

j<m+1<p. Il suffit alors de regarder les formules (g) pour constater que si xeV, et
si w-+a par exemple est un poids de p, alors p(X_,)p(X,)x=xrr avec reD’. Il en
alors ¢(X_ )xeSnV et 7w (X, )x¢S,

résultc que si x est un générateur de SNV ot x

[OR]

ce qui montre bien que p(X,) est un générateur de SnV,_ . La derni¢re assertion

.
du lemme est alors évidente.

(1) Chevalley a méme montré qu’il existe toujours un réseau de V stable par les opérateurs ﬁp(xz)k

(k entierzo) [7].
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III
LE SOUS-GROUPE K;

Nous conservons les hypothéses et notations du II : g désigne une algébre de Lie
semi-simple anticompacte sur le corps P (qui est supposé de caractéristique zéro, la
caractéristique p du corps résiduel étant différente de 2, 3, 5 et 7).

9. Rappels sur les poids.

Soit B une sous-algébre de Cartan décomposée de g et soit 2, ..., «, un
systeme fondamental de racines de g suivant §). Soit W le groupe de Weyl de g, opérant
dans le dual i de b : rappclons que W est le groupe (fini) engendré par les symétries S_,

définies pour «acX(g, h) par :
(52) Sa() =9—o(H,)a (peb)

Soit II le groupe des poids de g relativement 4 § et X le sous-groupe de IT engendré
par les racines. On sait que II/X est un groupe fini. Soit X, D’ensemble des combi-
naisons linéaires a coefficients entiers >o des racines fondamentales; X_ est Pensemble
des éléments positifs pour unc relation d’ordre notée > sur I1. Les poids well tels
que w.w>zo pour tout weW sont les poids dominants : on sait que tout poids est
conjugué par W d’un poids dominant unique et que les poids dominants sont carac-
térisés par les relations m(H"i> >0 pour i=1,2,...,7. Ce sontencore les combinaisons

3

linéaires a coefficients entiers >o des poids fondamentaux u, ..., u,, et ce sont des
combinaisons linéaires a coefficients rationnels >o des racines fondamentales. Rappelons
aussi que toute représentation irréductible o de g possede un plus haut poids, qui est
simple et est un poids dominant, ¢t que réciproquement tout poids dominant » est le plus
haut poids d’une représentation irréductible p, de g, unique a une équivalence pres.

Soit maintenant I" un sous-groupe de Il contenant X. Il résulte de (52) que I’

est invariant par W. Par suite I' est engendré par «,, ..., «, et des poids dominants
0, «.., 0, On peut méme supposer que les w;, ..., », satisfont & la condition
suivante :

(PM) w=%o0 etil n'existe pas d’élément B0 appartenant @ X tel que o —B soit un
poids dominant (éventuellement nul).

En effet, si wel’, BeX, alors w —Bel’ et w appartient au sous-groupe engendré
par o —B et . Notre assertion en résulte immédiatement, compte tenu de ce qu’il n’y
a qu'un nombre fini de poids dominants majorés par un poids dominant donné.
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Lemme (9.1). — Soit w un poids dominant satisfaisant @ (PM). Les poids de la repré-
sentation o de plus haut poids o sont tous transformés de « par un élément du groupe de Weyl et
sont donc simples. Pour tout poids o' de o et toute racine o, ona o'(H,)=o0,1 ou —1 (1),

On sait que les poids de p sont permutés par W et que la multiplicité de w.w
est égale a cclle de w, c’est-a-dire 1. Si p admettait un poids «’ distinct des w. o,
le poids dominant conjugué de ' serait lui aussi un poids de o ct serait de la
forme w— B avec BeZ_ ,B+o0, ce qui contredit (PM). Si w'(H,)=k>2, alors
o, 0 ——u, o' -2, ..., o -—ka scraicnt des poids de p, donc seraient tous transformés
les uns des autres par des éléments de W, ce qui est impossible, car les longueurs
de o', o'—a et o —2a (pour une forme quadratique définie positive sur I, invariante
par W) ne pcuvent pas étre toutes trois égales.

10. Les groupes algébriques d’algébre de Lie g.

Soit G un groupe algébrique linéaire connexe défini sur P et dont I’algeébre de Lie

(sur P) est isomorphe a g : autrement dit G est un groupe semi-simple défini sur P et
« du type Tohoku » ou « déployé » sur P. Dans la suite, nous identificrons g et I’algébre

de Lie de G. On sait qu’a la sous-algébre de Cartan §y correspond un tore maximal H de G,
décomposé sur P. Le choix fait d’un syst¢tme fondamental de racines (ou encore d’une

chambre de Weyl) détermine un sous-groupe de Borel B de 6, défini sur P, et dont
I’algébre de Lie (sur P) est la sous-algébre de g engendrée par b et les X pour « positive.

Le groupe B est produit semi-dircct de H et du sous-groupe unipotent maximal N, dont

l'algébre de Lie est sous-tendue par les X, pour «>o0. Nous noterons N le sous-groupe
unipotent maximal correspondant aux racines négatives.

Nous désignerons par G (resp. H, B, N) le sous-groupe des éléments de G
(resp. ﬁ, i, N) rationnels sur P.

D’apres les résultats de Chevalley [6], lc groupe G est déterminé a isomorphisme
prés par la donnée de g et d’un sous-groupe I' du groupe des poids 1I, contenant le
sous-groupe X engendré par les racines. De manic¢re précise, pour toute représcntation p
de g dans un espace vectoricl V dont les poids appartiennent a I', il existe une représen-

tation rationnelle définie sur P et une seule de G dont la différentielle soit p : nous noterons

encore o cette représentation de G (ou de G). Réciproquement, pour toute représentation

(1) Sig est simple, tout poids satisfaisant a (PM) est I’un des poids fondamentaux de Cartan. Ceci peut se
voir par vérification pour chaque type simple : les poids dominants satisfaisant a (PM) sont (avec les notations
de [6], exposé 19, corrigé des erreurs d’impression pour le type D,;} : pour A, tous les poids fondamentaux; pour B,,,
le poids @,;; pour C,, le poids &; pour D, les poids &1, &, _; et @, ; pour Eg, les poids &, et @ ; pour E., le poids &,;
pour Eg, F, et G,, aucun poids. Il s trouve que les poids satisfaisant 4 (PM) sont les « poids minimaux » au sens
de [6] qui ne sont pas combinaisons linéaires & coefficients entiers des racines.

On peut aussi remarquer que si @ est un poids dominant = 0 et non fondamental, alors il est somme de deux

poids dominants , et &, = o et est le plus haut poids de la représentation Pm,® Peoy” Or celle-ci n’est pas irréductible,
comme il résulte aisément des formules de H. Weyl donnant les dimensions des p . Il en résulte que P(o,® P, admet
un poids dominant «’ distinct de w et v’ €w—ZX, ce qui montre que w ne satisfait pas a (PM).

=+
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rationnclle de G définic sur P, les poids de sa différenticlle appartiennent a I'. Le groupe H
s’'identifie au groupe des homomorphismes de I' dans P* de la maniére suivante : si heH
et si p est unc représentation rationnelle de G définie sur P, il existe un élément
v,€Hom(T, P*) et un seul tel que

(53) o(h)x == y5(w)x

si x est un élément de Pespace V de o appartenant au poids « (pour la restriction &
de la différentielle de g). On a en particulier :

(54’) a‘d h'Xa:‘/‘h(l)Xz'

Nous désignerons par H® (resp. H") le sous-groupe des heH tels que
(M) €{x"[neZ} (resp. v,(I")€D). Il est clair que H est produit direct de H' et de H’.
De plus H® est isomorphe 2 Hom(I', Z), I'isomorphisme associant & AeH" I'élément
t,eHom(T', Z) défini par :

()

(55) Lp(w) ==l pour wel.

Comme le groupe de Weyl W opére sur 1, il opére aussi sur H. On sait d’ailleurs
quec les opérations de W dans H sont exactement les restrictions 2 H des automorphismes
intérieurs de G défini par les éléments du normalisateur H de H dans G. Il est clair
que W conserve H® et H°.

D’autre part, on sait que W est simplement transitif sur les chambres de Weyl,
ou encore sur les systémes fondamentaux (non ordonnés) de racines. Soit alors AeH’.
L’cnsemble A des racines « telles que #,(a)>o0 est stable par addition, et toute racine
appartient, soit a A, soit & —A. On sait que ces conditions entrainent que A contient
un systeme fondamental de racines. Par suite, il existc un weW tel que ¢, ,(«;) >0 pour
tout j. Nous désignerons par HS Uensemble des heH® tels que t,(x,)>0 pour j=1,2, ...,

1l résulte de ce qui précéde que tout élément de H est transformé par W d’un élément
de H% (qui est d’ailleurs unique comme nous le verrons plus loin (Th. 12.1)) ().

11. Sous-groupes bornés de G. Le sous-groupe Kj.

Soit pour un instant G un groupe algébrique linéairc quelconque défini sur P,
et soit K un sous-groupe de G :

Proposttion (xx.1). — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe une représentation matricielle 5 de 5, rationnelle sur P, de noyau fini, telle que
les matrices o{g) soient & coefficients dans © pour tout geK.

(*) Pour que heHY , il faut et il suffit que 4, apparticnne 4 I'adhérence dans Hom(Z, Q): Hom(I', Q) de
la chambre de Weyl définie par le systéme fondamental de racines donné (chambre qui est I’ensemble des feHom(Z, Q)
tels que f(x;) >0 pour 1<j<7). Or il cst bien connu que I'adhérence d’unc chambre de Weyl est un domaine
fondamental (au sens strict) pour W opérant dans Hom(ZX, Q).
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(11) Pour toute représentation linéaire définie sur P de G dans un P-espace vectoriel V,
il existe un réseau S de V invariant par K.

Il est clair que (ii) entraine (i). Réciproquement, supposons (i) vérifié et supposons G
réalisé (sur P) comme sous-groupe algébrique du groupe des matrices g={(g;;) de déter-

~

minant 1, ce qui est loisible. Le corps des fonctions P(G) est une extension de degré
fini du corps des fonctions P(p(a)) et ’algébre des fonctions réguliéres sur G est entiére
sur 'algeébre des fonctions réguliéres sur 9(5) Il existe donc des polynémes

Qi;’ =Y* =+ z Q.iikYk

0<hgd—1
aux Q. eP[(X )<, i<l tels que
Q((p(8)rs)» &) =0

pour tout geE. Soit A la borne inférieurc des valuations des cocfficients des poly-

nomes Q. :on a v(Q;(e(g),))=r pour tout geK puisque les p(g),, appartiennent
alors 2 ©. Par suite, on a

do(gy)> _int  (ko(gy) +9(Qaule(2)))

0<k<d —

>A4- - inf  ku(gy)

0<k<d—1

pour tout geK. On en déduit que o(g;)>inf(o,2) pour tout geK.

Si maintenant p’ est une représentation linéaire définie sur P de G dans un espace
vectoricl V, les coefficients de 1a matrice de p’(g) par rapport a une base (¢) de V sont
des polynémes par rapport aux g;; et restent de valuation bornée inféricurement lorsque g
décrit K. Il en résulte aussitét que lec O-module engendré par les transformés par K des
éléments de la base (¢) est un réseau de V invariant par K.

Définition (1x.1). — Un sous-groupe K de G satisfaisant aux conditions équivalentes de
la prop. 11.1 sera dit borné.

Si le corps résiduel de P est fini, c’est-a-dire si P cst localement compact, alors G cst
un groupe topologique localement compact ¢t un sous-groupe borné K de G n’est autre
qu’'un sous-groupe relativement compact.

Reprenons maintenant les notations des numéros précédents. Si R est un réseau
de Chevalley de g, nous désignerons par Ky le sous-groupe formé des keG tels que

ad .. R=R

Comme la représentation adjointe de G a un noyau fini, K; est un sous-groupe
borné de G. Si P est localement compact, Ky est compact, car évidemment fermé dans G
(pour la topologic p-adique).

Soit p unc représentation irréductible définie sur P de G dans un P-espace
vectoriel V : rappelons que nous notons également ¢ la représentation de g différentielle
de ¢. Soit R un réseau de Chevalley associé a b.
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Proposttion (11.3). — Supposons que le poids dominant de o satisfasse @ (PM). St S est
un résean de V stable par o(R), alors S est stable par o(Ky).

Soit, en effet, S’ le plus petit réseau de V stable par p(K;) et contenant S :
c’est évidemment le O-module engendré par les p(k).x pour kcKj et xeV. Solent
XeR et keKy :ona o(X)e(k)x=p(k)p(ad k1. X)x. Comme adi '.XeR, on a
olad £ 1. X)xeS pour xS, ce qui montre que S’ est stable par ¢(R), donc (prop. 8.1
et lemme g.1) S’ est un homothétique de S, ce qui entraine que S lui-méme est invariant
par o(Ky).

12. La décomposition G = KzpHKj3.

Supposons tout d’abord que G soit le groupe adjoint de g (autrement dit que I' =2).
Les résultats du n® 7 montrent que si R; et R, sont deux réscaux de Chevalley de g,
il cxiste un geG tel que ad g.R;=R, : plus précisément, si R, et R, sont associés a
la méme sous-algébre de Cartan décomposée b, il existe heH® avec ad 4.R;=R,.

Si G n’est plus le groupe adjoint, il n’en est plus ainsi (cf. n® 13). Cependant :

Proposition (12.1). — Soient R, et R, deux réseaux de Chevalley de g, associés tous deux
a la méme sous-algébre de Cartan décomposée by. S’il existe un geG tel que R,=-ad g.R,,
alors il existe un heH® tel que ad h.R,=R,.

D’apres les résultats du n° 7, il existe unc base de Chevalley (X,) de g associée a b,
un systtme fondamental o, ..., «, de racines et des enticrs positifs #;, ..., ¢ tels
que R; (resp. R,) soit le réseau de Chevalley défini par la base de Chevalley (X,)
(resp. =™X, avec t(%niai) :?n]-ti).

Soient de plus oy, ..., w, des poids dominants (pour Pordre défini par «;, ..., «,)
satisfaisant 4 (PM) et tels que T soit engendré par X et les ;. Soit S;, un réscau stable
par g(R,) dans I'espace V; de la représentation irréductible g; de g (et de G) de poids
dominant w;. Il est clair que S, ,—=p,(¢g7")S;, est un réseau stable par p,(R,). D’aprés
le Lemme 7.4, on a S,-,,L.:Z(Si,ani,w) (pour k=1, 2}, la somme étant étendue aux

poids  (tous simples) de ¢; suivant . Comme dimV, , =1, il existe des cntiers
rationnels s(w) tels que

S; NV,

__ ()
; o= S[-'InV,-,m.

Si x est un générateur du O-module S; AV, ,, alors =%®x cst un générateur
de S;;nV;, et le lemme 8.1 entrainc que ¢;(X_,)x (resp. nsi(“)_’ipi(X_a’_)x) est

un générateur de S; NV, (resp. S,-’ZnV,-,m_a]_). Il en résulte que si o et

I,0—aor

! 7
w—a; sont des poids de p;, on a :
{

\
\w; -~

/=AY 4 N
(56) e —a) =50} -4

1 § i

Mais pour tout poids o de p;, il existe unc suite a;,...,«; de racines
1 11

fondamentales telle que wi*(“f,+'5'+“/s) soit un poids de p; pour 1<s<k et
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que o =a;— (a; +. .. +u;). L'application répétée de (56) donne donc (en posant
si=s5;(w;)) :
Si((x)) Z.fi-'— (t/x —+— P +tlh).
Autrement dit, soit @ un poids de p;. Ecrivons

(57) w=u,— X o)

IS R4

7
avec n(w) entier >0. On a alors :
(58) s(e)=5— X nfo).
1<i<r
Posons alors

m,= ZS,'((D) = (dlm V'-)J'i"— E (Enj(m))tj

1<i<r o

(ot w décrit les poids de p). La définition méme des s;(w) entraine qu’il existe un
opérateur de déterminant =" qui transforme S;, en S;,. Mais S;,=y¢,(g")S;, et

detg;(g7 ) =1 : il résulte alors du théoréme des diviseurs élémentaires que m;=o.
On a donc :
(59) (dim Vj)s,= 2 (Znw))t;.

1<i<r ©

D’autre part, la somme des poids de p; est nulle, puisque det p;(h) =1 pour heH.
On a donc d’aprés (57)

(60) (dim V)o,= X (Zn(e))e;.
1€i<r o
Soit alors ¢ ’homomorphisme du groupe des poids dans Q défini par #(e;) =¢.
D’aprés (59) et (60), on a :
t(o) = (dim V)4 £(Sn())a) = (dim V)~ (EEn)s) =5,
i @ i w
ce qui montre que ¢(I')CZ. Il existe donc un heH’ tel que #,=1t ectil est immédiat
que adk.R,=R,.

Corollaire 1. -— Soit R un réseau de Chevalley associé a la sous-algeébre de Cartan décomposée 1.
St g appartient au normalisateur H de H dans G, il existe heH tel que hgeKy.

En effet, R et ad g.R sont deux réseaux de Chevalley associés 2 } : il existe donc
un heH tel que ad{(hg)R=R.

Le corollaire 1 signifie encore que toute opération du groupe de Weyl W dans H est
induste par un automorphisme intérieur défint par un xeHnKy.

Corollaire 2. — Soit R un réseau de Chevalley et soient Yy, et D), deux sous-algébres de Cartan
décomposées auxquelles R soit assocté. Il existe un keKy tel que ad k.h;=Dh,.

D’aprés un résultat de A. Borel [1], il existe un geG tel que bhy=ad g.h,. Les
résecaux de Chevalley R et ad g.R sont alors associés a la méme sous-algébre de Cartan
décomposée b, et, d’apreés la proposition, il existe un g'eG tel que ad g .h,=15h, et
adg’.(ad g) . R=R : Pélément k=g'g de G répond a notre attente.
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Théoreme (12.2). — Soit R un réseau de Chevalley associé & la sous-algébre de Cartan
décomposée . On a G =K HKy. Plus précisément, toute double classe modulo Ky de G contient
un élément et un seul appartenant & H .

Soit en effet geG. Montrons tout d’abord que geK;H% K. Posons R’'=ad g.R
et h'=ad g.h. D’apreés le corollaire au Théoréme 7.1, il existe une sous-algébre de
Cartan décomposée b’ a laquelle R et R’ sont associés. D’aprés le Corollaire 2 a la
proposition 12.1, il cxiste geKgp et g,eK, tels que

b—ad g.b" b =ad g,.b"

Posons g =g,g,8. Comme g 'g,geg 'Kpg=Kg, ona g'eKggKp. D’autre part,
ona adg”.h="N. Les réseaux de Chevalley R ct R""=ad g”.R sont donc tous dcux
associés a2 B et la proposition 12.1 montre qu’il existe hAcH’ tel que ad . R=R",
d’ou A lg"eK, ct geKghKg.

De plus il existe weW avec h. =w.heH’ et nousavons vu (Corollaire 1 ci-dessus)
qu’il existe xeHn Ky avec h, =xhx™'. On a donc geKph Ky CK H}Kg.

Montrons maintenant Vunicité de h, : posons g=khk' avec k, k'cKy et heHS.
Soit p une représentation irréductible de G, de poids dominant w,. Puisque p(k) et p(k')
conservent un réscau dans espace de p (proposition 11.1) les facteurs invariants de p(g™?)
sont les mémes que ccux de o(A™"). Or p(A™') est un opératcur diagonalisable de valeurs
propres n @) ol w décrit les poids de p. Comme th(e;) =0, le plus grand facteur
invariant de p(g™!) est donc =@,

Parsuite, si ket A'eH% etsi KphKpn Kph' K+, les élémentst, et t,, de Hom(T', Z)
coincident sur les poids dominants appartenant & I'. Mais ¢, et ¢, se prolongent de
maniére unique en des homomorphismes (notés encore ¢, et 4,) de = dans Q. Si p, est
un poids dominant fondamental, il existe un entier s>o tel que sy, el’ et sy, est encore
un poids dominant. On a donc ¢ () =5 ', (sw,) =5 % (spy) =ty () d’oU 8,=1,
puisque les p, forment une base de I1. On a donc k==4F', ce qui achéve la démonstration
du théoréme.

Corollaire 1. — Ky est un sous-groupe borné maximal de G. St P est localement compact,
Ky est un sous-groupe compact maximal.

En effet si A est un sous-groupe contenant strictement Kg, alors A conticnt un
élément £ non nul de H® et les valuations des cocfficients de la matrice de ad A" ne
restent pas bornées quand n décrit Z.

Corollaire 2. — Supposons @ simple et soit w un poids dominant appartenant ¢ T et
satisfaisant @ (PM). Si S est un réseau dans Uespace de o invariant par o(R), le sous-groupe Ky
est aussi le sous-groupe formé des xeG tels que o(x)S=S.

En effet, si g est simple, le noyau de p dans G est fini. Le sous-groupe des xeG
conservant S est alors un sous-groupe borné (prop. 11.1) contenant Ky (prop. 11.2).

Remarque. — Prenons pour G le groupe adjoint et soit G’ le groupe des auto-
morphismes de la P-algebre de Lie g : on sait que G est un sous-groupe distingué d’indice
fini dans G’. Soit Kj le sous-groupe formé des aeG’ laissant stable R. Si 2eG’, onavu
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qu’il existe geG tel que ad g.R"==R avec R’'=a.R. Autrement dit gacKj. 1l en
résulte aussitot que G’ =KyHS Kg, chaque double classe modulo (Ky, Kj) contenant
un élément unique de HY. . 4 fortiori on a G’ =K H}K;, mais cette fois-ci sans unicité.

Ccependant, dans toute classe de G" modulo G, il y a un élément x laissant stable §
et permutant les racines fondamentales. Si ¢ est cette permutation des «;, ..., a,, on
peut supposer que x.X, 2= X, ol Les x ainsi déterminés forment un sous-groupe E
de G’ et G’ est produit semi-direct de E et de G. Il est clair que ECKGp. Soit alors HY
un domaine fondamental de E opérant par automorphismes intérieurs dans H% : on

voit immédiatement que HY est un systtme de représentants des doubles classes
modulo K; dans G'.

13. Conjugaison des sous-groupes K;.

Proposition (13.1). — Sotent R et R’ deux réseaux de Chevalley de g. On a Ky=Kg,
st, et seulement si R =R'.

Supposons tout d’abord que R et R’ soient associés & h. Il existe donc une base
de Chevalley (X,) associée 2 h et un teHom(Z, Z) tels que

R =20H, + 20X,

R'=2Q0H, +Xr@0X,.
« «

D’aprés le corollaire 1 a la proposition 12.1, il existe, pour toute racine «, un
élément xeKRnPAI tel que ad x induise dans le dual de f la symétrie S,. L’opérateur ad x
transforme alors le sous-cspace radiciel gg en gs g etona adx. X, =2X_, avec reP.
Si Kgp==Kg, alors ad x laisse stable R et R’ et on doit avoir d’une part reD’, d’autre
part ad x(="¥X )eD'r X __, dot ren *MQ" et #(a) =0, d'ou R=R".

Dans le cas général, R et R’ sont associés a une mémec sous-algebre de
Cartan décomposée B’ et il existe geG tel que adg.h’'=Dh. Si Kg—=Kg on a
gKre ' =Ky, g =Ky, r, dou le résultat

Corollaire. -— On a Kg =gKgpg™! st et seulement si R'=ad g.R. En particulier, le
normalisateur de Ky dans G est Ky lui-méme.

On a en effet gKpg '=K,, - Par suite gKpg~'=Kjy entrainc ad g.R=R".

Cherchons maintenant si deux sous-groupes Ky sont conjugués par automorphismes
intéricurs : il en est bien ainsi si G est le groupe adjoint. Plus généralement :

Proposition (13.2). — Les classes de conjugaison par automorphismes intérieurs de sous-
groupes Ky sont en correspondance bijective avec les éléments du groupe fini Hom(T'/Z, Q [Z)
(dont ordre est égal a lordre de YI'[E%).

Comme ad G est transitif sur les sous-algébres de Cartan décomposéces, toute
classe de conjugaison contient un sous-groupe Ky ou R est un réseau de Chevalley
associé 2 h. Si R et R’ sont deux tels réscaux, il existe, comme nous I’avons déja vu
plusieurs fois, un teHom(Z, Z) unique tel que R'=#.R, ou £ est I'élément du sous-
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groupe HY du tore maximal ﬁa d’algebre de Lie h du groupe adjoint Ea, tel que ¢, =t.
La proposition 12.1 montre alors que R’ et R sont conjugués par ad G si et seulement
si head H’, c’est-a-dire si ¢ se prolonge en un homomorphisme de T' dans Z. Les classes
de conjugaison de sous-groupes Kg, ou les classes d’intransitivité de ad G opérant sur
les réscaux de Chevalley, sont donc en correspondance bijective avec le conoyau de
I’homomorphisme de restriction de Hom(I', Z) dans Hom(Z, Z), conoyau qui s’identifie
a Hom(T'/Z, Q (Z).

Remarque. — 1’¢élément k de H° se remonte toujours en un élément % de G rationnel
sur une extension finie de P. Il en résulte que deux sous-groupes Ky, sont toujours conjugués
par un automorphisme extérieur de G, qui est la restriction 2 G d’un automorphisme

« s -~
wntérieur de G.

14. La décomposition G = KzH°N,

Proposition (14.1). — On a G=KzHN =K ;HN.

Comme H=H"H’ et que H’°CKj, il suffit de démontrer que G =K HN.
Comme le noyau de la représentation adjointe de G est contenu dans Kg, il suffit de
montrer que ad G=(ad K;)(ad H)(ad N). Or le groupe ad G est un sous-groupe
du groupe G introduit par Chevalley dans [5] et est engendré par ad N (qui est le
sous-groupe noté U dans [5]), ad N’ (noté U’ dans [5]) et ad H (qui est un sous-groupe
du groupe $ contenant §’ avec les notations de [5]). Remarquons qu'on a ad H=9
si G est le groupe adjoint et ad H=9" si G est le groupe simplement connexe. Ceci
rappelé, la démonstration de la proposition 14.1 est exactement la méme que celle
donnée dans [g], proposition 15 pour le groupe G de Chevalley, en remplagant $
par ad H.

15. Comparaison des doubles classes et classes a gauche modulo K;.

Munissons le groupe Hom(I',Z) d’une structure de groupe ordonné de la
maniére suivante : un feHom(I',Z) sera >0 si et seulement si #(w)>o0 pour tout
poids dominant . Nous transporterons cette structure d’ordre & H° par P'isomorphisme
h—t, de H® sur Hom(T,Z). Les éléments de H% sont alors positifs, mais il y a en
général d’autres éléments positifs dans H°.

Proposition (15.1)., — Soient h, cH’, et heH’. Si KINnKgh, Ky+a, alors h<h, .
De plus Kgh, NnKgh K =Kgh,.

Soit ueN tel que hueKgh Ky et soit p une représentation irréductible de G,
de poids dominant . Comme on I’'a vu au n° 12, le plus grand facteur invariant
de p(hu)™' est = %), en posant t=#4, . Soit x un vecteur +o de l'espace de p,
appartenant au poids dominant w. Comme x est annulé par les p(X,) pour «>o, il
est invariant par p(N) et p(hu) " x=n"%"x 1l en résulte que = ! divise 7= B,
autrement dit on a f{w)>f(ew) et A >A
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Soit maintenant ueN tel que h,ucKyzh, Ky et posons toujours t=f, . La
relation f(a)>#(B) est une relation de préordre sur P’ensemble des racines positives
et si « et B sont deux racines positives, on a t(a+B)>t(«). On en déduit qu'on peut
ranger les racines positives en un ordre 8, ..., B, tel que #(B)>#(B;,,) etquesi p,—B,
est une racine positive, alors j<k. Si on rapporte g a la base X, , ..., X, Hy, ..o, Hy,
X g > X_g, (ou Hy, ..., H, est une base de Rn} et (X,) une base de Chevalley
de R), la matrice de ad u est alors triangulaire supérieure unipotente et la matrice A de ad /.
est diagonale, ses coefficients diagonaux étant des puissances de = dont les exposants
vont en croissant. L’hypothese h,ueKyzh,Ky entraine que la matrice B de ad’_u
appartient a SL(n, O)ASL(n, O) (avec n=dim g) et le lemme g de [3] entraine alors
que BA™'eSL(n, D). Autrement dit ad(h uh') laisse R invariant et A, ueKgh, d’ou
Iégalité Kgh, NaKph, Kp=Kgzh, .
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