Sulla confluenza di vene libere.

(Di Bruro Cavponazzo, a Milono.)

a—

INTRODUZIONE.

Il CisortI (*) ha assegnato in termini finiti I'integrale generale del pro-
blema piano della confluenza permanente di vené liquide scorrenti tra peli
liberi, quando queste vene confluiscono in una certa localitd in un punto
della quale, spartiacque, avviene un urto di filetti (Fig. 1). Ivi la veloeitd si
annulla. L'urto di queste vene, che diremo affluenti, genera altrettante vene
(§§ 1 e 2) che diremo effluenti.

In seguito il Boaaio (*) riprese il problema stesso, apportando alle formule
del Cisortr alecune modificazioni quando I'urto avviene tra pitt di due vene.

In questa Nota mi propongo lo studio dello stesso problema nella ipo-
tesi della esistenza nel campo del moto di m > 1 spartiacque (Fig. 3 in cui
m =3). Il problema viene cosi generalizzato. Malgrado questa generalizza-
zione le formule risolutive conservano la formola esauriente e semplice gia
messa in rilievo nei precedenti studi citati e, a dire il vero, non facilmente
prevedibile in questioni fisicamente complesse quale appunto & la nostra.
Infatti le considerazioni, che riguardano il carattere puramente qualitativo
del problema e che (§§ 1-5) precedono la sua impostazione analitica, rive-
lano una complessitd del fenomeno ancor superiore a quella di gid rilevata
per il caso di un solo spartiacque.

Sia % il numero delle vene affluenti e quindi » quello delle effluenti;
per lipotesi che nel campo del moto esista almeno uno spartiacque deve
essere n=2. Sia m il numero degli spartiacque. Questo numero, dato n e

() U. Csorri, Vene confluenti, Ann. di Mat., t. XXIII, serie III (1914), pp. 285-34l, op-
pure Nuovo Cimento, Vol. X (1915, 2.° sem.), pp. 256-316.

(3) T. Bocaio, Sul problema delle vene confluenti, Atti della R. Ace, delle Sc. di Torino,
Vol. 50 (1915), pp. 1103-1119,
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ammesso che il moto oltre che permanente irrotazionale sia anche aciclico,
non si pud prendere completamente ad arbitrio, ma deve soddisfare alle li-
mitazioni (§ 4)
l=m=mn—1
Indichiamo con O, un generico spartiacque (s=1,2..., m), con p, il
numero delle vene affluenti ad 0,. Anche i numeri p,, p,,..., p,, fissati n
ed m, non sono completamente arbitrari, ma ciascuna p, deve soddisfare

alle limitazioni (§ 5)
Q=p,=n—m + 1

ed inoltre la loro somma deve essere eguale ad
w—+m— 1,

In conseguenza di cid esistono soltanto (;::?) gruppi di m interi p,,

L . . X .
Das---s P, distinti almeno per 'ordine, che danno il numero delle vene le
quali possono affluire rispettivamente agli spartiacque 0,, 0,,..., 0,., com-
patibilmente col numero » delle vene e con quello m degli spartiacque.

-

Fissati . (n— .o - )
issati », m ed uno degli m — 1] 8ruppi di numeri p,, py,..., P, SON0

elementi geometrici e fisici salienti del fenomeno le portate, gli angoli che le
direzioni asintotiche delle 2%. vene formano con una direzione fissata ed
i2(m — 1) parametri che stabiliscono le ubicazioni di m — 1 spartiacque.

Fra questi elementi hanno luogo 21 — | relazioni notevoli (§ 10 e § 16)
in termini finiti. Ma poiche {ra essi figurano naturalmente come dati della
questione le n portate e gli » angoli che definiscono le direzioni asintotiche
delle » vene affluenti, cosi per determinare i rimanenti 2n-+2 (m — 1) ele-
menti occorrerebbero 2m — 1 ulteriori relazioni. Cid mette in rilievo che
sono a priori possibili co®~' regimi nelle condizioni specificate.

In particolare per m =1 si ha una semplice infinitd di soluzioni possi-
bili, circostanza questa che il CisorTI (°) attribuisce alla mancata conoscenza
delle condizioni precedenti lo stato di regime e che, data I'ipotesi del regime
permanente, non appaiono fra i dati della questione (§ 16).

Ultimamente il PanaTini (*), riprendendo il problema nel caso dell’urto
di due vene (n ==2 e quindi, per la limitazione soprascritta, m =1), cercod

(® U. Cisorm, loc. cit. (%), pp. 316 e 317.
(Y Pavaminy, Sulle confluenza di due vene, Atti del R, Istituto Veneto di Se. Lett. ed
Arti, t. LXXV, parte seconda (1916), pp. 451-463,
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di togliere I'indeterminazione ricorrendo ad un criterio energetico. Fra tutte
le soluzioni possibili egli ha discriminato quella rispetto alla quale lo stato
di regime permanente viene raggiunto col minimo dispendio di energia. Gli
elementi caratteristici in tal caso devono rendere minima la somma dei qua-
drati delle portate delle vene.

Adottando lo stesso criterio energetico al problema pilt generale, che
forma argomento della presente Memoria, si ha conferma della eleg-.nte con-
statazione del PavLaTini, qualunque sia il numero delle vene e quello degli
spartiacque.

§ 1. PoSIZIONE DEL PROBLEMA.

Per porre il problema prendiamo le mosse dal caso della confluenza di
2n vene con un solo spartiacque, studiato dal Cisor11 e dal Bogeio.

In una data localitd del piano del moto affluiscono = vene, vene af-
fluenti, G,, G,,..., G,,_, [Fig. 1, in cui si ha n=4]; » filetti g,, g,,...,
g3._., UNO per ciascuna ve-
na, si urtano in uno stesso
punto O (spartiacque), mo-
mentaneamente si arrestano
indi si bipartiscono edi2n
filetti che ne risultano si
compenetrano a due a due
dando luogo cosi ad altri »
tiletti g,, ¢.,..., .. diret-
tori di altre » vene G,,
Gy, Gy, vene effluenti.
Tutti gli altri filetti vengono
pilt o meno deviati senza
subire arresti. Si ammette
che il moto sia permanente
irrotazionale in assenza di
forze esterne e che le vene
affluenti e quelle effluenti Fig. 1.
siano comprese tra peli A
che limitano il campo del moto da un liquido in quiete. Posto eguale ad 1
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la densitd costante del liquido in moto, dall’equazione idrodinamica del
Ber~ouLLi

p=——~;— V?® + cost. (H

segue che sui peli A la velocitd assume un valore V costante (peli liberi). Si
ammette ancora che all’oo a monte della vena G,, , (h=1,2,..., n) 1 peli
liberi X,4_, € X,_, tra cui essa & compresa abbiano una direzione asintotica
comune e che la velocita abbia egual valore e direzione In tutti i punti
della sezione asintotica Q,,_, della vena. Altrettanto valga all’oo a valle della
vena (,, compresa tra i peli liberi A,,_, e 2.

Quindi su tutti i peli liberi 2 la velocitd ha uno stesso valore costante,
che assumiamo eguale all’'unita.

Poiche un, pelo libero non puod presentare flessi (°), per la possibilitd del
problema tutti i peli A devono essere convessi rispetto al campo 4 del moto.
Le vene affluenti quindi si succedono alternativamente colle effluenti, quando
st percorre il contorno del campo del moto, contorno che & costituito dai
peli A e dalle sezioni asintotiche O delle vene. Fissiamo al solito come pe-
sitivo quel verso del contorno che lascia alla sinistra il campo e gli indiei
delle G e delle % crescano in questo senso lungo il contorno.

Riferiamoci ad un sistema cartesiano ortogonale con l'origine in 0. Di-
ciamo 2 Yangolo che il vettore velociti fa con l'asse O« [Fig. 1] contato
positivamente nel senso antiorario, negativamente nel senso opposto tra li-
miti che ora preciseremo.

Sia &, in particolare il valore di 9 all'eco di G,(r=1, 2,..., 2n). Per
quanto si e detto, percorrendo il contorno del campo nel verso positivo $
& sempre decrescente. Se si parte quindi con un valore 9, dall'oco a monte
di %, si passera per valori 3,, &,,..., %,,, allc di &,, G,,..., G,,, sempre
pitt piccoli algebricamente :

‘3'1>3'2>’3'3"'>3'2u~ (Q)

Faremo constatare che si ritorna all’oo di G, lungo 1,, (3, nel caso della
Fig. 1) con un valore ¥ piut piccolo di %, di un numero intero di 2w e

(*) L. M. BrivLouin, Les surfaces de ylissements d’Helmholiz et lo résistance des fluides,
Ann. de Chim. et de Phys., 8= Série, t. XXIIT (1911), p. 150.
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precisamente con un valore (°):
S=3%—-2mn— 1=

Per provarlo si consideri una circonferenza col centro in un punto al
finito del piano 2y e di raggio infinitamente grande. La porzione B, del
piano xy esterna al campo del
moto 4 e compresa tra il generico
pelo libero 1, e detta circonferenza
¢ semplicemente connessa: [con
la Fig. 2 il lettore potrd farsi
un’idea dell’area B, immaginando
di far-tendere all’co il raggio della .-~
circonferenza di cui abbiamo frat-
teggiato un arco|. Percorrendo una
volta il contorno di B, a partire
da un suo punto qualunque nel
verso positivo rispetto ad 4 [nella
Fig. 2 questo verso & indicato dalle
freccie] la tangente al contorno
descrive 'angolo — 2=. Si noti che
la circonferenza taglia ortogonalmente la linea %, nei suoi due punti all’co (7).
Questi punti costituiscono pertanto due punti angolosi (e sono i soli) del
contorno di B,. In ciascuno di essi quindi Pangolo di cui ruota la tan-
gente al contorno di B,, percorso nel verso fissato, fa un brusco salio di

Fig. 2.

~~g~~ Ne segue che, esclusi i due punti angolosi, 'angolo di cui ruota la

tangente lungo il contorno di B, & — =. Poiche le aree B, sono 2#, tante
quanti sono 1 peli 4,,
—%n=

¢ la somma degli angoli descritti dalle tangenti ai loro contorni percorsi una

(®) Questo rileva il Boacio nella nota citata (*), senza darne la dimostrazione.

(") Basta pensare che gualungue sia il ecentro, al finito, di una circonferenza, facendo
crescere indefinitamente il suo raggio si tende sempre alla stessa circonferenza limite-ail’oo
del piano e che quindi si pud assumere come centro della nostra circonferenza, in riguardo
a B,, il punto d’intersezione dei due asintoti di 3, i quali per la (2) si incontrano neces-
sariamente al finito.
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volta nel senso positivo rispetto ad 4, purcheé si escludano i punti angolosi
in cui le %, vengono tagliate dalla circonferenza. Questa somma raccoglie
quindi I'angolo di cui ruota la tangente complessivamente lungo le 3. per-
corse nel verso positivo pilt Pangolo desecritto. dalla tangente alla circonfe-
renza percorsa nel senso orario e che & — 2% Ne segue che I'angolo di cui
ruota la tangente alle },, percorse nel senso positivo, &

—%n7—(—27)=—2(n— )=

Effettivamente non abbiamo percorso gli archi di circonferenza interni
al campo 4, archi che coincidono colle sezioni asintotiche Q delle vene G.
Ma poiché tali sezioni sono finite, nullo & 'angolo descritto dalla tangente
lungo di esse.

Se si tién presente infine che la velocitd & tangente alle linee X, e che su
ciascuna @ la velocitd si conserva parallela a se stessa, I'angolo —2(n — 1) =
di cui ruota la tangente alle A, & pure 'angolo descritto dalla velocitd quando
si percorre una volta, nel verso positivo, I'intero contorno del campo del
moto, a partire da un suo punto qualsiasi. (c. d. d.).

Premesso cid ed ammessa l'esistenza di uno spartiacque il moto & pos-
sibile se & » =2 (*). Ma & proprio necessario il supporre che si abbia un
solo punto spartiacque e non pit? Tale questione mi sono proposto. Am-
messo che il moto avvenga qualitativamente come nel caso ora accennato,
ammettiamo ancora che esistano m punti (con m=1) in cui la velocitd si
annulla. E precisamente il moto di cui ci proponiamo lo studio sia caratte-
rizzato nel modo seguente:

L. Il moto é piano, permanente, irrotazionale non soggetto a forze (°) ed
il liquido in moto & perfetto.

II. La velocita ¢ dovunque finita, continua, diversa da zero, eccettuati m
punii inlerni e situati al finito nei quali la velocitd si.annulla (spartiacque).

L. It contorno del campo del moto é costituilo, da 2n peli liberi. Le
direzioni asintotiche, a monte ed a valle di ciascuno dei peli liberi, coincidono
con quella a monte rispettivamente ed o wvalle di due altri peli liberi (peli

¢ U. CsorT1, loc. cit. (1), p. 288 e seg.

(®) Effeitivamente I'integrale generale (28), cui perverremo, vale pure se iatervengono
forze di massa purché conservative e la densitd del liquido sia continua attraverso i peli .
Vedi in proposito la mia Nota: Vene fluenti fra pareti inferrotfe, questi Annali, t. XXV,
serie 111 {1916), p. 39.
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contigui). Due peli contigui \,_, e )., a distanza sufficientemente grande dalla
localitec degli spartiacque, guidano una vena G, (vena libera) lungo la quale
il campo del vettore velocild tende o diventare asinfolicamente uniforme.
IV. Il moto & aciclico.
Evidentemente le prime tre ipotesi si riducono, per m =1, a quelle che
fissano il moto quando si ha un solo spartiacque. La quarta ipotesi sarebbe
superflua pel caso m = 1. Vedremo quali limitazioni essa importa quando

m>1,

§ 2. I camMpo DEL MOTO.

Abbiamo gid detto, parlando del caso in cui i ha un solo spartiacque 0O,
come in esso si urtino = filetti e da esso abbiano origine altri = filetti. Cia-
scuno ded primi » filetti proviene da una vena affluente, gli altri » diventano
ciascuno direttore di una vena effluente.

Il punto O si puo riguardare come punto di ramificazione di 2 n filetti,
tanti quante sono le vene affluenti ed effluenti complessivamente e quindi
in numero poari.

Lo stesso avviene qualitativamente in ciascuno degli m spartiacque 0,,
0,,..., 0, nel caso pit generale che abbiamo preso a trattare. Ciascuno
spartiacque O, (s=1, 2,..., m) ¢ un punto di ramificazione di un certo
numero pari di filetti. Diciamo 2p, questo numero. Ognuno di questi file(ti
si pud considerare come direttore di una vena; le 2p, vene corrispondenti
saranno alternativamente affluenti ed effluenti rispetto ad 0,. Gome pel nu-
mero » cosl per ciascun p, deve aversi

P, ==2.

Consideriamo uno dei p, filetti usecenti da 0,. Esso potrd proseguire,
senza pilt arrestarsi, in una delle n vene effluenti del campo, oppure potra
arrestarsi nuovamente in un altro spartiacque (Fig. 3 in cuin=>5, m = 3).

Analogamente uno dei filetti arrestatisi in 0, pud provenire direttamente
da una vena affluente oppure da un altro spartiacque.

Nel caso m =1 ciascuna vena affluente si bipartisce solamente nelle
due vene contigue effluenti (Fig. 1). Invece per m >>1 qualche vena affluente,
oltre che dare necessariamente un contributo alle due contigue, pud man-

Annali di Matematico, Serie I1I, Tomo XXVI. 8
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dare ancora un ramo scorrente tra peli interni al campo del moto (vena

<

et s

"r-'
oy

,,
-
-

interna) in qualche vena effluente. [Nella Fig. 3 la vena G, si dirama in G,

e G, ed inoltre manda una vena
interna in G,]. Pud ancora darsi
che con pit di uno spartiacque
ciascuna vena affluente si dirami
nelle contigue soltanto [Fig. 4. In
tal caso gli spartiacque devono
tutti appartenere alla stessa linea
di flusso. In caso contrario [Fig. 3],
gli spartiacque appartengono a di-
verse linee di flusso.

Quando due o pil spartiacque
appartengono ad una stessa linea
di flusso potrebbe affacciarsi il
caso che dei filetti facenti capo ad
essi vengano a racchiudere una

parte finita del campo, come ¢ indicato ad es. nella Fig. 5. In questa regione
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finita non vi puod essere la quiete percha, ipotesi II, ¢id si ammette avvenire
solo negli spartiacque. Vi sard dunque moto; ma trattandosi di moto irro-
tazionale (I) in tale regione finita il moto & necessariamente ciclico. Non in-
tendendo di occuparci di questo
caso abbiamo appunto formulato
Iipotesi IV. Escludendo essa i
moti ciclici esclude per conse-
guenza il caso che piu filetti fa-
centl tutti capo a spartiacque de-
limitino una regione finita. Dovra
essere pertanto possibile raggiun-
gere, senza uscire dal campo e
senza tagliare alcuno dei filetti
irraggianti dagli spartiacque, un
punto all'so del. campo stesso a
partire da un suo punto interno
qualunque. Dopo cid e tenuto
conto ancora della [II possiamo
concludere che il campo del moto & semplicemente connesso e (come pel caso
m=1) esso si pud pensare costituito da una regione situata al finito, la
localita degli spartiacque, da cui diramano 2# vene libere alternativamente
affluenti ed effluenti.

Per le stesse ragioni poi addotte pel caso m==1 le linee libere 1, sono
sempre convesse verso il campo del moto; su esse la velocitd ha lo stesso
valore cosfante, che conveniamo di assumere eguale ad 1.

Fig. 5.

§ 3. I’ancorLo 3.

Ferma restando la convenzione gia fatta pel caso m==1, sul verso po-
sitivo del contorno del campo, dopo quanto abbiamo detto, & evidente che
Pangolo & che il vettore velocitd fa con una direzione prefissata decresce
sempre lungo il contorno del campo. Varrd ancora quindi la (2):

19‘1>"92>"'>~92»ﬂ,

in cui 3, rappresenta il valore a cui si perviene per ¥ all’cc deila vena @,,
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quando vi si arrivi percorrendo il contorno del campo nel verso positivo a
partire dall’oo a monte di %, in eui & ¥=23, (*°).

Ed in particolare avremo ancora che percorrendo una volia Uintero con-
torno nel verso positivo, a partire da un suo punto qualunque, si ritorna al
punto di partenza con un valore di S diminuito di 2 (n — 1) = rispetto ol vg-
lore col quale si ern partiti.

Vediamo il comportamento dell’angolo S in un generico 0,. Sia ¢,
[Fig. 6, in cui si ha in particolare p,= 3] una
curva chiusa limitante un’area semplicemente
connessa 4,, tutta interna ad 4 e contenente
nel suo interno il solo spartiacque 0,. Ammet-
tiamo ancora per semplicitd che ¢, tagli una
sola volta ciascuno dei 2p, filetti che irrag-
giano da O,. Questi 2 p, filetti dividono 4, in
2 p, parti pure semplicemente connesse. Percor-
rendo il contorno di ciascuna di queste aree
parziali, lasciando alla destra l'area stessa, la
tangente al contorno ruota dell’angolo — 2.

La somma di tutti gli angoli descritti dalla tangente ai singoli con-
torni &

—4p,

e consta dell’'angolo — 2 = corrispondente alla rotazione della tangente quando
si percorre l'intera curva c,, dell'angolo — 2p, = di cui tale tangente ruota
complessivamente nei punti di intersezione di ¢, coi 2p, filetti e del rima-
nente angolo — 2 (p, — 1) =, che rappresenta pertanto I'angolo di cui la tan-
gente ha ruotato nel percorrere i due bordi delle porzioni interne ad 4, dei
2 p, filetti. Ma poiché sopra ciascun filetto uno dei bordi & percorso in un
senso, 'altro nel senso opposto,

—2(p,—1)=

& senz’altro I'angolo di cui ruota il vettore velocitd (la tangente ai filetti
coincide in direzione con la velocitd a meno di multipli interi di ) quando
partendo da un punto qualsiasi si ritorna allo stesso punto percorrendo un

(*) Conveniamo una volta per sempre che I’indice » varii per valori interi da 1 a 2n,
I'indice s da 1 ad .
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cammino qualunque purché racchiudente un’area semplicemente connessa
cui appartenga, e come punto interno, il solo spartiacque 0, e purché il
senso del percorso sia quello che lascia alla sinistra 1'area racchiusa.

Seguendo un cammino che racchiuda oltre che 0, un altro spartiacque
O, si ritorna al punto di partenza, procedendo nel senso antiorario rispetto
all’area racchiusa, con un valore di 3 diminuito di 2(p, — 1) =+ 2(p.— 1) =.
Basta pensare che con un opportuno taglio si puo ottenere da un tale cam-
mino due cammini chiusi limitanti aree semplicemente connesse all’'una delle
quali appartiene il solo 0,, all’altra il solo 0,. Percorrendo ciascuno di
questi cammini una volta lasciando alla sinistra I’area racchiusa si ha per 9
un decremento complessivo 2(p,— 1) = -+2(p,— 1) = al quale non contri-
buisce affatto il cammino compiuto lungo i due bordi del taglio, perché essi
vengono percorsi in verso opposto.

Da tutto‘cio risulta che & & una funzione non uniforme e resta ancora
precisato il valore di & in un punto del campo, noto il cammino seguito
per giungervi a partire da un punto del campo con un dato valore per 3.

§ 4. MASSIMO NUMERO DEGLI SPARTIACQUE
COMPATIBILE GON UN NUMERO PREFISSATO DI VENE.

Sappiamo gid che nel nostro campo per » =2 deve esistere almeno uno
spartiacque :
m=1.

§

Ci proponiamo ora di vedere quale & il numero massimo degli sparti-
acque compatibile col numero delle vene. A questo scopo cominciamo col-
I'osservare che la funzione 3 & armonica nel campo A4 (*'). Se escludiamo

(**y Abbiamo gid chiamato V il valore assoluto della velocita.
Constateremo in seguito (§ 6) che la espressione

W= Y e—id
& funzione della variabile eomplessa = -+ iy; (i==y—1, @ ed y coordinate cartesiane, 'asse

delle ascisse essendo parallelo all’asse polare rispetto al quale sono valutate le 3) e cio in
conseguenza della sola ipotesi che il moto & irrotazionale. Poiché

logw=log V—i%&

& allora pure funzione della stessa variabile complessa, ne segue che log V e — .3 sono fun-
zioni armoniche associate.
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dal campo del moto le aree 4,, comunque piccole, ottenute circondando
ciagcun O, con una curva ¢, in modo che le curve ¢ non abbiano punti co-
muni, il campo rimanente diventa molieplicemente connesso. Con opportuni
tagli lo si pud rendere semplicemente connesso: nel campo cosi ridotto la
funzione & & necessariamente uniforme. Percorrendo il contorno di tale campo,
a partire da un suo punto generico, si tornerd percio al punto di partenza
col valore iniziale di 3. Si noti bene che il contorno del campo semplice-
mente connesso consta delle linee %,, dei bordi dei tagli e delle curve c,.
Supponiamo di percorrere questo contorno nel verso positivo; le A, vengono
percio deseritte nel verso antiorario e su di esse 9 si incrementa di (para-

grafo precedente)
—2(n—1)=;

1 due bordi di ciascun taglio vengono percorsi in senso contrario e non re-
cano quindi alcun contributo alla variazione totale di &; le curve ¢, vengono
percorse nel verso orario, per lasciare alla sinistra il campo da cui sono
esclusi gli 0,. La variazione di 3 lungo una generica ¢, in tale senso & data
(paragrafo precedente) da 2(p,— 1) =, per cui la variazione di 4 lungo tutte
le ¢, riceve il contributo

(P — )7 +2(p— 1) 7+ +2(po—1) 7 =25 (% p, — m).

La variazione totale di 3, percorso l'intero contorno del campo ridotto,
& quindi

2% ). p—m—(mn—1)/-

Ma tale variazione, per quanto si & notato poco sopra, deve essere nulla.
Abbiamo percio
p—m—n—+41=0,
da cui
Lp=n+m—1 @)

Se teniamo conto che
p,=2

e che i termini della sommatoria nel primo membro sono in numero di m,

dalla (3) si ricava
2m=wn-+m—1
e quindi
m==n— 1
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la quale relazione risponde alla questione che ci eravamo proposta. Risulta
pertanto che il numero massimo degli spartiacque ¢ egunle al numero delle
vene afftuenti meno una.

[l numero intero m deve quindi soddisfare alle limitazioni

l=m=mn—1; (%)
da questa scende necessariamente, come si & ammesso,

n=292

§ 5. SUL NUMERO DI VENE AFFLUENTI AD UN GENERICO SPARTIACQUE,
FISSATI B ED M.

Il numero p, dei filetti che s’arrestano momentaneamente nel generico O,
¢ il numero delle vene che affluiscono allo spartiacque O,, come del resto
si fece notare al § 2. Sappiamo che, come pel numero », il valore minimo
di ogni p, & 2. Dalla (3) segue quindi che, fissati m ed », una generica p,
ha il valore massimo quando

pl=p2="'=ps—1:pa;‘r1="':_pm=‘:g

e che tale massimo & n —m - 1.
Si ha quindi
=p,=n—m-+1 ®)

Queste limitazioni assieme alla (3) c¢i permettono di trovare quanti sono
i gruppi di m interi, distinti almeno per I'ordine, che si possono assumere,
compatibilmente coi numeri » ed m, quali possibili m-ple di p,, Dsse..s Pm-

Il numero di tali gruppi &
n—?2
Now=(m 1) ®)

Per dimostrarlo applichiamo il metodo induttivo. E evidente che per
m =1 ed n qualungue, purché maggiore di 1, si ha una sola p che per la (3)
¢ eguale ad »n. K quindi N,,=1, conformemente alla (6). Si constata pure
facilmente la validitd della (6) per m = 2 ed » qualunque. Infatti tutte le coppie
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di interi p,, p. che soddisfanno alle (3) e (), che in tal caso divengono
pit+p.=n+1; 2=p,=n-—1; (s=1,192),

sono le seguenti
2, n—1; 3, n—2;... n—2, 3; n—1, 2

Il loro numero & evidentemente N, ,=#n — 2, d’accordo con la (6). Am-
mettiamo ora che la (6) valga per n qualungue (purché maggiore di 1) quando
il numero degli interi p & m — 1. Tale ipotesi importa, in modo particolare,

Nn-—-!,m-l == (n B 3) 4 Nn-.z,m_x == ( "= 4‘)

wm— 2 m—2" "

m—1 m— 2
: 'Nm—i—hm-—! =(m___ o)) 4 Nm,m«-l - (m_ Q) *

ry

(6)

Bastera dimostrare il teorema pel caso in cui i numeri p sono m. A
questo scopo si osservi che uno degli NV, , gruppi cercati si ottiene facendo
seguire ad un generico gruppo

pl? p??"'?pm—l

degli N,_, ., il numero 2 come m.™° elemento. Infatti dovendo essere

p1+p2++pm_1=(n~i)+(m“1)“1:%+m~—~3,
=p=(n— 1) —im— )+ l=n—m—1, (s=1,2,..., m—1);

(tali divengono le (3) e (5) per i gruppi N,_,,._.), gli m numeri p,, p,,...,
Pn_i, 2 soddisfanno manifestamente alle (3) e (5). Percid se si da a eiascuno
dei gruppi N,_,,,., il numero 2 come m.™° elemento si avranno tutti e soli
quelli dei gruppi N, che hanno I'ultimo elemento eguale a due; il loro
numero & pertanto eguale ad N,_,,,._,. Facendo seguire a ciascuno dei gruppi
N, s, il numero 3 come m.™ elemento otteniamo tutti i gruppi degli
N, in questione con l'ultimo elemento eguale a 3. Infatti in tal caso uno

qualsiasi degli N,_,,_, gruppl soddisfa alle relazioni
pi+pt o F P =m—+m—1)—~1=n+m —4
Q=p,=n—2 —(m—1)+1=n-—m, (s=1,2,..., m—1);

si ha quindi
Py tpt P+ 3=n+m—1,

2=p,=n—m+ 1, (s=1, 2,..., m, con p, =3),
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Quindi tra gli N,, gruppi quelli eon P'ultimo elemento eguale a 3 sono
in numero di N, _,,._,.

Procedendo in modo analogo si pud facilmente constatare che quelli
degli N,, gruppi con 1'm.m elemento eguale ad h sono in numero di
Noritnrs =h=n—m-+1).

Ne segue pertanto che

Nmm = lvn—l,m—l + N —2,m-1 + s + Nm-{-l,ln_l + Nm,m-—l ’

ossia per le (6
—3 n—4 (o — —_
e (Y )

m—2 m - m—2 m—9

Per una ben nota proprietd dei coefficienti binomiali il secondo membro

¢ eguale ad (

2

" ); abbiamo dunque
m — |

come volevasi dimostrare.
; T n—2

In particolare, nel caso limite-m =1, avremo N, , =( 0 ): 1, come
si fece gia constatare. Nell’altro caso limite, in cui m ha il valore massimo
n— 2
n-—2
solo gruppo di valori per le p. Questo si pud constatare direttamente; basta
osservare che con n — 1 spartiacque tutte le p devono assumere il valore
minimo 2 per poter avere, secondo la (3),

Yp,=2(n—1).

n—1,si ha N,,_, ———( )= 1. Si ha dunque anche in questo caso un

§ 6. LE FUNZIONI f E w NEL CAMPO DEL MOTO.

Assumiamo una coppia di assi cartesiani ortogonali coll’origine in un
punto O del campo del moto e cogli assi Ow, Oy orientati in modo che il
verso di rotazione Oz — Oy sia sinistrorso. Scegliamo inoltre T'asse O
parallelo alla velocitd asintotica della vena @, [Fig. 8] e & indichi ora lan-
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golo che il vettore velocitd fa con Ox; avremo (§ 1)

3, =0.

Indicheremo infine con u e v le componenti cartesiane della velocita.
Poiché il moto & permanente ed irrotazionale esisteranno il potenziale
di velocitd ¢ e la funzione di corrente ¢, funzioni armoniche associate, defi-
nite dalle relazioni
do=udx-+vdy,

dy=—vdr-+udy,

a meno di una costante additiva inessenziale. Poiché il moto & aciclico (§ 2)
le funzioni ¢ e ¢ saranno inoltre wuniformi.
Le precedenti relazioni, posto

z=0+1y, wW=u—iv, f=09-+1i{, (izz\/i_ﬁ),
si compendiano, come & ben noto, nell’unica equazione

af
==, 7
dz (1)

Sopra ciascuna linea A,, che & linea di flusso, la funzione di corrente ¢
deve assumere, come si sa, un valore costante:

Y=1,, su k.. (8)

Conveniamo di assumere positive le portate delle vene affluenti, nega-
tive quelle delle vene effluenti. Ricordando allora che (§ 1) gli indici # cre-
scono quando si percorre il contorno del campo nel verso positivo, sara

9= ‘br—-l - ‘;’r ’ (4’0 = q}?n) (9)

la portata in valore e segno della vena G,.
Manifestamente si ricava dalle (9)

% q.=0, (10)

Iy

come & richiesto dalla condizione che il flusso totale sia nullo attraverso il
contorno del campo.

Poiche, esclusi i punti O,, si ha dovunque V>0 (§ 2), la funzione ¢ &
sempre crescente su ciascuna linea di flusso, nel senso del moto, da — oo
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a -+ oo, come facilinente risulta dal fatto che si ha sempre

do
ds = V>0

(ds & un elemento di linea di flusso preso positivamente nel senso del moto)
esclusi intorni comunque piceoli, non nulli, racchiudenti i punti 0,.

La funzione f==1¢--4¢ quindi & regolare uniforme nei punti del campo
del moto situati a distanza finita; diviene infinita all'oo e sul contorno la
sua parte immaginaria si comporta nel modo precisato dalle (8).

Ove fosse noto #l campo 4, la f sarebbe definita a meno di una ines-
senziale costante reale.

Veniamo ora alla funzione w = u — iv.

Poiché si ha evidentemente

lw|=7,
le condizioni del problema importano (ipotesi I, § 1)

1, sulle 2,;
|w]= {0, nei punti 0,; (11)
( valore >0 e finito, in tutti gli altri punti.

Tenuto presente il significato di & abbiamo
u = Vecos 3, v== Vsend,
per le quali la w=wu —{v si pud serivere
w= Ve id
Per quanto abbiamo detto nel § 3, $ decresce, algebricamente, lungo
il contorno di 4 nel senso positivo, passando pei valori

9=2,, alleo di G,, (12)
avendosi in particolare
‘ 0, all’'oo di G, lungo },; (12)
- —2(n— 1) =, all'co di @, lungo 1,,,
dopo aver percorso una volta l'intero coutorno nel verso positivo.
Di capitale importanza & il comportamento di $ in un punto 0,. Il va-
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pd

lore di & in O, dipende dal cammino seguito per arrivare in O0,. Conside-
riamo il fascio di raggi di centro O, e fissiamo il raggio parallelo all’asse O «
come asse polare. Muovendoci su di esso si giunge in O, con un certo va-
lore per &; seguendo gli altri raggi di anomalia sempre crescente (nel senso
antiorario), per quanto abbiamo detto nel § 3, si ottiene in O, un valore
per S sempre pil piccolo, cosicché, tendendo una seconda volta ad O, lungo
asse polare, si ottiene per & un valore pitt piccolo di 2(p, — 1) = di fronte
al primitivo. Esprimiamo ¢io dicendo che la wvariozione di $ inforno ad O,
(nel senso antiorario) &
—2(p,— 1) =
Concludendo, la funzione
W=u—1iv= Ve i?

é finita e confinua in tutto il campo del moto, il suo modulo deve soddisfare
alle (11), il suo argoniento alle (12) e (1%) ed alla ulteriore condizione rela-
tiva ai singoli O,, teste specificata.

§ 7. TRASFORMAZIONE DEL CAMPO DEL MOTO.

Il campo del moto_é semplicemente connesso; esso si pud quindi rap-
presentare in modo conforme diretto (**)

1 3’ nel cerchie (0, 1) del piano complesso
3 {=&-+in [Fig. 7]

I i Conveniamo di far corrispondere il
3 b punto { =0 al punto O del piano del moto,
A4 A X il punto {=1 al punto allco di @,. Cid
A . . posto la corrispondenza biunivoca dei punti
0 114, § del campo del moto con quelli del cerchio

& completamente determinata.
Jm Al punto all'so di G, corrisponderd nel

cerchio il punto
Fig. 7. j,« = glor

(" Cfr. ad es. E. Picarp, Traitd d’'Analyse, t. I, Chap. X,
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del contorno e si avrd necessariamente
Q=0 <<o,< <6, <<27. (13)

Al punto O, corrisponderd il punto

Co=op.60; p,<<l, 0=<9,=2x;

alla linea %, l'arco (j,, §,4.); al punti interni del campo del moto punti in-
terni del cerchio.

Siccome & sempre possibile di rappresentare, come abbiamo gia rilevato,
un campo semplicemente connesso in un campo circolare, si & sicuri della esi-
stenza di una relazione tra z e { atta a rappresentare analiticamente-la cor-
rispondenza fra i due campi. Tale relazione, nel caso attuale, & ancora in-
cognita; nulla ci vieta perd di sfruttarne a priori la esistenza col considerare
ad es. le funzioni w ed f del precedente paragrafo dipendenti dai punti {
del cerchio (0, 1) pel tramite della ancora incognita relazione. Allora tutte
le condizioni interne e di contorno specificate nel § 6 si possono trasportare
senz’altro dentro e sul contorno del cerchio.

§ 8. La ruwnzionE f({).

La funzione f({) =9 +¢¢ deve essere regolare uniforme in tutto il campo

per |{]|<C1; sulla circonferenza |{|=1 deve soddisfare, a norma delle (8),
alle condizioni

4‘ == (\br , sull’arco (]r ’ jr+1)’ (143)

le ¢, essendo costanti.
Per costruire tale f consideriamo la funzione

~ €
Iog (\/jr_—_._) ’
Vi,
in cul
Vii=+e *
9

g ber {=0.

con la determinazione 4
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Sulla eirconferenza, cio& per { = e®, si ha

a%ﬁ i(r;»- ‘f?f) i% %(a,--a) -—%‘(U,.-a)
—— g == @ e —_

~ Z
\/j,.—"" :/‘j—_ == @

; 9 G, — G
‘7 sen "2

=Qie

Ne segue che sulla circonferenza si ha

_ 7 ig —_
log (\/j — M\/;—_) =log (Q ie 2) -+ log sen 6'2 2.

Si constata ora facilmente che la funzione f({) da noi cercata & la se-
guente:

1 RS B
f(c) - T 24‘ qr log (\/jr \/5—) + 7"'!)2»; -

.

Infatti per la relazione trovata sopra si ha

£ —

. 1 T 1 Sl R
f(e"’)::-——?l()g (Q@e QJErQT‘_?ErQVlogsenc 9 c+z4'2”’

la quale per la (10) diviene

¢, —

) 1. S
f(e“’) =—— ¥ 9, log sen 5 ~+ 1 ‘J’z» .

Supponiamo ora che il punto { =ei@ appartenga all’arco (j., Jjuti),
h=1,2...2%n con j,, =j,. [n tale ipotesi avuto riguardo alle (13) si ha

0=0<g0,..<g,=06=<0,,...<0, <%n

Avremo quindi

_nfa”gaf(), per r=1,2...h;

0= ”Q ==, per r=h+1,h+2...2n
Percio il coefficiente di ¢ nella f(e) &

h
= E{ g+ s, sullarco  (Ji, juss);



Caldonazzo: Sulla confluenza di vene libere. 55

ossia, per le (9),

=_(4’2n ““'4’1 +‘~l‘x ""‘4‘2 -+ - "‘}"{’h_z_"‘ph_l +\bh—-1 -“‘?;.)‘f—‘l/zn:
=1{,, sull’arco (4, jup.)

Le (14) pertanto sono soddisfatte e la f({) data sopra & la funzione ri-
chiesta. Assumendo poi

4’%20

(costante inessenziale pel nostro problema) abbiamo in definitiva
1 - {0
[0 == 22 g.log(Vi— ) (15)
- 7

che & definita a meno di una costante reale, inessenziale essa pure pel pro-
blema.

§ 9. La runzione w (§).

Per le (11) la funzione w ({) nel piano della variabile { deve soddisfare
alle condizioni
l, per |{|=1;
|w|=130, per {=1; - (16)
valore finito ¢ >0 per i rimanenti punti |[{|<<1.

Il suo argomento — % inoltre varia tra 0 e 2(n — )= quando si per-
corre. la circonferenza nel senso positivo a partire da { =4, = 1, Nel punto &,,
corrispondente allo spartiacque O, nel quale deve annullarsi il modulo di ,
il suo argomento — S assume un determinato valore che dipende dal cam-
mino percorso per giungere in §,. In particolare la variazione di — & intorno
al punto ¢, (nel senso antiorario) & 2(p,— 1) = (§ 3).

Per costruire la funzione w ({) che soddisfa alle condizioni predette, con-

sideriamo la funzione (¢
P 1 { — ;s )Pr-1
W, C ==t— g D >

( ) ( Ps Z s C

nella quale
0ibh

Ps gs

¢ Pimmagine reciproca di £, rispetto alla circonferenza (0, 1).

G
B

o T
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E noto che sui punti della circonferenza si ha

1=ty
e Co— L1 7
ne segue che
tw, (ei7)| = 1.

Si ha inoltre evidentemente (poiché p,= 2)

Vediamo infine il comportamento dell’argomento di {, nel punto {,. Si
prenda pereid { in un intorno di , in modo che sia
(=0 +cev

in cui ¢ & reale e tale da potersi considerare infinitesimo del 1.° ordine ri-
spetto all’ unitd. Per questa { avremo pertanto, a meno di infinitesimi di
ordine superiore al primo,

_L Z—“Ca aeia

— — == g ei(ﬂ'*—ﬂ,).
0 Co—C  eif—cp e

uindi 'argomento del 1.° membro, a meno di un multiplo intero di 2w, &
g p »

¢ — 8,

e poiché esso & indipendente da ¢ avremo ancora, passando al limite,

€ eio

rosmrrer ek
8

&

lim arg
=0
Percid la variazione di tale argomento attorno a ¢,, nel verso positivo,

& 2=, tale essendo quella di o. Per conseguenza I’

1 -4,
arg w,= (p, — 1) arg — e

varia attorno a ¢, di
2= (p, — 1).

Cio premesso la funzione

1 .y
Hs w, (C) - ns (—P:' 'C/s . ?;
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soddisfa manifestamente alle (16). La variazione del suo argomento in un
generico punto {, si riduce esclusivamente a quella dell’argomento del suo
fattore w, ed & quindi 2= (p, — 1). Per conseguenza quando si percorre la
circonferenza nel senso delle ¢ crescenti I'argomento 1, w, (7) cresce di

2z (X p, —m)
ossia, per la (3), di
2x(n—1).

La 1, m, ({) soddisfa pertanto alle condizioni imposte alla w ({), percid
ne differird al pitt per un fattore esponenzialé ei%; avremo dunque

w ({) = ei% 11, (é Zﬁfi%)p. 1

D’altra parte, per le convenzioni fatte, si deve avere

w=1, per [==1,

ig, 11— Es et _
e ﬂs(—*- ?;Tl) = 1.

e quindi

s

Eliminando s, nella precedente per mezzo di quest’ultima otteniamo in
definitiva
- I, —1 =g !
w (C) = 1I, (1—_:—?;— .ZT—_,Z (18)‘ (17)
(*%) Notiamo che per maggior generalitd abbiamo preso ad arbiirio I'origine del sistema
di riferimento nel campo del moto. In casi particolari perd pud essere opportuno scegliere
un punto determinato. Ad es. quando si ha un solo spartiacque si presenta spontaneo il
porre in esso l'origine delle coordinate. Cosi fecero il Cisorrs (loc. cit. {), p. 296) ed il
Boearo (loc. cit. (3), p. 1104).
In tal caso, poiché il centro del cerchio rappresentativo ¢ I'immagine dell’unico sparti-
acque la cui p corrispondente quindi ¢ nulla e la p & #, la (17) diviene w=1{§*-1, da cui
4 m"—\l/;v— .
£ questa la trasformazione cui ricorre il Boaaro (loc. cit. (3), p. 1116). Nel caso particolare
n =72 essa diviene
E=m;
per essa il campo trasformato ¢ il cerchio rappresentativo del vettore velocitd. Si ha in tal
modo, come fa rilevare il Boaaio, la rappresentazione classica introdotta da Kincmuors.
Cou pit di uno spartiacque, e quindi » > 2, tale rappresentazione non & pili possibile
sul cerchio eome non lo & Palira che si ottiene con la trasformazione § ==“'{/;5, del Bogeio.
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§ 10. RELAZIONI TRA LE COSTANTL

La (17) mostra la che funzione w ({) nel punto { =1, ha uno zero di or-
dine p, — 1. Per la (7) abbiamo
—_
Tdz’
od anche
o at,
T dl ds
ar . . .
Tenuto presente che —— non si annulla mai entro il campo del moto 4,

4

poicheé la rapptresentazione di 4 sul cerchio non ha punti singolari, ne segue

che la g{ ha uno zero di ordine p,— 1 in { = (.. Percid la g-é—- e le sue
successive p, — 2 derivate devono annullarsi per { =1 :
dﬂs N
a-&;{f:o, per (—=0; (n=1,2...p — 1. (18)
Dalla (15) abbiamo
af 1 4 o
I ey ()
da cui
desf (= Ly R
dc!*s - ™ (y‘s - 1)‘ }‘r (Z —j,.):“s )

Per quesia le (18) equivalgono alle

¥ q. 0 (vo=1,2...p,—1, 0
‘,~(Cg"‘j,1)‘ul“ ] 321, Q'..,’n. 9 )

Sono queste, in virta della (3),
Yp,—m=mn—1

relazioni complesse cui devono soddisfare le costanti del problema; le (20)

importano quindi
2(n—1)

relazioni reali tra dette costanti.
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Poiche per L = ¢ si ha, (16),

w {ei") —_— 6“‘9,
dalle (12) e (17) segue

w () = e = (Pl "

le quali permettono di eliminare le j, nelle (20). Fissati n, m ed uno degli

—92 c . . .
(;: B 0)) gruppi di valori p,, p,...p., le (20) si possono pertanto considerare

come relazioni che devono intercedere tra le poriate (q,), le direzioni asin-
totiche delle vene (9,) e le costanti che fissano le ubicazioni degli sparti-
acque (L,).

Ritorneremo in seguito su queste relazioni (§ 15). Notiamo perd fin d’ora
che il loro numero 2 (n — 1) & indipendente dal numero m degli spartiacque.

§ 11. DETERMINAZIONE DEL CAMPO DEL MOTO. INTEGRALE GENERALE.

Poiché conosciamo la funzione f e w nel cerchio, la relazione che ci
dard z in funzione di { ci fard noto f(2) e w (2). Per ottenerla basta inte-
grare la (7):

‘; >
zztiél
o w df

.

al,

tenulo presente che per z2==0 si ha { =0.
Per le (17) e (19) si ha poi esplicitamente

1 1 —7 et [C '_.,':)p.—t d’
g=—— Wlp—"7 - S| 0\¥—] 7 22
= 4@~4) Zq.o(<~; gy (2)

che stabilisce la cercata relazione tra il piano del moto ed il piano ausi-
liario ¢ Si presenta ora il fatto notevole che gli integrali del 2.° membro
si possono valutare in termini finiti.

Prima di procedere alla loro valutazione & opportuno richiamare I'at-
tenzione del lettore sopra la circostanza seguente.

Cowme risulta dalla (22), a priori si & tratti a ritenere che la # divenga
infinita non solo nei punti j,, ma anche, essendo p,==2, nei punti Z,.'Ora
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rammentiamo che mentre il divenire # infinita per { =/, risponde alla na-
tura della questione in quanto si tratta dei punti all’infinito del piano del
moto (§ 7), l'altra circostanza contraddirebbe Pipotesi II (§ 1) che i punti
spartiacque corrispondenti agli ¢, siano tulti al finito. La contraddizione perd
@ soltanto apparente perche, come ora faremo vedere, i coefficienti dei ter-
mini che diverrebbero infiniti per { =, sono nulli in virtu delle (20). Faremo
vedere in seguito (§ 15) che reciprocamente le (20) si possono dedurre espri-
mendo che la z definita dalla (22) debba conservarsi finita nei punti ¢,.

La funzione integranda che compare nel 2.° membro della (22) & razio-
nale fratta irriducibile nella variabile {. Scomponendola in funzioni elemen-
tari col noto metodo si pud secrivere

1 le - C ps—t 1 C/g ‘“}, Pa—i - Arsv,
SRS e b MR = T

in cul v,=1, 2...p, —1 ed i coefficienti 4., seguono la seguente legge di
formazione: posto per semplicitd

. . N , {1, )
Fl=m @~ 0, a@) =500 (o4)

in cui k=1, 2...m, si ha

An‘pa—l £ (Zw—%fé—(—‘(y , F, (};) — F((e) - Arsé;,—-t é@ _ },.) G (C) :
s ™ )r s — G,
_a_l.r_‘_ggji)_ ., F, (‘C):Fx (C)“—Arzﬂ:gz(:z—jr)G(C)’

At =T G0
- (25)

By, Z.e ; ?a-' ( — A, (C— ) G
Aon = DSty s = P B 60,
— F, P—2 (Ca) . |
G- G6E) /
Come si vedrd, non avremo hisogno di procedere al calcolo effettivo di
questi coefficienti, Sostituiamo la (23) in (22) ed eseguiamo Iintegrazione
indicata; ad operazione compiuta si ottiene

1 (1 —2, )ps-i g (,. — j.)p.—i ¢
2 o= ——— ﬂs —— . "_ . I]S DI A 10 1 —_ =
Co—1 2| ¢ g( j )

71'* tos P

Av‘s i

(26)

RV Arsv, 1 1 C |
281’: (V3 . 1) [(:: . Cs)v,—1 - (_ Z}A;@—i] _l_ 23 Aq.sl log (l - Z’:)‘ 3
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in cui col simbolo ¥, intendiamo che Uindice v, assuma i valori 2,3 ... p,— 1,
esclusa quindi 'unité.
Prendiamo a considerare quella parte del 2.° membro che si ottiene esclu-

dendo il 1.° dei termini entro le } f » divisa pel fattore che precede il sim-

bolo ¥,. [l quoziente che si ottiene si pud scrivere

[

y s . ‘U -ATV' 1 — 1 ¢ — £ ( \
24;- q. ) 5V, (V.g __ i) {(7; _ }:R)v,—l (__ zs)y,_i;l -t 23 Amx log (1 Cs )‘ i
.1 { 1 o

==Y e ] A e

+ 23 10g (1 _ZC_—) Xr Qv‘ Ar&l M

Studiamo in particolare le

=1,92,..., m;

"' 1'A- L4
24 rw’gvs:],g)’y“"ps_l’

che manifestamente sono i coefficienti dei termini della (26) che diventano
infiniti per {=10,.
Per la (24) e (25) si constata che il coefficiente A,4p,~1 & della forma

a
by Py bl
Ce—Jr

dove a non dipende dall’indice », indice che entra nel denominatore {, —j,
soltanto. Avuto poi riguardo alla forma di F,, (25), ne segue che A4,y o si
pud mettere sotto forma di frazione il cui numeratore dipende dall’indice r
pel tramite di j, soltanto, che vi compare al pitt al 1.° grado; il denomina-
tore invece ne dipende pel solo fattore ({, —j,)*. Potremo anche scrivere quindi

b ¢
Ars —3 T 7 - 3 ’
P Cs _Ja- + (zs'—"jr)g

dove b € ¢ sono indipendenti dall’indice r. Procedendo in questa indagine
sui coefficienti 4,s,, la loro legge di formazione (25), per le (24), ci permette
di asserire che il generico 4., si pud scrivere come rapporto di un poli-
nomio intero in j, al massimo di grado p, — v, 1 diviso per ({, — j,)p»=" e



62 Caldonazzo: Sulla confluenza di vene libere.

che r vi entra solo pel tramite di j,. Dopo cid possiamo serivere

Ay 3
—4.)

Byt
Arsvg =t + Z

in cuii coefficienti thy,p,, (x, =1, 2...p, — v,) sono indipendenti dall’indice r.
Avremo dunque ancora

i : : q, .
I T T 27
2. q v, Y O, X (Cs“],-)'u" (27)
Poiche, fissato s, u, varia tra 1 e p, —yv,, tenuto presente che il minimo
valore di v, & 1 ne segue che p, varia al massimo tra 1 e p, — 1, tra gli stessi
valori quindi tra i quali varia il p., delle (18) e (20).
Ma per le (20) &

zr ('cs . j,,)lu"' ;
si ha quindi identicamente
% @ Aysr, = 0,

ciod sono identicamente nulli i coefficienti dei termini della (26) che diverreb-
bero infiniti per { ={,.
Percio la (26) si scrive

Lyl

Poiché per le (21)

x i Cs '(;'s ] '17,....1 "
. .., — < iUy
° ' C' l jr Cs ‘ ¢ ’
sl ha in definitiva
7= — i Y. g, e log /l —-—g—) . (28)
M T S ® & ‘7'/

E questa la relazione che stabilisce, in termini finiti, la configurazione
del campo del moto.

Essa si pud in certo qual modo considerare quale inlegrale generale dei
moti in questione. Infatti essa, unitamente alla (17) che esprime w in termini
finiti di ¢, definisce non solo la configurazione geometrica del campo del
moto, ma altresi la distribuzione della velocitd nello stesso,
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§ 12. REVERSIBILITA DEL FENOMENO.

Se nella (28) si cambia il segno a tutte le ¢, e a tutte le ¢, la # non
cambia. Cid vuol dire che il campo del moto non cambia quando si inver-
tono le correnti. Basta osservare che il cambio fatto equivale a mutar segno
alle portate ed a invertire il senso delle veloeitd asintotiche e che conse-
guentemente la f({), data dalla (15), cambia soltanto di segno.

Quindi, per la (7), anche w cambia semplicemente di segno, cioé la ve-
locitd viene invertita in ciascun punto del campo.

§ 13. COMPORTAMENTO DEI PELI LIBKRI.

Sul pelo libero A, & { = ¢i* con s, =<6 =g0,,, e quindi per essere su esso
V=1, dalla (17)

W == 6“33' =11 Z,s - 1 eia “—' Z:s ot
* 1 - Cs Z:'s — &%

da cut
7/ - J- 81'0'____‘ ts

‘S'::izs(jps*l){og‘f‘ﬂ_t ‘Cr gin ’

con la determinazione
=0 per o=0.
Tenuto presente che

i8,
‘Cs == & eio‘) ?’s = ¢ ?
P S o
si ottiene
o 1 eic —, (1 —¢?,) sen (s —9,)

BT 7 7= UM T o p—0) = 95

o (1— %) sen b,
+iaretg (1 +¢%) cos b, — 2,

scegliendo quella determinazione per cui il 2.° membro si annulla per ¢=0.
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Abbiamo quindi sulle 7,:

(1 —¢%) sen(s —8,)
(I+¢%)cos (s —0)—2p,

(1—p%)sent, | .
(142%)ycosb,—%,|

S==—¥(p—1)]arctg —+ arctg

Derivando rispetto a ¢ si ottiene

a3 o (p.— 11 —5%) (29)

ds = 14p,—2pc08(s —6)

che & sempre negativa per tutti i valori di ¢; percid 'angolo $ lungo le 1,
nel senso positivo, & sempre decrescente e quindi le %, non hanno flessi,
come sappiamo deve essere.

Su A, trattandosi di linea di flusso, d 3 & Vangolo di contingenza; quindi

as
ds

(ds & l'elemento di contorno del campo preso positivamente nel senso pe-
sitivo del contorno stesso) & la curvatura.

Poiche, per la (29), la curvatura & sempre negativa le X, rivolgono la con-
vessitd al campo del mofo. Constatiamo cosi a posteriori quanto si & gid
detto (§ 2).

Se si osserva poi che, essendo sulle 3. |w|=1, per la (7) &

ds=|dz|=|df|
e quindi, (19),

ds=—1—
p

[

pat gio %.}‘! s,

per la (29) si ottiene la seguente espressione per la curvatura:

(p,— 1) (L —¢*)

a9 BTi¢ 9pc0s(c—0),
ds o O
pa7 610_']7-

Il denominatore diviene infinito nei punti {=-e=7j, ed in questi sol-
tanto; la curvatura & quindi nulla nei punti all’infinito a monte ed a valle
di ciascuna A,, come del resto si sa dover essere.
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§ 14. EQUAZIONI PARAMETRICHE DEI PELI LIBERI.

Sul generico pelo libero %, (h =1, 2...2%) si ha {= ¢ con

O =0 ="0,4,.

Pei punti di 2, la (28) si pud serivere quindi

3

- _}:_ S, ¢, % log (1 — eito-o),

Poiché
;9-0r : GGy ;-

1 __ei(a-o,) —p 9 (e—' ) 7

Plhis

. G -—Ga,
=—%ie 2 sen 5

=

abbiamo ancora

S’ log (—24) 14 i Ec"+l()gseth gs" s per r=h;
log (1 — eft"=)) =

10g(-—-‘2i)—}-—i6~9—G"+iw+10g‘isen Gga”}, per r>h.

La z precedente si scrive dunque

g == — ! \[10g{—g?’)+1’ ]E»Q:B ’_“Era»q,9'3'+
(30)

2
-+ 2 q. €% log |sen l+z = 2,: q, e*"r% .
41

I1 2.° membro si semphhca pel fatto che si ha
2 q. ¢ =0, (31)
come ora dimostreremo. Scriviamo a questo scopo, tenendo conto della (21),

- : 1—-—*{8 (ol 7 )’Pc
Zw Qr € Fr = Ue (zf'.ﬁ__:__[_) . 2" Qr ns(i 7 )

e

D’altra parte si pud sempre eseguire la scomposizione

‘C/s —J ’.)P ot b, b, bsp —1
O.{-—— =bqo — : ] =i’
g SNy R ey A N AT

in cui le by, (».=0, 1, 2,...p,— 1), non dipendono dall'indice r.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXVI. 9
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Per questa la precedente espressione diviene

i9 [
s ) R vy

Ma le
- q.' ," -
-(C.s — jr)ﬂs

sono tutte nulle; infatti per p,=1, 2... p,— 1 esse coincidono coi primi

membri delle (20), per p, = 0. si ha il 1.° membro della (10). Sara nullo quindi

ancora il 2.° membro della precedente relazione. La (31) & cosi dimostrata.
Dopo cio la (30) si serive

.

sen w—o)—— +1,7'§_ q, e*”r:~

5 X, 0,q,6% — 2 q, €% log

1

2 =

-1_"‘23@
w2

4
Separando la parte reale dallimmaginaria otteniamo le equazioni para-

melriche dei peli liberi

1 { 2»
mz—é}“—ﬁ 1‘,.a,q, sen S, —
;;L « n G—G, 1
— 7w ¥ q.5end, — ¥,q,co8 Y, logisen —5 I \ ,
i 1
1yt Zn 2 N c—a,||
:_7.;3 , 5,(, CO8 S, —}—71:2 q, 608 3, — Ll,.qrsen.,,.log sen—m@—”.

le quali; posto per semplicita,

a~~(?1: ¥ 6. q,.send Y. q.sen s
1 An

b = g q.co8d + ¥,q,.c085
o] i 1

§i serivono

5“)"

1 g —
* =0 — ;:2,,q,. cos 2, log I sen —y

’

y== —--;vlu 3. q.sen Sr,,logfsen —Jf(z -

(r=1,2...2n).



Caldonazzo: Sulla confluenza di vene libere. 67

§ 15. SULLE RELAZIONI 2’(7“&7 .

Le relazioni (20) sono state trovate come condizioni necessarie perché
la velocitd abbia uno zero di ordine p, — 1 nello spartiacque 0, (§ 10). Le
abbiamo sfruttate poi nello stabilire la corrispondenza tra il piano del moto
e quello del cerchio rappresentativo (§ 11). In virtt delle (20) infatti ab-
biamo dimostrato che sono nulle identicamente le somme

2:‘ q. Arsr, .

In conseguenza di cio l'integrale generale (26) si é potuto mettere sotto
la forma (28) e nel passare dalla (26) alla (28) sono spariti quei termini che
avrebbero fatto diventare infinita la 2z per { =1{,,.cioé negli spartiacque O,

Si sarebbe egualmente giunti alle (20) imponendo senz’altro alla (26) di
essere finita per L =1{,, come richiede I'ipotesi II che gli spartiacque giac-
ciano al finito, cosa che abbiamo gid annunciato nel § 11.

Infatti, tenuto presente il significato della (27), & necessario e sufficiente
percid che siano identicamente

Er qr Arsrs = 0'
Ma per la (27) queste divengono

So e B L =0, (32)
G — In
ineui p,=142,..., p,—v, v,.=1,2...p.— L.

Le (32) devono essere verificate indipendentemente dalla ubicazione degli
spartiacque nel campo del moto e quindi comunque siano prefissate nel cer-
chio le {,. E poiche i coefficienti a,,,, sono funzioni esclusivamente delle g,
e delle p, (non dipendendo dalle g, e dalle j,), seguono come condizioni ne-
cessarie e sufficienti per Pannullarsi identicamente dei primi membri delle
(32) le (20):

q,
T == 0.
2 (C» '_J)r”'

Il metodo da noi seguito per trovare le (20) coincide con quello impie-
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gato dal Bogaro. Nel caso da lui studiato st ha m =1 ed n qualunque. Egli
assume come origine delle coordinate nel campo 4 l'unico spartiacque; ri-
portandoci alle nostre convenzioni e notazioni si avrebbe dunque una sola ¢,
coincidente col centro del cerchio rappresentativo:

C1=0-

Conseguentemente perle (3)sihap, =n e quindip,=h=1,2...n—1;
le (20) si riducono in tal caso alle » — 1 relazioni complesse

% H=0().
Per n=2 queste danno la sola relazione

5% 0, (),
g
Il Gisorrr ha trovato questa formula con un altro metodo.

Egli parte dal teorema dovuto al Levi Crvita (*°), valevole pure nel nostro

x

caso e che & contenuto nella seguente formula:
Tdofdp -l?}?) )__'L‘" ? gia ;
u{sﬁ(%*}—g"&g d8§== QtsVe ds, (33)

dove ¢ & il potenziale della velocita, s il contorno del campo del moto, % la
normale ad s rivolta all’interno del campo ed « angolo che essa forma con
lasse delle x. Questo teorema non importa perd alcuna nuova condizione
tra le costanti, ma ¢ implicitamente contenuto nelle (20) e la (10). Infatti
sia Q, la sezione normale della vena G, all'co. Poiche si ha

dy 0, sulle 2
dn { (—1y~, su q,

essendo affluenti le vene G, di indice dispari, ed ancora

N

¢ 1 .(9 (P N id

== U == eV Q,

dw 9 + S B,

(¢4 T. Bogsio, loc. cit. (3), p. 1118, form. 14,

(%) U. Cisorrr, loe. cit. (1), p. 207, form. 4b.

(*%) T. Luve-Civita, Sulla contrazione delle vene liguide, Atti del R. Istituto Veneto di Se.

Lett. ed Arti, t. LXIV, pp. 1466-1467.
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il 1.° integrale della (33) diviene
I (— )7, e
Il 2. integrale, per essere V=1 su tutto s, & identicamente nullo. Te-
nendo conto poi che
.= (—1)y"q,
la (33) si identifica colla (31):
Y. g, % =0,

la quale sappiamo & identicamente soddisfatta in virtd della (10) e delle (20).

§ 16. SuGLi ELEMENTI CARATTERISTICI DEL PROBLEMA.

Fissato »n e poi m nei limiti concessi dalla (4) ed inoltre le p,, p,... p..
compatibilmente con le (3) e (b), sono elementi caratteristici del problema:
le 2n portate q,, q,... Qu.;
12n—1 angoli 3,, 5,...9,, (per convenzione 5, = 0) che individuano
le direzioni asintotiche delle vene;
le 2(m —1) costanti pe 8 che individuano m — 1 dei punti{,, Z,... ..
Questi punti del cerchio sono le immagini degli spartiacque 0,, 0,... O,
per fissare la posizione dei quali occorrono effettivamente 2 m parametri. Ma
bisogna por mente che nel nostro fenomeno & essenziale non I'ubicazione
assoluta degli m punti, bensi' quella relativa di m —1 di essi al rimanente;
per questo sono necessari 2 (m — 1) parametri e come tali noi possiamo as-
sumere le p e 8 di m—1 punti ¢,, {,...C, del cerchio.
Complessivamente il numero degli elementi caratteristici &

29 +2n— 1 4+-2(m—1)=4n-+2m — 3.
Essi devono soddisfare alle relazioni (10) e (20):

) 4,
\ .4, = 0, v 7T, — 0,
)-‘3 Q 2 (Cs . J,.)tu‘

le quali importano, come sappiamo,
14-2(n—1)=%2n —1

relazioni reali tra detti elementi.
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Si supponga ora che siano state prefissate le porlate ¢ le direzioni asin-
totiche delle n vene affluenti.

E sotto questa forma del resto che si presenta spontaneamente da sé
la questione, come infatti si suppose nei primi due paragrafi; si lanciano
cioé n determinate vene verso una localitd dove avvengono m urti; a regime
conseguito quale & il campo del moto?

Quindi figurano tra i dati della questione le »n portate ¢,, q,...¢.._, €
gli angoli $;, 3,...9,,., (9, =0 per convenzione). Le portate ¢;, ¢,...¢., €
gli angoli %,, #,...39,, relativi alle vene affluenti, pitt 2(m — 1) costanti p,
e 0, da cui dipende 'ubicazione di m — 1 spartiaeqne costituiscono effetti-
vamente le incognite del problema.

1l loro numero &

Htn+2m—1)=2(n-+m—1).

Le relazioni (10) e (20), che sole intercedono tra queste, permettono di
determinarne 2n — 1; ne rimangono indeterminate pertanto 2m — 1.

Il problema quindi, nei termini come & stato posto, si presenta indeter-
wminato. Precisamente si hanno 2m — 1 gradi di arbitrarieta relativamente
alle costanti ¢, S, p e 6.

In ogni caso il numero di questi gradi di arbitrarietd non dipende dal
numero delle vene, ma dipende soltanto da quello degli spartiacque.

Nel caso particolare poi di m ==1 si ha quindi un solo grado di arbi-
trarietd, qualunque sia n (*").

Concludendo, I'integrale generale del moto prova la possibilitd di moti
stazionari fra peli liberi con piu spartiacque; perd a vene affluenti con date
portafe e date direzioni asintotiche corrispondono infinite configurazioni del
campo del moto e cioé in infiniti modi possono localizzarsi gli spartiacque
e distribuirsi il flusso nelle vene uscenti. Si pud pensare che cio discenda
dal fatto (**) che il moto dipende, non solo dai dati prefissati, na ancora dalle
circostanze precedenti lo stato di regime. Si pud pensare cioé che origina-
riaente vengano lanciate le vene affluenti, ognuna in un dato istante. Am-
messo che dopo un certo tempo tutte le ‘vene -confluiscano in una stessa
localitd, & plausibile ritenere che, a regime conseguito, il moto dipenda. es-

(*")'E quindi non solo per # = 2, ma ancora per & > 2; questa & la modificazione da farsi
alla Memoria del CisoTTi, alla quale accenna il Boaeio (Bogeio, p. 1119).
(% U. Gisorri, loe. cit. (), p. 314.
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senzialmente dall’ordine di lancio, nel tempo, oltre che dalle portate e dalle
direzioni asintotiche delle vene affluenti.

Percid (riferisco integralmente le parole del Cisorri(’) che ben s’adat-
tano anche al caso generale) «!'esame completo della questione esigerebbe
«lo studio del fenomeno dall’istante iniziale fino allo stabilirsi del regime
« permanente. Ma il problema, posto in questi termini, presenta gravi diffi-
«coltd e non si intravvede la speranza di arrivare in modo rigoroso ad una
« soddisfacente risoluzione ».

Il PavaTine (**), evitando queste difficolta, ha cercato con un eriterio ra-
gionevole di togliere 'accennata indeterminazione. Fermandosi al caso par-
ticolarmente interessante dell’'urto di due vene (=%, m = 1), nel quale il
problema ammette una semplice infinita di soluzioni possibili, egli rileva che
I'intuizione fisica fa presumere preponderante di fronte alle altre quella so-
luzione per la quale lo stato di regime permanente del fenomeno viene rag-
giunto con un minimo dispendio di energia. Egli cerca quindii valori degli
elementi caratteristici del problema pei quali I'energia del liquido &€ minima
e trova che sono da ricercarsi tra quelli che rendono minima la somma dei
quadrati delle portate.

I ben plaasibile cercare di applicare tale criterio energetico anche al
caso nostro in cul » ed m sono qualunque. Cid facciamo nel paragrafo se-
guente verificando, anche per questo caso pili generale, la condizione trovata
dal PavaTint (*°).

(**) A. Parvaminy, loc. cit. (4).

(*°) Il Pavarmivi passa poi alla effettiva valutazione degli elementi caratteristici. Nel caso
nostro pit generale tale valutazione si presenta in modo piuttosto scomodo e complicato; ci
limiteremo pertauto a ritrovare la condizione minimizzanie Venergia. Crediamo opportuno
perd di accennare al fatto che nella nostra questione si potrebbe lasciare arbitrari a priori
la m e le p, che farebbero parte cosl degli elementi caratteristici del problema. Pure con un
numero maggiore di tali elementi a priori arbitrari il numero delle soluzioni possibili &
espresso ancora da oo—i perché per le (3) e (5), dato =, per ognim compatibile con la (4) i
valori arbitrari possibili per le p sono in numero finito. La condizione minimizzante 'energia
permette di valutare tutti gli elementi caratteristici, in particolare la m e le p. Si avrebbe
cosi la soluzione del problema: lanciate n vene con portate e direzioni asintotiche asse-
gnatfe, trovare il numero degli spartiacque, (uello delle vene confluenti in ciascuno di essi,
le portate e le direzioni asintotiche delle vene effluenti per cui si ha un minimo di energia.
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§ 17. CONDIZIONE MINIMIZZANTE L’ENERGTA.

Per applicare il criterio energetico suesposto al nostro problema conviene
seguire lo stesso procedimento analitico adoperato dal Pavarine

Sia D una regioune del campo del moto comprendente nel suo interno tutli
gli spartiacque e tale che la sua immagine C sul cerchio rappresentativo sia
un cerchio di raggio s (p << 1) col centro nell’origine. Naturalmente tale cerchio
comprenderd nel suo interno tutti i puntif, rappresentativi degli spartiac-
que O,. Notiamo che la rappresentazione conforme non ha punti singolari in-
terni per cui il contorno d della regione D & necessariamente una curva
senza punti singolari.

Basta pensare che la sua immagine & la circonferenza ¢ contorno di C.
Inoltre la regione D & situata tutta al finito, e quindi finita, del campo del
moto. Infatti i punti all'infinito di questo campo hanno per immagini i puntij,
del contorno del cerchio rappresentativo; essi sono quindi esclusi da D.

Quando si fa tendere p ad 1 la circonferenza ¢ tende al contorno del
campo trasformato, corrispondentemente la linea d tende al contorno del
campo del moto e la regione D tende all’intero campo del moto, divenendo
quindi infinita.

Sia Ep lenergia cinetica del liquido della regione D; sard (ricordiamo
che si & assunto eguale ad 1 la densitd del liquido)

Ez,:%f});w *dD.
Poiché, per la (7) e la (15),

af_ ,_arat
dz T dl dz
e
z
!Eiz a0
st avrd
dD-—J II ld(}.
7 |

Sostituendo in Ep otteniamo

b |2ffa0= 4 nrac

%
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Per un noto corollario del lemma di Greexn, indicando con = la nor-
male a ¢ rivolta all’interno di C, si pud anche serivere

L 33

. ED:W—_Q—_ c’{)%do.
Su ¢, dove [==pé", &
] d
dO—QdO’, E");/___awé
e quindi
99 e — %% dom L, 08
(pa—ndc———wappdc papdc
Ne segue
1 o ¥ , ¢
Ep =7 EJO o' d o (3%)

Calcoliamo ¢* sulla circonferenza ¢. Dalla (}5), poiché su ¢ &

- C i%" i{o—-g}
Vio— == " —pe ' °
Vir
. 3, 3 G, s G, . a,.)(
== €08 T"f—ewb g -—}—z}sen~%—~—988n iy ‘

e quindi
»
2

Vi-

1
=§1+92—QPCOS(G-—-G’,)%Q ,

i —

ricaviamo che su ¢ &

1 ’ 2
Y=—gx Y. q, log : 1+ »—@‘OC()S(G——G,.)E'
Avremo quindi
' = ;5 T 0 ¢ 108 z | +p*—2pcos (7 —a) g log | 1+4p"—2pcos (v —a,)
in cui

h=1,2...2n; k=1,2...2n.

La (34) si scrive pertanto

"o

i d .
Ep = 1677 Pawo P qn QkJ log

0

1+92m99008(a—6h):><

X log } 14" —2pcos(c—gq,) do.

Annoli di Matematica, Serie I1f, Tomo XXVI, 10
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Ora si ha (*')

P-é[%iorr\ | —PP"‘-—QPCOS(Gwa,)!lo""l+G2—9°003(°‘_“k)id":
apyo D‘ ;‘ o' h ' \

=»—-4310g; [ g — 24" cos (5, — @) |+

\

per cui, sostituendo,

Ep = — E!: Yoo @ Qi log} o — 29 cos (5, —9,) § :
Poniamo ora
a == }:r qgr’ 8
| (35)

b=—2',,kqhqblog} | -i—p*—QpCOS(G,‘———-Gk)%- \

¢

in cui 'apice posto al simbolo ¥, sta ad indieare che per le coppie di valori b,
k si assumono le combinazioni semplici a due a due dei numeri 1, 2...2#%
soltanto. Per le (35) la Ep si pud serivere infine

|

+ b{, (36)
la quale ha la stessa forma della Ep valutata dal PavaTini pel suo caso.

Si noti che @ & indipendente da g, b dipende invece da p ma rimane
finito anche quando ¢ tende ad 1 poiche, per la (13),

E_D::

L DN
ﬁ}alogl

2
-
v

0<[s —so,|<<2w per h=|=k

L’energia Ep diviene infinita quando p tende ad 1, perché cosi si ha
Penergia di tutto il liquido in moto. Questo risulta evidente nella (36), anzi

per quanto si & detto Ep diviene infinita come 10gﬁ soltanto.
¥

Fissato p<<1,le @ e b definite dalle (35) e quindi Ep (in tal caso finita)
sono funzioni delle indeterminate del nostro problema,

Percid Ep & minima per quei valori delle indeterminate pei quali & nulla
la variazione 1.* di Ep, pei quali cioe

Sa.log . 36 =0

L—>%

(*) A, PavaTm, loe. eit. (%), p. 108,
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od anche

Se assumiamo D sufficientemente grande e quindi p abbastanza vicino
ad 1, poiche b resta finito al tendere di p all’'unitd, si pud sempre fare in

b - diventi trascurabile di fronte a 3 a.

T—5°

modo che il termine

log
Ne segue che lo condizione minimizzante Uenergio & data da
da =0,
ossia, per la 1.* delle (3b), da

3 2)' Qrz == O’
od anche, poiche

QI 4 q.‘} .. q2n—-1
sono dati del problema,

S(@+qi+-+aql)=0
Poiché infine il differenziale secondo di o

Fo=2)0e)+0e)+ o+ B

é essenzialmente positivo, se ne conclude: i valori degli elementi caratteri-
stici che rendono minima Uenergia del liquwido in moto sono tra quelli che ren-
dono minima la somma des quadrati delle portate.

Milano, luglio 1916,
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