
Sulla eonfluenza di v e n e  libere. 

(Di BaUTO CALDONAZZO, a Milano.) 

I N T R O D U Z I O N E .  

I1 CISOTTI (1) ha iassegnato in termini finiti t'integrale generale del pro- 
blema piano della confluenza permanente di ven~ liquide scorrenti tra peli 
liberi, quando queste vene confluiscono in una certa localii~ in un punto 
delia qua]e, spartiacque, avviene un urto di filetti (Fig. 1). Ivi la velocit~ si 
annuila. L'urto di queste vene, che diremo affluenti, genera altrettante vene 
(§§ 1 e 2) che diremo effluenti. 

In seguito il BOGGIO (~) riprese il problema stesso, apportando alle formule 
del CISOTTI alcune modificazioni quando rurto avviene tra pifi di due vene. 

In qucsta Nota mi propongo lo studio dello stesso problema nella ipo- 
tesi della esistenza nel campo del moto di m ~  i spartiacque (Fig. 3 in cui 
m ~ 3 ) .  I1 problema viene cosi generalizzato. Malgrado questa generalizza- 
zione le formule riso|utive conservano la formola esauriente e semplice gi~t 
messa in ri|ievo nei precedenti studi citati e, a dire il veto, non facilmente 
prevedibile in questioni fisica~ente .complesse quale appunto ~ la nostra. 
[nfatti le ~onsiderazioni, che riguardano il carattere puramente qualitativo 
del problema e che (§§ 1-5) precedono la sua impostazione analitica, rive- 
lano una complessit~ del fenomeno ancor superiore a quella di gi~ rilevata 
per i! caso di un solo spartiacque. 

Sia n il numero delle vene affiuenti e quindi n quello delle effluenti; 
per l'ipotesi che nel campo del moto esista almeno uno spartiacque deve 
essere n__~ 2. Sia m i l  numero degli spartiacque. Questo numero, dato n e 

(1) U. CISOTTI, Irene confluenti, Ann. di Mat., t. XXIII, serie III (1914), pp. 285-34l, op- 
pure Nuovo Cimento, Vol. X (t915, 2. ° sem.), pp. 256-316. 

(3) T. BoG(~m, Sul problema delle veue eonfluenti, Atti delia R. Acc. delle Sc. di Torino~ 
Vol. 50 (1915), pp. i103--1119. 
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ammesso che il moto oltre che permanente irrotazionale sia anche aciclico, 
non si pub prendere completamente ad arbitrio, ma deve soddisfare alle li- 
mitazioni (§ ~) 

I _ ~ m ~  n - -  I .  

Indiehiamo con O~ un generico spartiacque (s----- 1, ~ . . . ,  m), con p~ il 
numero delle vene aftluenti ad 0~. Anche i nmneri  p, ,  p.~, . . . ,  p.,, fissati n 
ed m, non sono completamente arbitrari, ma ciascuna p~ deve soddisfare 
al[e limitazioni (§ 5) 

ed inoltre la loro somma deve essere eguale ad 

n - I -  m - -  t .  

[neonseguenza  d i e i b e s i s t o n o  soltanto ( n ~ ) g r u p p i  d i m  interi pl 
k - - l "  

p= , . . . ,  p,,,, d]stinti ahneno per l'ordine, che d'anno il nmnero delle vene le 
quali possono affluire rispettivamente agli spartiacque 0 , ,  0= , . . . ,  0,,,, com- 
patibilmente col nmnero n delle vene e con quello m degli spartiacque. 

n, m e d  uno degli ( n -  ~) gruppi di nttmeri p , ,  p ,~, . . . ,  p,, sono Fissati 
k 1] 

elementi geometriei e fisiei salienti del [enomeno le portate, gli angoli the le 
direzioni asintotiehe delle 2 n  vene formano con una direzione tissata ed 
i2  ( m - - 1 )  parametri ehe stabiliseono le ubieazioni di m - - 1  spartiaeque. 

Fra questi elementi hanno luogo ~ n --  I relazioni notevoli (§ 10 e § 16) 
in termini tinitk Ma poieh~ tra ess[ figurano naturalmente come dati della 
questione le n portate e gli n angoli ehe definiseono le direzioni asintotiehe 
delle n vene affluenti, eosi per determinate i r imanenti  2 n + 2 ( m - - 1 )  ele- 
menti oeeorrerebbero ~ m - - 1  ulteriori relazioni. Ci6 mette in rilievo ehe 
sono a priori possibili ~ ' " - '  regimi nelle eondizioni speeifieate. 

In partieolare per m = i si ha una sempliee infinith di soluzioni possi- 
bill, eireostanza questa ehe il ClSOTTf (~) attribuisee alia, maneata eonoseenza 
delle eondizioni preeedenti lo stato di regime e ehe, data l'ipotesi del regime 
permanente, non appaiono fra i daft della questione (§ 16). 

Ultimamente il PALaT~NI (~), riprendendo il problema nel easo delVurto 
di due vene (n = $ e quindi, per la limitazione sopraseritta, m =  1), eere6 

(3) U, CISOTTI, ]OC. cir. (~), pp. 316 e 317. 
(4) PALAT1Nt, Sutl~ con]~uenza di due vene, Atti del R. Istituto Veneto di Sc. Lett. ed 

Arti, t. LXXV, parte seconda (1916), pp. 45l-¢63, 
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di togliere l ' indeterminazione ricorrendo ad un criterio energetico. Fra tutte 
le soluzioni possibili egli ha discriminato quella rispetto alia quale lo stato 
di regime permanente  vieae raggiunto col minimo dispeudio di energia. Gl[ 
elementi caratteristici in tal caso devono rendere minima la somma dei qua- 
drati delle portate  delle vene. 

Adot tando lo stesso criterio energetico al problema pifi generale, che 
forma argomento  della presente Memoria, si ha conferma della eleg~mte con- 
statazione dei PALATIN1, qualunque  sin il numero  delle vene e quello degli 
spartiacque. 

§ 1. POSIZIONE DEL PROBLEMA. 

Pe~" porre il problema prendiamo le mosse dal caso de|la confluenza di 
2 n vene con un solo spart iacque,  studiato dal CISOTTI e dal BoGGm. 

In uua  data localit~t del piano del moto affluiscono n vene, vene af- 
fluenti, G~, G~, . . . ,  G~,_, [Fig. l, in eui si ha n ~ 4 , ] ;  n filetti g , ,  g~ , . . . ,  
gL_, ,  urlo per ciascuna re- 
an, si ur tano in uno stesso 
punto  0 (spartiacque), mo- 
mentaneamente  si arrestano 
iJ~di si bipartiscono ed i 2 n 
tiletti che ne r isut tano si 
compenet rano a due a due 
dando iuogo cosi ad altri n 
tiletti g~, g , , . . . ,  g~,, diret- 
tori di altre n vene G~, 
G , , . . . ,  G~,, vene eff~uenti. 
Tutt i  gli altri tiletti vengono 
pifi o meno deviati senza 
subire arresti. Si ammet te  
che il moto sin permanente  
irrotazionale in assenza di 
forze esterne e che le vene 
affluenti e quetle efltuenti 
siano comprese tra peli ), 

6~ 

] .--"J, ,: ",~, t' ~ ' <  % 

Fig. t. 

che l imitano il campo del moto da un liquido in quiete. Postn eguale ad 1 
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la densit~ costante de1 liquido in moto, dall 'equazione idrodinamica del 
BERNOULLI 

1 
_ _  V ~ p = -ff ÷ cost. (1) 

segue che sui pelt ). la velocifft assume un valore V costante (pelt liberi). Si 
ammette ancora che all'or a monte della vena G~_~ ( h - - 1 ,  2 , . . . ,  n) i pelt 
tiberi ),~(h-~) e )~_~ tra cut essa ~ compresa abbiano una direzione asintotica 
comune e che la velocit~t abbia eguat  valore e direzione in tutti i punti 
della sezione asintotica ~ _ ~  della vena. Altrettanto valga all'oo a valle della 
vena G~ compresa tra i pelt liberi ).~_~ e ~ .  

Quindi su tutti i pelt liberi x la velocitfi ha uno stesso valore costante, 
che assumiam0 eguale all'unith. 

Poich~ un, pelo libero non pub presentare flessi (~), per la possibilit~t del 
problema tutti i pelt 9, devono essere convessi rispetto al campo A del moto. 
Le vene affluenti quindi si succedono alternativamente colle effluenti, quando 
si percorre il contorno del campo del moto, contorno che ~ costituito dai 
pelt ;~ e dalle sezioni asintotiche n delle vene. Fissiamo at solito come p,-  
sitivo quel verso del contorno che lascia alia sinistra ii campo e gli indict 
delle G e delle ~ crescano in questo senso lungo il contorno. 

Riferiamoci ad un sistema cartesiano ortogonale con l'origine in O. Di- 
ciamo 2 l 'angolo che il vettore velocith fa coll l'asse Ox [Fig. 1] contato 
positivamente nel senso autiorario, negativamente nel senso opposto tra It- 
mitt che ora preciseremo. 

Sia ,9. in particolare il valore di ,9 all'oc di G~ (r ~-1, 2 , . . . ,  2 n). Per 
quanto si ~ detto, percorrendo il contorno del campo nel verso positivo 

sempre decrescente. Se si parte quindi  con un valore 2, da l l '~  a monte 
di )~ si passer~ per valori 2~, ~ , . . . ,  ~ , , ,  all'o~ di G~, G~, . . . ,  G~,,, sempre 
pifi piccoli algebricamertte: 

al > a~ > a , . - -  > a~,,. (U) 

Faremo constatare c h e s i  ritorna a / l ' ~  di GI lungo ),~,, (~8 nel caso della 
Fig. 1) con un valore ~ pifi piccolo di ~1 di un numero intero di 27: e 

(5) L. M. BmLLOU~, Les s~rfctces de glisseme~ts d'Helmhottz et Iv~ rdsistctnce des fluides, 
Ann. de Chim. et de Phys. ,  8 m' S~rie, t. XXIII (1911), p. 150. 
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prec isamente  con un  valore ( ' ) :  

~ = a ,  - -  e (n - -  1)=. 

Per  provarlo si consideri  una  circonferenzu col centro in un punto  al 
finito de[ piano x y e di ragg[o inf ini tamente  grande.  La porzione B,. del 

piano x y es terna  al campo del 
moto A e compresa  t ra  ii generico 
pelo libero ),~ e detta c i rconferenza 

sempl icemente  connes sa :  [con 
la Fig. 2 il let tore potr~ farsi 
un ' idea  dell 'area B~ immaginando  
di f a r - t endere  a l l ' ~  il raggio della 

c i rconferenza di cui abbiamo trat- 
teggiato un arc~o]. Pe rcor rendo  una  
volta il contorno di B,. a par t i re  
da uu  suo punto  qua lunque  nel 

verso positivo r i spe t t o  a d  A [nella 
Fig. 2 questo verso ~ indicato dalle 
freccie] la t angente  al contorno 
descrive l 'angolo - -  2=. Si noti  che 

\ 
\ 

......... = ........ : ........ :::::':'" \ 

"'"'a>..j 
? 

i q 

Fig. ~. 

la c i rconferenza taglia o r togona lmente  la linen ),, nei suoi due punti  a l l ' ~  (7). 
Questi  punti  cost i tuiscono per tan to  due punti  a n g o l o s i  (e sono i soli) del 
contorno  di B,.. In  c iascuno  di essi quindi  l 'angolo di cui ruo ta  la tan- 
gente al contorno  di B~, percorso nel verso fissat0, fa un  brusco salto di 

7~ 
Ne segue che, esclusi i due punt i  angolosi,  l 'angolo di cui ruota  la 

2 
tangente  lungo il contorno  di B~ ~ - - ~ .  Poich~ le aree  B,. sono 2 n, tante  
quant i  sono i peli Z,, 

- - 2 n ~  

la somma degli angoli descrit t i  datle t a n g e n t i a i  loro contorni  percorsi  una  

(*) Questo rileva il Bo(~Gio nella nota citata (~), senza darne la dimostrazione. 
(~) Basra pensare che qualunque sin il centro, al finito, di una circonferenza, facendo 

crescere indefinitamente il suo raggio si tende sempre alla stessa circonferenza limite-aIl'~o 
del piano e che quindi si pub assumere come centro della nostra circonferenza, in riguardo 
a Be, il punto d'intersezione dei due asintoti di ~r, i quail per la (~) si incontrano neces- 
sariamente al finito. 
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volta  nel  senso posi t ivo r ispet to  ad A, purch~ si e sc ludano  i p u n t i  angolosi  
in cui le ~,~ vengono  tagl ia te  dalla circonferenza.  Ques ta  s o m m a  raceoglie  
qu indi  l ' angolo di cui ruo ta  la t angen te  c0mples s ivamen te  lungo  le ~,. per- 
corse nel  verso posi t ivo pifl l ' angolo d e s c r i t t o  dalla t angen te  alla circonfe- 
renza percorsa  nel  senso orario e che ~ - - 2  ~. "Ne segue che l 'angolo di cui 
ruo ta  la t angen te  alle ;%, percorse  ne]. senso posit ivo, 

Effe t t ivamente  non  abb iamo  percorso gli archi  di c i rconferenza iaterni  
al campo  A, archi che co inc idono  colle sezioni as in to t iche  fl delle vene G. 
Ma poich~ tall sezioni sono  finite, aul lo ~ l 'angolo descr i t to  dal la  t angen te  
lungo di esse. 

Se si ti~n presente  infine c h e l a  velocit~ ~ t angen te  alle l inee ),~ e che su 
c iascuna  g t l a  velocit~ si conserva  parat lela  a se stessa, l 'angolo - -  2 (n - -  1) 
di cui ruo ta  la t angen te  alle ;~,. ~ pure  l 'angolo descri t to  dalla velocit~ quando  
si percorre  u n a  volta, nel verso positi(~o, l ' i n te ro  con to rno  de |  c amp o  del 
moto,  a par t i te  da un  suo pun to  qualsiasi.  (c. d. d.). 

P remesso  ci6 ed ammes'sa l 'esistenza "di uno spar t iacque  il moto  /~ pos- 
sibile se ~ n ~  o~ (~). Ma ~ propr io  necessar io  il suppor re  che si abbia  uu  
solo pun to  spar t iacque  e non  pifi? Tale ques t ione  mi sono proposto .  Am- 
messo  che il moto  avvenga  quali tat ivamente come nel caso ora accennato ,  
a m m e t t i a m o  aticora :che es is tano m punt i  (con m_~_ l) in cui la velocith si 
amml ia .  E p ree i samente  il moto  di cui ci p r o p o n i a m o  lo s tud io  sia caratte- 
rizzato he! modo  seguen te :  

[. II moto ~ piano,  permanente,  irrotazionale non soggetto a forze (~) ed 
il liquido in  moto ~ perfetto. 

II. L a  velocita ~ dovunque finita, continua, diversa da zero, eccettuati m 

pun~i interni  e s i tuat i  al finito nei quali  la velocit~ si annulla~ (spart iacque).  
[II. I1 eontorno del campo del moto ~ costituito, da 2 n peli liberi. Le 

direzioni asintotiche, a monte ed a valle di ciascuno dei peli liberi, coincidono 

con quella a monte rispettivamente ed a valle eli due altri peli  liberi (peli  

(8) V. CISOTTI, IOC. cit. (1), p. fi88 e seg. 
(~) Effettivamente rintegrale generale (28), cui perverremo, vale pure se intervengoao 

forze di massa purch~ conservative e la densit~ del liquido sia continua attraverso i peli ~. 
Vedi in proposito la mia Nota: Vene fl~tenti tra pareti iuterrotte, questi Annali, t. XXV, 
serie III (19i6), p. 39. 
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contigui). Due peIi contigui ~_~ e ~,., a distanza sufficientemente grande dalla 
localit~ degli spartiacque, guidano una vena G~ (vena libera) tungo la quale 
il campo del vettore velocit4 tende a diventare asintoticamente uniforme. 

IV. I l  moto ~ aciclico. 
Evidentemente  le prime tre ipotesi si r iducono, per m-----1, a quelle che 

fissano il moto quando si ha un  solo spartiacque. La quarta  ipotesi sarebbe 
superflua pel caso m = 1. Vedremo quail limitazioni essa impor ta  quando  
m ~ l .  

§ ~. [L (:IAMPO DEL MOTO. 

Abbiamo gi'h detto, par lando del caso in cui si ha un solo spart iacque O, 
come in esso si ur t ino n filetti e da esso abbiano origine altri n filetti. Cia- 
scuno de, i primi n iiletti proviene da una  vena affiuente, gli altri n diventano 
ciascuno direttore di una  vena effluente. 

[1 punto  0 si pub riguardare come punto di ramificazione di 2 n filetti, 
tant i  quante  sono le vene affluenti ed effiuenti complessivamente e quindi 
in numero  pari. 

Lo stesso avviene quali tat ivamente in ciascuno degli m spart iacque 0 , ,  
0.~,..., 0., nel caso pifi generale che abbiamo preso a trattare. Ciascuno 
spart iacque O. ( s ~  l, 2 , . . . ,  m) ~ un punto  di ramificazione di un  certo 
numero  pari  di filetti. Diciamo 2p~ questo numero.  Ognuno di questi filetti 
si pub considerate come direttore di una  vena;  le 2p . ,vene  corrispondenti  
saranno al ternat ivamente affluenti ed effiuenti rispetto ad 0~. Come pel nu- 
mero n cosi per  ciascun p ,  deve aversi 

Consideriamo uno  dei p~, iiletti uscenti  da 0. .  Esso potrh proseguire, 
senza piO_ arrestarsi,  in una  delle n vene effluenti de! campo, oppure  potr~ 
arrestarsi nuovamente  in un altro spart iacque (Fig. 3 in cui n ~ 5, m ~ 3). 

Analogamente uno dei tiletti arrestatisi in O, pus  provenire diret tamente 
da una  vena affluente oppure  da un  altro spartiacque. 

Nel caso m~---1 ciascuna vena affluente si bipartisce solamente helle 
due vene contigue effluenti (Fig. 1). Invece per m :> 1 qualche vena affluente, 
oltre che dare necessariamente un  contributo alle due eontigue, pub man- 

Anual i  di Matematica, Serie III, Tomo XXVI. 6 
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dare aacora  uu  ramo scorrente tra peli h ] t e r r i i  al campo del moto (vena 

""--.. o,i -!- .... ? <  ",o .. 
. . . . . . . . . . . . . .  V' / ; ", " <  . . . .  

°'" }7" /}1 
G, G~ G, 

jJ 

/Z" / 

Fig. 3, 

~6 

interna) in qua|che vena effluente. [Nella 

G~ 

Fig. ~, 

g~ 

parte finita del campo, come ~ iadicato ad 

Fig. 3 la vena G~ si dirama in G, 
e G~ ed iaottre mauda  una  vena 
interna in Gs]. Pub ancora darsi 
che con pih di uno spartiacque 
ciascuna vena affluente si diranfi 
helle contigue soltanto [Fig. 4J. in 
tal caso gli spart iacque devono 
tutt i  appar tenere  alla stessa linea 
di flusso. In caso contrario [Fig. 3], 
gii spart iacque appar[engono a di- 
verse linee di flusso. 

Quando due o pifi spartiacque 
appar tengono ad una  stessa linea 
di flusso potrebbe affacciarsi it 
caso che dei filetti facenti capo ad 
essi vengano a racchiudere una  
es. nella Fig. 5. In questa regione 
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finita non vi pub essere la, quiete perch, ,  ipotesi [I, cib si ammette avvenire 
solo negli spartiacque. Vi sartt dunque moto;  ma trattandosi di moto irro- 
tazionale (I) iu tale regione finita il moto ~ necessariamente c@ico. Non in- 
tendendo di occuparci di questo 
caso abbiamo appunto formulato 
l'ipotesi IV. Escludendo essa i 
moti eiclici esclude per conse- 
guenza il easo che pifi filetti fa- 
centi tut t i  capo a spartiacque de- 
limitino una regione fiaita. Dovrtt 
essere pertanto possibile raggiun- 
gere, senza uscire dal campo e 
senza tagliare alcuno dei filetti 
irraggianti dagli spartiacque, un 
punto all'c~ del. c~:mpo stesso a 
partire da un suo punto inferno 
qualuaque. Dopo ci5 e tenuto 
conto aneora della ~ II[ possiamo 

% 
Fig. 5. 

concludere che il campo del moto ~ semplicemente eonnesso e (come pel caso 
m-----1) esso si pub peasare costituito da uua regione situata al finito, la 
iocalittt degli spartiacque, da cui diramano 2 n  vene libere alternativamente 
affluenti ed eftluenti. 

Per le stesse ragioni poi addotte pel caso m ~  1 le linee libere ~ sono 
sempre convesse verso il campo del moto;  su esse la velocit~t ha lo stesso 
valore costante, che conveniamo di assumere eguale ad 1. 

§ 3. L'ANGOLO ~. 

Ferma restaudo la convenzione girt fatta pel caso m E  1, sul verso po- 
sitivo del contoruo del campo, dopo quanto abbiamo detto, ~ evidente che 
l'ango]o ~ che il vettore velocit~ fa con una direzione prefissata deeresce 
sempre luugo il contorao det campo. Varrh aucora quindi la (2): 

,% ~ a2 ~ • • • ~ ~2,, 

in cui ?,. rappresenta il valore a cui si pervieue per ~ all'oc della vena G,., 
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quando vi si arrivi percorrendo il contorno de[ campo nel verso positivo a 
partire da l l ' ~  a monte di ;~1 in cui ~ # := #, (1o). 

Ed in particolare avremo ancora che percorrendo una volta l'intero con- 

torno nel verso positivo, a part ire da un suo punto qualunque, si ritorna al 

punto di partenza con un valore di ~ diminui to  di 2 (n - -  1) u rispetto al va- 

lore col quale si era parti t i .  

Vediamo i[ comportamento dell'angolo :~ in un generico O.. Sin c. 
[Fig. 6, in cui si ha in particolare p~ = 3] una  

°/  t 
/ . . . .  T-* 

- , - \  ,,-, / 
: j'~".~ 

! 

Fig, 6. 

La somma di tutti gli angoli descritti dalla tangente ai singoli 
torni 

~ p ~  

curva chiusa limitante un'area semplicemente 
connessa A~, tutta interna ad A e contenente 
nel suo inferno il solo spartiacque 0~. h:mmet- 
tiamo ancora per semplicifft che v. tagli una 
sola volta ciascuno dei 2p~ filetti che irrag- 
gian6 da 0~. Questi 2p.  filetti dividono A~ in  
2p~ parti pure semplicemente connesse. Percor- 
rendo iI contorno di ciascuna di queste aree 
parziali, lasciando alla destra l 'area stessa, la 
tangente al contorno ruota dell'angolo - -  2~. 

con- 

e consta dell'angolo - -  2 = corrispondente alla rotazione della tangente quando 
si percorre l ' intera curva ca, d e l l ' a n g o l o -  2p~= di cui tale tangente ruota 
complessivamente nei punti di intersezione di c~ col 2p~ filetti e del rima- 
nente angolo m 2 (p~ - -  1) = , c h e  rappresenta pertanto l'angolo di cui la tan-. 
genre ha ruotato nel percorrere i due bordi delle porzioni interne ad A. dei 
2p~ filetii. Ma poich~ sopra ciascun filetto uno dei bordi ~ percorso in un 
senso, l 'altro nel senso opposto, 

senz'altro l 'angolo di cui ruota il vettore velocith (la tangente ai filetti 
coincide in direzione con la velocifft a meno di multipli interi di u )quando  
partendo da un punto qualsiasi si ritorna allo stesso punto percorrendo un 

(lo) Conveniamo u n a  volta per sempre che 1' i n d i c e r  vari i  per valori  inter i  da I a 2 n, 
l ' indice s da 1 ad m. 
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cammino  qua iunque  ~)urch~ racch iudente  un 'a rea  sempl icemente  connessa  
cui appar tenga,  e come punto  interno,  il solo spar t iacque O, e purch~ il 
senso del percorso sia quello che lascia alia sinistra l 'area racchiusa.  

Seguendo un  cammiao  che racch iuda  oltre che O, un  altro spar t iacque 
O, si r i torna al punto  di par tenza,  p rocedendo  nel senso ant iorar io  rispetto 
al l 'area racchiusa,  con un  val0re di # diminui to  di 2 (p,  - -  1) = -~ 2 (p ,  - -  1) =. 
Basra pensare  the  c o n  un  oppor tuno  taglio si pu6 ot tenere  da un  tale cam- 
mino due cammini  chiusi  l imitanti  aree  sempl icemente  connesse  a l i ' una  delle 
quali  appar t i ene  il solo 0 , ,  all 'aitra il solo 0 , .  Percor rendo  ciascuno di 
questi  cammini  una volta lasciando alia siaistra l 'area racchiusa  si ha  per  O 
un  decremento  complessivo 2 (p~ - -  I) ~ -~- 2 (p, - -  1) ~ al quale non  contri-  
buisce affatto il c ammino  compiuto  lungo i due bordi  del taglio, perch~ essi 
vengono percorsi  in verso opposto. 

Da tutto~ci6 r isul ta  che ~ ~ u n a  funzione n o n  u n i f o r m e  e res ta  ancora  
prec[sato il vaIore di ~ in un  punto  del campo,  noto il cammino  seguito 

per  giungervi  a part ire da un  pun to  del campo con un  dato valore per  ~. 

§ ~. MASSIMO NUMERO DEGLI SPARTIAGQUE 

GOMPATIBILE GON UN NUMERO PREFISSATO DI VENE. 

Sappiamo gi~t che nel nostro campo per n ~ 2 deve esistere a lmeno uao  
spar t iacque : 

m ~ l .  

Ci p roponiamo ora di vedere  quale ~ il n u m e r o  mass imo degli sparti- 
acque  compatibi le  col n u m e r o  delle vene. A questo  scopo cominc iamo col- 
l 'osservare che la funzione ~ ~ a r m o n i c a  nel campo A (tl). Se esc ludiamo 

(11) Abbiamo gi~ chiamato V il vaiore assoluto delia velocitY. 
Constateremo in seguito (§ 6) chela espressione 

~ v ~  Vs - i '~  

funzione della variabile complessa x - { - i  y;  ( im.  ~ /~ , ,  x ed y coordiaate  cartesiane, l ' asse  
delle ascisse essendo parallelo all'asse polare rispetto al quale sono valutate le h) e ei5 in 
conseguenza delia sola ipotesi che il moto ~ irrotazionale. Poich~ 

log w = log V-- i 

allora pure funzione della stessa variabile complessa, ne segue che log g e -- ~ sono fun- 
zioni armoniche associate. 
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dal campo del moto le aree A,, comunque piccole, ottenute circondando 
ciascun O. con una curva c. in modo che le curve o non abbiano punti co- 
muni, il campo r imanente diventa molteplicemente connesso. Con opportuni 
tagli lo si pus rendere semplicemente connesso:  nel campo cosi ridotto la 
funzione ? ~ necessariamente uniforme. Percorrendo il contorno di tale campo, 
a partite da un suo punto generico, si torner~t percib al punto di partenza 
col valore iuiziale di ~. Si noti bene che il contorno del campo semplice- 
mente connesso consta delle linee ;%, dei bordi dei tagli e delle curve c~. 
Supponiamo di percorrere questo contorno nel verso positivo; ]e ),. vengono 
percib descritte nel verso antiorario e su di esse ~ si incrementa di (para- 
grafo preeedente) 

- - 2 ( n - - 1 ) ~ ;  

i due bordi di ciascun taglio veagouo percorsi in senso coutrario e non re- 
. 

cano qumdl aleun contributo alla variazione totale di ~;  le curve c.~ vengono 
percorse nel verso orario, per lasciare alla sinistra il eampo da cui sono 
esclusi gli 0~. La variazione di ~ lungo una generica c. in tale senso ~ data 
(paragrafo precedente) da 2 (p, - -  1) ~. per cui la variazione di ~ lungo tutte 
le c. rieeve ii contributo 

= = 

La variazione totale di :~, percorso l'intero contorno del campo ridotto, 
quindi 

~ 7 : l ' ~ p . - - m - -  ( n - -  I) I • 

Ma tale variazione, per quanto si ~ aotato poco sopra, deve essere nulla. 
Abbiamo perci6 

F.~p~--m--n-+- 1 ~---0, 
da cui 

Se teniamo conto che 

~ p , ~ n - ~ m - -  l. (3) 

e che i termini della sommatoria nel primo membro sotlo in numero di m, 
dalla (3) si ricava 

e quindi 
m ~ n - - 1  
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la quale relazione risponde alla questione che ci eravamo proposta. Risulta 
pertanto che il numero massimo degli spartiacque ~ egu~le al numero delle 

vene affluenti  meno una. 

I1 numero intero m deve quindi soddisfare alle limitazioni 

1 Lm. n-- 1; (a) 

da questa scende aecessariamente, come si ~ ammesso, 

n ~ ~. 

§ 5. SUI~ NUMERO DI VENE AFFLUENTI AD UN GENERICO SPARTIACQUE~ 

FISSATI n ED m.  

I1 numero p.  dei filetti che s 'arrestano momentaneamente  nel generico O. 
il numero delle veae che affluiscono allo spartiacque 0. ,  come del resto 

si fece notate a) § 2. Sappiamo che, come pel numero n, i[ valore minimo 
di ogni P8 ~ 2. Dalla (3) segue quindi che, fissati m ed n, una generica p. 
ha il valore massimo quando 

e che tale massimo ~ n -  m-~-I .  
Si ha quindi 

2 J__p~-~ n - - m - ~ -  l. (5) 

Queste limitazioni assieme alia (3) ci permettono di trovare quanti sono 
i gruppi di m interi, distinti ahneno per l 'ordine, che si possono assumere, 
compatibilmente col numeri  n e d  m, quail possibili m-pie di Pl ,  P~ , . . . ,  P~. 
I1 numero di tall gruppi 

(0) 

Per dimostrarlo applichiamo il metodo induttivo. ]~ evidente che per 
m - -  1 ed n qualunque, purch~ maggiore di 1, si ha una sola p che per la (3) 

eguale ad n. ]~ quindi N.,1 ~ 1, conformemente alla (6). Si constata pure 
facilmente la validith della (6) per m ~ 2 ed n qualunque, tnfatti tutte le coppie 
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di interi p , ,  p~ che soddisfanno alle (3) e (5), che in tal caso divengono 

pl  -t- p~ ~ n -~- l ; ~ L p~ ~ n - -  l ; ( s ~ l ,  ~), 

sono le seguenti  

2, n - - l ;  3, n - - ~ ; . . ,  n N 2 ,  3; n - - l ,  2. 

I1 loro numero  ~ ev iden temente  N. ;~ - - - - -n -  2, d 'accordo con la (6). Am- 
met t iamo ora che la (6) valga per  n q u a l u n q u e  (purch~ maggiore  di 1) quando 
il n u m e r o  degli interi  p ~ m -  1. Tale ipotesi importa ,  in m o d o  particolare,  

. . . .  

(6') 

Basterh d imost rare  il t eo rema  pel caso in cui i numer i  p sono m. A 
questo scopo si osservi che uno  degli N.,~ gruppi cercati  si ott iene facendo 
seguire ad uu  generico gruppo 

Pl ,  P ~ , . . . , p ~ _ ,  

degli N,,_,,~_~ il numero  2 come m. ~° elemento,  lnfatt i  dovendo essere 

p, -~-p~ -~-. • • -~ p~_, ~ (n - -  l) -t- (m - -  1) - -  1 ~ n -{- m - -  3; 

2 L p , ~ ( n - -  l ) - - { m - - 1 ) - { - l ~ n - - m ~ l ,  ( s~-  1, 2 , . . . ,  m ~ l ) ;  

(tali divengono le (3) e (5) per i gruppi  N,,_~,~_,), gli m numer i  p , ,  p ~ , . . . ,  
p~_, ,  2 soddisfanno mani fes tamente  alt-e (3) e (5). Perci6 se si d~ a ciascuno 
dei gruppi  N._,,~_~ il numero  2 come m. ~° Memento si av ranno  tutt i  e soli 
quelli dei gruppi  N.,.~ che hanno  l 'uit imo Memento eguale a due ;  il ]oro 
n u m e r o  ~ per tanto  eguale ad N._, , , ,_, .  Facendo seguire a ciascuno dei gruppi  
N,_~,~_~ il n u m e r o  3 come m. m° Memento o t ten iamo tutti i gruppi degli 
N,,~ in quest ione con l 'ultimo elemento eguale a 3. Infatti  in tal caso uno 
qualsiasi degli N,,_~,~_, gruppi  soddisfa alle relazioni 

~ - ~ : : p . ~ _ _ _ ( n ~ ) - - ( m - - 1 ) - t - l : r ~ - - m ,  ( s = l ,  ~ , . . . ,  m - - l ) ;  

si ha quindi  
p, -~p~ -~- • • • -4-p~_~ -t-3 ~ n ~ - m  - -  1, 

2 ~ p ~ n - - m - ~ l ,  (s~--~l, 2 , . . . ,  m, con p , . ~ 3 ) .  
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Quindi tra gli N.,,~ gruppi quelli con l'ultimo elemento eguale a 3 sono 
in numero di N,_~,._,. 

Procedendo in modo analogo si pub facilmente constatare che quelli 
degli N.,.  gruppi cQn l 'm. ~° elemento eguale ad h sono in numero di 
N._h+,,.~_,, ( 2 ~ h ~ _ n - - m - t -  l). 

Ne segue pertanto che 

N., .  : -  N._,,.,_, ÷ N._~,._, + . . .  ÷ N.~+,,,~_, -q- N.,.,_,, 

ossia per le (6') 

_ _ ( m - - ~ t .  (: = (: : ) + +  (: 
Per una ben nota propriet'~ dei coefficienti binomiali il secondo membro 

i ~ e g u a l e a d ( n - ~ )  m 1 ; abbiamo dunque 

N""~ = ( n  --  ~) ' m 

come volevasi dimostrare. 

si feee gi'~ eonstatare. Nell'altro easo limite, in eui m ha ii valore massimo 

n - - l ,  s i h a N , , , _ l = / a - - ~ ) - ~ l .  S i h a  dunque anche in questo caso un 

solo gruppo di valori per le p. (~uesto si pub constatare direttamente;  basta 
osservare che con n - - 1  spartiacque tutte le p devono assumere i! valore 
minimo 2 per poter avere, secondo la (3), 

§ 6. LE FUNZlON[ f E r v  NEL CAMPO DEL MOTO. 

Assumiamo una coppia di assi cartesiani ortogonali coll'origine in un 
punto 0 del campo det moto e cogli assi 0 x, Oy orientati in modo che il 
verso di rotazione O x --~ 0 y sia sinistrorso. Scegliamo inottre l'asse 0 x 
parallelo alla velocit~ asintotica della vena G, [Fig. 3l e ~ indichi ora l'an- 

Annali di Matematica, Serie IlI,  Tomo XXVI. 7 
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golo che il vet tore velocifft fa con O x ;  av remo  (§ 1) 

~, = 0 .  

Ind iche remo  infine con u e v le componen t i  car tes iane della velocith. 
Poich~ il moto  ~ p e r m a n e n t e  ed i r rotazionale  es i s te ranno  il potenziale  

di velocith ~ e la funzione  di corrente  +, funzioni  armoniche associate, deti- 
nite dalle relazioni 

d ? - ~ u d x ~ - v d y ,  

d+ : - -  v d x  ~ - u d y ,  

a. meno  di una  costante  addi t iva  inessenziale.  Poich~ il m o t o  ~ aciclico (§ ~) 
le funzioni  ~ e ~ sa ranno  inoltre  uniformi. 

Le precedent i  relazioni,  pos to  

z = x - ~ i y ,  w - - - - u - - i v ,  f~---$-~-, i~, ( i=~/~- -1) ,  

si compend iano ,  come ~ ben noto,  nel l 'unica  equaz ione  

df  - - w .  (7) 
d z  

Sopra  c iascuna  l inea ),,., che i~ l inea di flusso, la funzione  di corrente  
deve assumere ,  come  si sa, un  vaiore cos tan te :  

= ¢ ,  s u  ~, .  (s)  

Conven iamo  di a s sumere  positive le por ta te  delle vene affiuenti,  nega- 
tive quelle delle vene effiuenti. R i co rdando  aliora che (§ 1) gli iadici r cre- 
scono q u a n d o  si percorre  il con to rno  del campo  nel verso posit ivo,  sar~ 

q~ = ~ - ,  - ¢ ,  (4° = ,~o) 

la por ta ta  in valore e segno della vena  G,.. 
Manifes tamente  si r icava dalle (9) 

(9) 

come ~ r ichiesto dalla condizione che il flusso totale sia hul lo a t t raverso  il 
con to rno  de[ campo.  

Poich~, esclusi i pun t i  O~, si ha  d o v u n q u e  Y > 0  (§ 2), la funzione ~ 
sempre  crescente  su c iascuna  l inea di flusso, nel senso del moto,  da - -  

~,. q,. = o, 0 o )  
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a + ~ ,  come facihnente risulta dal fatto che si ha sempre 

d~  ~ V ~ 0  
d s  

(d s ~ un elemento di linea di flusso preso positivamente nel senso del moto) 
esclusi intorni comunque .piccoli, non nulli, racchiudenti  i punti 0. .  

La funzione f =  ~ + i + quindi ~ regolare uniforme nei punti del campo 
del moto situati a distanza finita; divieae infinita all'c~ e sul contorno la 
sua parte immaginaria si comporta nel modo precisato dalle (8). 

Ove fosse noto il campo A, la f sarebbe definita a meno di una ines- 
senziale costante reale. 

Veniamo ora alla funzione w ~ u -  i v. 
Poich~ si ha evidentemente 

t ,vl= v, 

le condizioni del problema importano (ipotesi [I, § 1) 

1, sulle ~ ;  

l w l =  0, nei punti 0.; (I1) 

valore > 0  e finito, in tutti gli altri punti. 

Tenuto presente i! significato di ~ abbiamo 

u ~ Vcos -9, v = Vsen 3, 

per le quail l a w  = u -  i v si pub scrivere 

w----- V e - ia.  

Per quauto abbiamo detto net 
il coutorno di A n e l  senso positivo, passando pei valori 

§ 3, :~ decresce, algebricamente, lungo 

a~vendosi in particolare 

0, a l l ' ~  di G, lungo L" I 
= , 02,  ) 

- -  2 ( n - -  1) ~, a l l ' ~  di G, lungo ~ ,  

dopo aver percorso una volta l 'intero coutoruo nel verso positivo. 
Di capitale importauza b il comportamento di ;~ in un punto 0. .  I Iva -  

~ :~, a l l ' ~  di Gr, (12) 
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lore di ~ in O. dipende dal cammino seguito per arrivare in 0.. Conside- 
riamo il faseio di raggi di eentro O. e tissiamo il raggio parallelo all'asse 0 x 
come asse polare. Muovendoei su di esso si giunge in O. con un eerto va- 
lore per ~; seguendo gli altri raggi di anomalia sempre ereseente (l?el senso 
antiorario), per quanto abbiamo detto nel § 3, si ottiene in O~ un valore 
per ~ sempre pifi piccolo, egsieeh~, tendendo una seeonda volts ad O. lungo 
l'asse polare, si o t t iene per ~ un Valore pifl pieeoto d i 2  (p~ --  1) r~ di fronte 
al primitivo. Espr imiamo ei6 dieendo e h e l a  variazione di .,~ intorno ad O~ 
(nel senso antiorario) 

- - ~ ( p ~ - -  1)~. 

Concludendo, la funzione 

m ~ u - - i v - - ~  Ve  -~a 

fini~a e continua in tutto il campo del molo, il suo modulo deve soddisfare 
alle (11), il suo argomento alle (1~) e (1~:) ed alla ulteriore condizione rela- 
tiva ai  singoti 0~, test~ specificata. 

§ 7. TtlASFORMAZ1ONE DEL CAMPO DEL MOTO. 

1l campo del moto_~ semplieemente connesso; esso si pub quindi rap- 
presentare in modo eonforme diretto (") 

~ ~ l ~ l  ~( 31 ne[ cerehio (0, 1) del piano eomplesso 
~ = ~ + i ' ~  [Fig. 7]. 

Conveniamo di far corrispondere il 
punto Y, = 0 al punto O del piano del moto, 

j t [ ~ . . ~ . / ~ , A ~ ,  il punto ~ = 1 al punio a11'¢¢) di G,. Ci6 
posto ]a corrispondenza biunivoca dei punti 

0 ¢ J ,  ~ ~ del campo del moto con quelli del cerehio 
completamente determinata. 

A1 punto a l l '~  di G~ eorrisponder~ nel 
eerehio il punto 

Fig. 7. j~ = e i~" 

(~'~ Cfr. ades. E. Plca_aD, Traitd d'Analyse, t. II, Chap. X. 
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del contorno e si avdt necessariamente 

0 = ~ < % < . . . < ( ~ , , < 2 ~ .  

Ai punto O, corrisponder~ il punto 

alla linea ),~ l'arco (j~, j.+,); ai punti interni del campo det moto punti in- 
terni del cerchio. 

Siccome ~ sempre possibile di rappreser#are, come abbiamo gih rilevato, 
un campo semplicemente connesso in un campo circolare, si ~ sicuri della esi- 
stenza di una relazione tra z e ~ atta a rappresentare analit icamente.la c.or- 
rispondenza fra i due campi. Tale relazione, nel caso attuale, ~ ancora in- 
cognita; nulla ci vieta per6 di sfruttarne a priori la esistenza col considerare 
ad es. le funzioni w ed f del precedente paragrafo dipendenti dai punti 
del cerchio (0, I) pel tramite della ancora incognita relazione. Allora tutte 
le condizioni interne e di contorno specificate nel § 6 si possono trasportare 
senz'altro dentro e sul contorno del cerchio. 

§ 8. LA ru~zIoN~ f(~). 

La funzione f(~)-----~-~-i~ deve essere regolare uniforme in tutto il campo 
per 1 ~1 < 1 ; sulla circonferenza I ~ t = 1 deve soddisfare, a norma delle (8), 
alle eondizioni 

= ~ ,  sull'arco (j~, j,+,), (1~) 

le +,. essendo eostanti. 
Per costruire tale f consideriamo la funzione 

in cui 

con la determinazione s ~  per ~ ~ 0. 
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Sulla circonferenza, cio~ per ~ = e ~°, si ha 

Vf,. 
i a -  i -~  ¥ (a~--a) 

• ( /  

= 2 i e  sen - - ~ - -  

Ne segue che sulla circonferenza si ha 

• O '  (. .) log r ----log 2 i e  + l o g s e n  2 

Si constata ora facilmente che la funzione f(r)  da noi cercata i~ la se- 
guente : 

Infatti per la relazione trovata sopra si ha 

f (do) = _ ~-1 log 2 i e Zr q,. - -  --~ E~ q~ log sen - - 2  + i ~ . ,  

la quale per la (10) diviene 

t Z,. q,.log sen - - - ~ -  -+-i~,~,, f(d") . . . . .  ~- 

Supponiamo ora che il punto ~ = d  ° appartenga ali'arco (jh, jh+,), 
h =  I , - 2 . . .  2 n  con j~,,+, = j , .  [n tale ipotesi avuto riguardo alle (13) si ha 

Avremo quindi 

- / 0 ,  per r = . l ,  2. h" 

/ = ,  per r ~ h + l ,  h + 2  ~n. 

Perci6 il coefficiente di i nella f ( d  °) 

h 

~' = - -  ~L q, -4" ~, , ,  suU'arco (jh, j~,+~) ; 
I 
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ossia, per le (9), 

: ~h, sull'arco (]~, j~+,). 

Le (l~) pertanto sono soddisfatte e la f (~ )da t a  sopra ~ la funzione ri- 
chiesta. Assumendo poi 

(costaute inessenziale pel nostro problema) abbiamo in deiinitiva 

= - -  .q log ' 

ehe ~ definita a meno di una eostante reale, inessenziale essa pure pal pro- 
blema. 

9. LA FUNZIONE W (~). 

Per te (1l) la fuuzione w (r) nel piano della variabile ~ deve soddisfare 
alle condizioni 

[, per I ~ l = l ;  ) 

I w l =  0, per ~=~..;  f" (16) 
valore finito e : > 0  per i rimanenti punti ]~[ .~1 .  

11 suo argomento - - ~  inoltre varia tra 0 e 2 (n q l)U quando si per- 
coL're la circouferenz.a nel senso positivo a partite da ~ ~ j ,  ~ 1. Nel punto ~., 
corrispondente allo spartiacque O. nel quale deve annullarsi  il modulo di w, 
il suo argomento - - 5  assmne un determlaato valore cite dipende dal cam- 
mino percorso per giungere in ~.. In particolare la var iaz ione  di  - -  ~ intorno 

al p u n t o  "~ (nel senso antiorario) ~ 2 ( p ~ - - l ) ~  (§ 3). 
Per costruire la funzioue w (~) che soddisfa alle condizioni predette, con- 

sideriamo la funzione 

nella quale 

l 'iramagine reciproca di ~.. rispetto alia circonferenza (0, 1). 
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~] noto  ehe sui pun t i  della c i rconferenza si ha 

1 

ne segue che 

Si ha  inol t re  e v iden t emen te  (poich~ .p~_-~ 2) 

= 0 .  

Vediamo infine il c o m p o r t a m e n t o  de l l ' a rgomento  di ~,~ nel p u n t o  ~ .  Si 
p r enda  percib ~ in un  in to rno  di ~ in m o d o  che sia 

in cui s ~ reale e tale da poters i  cons ide ra te  inf ini tes imo del 1. ° ordine  ri- 
spe t to  a l i 'uni t~ .  Per  ques ta  ~ av remo  per tan to ,  a meno  di infini tesimi di 
ord ine  super iore  al p r imo,  

Quiudi  l ' a rgomen to  del 1. ° membro ,  a m e n o  di u n  mul t ip lo  in tero  di 2 ~, 

e poieh~ esso ~ i n d i p e n d e n t e  da z av remo  ancora ,  pas sando  al l imite,  

$ ~3 i a  

lim~_0 a rg  elO, _ ~ ~ ei" - - - - -  ~ - -  0.. 

Perci6 la var iazione di tale a r g o m e n t o  a t to rno  a ~.,, nel verso posit ivo,  
2 a, tale e s sendo  quel la  di ~. Per  conseguenza  l' 

a rg  w , =  (p. - -  1) arg  ~-7 ~', - -  

var ia  a t to rno  a ~, di 
~ (p, - -  1). 

Cib p remesso  la funzione 



C a l d o n a z z o :  Sulla ¢onfluenza di vene libere. 57 

soddisfa manifestt tmente alle (16). La yariazione de.1 suo a rgomento  in un  
generico punto  ~ si r iduce esc lus ivamente  a quella del l 'a rgomento del su.o 
fattore w~ ed ~ quindi  2 ~ ( p , - - 1 ) .  Per  conseguenza quando si percorre  la 
circonferenza nel  senso delie a crescenti  l ' a rgomento  n , w , ( r )  cresce di 

°2_~{Zp~--m } 
ossia, per la (3), di 

2 ~ ( n  - -  1). 

La n.w~ (~) soddisfa per tanto alle condizioni imposte  alla w (~), 
ne differir~ al pifi per  un fattore espoaenzia te  e~"~; avremo dunque  

= l 

D'altra parte,  per  le convenzioni  fatte, si deve avere 

w = l ,  pet" ~.-----1, 
e quindi  

percib 

1 1 - -  ~.)p, -L 
d ~° [L ,o, ~', - -  1 = 1. 

Ei iminando Zo nella precedente  per mezzo di quest 'u l t ima ot teniamo in 
definitiva 

w (~) ---- ~,1. ~, (17) 

(~3) Notiamo che per maggior generalifft abbiamo preso ad arbitrio l'origine del sistema 
di riferimento nel campo del moto. In casi particolari perb pus essere opportuno scegliere 
un punto determinato. Ad es. quando si ha ua  solo spartiacque si presenta spontaneo il 
porte in esso t'origine delle coordinate. Cosl fecero il CISOCTI (loc. eit. (~), p. 296) ed il 
BoGGIo (loc. cir. if), p. 110~). 

In tal caso, poich~ iI centro del cerchio rappresentativo ~ l ' immagine dell 'unico sparti- 
acque la cui p corrispondente quindi ~ nulla e l a p  ~ n, ta (17) diviene w ~ ~,-t, da eui 

="-(/~.  

questa la trasformazione cui ricorre il Bo(mm (loe. cit. (~), p. 1116). Nel easo partieolare 
n ~ ~ essa diviene 

per essa ii campo trasformato ~ il cerchio rappresentativo del vettore velocitY. Si ha in tal 
modo, come fa rilevare il BOGG[O~ la rappresentazione classica introdotta da KmCnHOFF. 

Con pi~t di uno spartiacqae, e quindi n :~ ~., tale rappresentazione non ~ pifi possibile 

sul cerchio come non lo ~ l 'altra che si ottiene con la trasformazione ~ ~--~-~/w, del Bo(mm. 

Annali di Matemcd/c:~, Serie II[, Tomo XXVI. 8 
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§ 10. RELAZIONI TRA LE COSTANTI. 

La (17) mostra la the funzione w (~) nel punto ~ = r ha uno zero di o f  
dine p~--1 .  Per la (7) abbiamo 

d f 
' / V = - -  , 

d z 

od anche 
d f  d'~ 

"JV ~ - ( ~  d z " 

d ~  
Tenuto presente che d-z- non si annulla mai entro il campo del moto A, 

poich~ la rappresentazione di A sul cerchio non ha punti singolari, ne segue 

a f  d/  che la ~ ha uno zero di o r d i n e p ~ - - I  in r = ~ .  Pcrcib la j~ -  e le sue 

successive p.~--2 derivate devono annullarsi per ~ = r 

da cui 

d ~ ' f  O, per ~ : [ ~ ;  ( e , ~ = l , ~  . . p , - - l ) .  (18) 
d ~z, --  " " 

Dalla (15) abbiamo 

d f 1 q,. (i9) 

d~, f ( - -  ly',(u, ~ q,. 

Per questa le (18) equivalgono alle 

qr 
X,. ( r  __j,.y,, -- O, i :'~s == 1,1' 2~2".. re.l)" -- 1, (~0) 

Sono queste, in virtfl della (3), 

V ~ p ~ - - m = n - -  I 

relazioni complesse cui devono soddisfare le costanfi del problema; le (20) 
importano quindi 

(n-- 1) 
relazioni reali tra dette costanti. 
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Poieh~ per ~ = d" si ha, (16), 

w (d ") = e -/a, 
dalle (12) e (17) segue 

Jr "~e ) 
( 2 1 )  

le quail permettono di eiiminare le j~ nelle (20). Fissati n, m e d  uno degli 

- - (n - -2}  g r u p p i m - 2  di valori p, ,  p~ . . .p , , , ,  le (20)si possono pertanto considerare 
~ J 

come relazioni che devono intercedere tra le portate (q,.), le direzioni asin- 
totiche delie vene (,%.) e le costanti che fissano le ubicazioni degli sparti- 
acque (~). 

Ritorneremo in seguito su queste relazioni (§ 15). Notiamo per5 fin d'ora 
che il loro numero 2 (n ~ 1) g ir~dipendente dal numero m degli spartiacque. 

§ 11.  DETERMINAZIONE DEL CAMPO DEL MOTO, [NTEGRALE GENERALE. 

Poichg conosciamo la funzione f e w nel cerehio, la relazione che ci 
darh z in funzione di ~ ci far'~ noto f ( z )  e w (z). Per ottener]a basta inte- 
grare la (7): 

tenuto presente che per z==-0 si ha ~ = O. 
Per le (17) e (19) si ha poi esplicitamente 

, Y ! 

z . . . .  • >2, , ( 2 2 )  

che stabilisce ia cercata relazione tra il piano del mot() ed il piano ausi- 
liario ~. Si presenta ora il fatto notevole ehe gli integrali del 2. ° membro 
si possono valutare in termini tiniti. 

Prima di proeedere alla loro valutazione 6 opportuno riehiamare Fat- 
tenzione del lettore sopra la eireostanza seguente. 

Come risulta dalla (22), a priori si ~ tratti a ritenere e h e l a  z divenga 
intinita non solo nei punti j , ,  ma anehe, essendo p,--~2, nei punti ~ , . 'Ora  
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rammentiamo che meatre il divenire z infinita per ~ = ] .  risponde alia na- 
tufa della questione in quanto si tratta dei punti all'inlinito del piano del 
moto (§ 7), l 'altra eireostanza eontraddirebbe l 'ipotesi II (§ 1) ehe i punti 
spartiaeque corrispondenti agli ~. siano tutti al tinito. La eontraddizione per6 

soltanto apparente perch,, come ora faremo vedere, i eoetIicienti dei ter- 
mini ehe diverrebbero intiniti per ~ ~.. sono nulli in virtfl delle (010). Faremo 
vedere in seguito (§ 15) ehe reeiproeamente le (010) si possono dedurre espri- 
mendo e h e l a  z definita dalla (0101) debba eonservarsi finita nei punti ~.. 

La funzione integranda ehe eompare nel 01.o membro della (~.01) ~ razio- 
nale fratta irridueibile nella variabile (. Seomponendola in funzioni elemen- 
tari col noto metodo si pu6 serivere 

1 [~'. - -  ~ F .  -~ 1 _ [ ~'~ - j , .V .  -~ A,.,~.. 
- , , .  ~ E . . .  (~ , (013) . ~ _ j , . r i . ~ t ~ , ~  ] ~ - - ( _ j , .  . { ) , . __ ,~ , )  4 -  ._:.(,),,, 

in cui v. ~ 1, 2.. .p.~ --  I ed i coetlicienti A,~,, seguono la seguente legge di 
tbrmazione: posto per semplicith 

F (~.) = 11~ (~.'~ - ~)~-~, 

in cui k = 1, 01...m, si ha 

F(~.D 

F,  (~..) 
= G ' 

(~ - ~ ) ~ - ,  

F,  (~) F (~) --- Ar~p.-t  (~ - -  j . )  G (~) 

F~ (~) F ,  (~) - -  A,~p._~ (~ - - j . )  a (~) .  

(01a) 

(015) • o ° ° , , o o ° , . . . .  , ° o ° o • • • , o 

1~,_3 (~.~) , Fp,_~.(~) = 1;"p,-3 ('~) - -  A,.~ (~ - - j~ )  G (~) 

Fp._~ ('~,) 
A,°,, - -  (~, __ j~) G (~,) 

Come si vedrh, non avremo bisogno di procedere al calcolo effettivo di 
questi coefflcienti. Sostituiamo la (013) in (0101) ed eseguiamo l 'integrazione 
indicata; ad operazione eompiuta si ottiene 

z - -  - ~ .  n~t~Z-_--i_ l ]  • ! ;  q , . . .~ l , i .  - ~.1 log  l 

- -  1~,,_11 log(' ( ~ - ) t  
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in cui eoI simbolo ~2'~ intendiamo ehe l'indice v, assuma i valori 2, 3 . . .  p.--  1, 
esclusa quindi l'unitb. 

Prendiamo a considerare quella parte del 02. ° membro che si ottiene esclu- 

dendo il 12 dei termini entro le I I '  divisa pel fattore che precede il sire- 
! ! 

bolo ~,. [l quoziente che si ottiene si pub scrivere 

(- - -  

1 [ i 1 ] . ~],,q,, rs,_r_ " 

+ ~ log ( l  --~-).X,. q,A,..~. 

(27) 

Studiamo in particolare le 

Z~ q,. A~8,., 1 ~.s 
~-1, 2 , . . . ,  m; 

= 1 ,  2 , . . . ,  p . - -  1, 

che manifestamente sono i coefficienti dei termini della (26) che diveatano 
infiniti per ~ ~---~. 

Per la (2( 0 e (25) si constata che il coefficiente A,.~p,-i ~. della forma 

C~ 

dove a non dipende dall'indice r, indice che entra nel denominatore ~,--),. 
soltanto. Avuto poi riguardo alia forma di Fl ,  (25), ne segue che A~vo_~ si 
pub mettere sott0 forma di frazione il cui numeratore dipende dall'indice r 
pel tramite di j,. soltanto, che vi compare al pitt al 12 grado; il denomina- 
tore invece ne dipende pel solo fattore ( r  --j~)L Potremo anche serivere quindi 

b o 
(~..--j,.)~ 

dove b e c souo indipendenti dall ' indice r. Procedendo in questa indagine 
sui coefticienti A,.~o, la loro legge di formazione (25), per le (25), ci permette 
di asserire che il generico A~8~, si pub scrivere come rapporto d i  un poli- 
nomio intero in jr al massimo di grado p, - -  ~,-1- 1 diviso per (~, --j,.)v,-~, e 
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che r vi entt~a solo pel tramite di j~. Dopo eib possiamo scrivere 

O~r~I C~,s o. C(,r~p,-- ~, a 

in cui i coelticienti a,,t,,, (~---= 1, 2 . . . p , -  ~,) sono indipendent i  dall ' indice r. 
Avremo dunque  ancora  

q" 

Poieh/~, tissato s, ,% varia tra t e p, - -v . ,  tenuto presente  ehe ii minimo 
valore di % g 1 ne segue ehe p.~ varia al massimo tra 1 e p , - -  1, t ra  gli stessi 
valm;i quindi  tra i quali  varia il ~,., delle (•8) e (°20). 

Ma per  le (20) 

q" - - 0 ;  

si ha quindi  ident icamente  

~,. q,. A,.~, = 0, 

cio~ sono ident ieamente  nulti i coeffieienti dei termini della (26) che diverreb- 
bero intiniti per  ~ = ~ .  

Perei6 la ($6) si scrive 

1 t l - - ~ "  " --J"iw-1,log(t---j~i" z . . . . .  ~ , ,q , , IL  "" 
7: t ' ( ' ~ -  1 j , , - - ~ ,  ! , , /  

Poich~ per le (21) 

si ha in delinitiva 

Z - -  l z,.q,.eie, l o g ( i _  ~2_). (28) 
7: Jr j 

configurazione questa  la relazione che stabitisce, in termini  tiniti, la 
del campo del moto. 

Essa si pub in certo qual modo considerare  quale integrale generale dei 
moti  in questione. Infatti essa, un i tamente  alla (17) che e sprime w in termini 
tiniti di ~, definisce non solo la .couf igurazione geometr ica del campo del 
moto, ma altresi ta distr ibuzione della velocit'h nello stesso, 
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§ 1~. REVERSIBILIT.~ DEL FENOMENO. 

Se nella  (28) si c a m b i a  il s egno  a tu t t e  le q, e a tu t t e  l e d  a~, la z non  

cambia ,  g ib  vuo l  dire che il c a m p o  del  m o t o  n o n  c a m b i a  q u a n d o  si inver-  

t o n o  le cor rent i .  B a s t a  o s s e r v a r e  ehe  il c a m b i o  fa t to  equ iva l e  a m u t a r  s e g n o  

alle p o r t a t e  ed  k inver t i re  il s e n s o  de l le  ve loei t~  a s in to t i ehe  e t h e  conse-  

g u e n t e m e n t e  la  f (~) ,  da t a  dal la  (15), c a m b i a  solbanto  di segno.  
Quind i ,  pe r  la (7), a n c h e  w c a m b i a  s e m p l i c e m e n t e  di segno ,  cio~ la ve- 

Iocifft v iene  inve r t i t a  in c i a scun  p u n t o  del  campo .  

§ 13. GOMPORTAMENTO DE! PELI LIBERI. 

Sul  pelo l ibero  X,. b ~ = e ~a coil ~,. ~__ a __~ ~+,  e q u i n d i  pet' e s se re  s a  esso  
V =  1, da l la  (17) 

da  cui  
~t 

.5 == i v (p ,  __ 1) log "~1- - -  ~, ~', - -  e i~ 

con la d e t e r m i n a z i o n e  

T e n u t o  p r e s e n t e  che  

si o t t i ene  

5 = 0  per  , = 0 .  

ele. "~,, ~, e iO', "f' 
?, 

I e io- - r , ,  ( i - -  p L )  s e n  - -  0 . )  
- -  - -  i a r c tg  ( 1 + ,0~,) cos  (~ - -  0,) - -  2 ~, ~- 

({ - -  ?",) sen  0, 
+ i a r c tg  (1 + p~,) cos  0, - -  2 9, 

s ceg l i endo  que l l a  d e t e r m i n a z i o n e  per  cui  il 2. ° m e m b r o  si a n n u l l a  pe r  ~ = 0. 
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Abbiamo quindi  sulle ),,,: 

l (1 - -p~)  sen(~---0~) ( l - -~d,)sen0,  t 
2 . . . .  Z~(P,,.-- 1) are tg( i  + / , )  cos (~ - -  0,) - -  ~ ?.,, t- acetg (1 ~-~G)se-K-~2p,~l " 

Derivando rispetto a ~ si ot t iene 

d ~  "~ 1 + {:"~-- 2 e.~ cos (,~ --  0,) 
(ug) 

ehe 6 sempre  negativa per tutti  i valori di z; perei5 l 'angolo 5 ~ lungo le ;%, 
net senso positivo, 6 sempre deereseente  e quindi  le ),.. non hanno  flessi, 
come sappiamo deve essere. 

Su ;~ t ra t tandosi  di linea di flusso, d ) ~ l' ctngolo di conti~genza ; quindi 

d ~  
d s  

(ds  ~ l 'e lemento di eontorno del eampo preso posi t ivamente nel senso po- 
sitivo del contorno stesso) b la curvatura. 

Poichb, per  la (29), la eurvatura  g sempre  negativa le ~ rivolgono la con- 
vessitg al cctmpo del moto. Constat iamo cosi a posteriori  quanto  si g gi'~ 
detto (§ 2). 

Se si osserva poi ehe, essendo sulle ;% !w I =  1, per ta (7) 

e quindi,  (19), 
d s - - - - I d z l = l d f  I 

d s = 1 }2,.el ~ 
77 - - J , ,  i 

per la (29) si ott iene la seguente  espressione per la eurvatura :  

d ~  
d s  

J) (1 - - / 2  
Z~ 1 ~ ,o~ - -  °2 p~ cos (~ - -  0~) 

7~ 
Iv q' ] 
""" e i" - - j r  

I1 denomina tore  diviene infinito nei punti  ~__--e~=.,~4 ed in questi  sol- 
tanto;  la eurvatura  6 quindi  nulla nei punt i  all ' intlnito a monte  ed a valle 
di e iaseuna :~,., come del resto si sa dover essere. 
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I~ .  EQUAZIONI PARAMETRICHE DEI PELI LIBERI. 

Sul genevico pelo libero ),~ (h-~  !, 2 . . .  2 n )  si ha ~ = e i" con 

c~ ~= ~ L~%,+~. 

Pei punti  di )~ la (28) si pub scrivere quindi  

Poich~ 

Z ~  m - -  1 ~2,. q,. e ~ -  l o g  (1 - -  el( "- or)). 
7~ 

:| - -  e ~ ( ° - ~ )  e i , e  ~ e ~ - ~  ) 
i a ~ r  - -  ~,. 

------- 2 i e  ~ s e n - - ,  
2 

abbiamo aucora 

i l o g ( _ 2 i ) q _ i ~ - - a ,  . • q - - ~ , .  - - ~ - - } - l o g s e u ~ ,  per r ~ : h ;  

log (1 - -  d(°-"r)) 
log ( -  ~ ~) + ~ + ~ ~ + log se°  - - ~  , por ~ >  h. 

La z precedente  si scvive dunque  

1 , [ l o g ( _  2 i ) q _  i ~,1~" i "  r: ~ ~2- Z'q"da"--t ~2 ~ r ~'q'ela" q -  
('30) 

q- Y,. q~ e i~  log sen q-  i = 

II 2. ° membro  si semplifica pel fatto che si ha 

E,. q,. e iar ----" O, (31) 

come ora dimostreremo.  Scriviamo a questo scopo, t enendo  conto della (21), 

D'altra parte si pus  sempre eseguire la scomposizione 

n., ~j,. __ ~, 1 - -  b.~o ~, __ j,. -t- (~, _ £.)~ t- -(-~:_ j:.)p,_f, 

in eui le b~e,, (e-, = O, 1, 2 , . . . p o - - t ) ,  ~Wa d ipendono dall ' indiee r. 

A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a ,  Serie  III,  Tomo XXVI.  9 
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Per  q u e s t a  la p r e e e d e n t e  e sp re s s ione  diviene  

/ I _ ~ ~v,-~ q,. 

Ma le 

Z,.,(~.~ q" 

sono  tu t te  nu l le ;  infatf i  pe r  ,% = I, ~ . . .  p. , - -  1 esse  eo inc idono  coi p r imi  
m e m b r i  del le  .(20), per  F.~ = 0 si ha  il 1. ° m e m b r o  della. (10). Sar/t  nut lo qu ind i  
a n e o r a  il 2. ° m e m b r o  della p r e e e d e n t e  re lazione.  La (31) ~ eosi d imos t r a t a .  

Dopo  ei6 ha (30) si serive 

S e p a r a n d o  la par te  reale  d a l l ' i m m a g i n a r i a  o t t e n i a m o  le equazioni para- 
metriche dei peli l iberi  

'q (7 
x ....... ~i ~ I}2" ~q,.sen ~ - -  

h en  I a - -  ° r  t - -  ~ Z,.1 q" sen 0,. - -  Z,.~ q,. cos #,. log' sen  - ~ -  i ' 

I i l ~i .~, .q, .cos2, .- i-=Z~q,,cos2~--E~.q~sea2, . log sen--~2-- 

le quali ,  pos to  per  semplicitfi ,  

| 2n h 

27: Z~ % q~ sen  "% - -  Z" q" sen ¢~ 
1 l 

si sc r ivono  

2n h 
b =  2~-2 Z , . ~ , . q ~ e o s O , . + Z ~ q ~ c o s ~ , .  

I 1 

x = a - -  --2~7: " q  cos -% log sen - - - -~- -  , 

J 
- - - -  I . y =  b =!- }2.q,. sen  ~ log I sen  ~2 .... ' 

( r ~  l, 2 . . . ~ n ) .  
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qr 
§ |5. SULhE RELAZIONI ~.,.(~,s :.~u~ • ~" J )  

Le relazioni (02-0) sono state trovate come condizioni necessarie perch~ 
la velocit'h abbia uno zero di ordine p~- -1  hello spartiacque O, (§ 10). Le 
abbiamo sfruttate poi hello stabilire la corrispondenza ira il piano del moto 
e que!io del cerchio rappresentativo (§ 11). In virtfi delle (20) infatti ab- 
biamo dimostrato the sono nulle identicamente le somme 

~,. q,. A,.~,,,. 

In conseguenza di ci5 l'integrale generale (26) si ~ potuto mettere sotto 
la forma {2"8) e nel passare daUa (26) alla (28) sono Spariti quei termini che 
avrebbero fatto diventare infinita la-z per ~ = ~,,.cio~ negli spartiacque O, 

Si sarebbe egualmente giunti alie (~0)imponendo senz'altro alia (26)di 
essere finita per ~ ~---~, come richiede l'ipotesi I I c h e  gli spartiacque giac- 
ciano al finito, cosa che abbiamo girl annunciato nel § l i .  

Infatti, tenuto presente il significato della (27), ~ necessa:rio e sufticiente 
perci5 che siano identicamente 

Ma per la (27') queste divengono 

q" = o, 
_ 

in cui f ~  1, 2 , . . . ,  ps--v. ,  r e =  1, 2 .... p . - - 1 .  
Le (32) devono essere veriiicate indipendentemente dalia ubicazione degli 

spartiacque nel campo del moto e quindi comunque siano prefissate nel cer- 
chio le ~ .  E poich~ i coefficienti a~t,. sono funzioni esclusivamente delle ~e 
e delle P8 (non dipendendo dalle q~ e dalle j,.), seguono come condizioni ne- 
cessarie e sufiicienti per l 'annullarsi identicamente dei primi membri delle 
(32) le (20): 

= 0 .  -- j)~P, 

I1 metodo da noi seguito pet" trovare le (20) coincide con quell() impie- 
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gato dal BOGGIO. Nel caso da lui s tudiato  si ha m - ~  1 ed n qualunque.  Egli 
a ssume come origine delle coordinate  nel campo A l 'unico spar t iaeque;  ri- 
portandoci  alle nostre convenzioni  e notazioni si aw'ebbe dunque  una  sola ~.~ 
coincidente col centro  del cerchio rappresenta t ivo:  

~1 = 0 .  

Conseguen temen te  per  le (3) si ha  p~ = n e quin'di F.I = h : 1, 2 . . .  n - -  1 ; 
le (20) si r iducono in tal caso al!e n - - 1  relazioni complesse 

q,- (% 

Per  n = - 2  queste  dhnno la sola relazione 

q'" = 0 ,  
2" )7. " 

I1 G1SOTTI ha trovato questa formula  con un  altro metodo. 
Egli par te  da] [eorema dovuto  al LEvt CIWTA (1~), valevole pure nel nostro 

caso e che g contenuto  nella seguente  formula:  

(a3) 

dove (p ~ il potenziale della veloeith, s il eontorno del campo del moto, n la 
normale  ad s rivolta al l ' interno del eampo ed a l 'angolo ehe essa forma con 
l 'asse delle x. Questo teorema non importa  per6 alcuna nuova  eondizione 
tra le costanti,  ma ~ implie i tameute  eontenuto  helle (20) e la (10). Infatti 
sia n~ la sezione normale  della vena G~ a.ll '~. Poich~ si ha 

d3=__ t O, sulle ;%; 

d n  I . ( - - l )  "-I, su f~,., 

essendo affiuenti le vene G~ di indi te  dispari, ed ancora  

~O , . ?~  e~a~, a-~x T *  ~ = u + i v = su a,., 

(14) T. Boomo, loc. cit: (~), p. l i t8 ,  form. 14. 
(15) U. CmOTTI, 1OC. cir. (1), p. 207, form. 45. 
(16) T. LI~v[-CIvIT.~, Sulla contrazim~e delle vene liquide, Atti del R. Istitato Veneto di Sc. 

Lett. ed Arti, t. LXIV, pp. 1466-1467. 
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i l i .  ° integrale della (33) diviene 

Z . ( - -  l) ' - '  n , e  

I1 2.o integrale, per essere V =  1 su tutto s, ~ identicamente hullo. Te- 
nendo conto poi che 

q, = ( -  1 ) ' - '  a , ,  

la (33) si identifica colla (31): 

Z,. q,. e ~  = O, 

la quale sappiamo b identicamente soddisfatta in virth della (10) e delle (~) .  

§ 16. SUGL1 ELEMENTI GARATTERISTICI DEL PROBLEMA. 

Fissato n e poi m nei limiti eoneessi dalla (~) ed inoltre le Pl ,  P ~ . . .  p,, 

compatibihnente con le (3) e (5), sono elementi  ~aratterist ici  del problema: 
le 2 n  por ta te  ql , q~ . . . q~,; 

i 2 n ~ 1 angol i  ~ ,  ~ . . .  ~2,, (per convenzione ~1 --~ 0) che individuano 
le direzioni asintotiche delle vene; 

]e 2 (m - -  1) costant i  ~ e 0 che individuano m - -  1 dei punti ~.1, ~ . . .  ~ .  
Questi punti del cerchio sono le immagini degli spartiacque O,, O~.. .  0,,, 

per tissare la posizione dei quail occorrono effettivamente 2 m parametri. Ma 
bisogna por mente che nel nostro fenomeno ~ essenziale non l 'ubicazione 
asso lu ta  degli m punti, bensl  quella re la t iva  di m - - 1  di essi al r imanente; 
per questo sono necessari 2 ( m - - 1 )  parametri  e come tall noi possiamo as- 
smnere le ~ e 0 di m - - 1  punti ~ ,  ~ . . .  ~ del cerchio. 

Complessivamente il numero degli elementi caratteristici 

2 n  + 2 n ~  l + 2 ( m - - l ) = 4 ~ n ~ - 2 m - - 3 .  

Essi devono soddisfare alle relazioni (10) e (20): 

q~ = 0 ,  2,.q.=o, 

le quali importano, come sappiamo, 

1 + 2  ( n - -  1) = 2 n - -  l 

relazioni reali tra detti elementi. 
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S i  supponga  ora ehe s iano state prefissate le portate  e le direzioni asin- 

totiche delle n vene affluenti. 

]~ sotto questa  forma del resto che si presenta  spon taneamente  da s~ 
la questione,  come in fatti si suppose  net primi due paragrafi;  si lanciano 
cio~ n determinate  vene verso una  localith dove avvengono m urti;  a regime 
conseguito qua!e ~ il eampo del moto ? 

Quindi figurano tra i dati della quest ione le n portate q,, q , . . . q , , _ ,  e 
gli angoli ~ ,  ; ~ . . .  ~,~_, (b , -~  0 per  convenzione). Le portate  q~, q , . . .  q,,, e 

gli angoli ~ ,  a , . . . .  :~,, relativi alle vene affiuenti, pifi 2 ( m - - 1 )  costanti  ~. 
e 0. da cut d ipende l 'ubicazione di m - -  i spart iacqne costi tuiscono effetti- 
vamente le ineognite del problema. 

II loro numero  

Le relazioni (10) e (20), che sole in tercedono tra queste, permet tono di 
de terminarne  2 n -  1; ne r imangono indeterminate  per tanto  2 m -  1. 

II problema quindi, net termini come ~ stato posto, st presenta indeter- 

miuato.  Precisamente si hanno  2 m - - - 1  gradi  di arbitrariet~ relativamente 
nile costauti  q, ~, ¢ e {). 

In ogni caso il numero  di questi gradi di arbitrarietfi non dipende dal 
numero delle vene, ma dipe,lde solta,lto da quello degli spartiacque. 

Nel caso particolare pot d i m - - : !  si ha quindi  un solo grado di arbi- 
trarieth, qualunque sin n ('~). 

Concludendo,  l ' integrale generale del moto prova la possibilit~ di moti 
stazionari h'a pelt liberi con pifl spart iacque; per6 a vene aitluenii con date 
portate e date direzioni asintotiche corr ispondono iniinite con[igurazioni del 
campo del moto e cio~ in intiniti modi possono tocalizzarsi gli spartiacque 
e distribuirsi il flusso helle vene uscenti. Si pub pensare che cib discenda 
dal fatto ('~) che ii moto dipende, non solo dai dati preiissati, ma anco,'a dalle 
circostat~ze precedenti  lo stato di regime. Si pub pensare cio~ che ol:igina- 
r iamente vengano lanciate le vene aflluenti, ognuna  in un dato istante. Am- 
messo che dopo un certo tempo tutte le 've~m conf lu iscano in una  stessa 
localitY, ~ plausibile ri tenere che, a regime conseguito, il moto dipenda es- 

(17). E quindi non solo per n ~ ~, ma ancora per u ~ ~; questa ~ la modificazione da farsi 
alla Memoria del CISOTTI, alla quale accenna il BoGmo (BoG~1o, p. 1119). 

(,8) U. CISOTTI, 1OC. cit. ('), p. 314. 
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senziahnente dal/ 'ordine di lancio, nel tempo, oltre che dalle portate e dalle 
direzioni asintotiehe delle vene affiuenti. 

Perei6 (riferisco integralmente le  parole del ClSOTTI(') che ben s'adat- 
tano anehe al caso generale) ((l'esame eompleto della questione esigerebbe 
(( lo studio del fenomeno dall ' istante iniziale fino allo stabilirsi del regime 
<( permanente.  Ma il problema, posto in questi termini, presenta gravi diffi- 
<( colt'~ e non si intravvede la speranza di arrivare in modo rigoroso ad una 
(~ soddisfacente risoluzione ~>. 

I1 PALATINI (la), evitando queste difiicoltfi, ha cercato con un criterio ra- 
gionevole di togliere l 'accennata indeterminazi0ne. Fermandosi  al caso par- 
t icolarmente interessante dell 'urto di due vene (n-----2, m - - I ) ,  nel quale il 
problema ammette una semplice iniinith disoluzioni possibili, egli rileva che 
]'intuizione fisica fa presumere preponderante di fronte alle alixe que]la so- 
luzione per la quale Io stato di regime permanente del fenomeno viene rag- 
giun[o con un minimo dispendio di energia: Egli cerca quindi i valori degli 
elementi caratteristici del problema pei quali !'energia del liquido b minima 
e trova che sono da ricercarsi tra quelli che rendono m i n i m a  la somma dei 
quadra t i  delie portate. 

ben plansibile cercare di applicare tale criterio energetico anehe al 
caso nostro in cui n e d  m sono qualunque. Cib facciamo nel paragrafo se- 
guente verificando, anche per questo caso pifi generale, la eondizio~e trovata 
dal PALATt~I (~0). 

(19) A. PALATINI, [OC. cir. (0. 

(e0) II P&LATINI passa  poi al la  effettiva valutazione degli elementi caratteristici.  Nel caso 
aostro pifi generale tale vatutazione si presenta in modo piuttosto scomodo e compticato; ci 
l imiteremo pertanto a r i t rovare la condizione minimizzante l 'energia.  Crediamo opportuno 
per6 di accennare ai fatto che nella nostra  questione si potrebbe lasciare arbi t rar i  a priori  
la m e le p ,  the  farebbero parte cosi degli elementi Caratteristici del problema. Pure con un 
numero maggiore di tall  elementi a priori arbi t rar i  il numero delle sotuzioni possibil i  
espresso ancora da ao '~'~-1 perch@ per le (3) e (5), 0ato ~, per ogni m compatibile con la (4) i 
valori arbi t rar i  possibili  per le p sono in numer0 finito. La condizione minimizzante l 'energia  
permette di valutare  tutt i  gli elementi cara£teristici, in part icolare la m e le p.  Si avrebbe 
cosi la soluzione del problema: lanciate n vene con portate e direzioni asintotiche asse- 
gnate, trovare il numero degli spart iacque,  q'hello delle vene confluenti in ciascuno di essi, 
le portate e le direzioni asintotiche delle vene effiuenti per cui si ha un minimo di energia. 
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§ tT. CONDIZlONE MINtMIZZANTE L~ENERGIA. 

Per apl)licare il criterio euergetieo suesposto a l nostro problema conviene 
seguire lo stesso proeedimento analitieo adoperato dal PALaTh~r. 

Sia D una regione del eampo del moto comprendente nel suo interno tutti 
gli spartiacque e tale ehe la sua immagine C sul eerehio rappresentativo sia 
un cerchio di raggio ,~ (0 <~ 1) eol eentro nell'origine. Naturalmente tale eerehio 
eomprender'h nel suo interno tutti i punti ~ rappresentativi degli spartiae- 
que 0~. Notiamo ehe la  rappresentazione eonforme non ha punti singolari in- 
terni per eui il contorno d della regione D i~ neeessariamente una eurva 
senza punti singolari. 

Basra pensa're e h e l a  sua immagine ~3 la eireonferenza c eontorno di C. 
lnoltre la regione D i~ situata tutta al finito, e quindi fin ira, del eampo del 
moto. Infatti i punti all'inlinito di questo eampo hanno per immagini i punti j,. 
del eontorno del eerehio rappresentativo; essi sono quindi eselusi da D. 

Quando si fa tendere l~ ad 1 la eireonferenza c tende al eontorno del 
eampo trasformato, eorrispondentemente la linea d tende al eontorno del 
eampo del moto e la regione D tende all'intero eampo del moto, divenendo 
quindi infinita. 

Sia ED l 'energia einetiea del liquido della regione D; sar'~ (rieordiamo 
ehe si ~ assunto eguale ad 1 la densit~ del liquido) 

ED=~-JDiW dD. 

Poieh~, per la (7) e la (15), 

d f  d f  g~ 
d z  d~ dz  

si avr'h 

dz  
d D =  - ~  dO 

' d f ~  C. a v = " a 

Sostituendo in ED otteniamo 
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Per  un  noto corollario del l emma  di GREEN, indicando con n la nor- 

male a ~ rivolta al l ' interno di C, si pub anche  scrivere 

Su o, dove ~ = 0 ei", 

e quindi  

Ne segue 

Eo=-glo~eo. 

d o = p d a ,  On Op 

2~ d 

1 '~ I "~ 9'~ d 5.. 

5". 

(3~) 

e quindi  

Calcoliamo 9 ~ sulla eireonferenza c. Dalla (N),  poiCh6 su ~ 6 

5.r ) qr = c o s  -~---~COS 5. - + i  

r icaviamo ehe su c 

I ( "!' 5." - g i  
sen 2-  - -  0 sen 

i 

e c o s  (~ - -  %) i ' 

? _ 1 Z,. q,. log i l + ~ - -  2 ? cos (z - -  z,.) l - 
2:: 

Avremo quindi 

:¢ ~2,,~ qh q~ log I + ~ - -  ~ ~ cos (z - -  qh) log 1 + ~ - -  2 ¢ cos (~ - -  

in cui 
h : l ,  2 . . . 2 n ;  k - - l ,  2 . . . 2 n .  

La (3~) si scrive per tan to  

E D - -  16=~ ~ E ' ' ¢ q h q ~  0 log l + ¢ ~ - - ~ , o c o s ( q - - z ~ )  X 

d~. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXVt. 10 
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Ora si ha (*') 

e 0 T j 0  log l -{- 0" - -  2 ? cos (~ --  o,,) log l A - p ~ - - 2 ? c o s ( ¢ - - a s )  t 

= ~ 4, =, log I + O~ 2 ~ : cos (a~, - -  a~.) I 

per cui, sost i tuendo,  

' l ED -~- - -  ~ ~,,+ q,, qi log [ -t- p' - -  2 p~ cos (¢, - -  %) i.  
t 

Poniamo ora 

a = X,. q",., ) 

b = - - "  1 20COS(% % ) I '  ! ( )2 ,,~ q,, q, log I -i- p* - -  - -  (35) 

in cui l 'apice posto al simbolo ~2~, sta ad indicare che per  le coppie di valori h, 
k si assumono le combinazioni  semplici a due a due dei numer i  1, 2 . . .  ~ n  
soltanto. Per  le (35) la ED si pu6 scrivere infine 

I l a l o g  I t 
= 02 :. 1 i - -  : 1 

.-----T-I- b , (36) 

la quale ha ]a stessa forma, della ED valutata, dal PALAT~N~ pel SUO caso. 
Si noti che a g indipendente  da p, b dipende invece da e ma r imane 

tinito anche  quando  ? tende ad I poich~, per la (13), 

O<[~,,,--~,,.l<~z per h=l=k. 
L'energia ED (liviene infinita quando p tende ad 1, perchb eosi si ha 

l 'energia di tutto il l iquido in moto. Questo r isulta evidente nella (36), anzi 
1 

per qmtnto si ~ detto ED diviene iniinita come log I - -~  soltanto. 

Fissato p < 1, l e a  e b definite dalle (35) e quindi  E~) (in tal caso finita) 
sono funzioni delle indeterminate  del nostro problema.  

Perci6 ED ~ minima per quei valori delle indeterminate  pei quail b nulla  
la variazione I. a di ED, pei quail  ciob 

1 
4- ,~b = 0  a .  log I - -  ~'~ ' 

(sl) A, PALATINI, Ioc. cit. ¢,4;, p. i~56. 
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od anche  
3b 

3 a +  - - - ~ 0 .  
log 1 - -  ~0- 

I 

Se a s s u m i a m o  D suf f ic ien temente  g r a n d e e  quindi  t~ abbas t anza  vicino 
ad  1, poichb b t es ta  finito ai t ende re  di ? all 'unitfi, si pub  s e m p r e  fare in 

8b 
modo  che il t e rmine  - -  diventi  t rascurabi le  di f ronte  a ~ a. 

1 
log I - -  ~ 

Ne segue c h e l a  condizione minimizzante l'energia b da ta  da 

S a g O ,  

ossia, pe r  la 1. a delle (35), da 

od anche ,  poichb 

sono dati  del p rob lema,  

~,. q,.~ ~ 0, 

q~, q~ . . .  q~,,_, 

+ ql + . . .  ÷ = 0 

Poichb infine il differenziale secondo  di a 

e ssenz ia lmente  posit ivo,  se ne conc lude :  i valori degli elemeuti caratteri- 
stici vhe rendo~w min ima  I' energia del liquido in  moto sono tra quelli the ren- 
dono min ima  la somma de~ quadrati  delle portate. 

Milano, luglio 1916. 
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