Optimale Versuchspline
bei zweifach klassifizierten Beobachtungsmodellen
Von V. KUROTSCHKA 1)

Zusammenfassung. Bei Beobachtungsmodellen der Form
Yp=p+oa+B,+Zy (i=1,..,N; j=1,.. M, k=i..,n)

mit Beobachtungsbeschrinkungen durch Vorgabe von

M N
no=yn; (i=1..,N) wnd n;=Yn; (=1.,M)
i=1 i=1

iz
. . * By R L . . N .
werden die Versuchspline <n¥ := ——L} als einzige optimale nachgewiesen, d. h. sie¢ minimieren die
i n g

Verallgemeinerten Varianzen der besten Schitzfunktionen fiir die unbekannten Parameterklassen
{ou:}, {B;} bzw. {p,a;, B} und maximieren gleichmiBig die Gutefunktionen der entsprechenden F-Teste.
Als optimale Versuchspline bei gewissen schwicheren Beobachtungsbeschrinkungen ergeben sich
Spezialfille von {n}}.

1. Problemstellung und Ubersicht
Bei zweifach klassifizierten Beobachtungsmodellen der Form
K1k=ﬂ+al+ﬁj+zuk (i-—':l,...,N; j=1,...,M; k=1,...,nij), (11)

wobel

u, o, B; unbekannte interessierende Konstanten (Parameter)

Ziy unabhingige normalverteilte ,Fehler“ mit E(Z;;) = ound Var (Z;,) = ¢
und

die BeobachtungsgréBen sind,

2

Y.

ijk
bestehen in der Praxis hiufig folgende Beobachtungsbeschrinkungen:

Zu fest vorgegebenen natiirlichen Zahlen
n; (Beobachtungsumfang in der 7’ten Gruppe der einen Klasse),
n; (Beobachtungsumfang der j’ten Gruppe der anderen Klasse) und
n (Gesamtbeobachtungsumfang) mit

N M

Lmo=Yn;=n

i=1 j=1
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soll gelten:

N M
Ymi=n;=1...,M) und Yn;=n(i=1..,N) (1.2)
i=1 j=1

J
und infolgedessen
N.M
Y n;=n.
i,j=1

In dieser Arbeit wird untersucht, wie man durch geeignete Wahl der n;; unter
den Bedingungen (1.2), oder kurz des ,,Versuchsplanes {n;;}“, die statistischen Aus-
wertungen von (1.1) moéglichst giinstig gestalten kann, d.h. wie man ,,optimale*
Versuchspliane {n;;} sinnvoll charakterisieren kann und wie solche Versuchsplane
im einzelnen aussehen.

Die interessierenden Aussagen bei diesem Modell (1.1) sind Schitzungen aller
sinnvollen [ SCHEFFE, S. 13ff.] Linearkombinationen der Gesamtheit der Parameter
q:= {u,%;, B;} und damit insbesondere auch der einzelnen Teilklassen o := {«;}
und §:= {f;}, sowie Entscheidungen iiber die Hypothesen H, und H,,welche die
Gleichheit der Einfliisse der durch i bzw. ,j gekennzeichneten Klassen be-
schreiben. Dabei werden die nach der Methode der kleinsten Quadrate gewonne-
nen erwartungstreuen Schitzfunktionen mit kleinster Varianz und zum Testen
der Hypothesen H, und H, die in der Varianzanalyse entwickelten, unter gewissen
Gesichtspunkten optimalen F-Teste (bzw. y2-Teste, falls 6% bekannt ist) verwendet.
Deshalb erscheint es verniinftig, diejenigen Versuchsplidne {n;} als vorteilhaft
auszuzeichnen, welche die obigen Verfahren in Abhangigkeit des Versuchsplanes
optimieren, d.h. welche die Verallgemeinerten Varianzen der Systeme der be-
trachteten Schitzfunktionen minimieren, bzw. die Giitefunktionen der zugrunde
gelegten Teste gleichmiBig maximieren.

Dabei stellt es sich erfreulicherweise heraus, dall die Versuchsplidne der Form
{n;‘;:: -'l'afaL}, die eine einfache Berechnung der interessierenden Schitz- und
TestgroBen ermoglichen [KENDALL, STUART, S. 17], allen diesen Optimalitits-
forderungen geniigen und in diesem Sinne die besten sind. Auf Schwierigkeiten
wegen der mdglichen Nichtganzzahligkeit der n¥ wird im Abschnitt 5 (wo ein
erweitertes Beobachtungsmodell eingefiihrt wird) eingegangen. In Abschnitt 6
werden Optimalititsaussagen iiber Versuchsplidne bei schwicheren Beobachtungs-
beschrinkungen als (1.2) gemacht.

Bereits 1943 hat WALD die oben beschriebenen Optimalititskriterien fir Ver-
suchspline bei allgemeinen linearen Modellen angefithrt. Die Forderung an
Versuchspline, die Giitefunktionen von F-Testen fiir lineare Hypothesen in allen
unbekannten Parametern gleichméBig zu maximieren, erschien ihm aber als un-
durchfithrbar. Er schlug nach einer genaueren Motivierung als ,,KompromiB*
vor, diejenigen Versuchspline als ,effizient zu bezeichnen, welche die Verall-
gemeinerte Varianz der besten erwartungstreuen Schitzfunktionen fiir die un-
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bekannten Parameter minimieren,und zeigte, dal die Lateinischen, die Lat..nisch-
Griechischen und analoge hoéher klassifizierte Versuchsanordnungen ,effiziente”
Versuchsplidne sind. Weitere Untersuchungen {iber optimale Versuchspldne bei
linearen Modellen und insbesondere bei Regressionsmodellen sind dann in einer
Reihe von Arbeiten von verschiedenen Autoren angestellt worden. Eine umfang-
reiche Literaturiibersicht findet man z. B. in KARLIN und STUDDEN, KIEFER [1958;
1959]. Die vorliegende Arbeit ist unabhéngig davon auf eine Anregung von Herrn
Professor Dr. D. MORGENSTERN entstanden. Fir diese Anregung und fiir viele
wertvolle Ratschlige, sowohl in bezug auf den Inhalt als auch auf die Form der
Darstellung, schulde ich Herrn Professor Dr. D. MORGENSTERN sehr gro3en Dank.

2. Optimalitétskriterien fiir Versuchspline

Wegen der besseren Ubersichtlichkeit und der einfacheren Anwendung der
allgemeinen Theorie der linearen Modelle ist es zweckméBig das Beobachtungs-
modell (1.1) in Vektorform zu schreiben und dabei im Gegensatz zu der iblichen

N M
Normierung ,, Y, o; = 0 und Y, f; = o* die Normierung .0y = o und fi,, = o*
i=1 i=1

zu wihlen, die der Auswahl der folgenden Maximalsysteme schétzbarer Funktio-
nen der interessierenden Parameterklassen q:= (u,01,...,08B1s---5Buy), 1=
(oty,...,a5) und f:=(By,...,Bsn) entspricht: p:= (u + oy + B0ty — 0y, ...,
ay—1 =% B1—Bus s By 1= By) =:1(myaq, ... ay_ 1, by, by o) a=(ay .
ay_) bzw. b= (by, ..., bp_4).
Setzt man
y:: (Ylll’ teey Ylln“’ Y121’ AR ] Y12n127 Y1317 e ey YNMnNM)’
z:=(Z1115 - s Loy nnar) >

so erhilt man durch Vergleich von (1.1) und y = Bp + z die Koeffizientenmatrix
B dank der gew#hlten Normierung in besonders einfacher Gestalt (s. Schema auf
néchster Seite).

Auch die Hypothesen {iber die Gleichheit der Einfliisse der einzelnen Klassen
lassen sich sehr einfach formulieren durch:

Hi:a=0 und Hy:b=o

Die hier interessierenden Veraligemeinerten Varianzen V,, ¥, und V, der erwar-
tungstreuen Schitzvektoren mit kleinster Varianz p = p(y) fiir p,d = d(y) fiir
a bzw. b = b(y) fiir b sind definitionsgemiB gleich den Determinanten der Ko-
varianzmatrizen K ; von p, K; von @ bzw. K; von b, also

V,:=detK; V,:=detK; V,:=detK;.
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Ry + Mgty Figy + Nap + Npp ot Ay

-

1.1 1.1 ..1.1 1.1 1..1.1.1.. 1.1 1
1..1 1.1 1.1 1..1 0.0 0..0 0.0
0 0..0 0.0 1..1 1.1 N
0.0 0.0
. N-1
0..0 0..0 0..0 0.0 °0...0
B=|[1..1 0.0 0.0 0.0 1.1 0.0 0.0 +
1..1 0.0 0..0 1...1
0..0 . 0..0
M-1
0..0 0..0 0.0 0.0 . . . . . .
0..0 0.0 1.1 0.0 0.0 0.0 0.0 N+M—1

Fithrt man noch die Giitefunktionen E,(¢) und E,(y) der F-Teste*) ¢ und y
zum Priifen der Hypothesen H, bzw. H, zu einem beliebigen,aber festen Niveau
a ein, so lassen sich folgende Optimalitatseigenschaften fiir Versuchsplane {n;;}
definieren, wenn man beachtet, daB alle eben eingefiihrten Gré8en vom Versuchs-
plan {n;} abhingen:

Definition 1.
Ein Versuchsplan {n}} soll Determinanten-optimal heiBen bzgl.
a) des Parametersystems p, oder kurz D ,-optimal, wenn
V({nf}) = {inf AR
n; 5}
b) des Parametersystems a, oder kurz D, -optimal, wenn

Va({"i"}}) = (lng Va({nij})y
¢) des Parametersystems b, oder kurz D,-optimal, wenn
Vo({nl}) = (ing Vo({m;}) .

Der Kiirze wegen soll ein Versuchsplan D-optimal genannt werden, wenn er alle
diese Eigenschaften a)— c) besitzt.

*) Hier ist unterstellt worden, daB die Varianz 6? im Modell (1.1) nicht bekannt ist. Bei bekannten o2
sind die F-Teste durch die entsprechenden yx*-Teste zu ersetzen. Alle Ergebnisse und SchluBweisen
bleiben bei dieser Ersetzung, wie man leicht verfolgen kann, giiltig.
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Definition 2: Ein Versuchsplan {n}} soll gleichmiBig optimal heiflen bzgl.

a) der Hypothese H, oder kurz G,-optimal, wenn
E,o({n}}) = sup E,0({n;;}) fiiralle aeR""',
{mis}
b) der Hypothese H,, oder kurz G,-optimal, wenn
Ey({n}}) = sup E,¥({n;;}) fiiralle beRM"1.
{ni;}
Versuchspline, die sowohl G,- als auch G,-optimal sind, sollen G-optimal genannt
werden.

Obwohl die Optimalitétskriterien fiir {n;;} bei speziell ausgewihlten Maximal-
systemen schitzbarer Funktionen p = p(q), a = a(a) und b = b(f) formuliert
wurden, héingen sie von dieser speziellen Auswahl nicht ab, d. h. die D -, D,- und
D,-optimalen Versuchspldne minimieren die Verallgemeinerten Varianzen belie-
biger Maximalsysteme der entsprechenden Parameterklassen ¢, « und B, wie
folgender Hilfssatz zeigt:

Hilfssatz 2.1:

Die Verallgemeinerten Varianzen von beliebigen maximalen Systemen schitz-
barer Funktionen der Parameter y, «;, B; unterscheiden sich von ¥, nur um einen
von dem Versuchsplan {n;;} unabhingigen Faktor.

Beweis:

Ist p* = p*(q) ein weiteres Maximalsystem von schitzbaren Funktionen der
Parameter p, a;, B, so folgt aus der Tatsache, daB die schitzbaren Funktionen des
Modells (1.1) linear in den m, a;, b; sind, nach den Rechenregeln iiber lineare Basis-

transformationen, daBl p* = Tpist mit T eindeutig bestimmt, det T+ 0 und T
unabhingig von {n;;}. Den Beweis vervollstindigt die Bezichung:

Ve = det K = det (T'K,T) = (det T)? - det K; = (det T)? V.

Ein entsprechender Hilfssatz fiir die Teilsysteme a und b 148t sich analog be-
weisen.

Die Definition der G-Optimalitdt von {n;;} ist offensichtlich unabhingig von
einer speziellen Normierung des Modells.

3. Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir optimale Versuchspliine

Um handliche Kriterien fiir die Berechnung von optimalen Versuchsplinen
zu erhalten, werden die folgenden vier Hilfssidtze bewiesen, welche zeigen, wie die
fiir die Optimalititseigenschaften relevanten Gréf8en vom Versuchsplan abhingen:

Hilfssatz 3.1:
Es 148t sich ¥, = V,({n;;}) darstellen in der Form:
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0.2(N+M—-1) 2(N+M—1)

V = = ,

’ <f[ln,~'>detHM_1({nij}) (ﬁ" >detHN 1)

Jj=1

mit
& nihyj .y
HM_I({nU}):= nJ(S”;—Z —}./leL ],] = 1,...,M_1
und entsprechend
M
HN_l({nij})Iz <<ni.5ii:— Z —L’l.) i,i,= 1,...,N—1>,

insbesondere gilt also

det Hy_, ({n;}}) = <5—det Hy_, ({n;;}).

Beweis:
Es gilt nach der allgemeinen Theorie der linearen Modelle:
) L 0.2(M+N—1) 0.2(M+N—1)
= ! - i V = =
K; = ¢*(B'B) und somit ¥, (BB Gt d

Die Matrix A:= B’B 4Bt sich in diesem Fall besonders einfach ausrechnen.
Das Element a,(r,s = 1,2,...,N + M —1) aus A erhélt man, wenn man in der
r-ten Spalte von B die Einsen in allen denjenigen Zeilen aufaddiert, in denen auch
in der s-ten Spalte Einsen stehen. Wegen der Symmetrie von B'B = A braucht man
das nur fiir r < s durchzufiithren und erhélt so:

-

n y ..., My-1, My My
ny n, 0...0 Aig- oo Myproyq
0. .
‘0
A= ny_y 0....0ny_4 Ay—q1 - ByoiM—1]
n, Pigeon-. Ay_1 n;0..0
0.
~.0
PM-1 Mim—1--MN-1M-1 0...07ny

woraus sich durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen ergibt:

(. 65))  ((ny) ) i =1,..,N

detd = de t< () ;0] JJ =1,...M—1.
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Benutzt man zur weiteren Vereinfachung von det A die Formel *):

EF\ _ et
det(c D>—det(E) det(D—-CE™'F),

so erhilt man

det A = d ZN nyy i =1,.,N
= s JYV O — i i > ’ ’
o et((nl'(s” )”)det ((n'jau i=1 ni. >jj’> j’jl = 1, feey M-—1.

N
= ( I ni.> det Hy,_ ({n;;}), was die erste Darstellung von ¥, beweist. Eine analoge
i=1

Umformung zum Beweis der zweiten Darstellung eriibrigt sich wegen der Sym-
metrie des Modells (1.1) in ,,i* und ,j“

Hilfssatz 3.2:
Die Verallgemeinerten Varianzen V, und ¥}, lassen sich durch folgende Formeln

beschreiben:
O.Z(N—l) O.Z(M—l)

V=—-————— und V= ——or .
det Hy_, ({n;;}) * 7 det Hy_ ({n})
Beweis.
Setzt man K; = 624~ = :((c*a™)r,s = 1,...,N + M —1), dann ist
V, = det((¢?a™)r,s = 2,...,N).
Da nach den Berechnungsformeln [ GANTMACHER, S. 20] fiir Hauptminoren
inverser Matrizen gilt:

_ det((a,)r,s=1L,N+1,.... N+ M-1)

det((a™)r,s = 2,...,N)

det A
und nach Definition von A~ !:
n TN SV
n, n;0...0
0"
L o
det((a,)r,s=1,N+1,....N + M —1) =det | R = []n;
. Co =1
-
VI ( R On
folgt
M
g2N-1 -H1 n; G2 1)
— S2(N-1) rs — — j= -
V,=0 det((a™)r,s = 2,...,N) Joid detHy {n)

aus Hilfssatz 3.1.

*) Vgl. z. B. SCHEFFE, S. 405, II 17 (die dort angegebenen Voraussetzungen iiber die Teilmatrizen
E, F, C und D sind hier erfiillt).
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Fiir V, gilt die Behauptung wegen der Symmetrie in a und b.

Bezeichnet man mit 6%({n;;}) und 62 ({n;;}) die Nichtzentralititsparameter der
F-Verteilungen der TestgroBen der F-Teste zur Hypothese H, bzw. H,, so 1aBt
sich folgendes Kriterium fiir G,- und G,-optimale Versuchspline formulieren:

Hilfssatz 3.3:
Ein Versuchsplan {n}} ist genau dann G,-optimal, wenn
82({n¥}) = supd;({n;;}) firalle aeRV"1,

{niz}
bzw. G,-optimal, wenn
62 ({n}}) = supoi({n;}) firalle beR™ ',
{nij}
Beweis:
Fiir die F-Teste ¢* bei {n}} und ¢ bei {n;} zum Priifen der Hypothese H,:
a = 0gegen H,: a + 0zum gleichen Niveau a erhilt man die kritische GroBe k aus:

Fy_tm-n-m-1(k)=1—a,
so daB fiir die Giitefunktionen der betrachteten Teste gilt:

Ea((P*) =1 —Fy_ 1,n-N-M+ 1,55((;.:,»})(")
und

E,(¢) =1-Fy_ 1,n—N—M+1,6§({n.-j))(k) .

Man sieht, dafl diese nur iiber die Nichtzentralititsparameter vom Versuchs-
plan abhdngen und im Nichtzentralitdtsparameter isoton sind, denn die Familie
der nichtzentralen F-Verteilungen {F,, ;:(x);6* € R*} hat [LEHMANN, S. 314;
WITTING, S. 84] einen monotonen Likelihoodquotienten in x, woraus folgt [ LEH-
MANN, S. 74, Lemma 2(ii); WITTING, S. 86, Satz 2.31c], daB fiir 67 > 63 stets
Fymst (x) < Fyps3(x) mit F,,, 52(x) F F, . 5(x) ist. Beachtet man noch die Gleich-
miBigkeitsaussage in dem Parametersystem a, so erhilt man daraus bereits das
behauptete Kriterium. Entsprechend uberlegt man sich die Aussage iiber die
G,-Optimalitit.

Hilfssatz 3.4:
Die Abhiingigkeit der Nichtzentralititsparameter 62 und 62 von dem Versuchs-
plan {n;;} driickt sich in der Form aus:

o’ 53 = ¢’ 53({’1:',’}) = aIHN—l({nij})a
und
0?07 = a*8;({n;;}) = b'Hpy 1 ({mi})b.
Beweis:
Die Nichtzentralititsparameter 6> und 67 lassen sich am einfachsten nach der
folgenden Formel [ MORGENSTERN, S. 211] berechnen:
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n s 2
6?65 = Min ) <Z cvi(p,.—p?)> . (3.2)
peLpgv=1\i=1

Dabei bedeutet hier ,pe Ly im Fall H = H,, daB in p = (m,a,,...,ay_1,
by,...,by_,) die Komponenten a; Null gesetzt werden. Die Koeffizienten c;
i=1,..,N+ M—1=:s5;v=1,...,n) entsprechen den Koeffizienten der Ma-
trix B und die Parameter p; den Komponenten des Vektors p, wihrend der obere
Index ,,°“ die ,wahren“ Parameter auszeichnen soll. Damit nimmt die Formel
(3.2) fir H,: a = 0 die folgende Gestalt an:

M N
25a0— Min Z Z"ij(m+ai+bj—m°——a?—b?)2,

{pa;=0}j=1i=1

Der Ausdruck

Me
M=

S,: =

n;(m + b;—m®—al —b9)? (3.3)

1i=1

j
nimmt als positive Summe voneinander unabhéngiger Quadrate genau ein Mini-
mum an. Deshalb sind die Bedingungen

oS, 08, .
Ep =0 un ab, =0, j=1,..M-1
notwendig und hinreichend fiir das Eintreten des Minimums und besagen:
N-1
m+b;=m’+bf Z——J—a j=1,1,...,M—1,
i=1 " j
N-1 n
m= mO + Z iM aO.
i=1 MM

Diese M Gleichungen eingesetzt in (2.3) ergeben nach Formel (2.2)

N—-1 2

2= ¥ n,]< S Moy g a?)
i=1i=1 i'=1 M.

M N—1 N.M N—-1

nu<_2 7"“) -2 Z i Z

4 .j i,j=1 f==

M
n, a2 3,

i,i'=1 1

I

N-1

20d0 4 ZM
Zéna

1i,i'=1 -

1
<5ﬁ,n,~.— Y —'Jn—'L> ada} also ¢26% =a” Hy_, ({n;})a°.
=1 Ny
Wegen der Symmetrie in a und b gilt die entsprechende Form fiir §2.
Aus diesen Hilfssitzen folgen*) nun unmittelbar fiir die weiteren Berechnungen
wichtige Kriterien fiir optimale Versuchspléne.

*) Als Nebenergebnisse erhilt man fiir die Kovarianzmatrizen K, und Ky wegen 6252 = a'K; 'a
und ¢28% = b Ki ' b die folgenden Formeln: K; = Hy!, ({n;}) und K5 = Hy'  ({n,}}).
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Satz 3.1:
Ist ein Versuchsplan {n;;} D,- oder D,- oder D,-optimal, dann ist er bereits
D-optimal; dafiir ist notwendig und hinreichend, daf3
det Hy_, ({n};}) = supdet Hy_, ({n;;})
{nij}
oder
det Hy_ ({n;;}) = sup det Hy,_, ({n;;})
{niz}
Satz 3.2:
Ein Versuchsplan {n};} ist genau dann G,-optimal, wenn
dHy_ ({n:;}) a=supaHy_({n;})a
fnij}
und entsprechend G,-optimal, wenn
b'Hy_({n;})b =supb Hy_({n;})b.
{nij}
Es 148t sich jetzt auch sehr einfach eine Beziehung zwischen D- und G-optimalen
Versuchsplidnen herleiten, die spiter einen einfachen Nachweis der D-Optimalitit
ermdglicht:

Satz 3.3:
Ist ein Versuchsplan G,- oder G,-optimal, dann ist er auch D-optimal.

Beweis:

Die Behauptung folgt aus Satz 3.1 und Satz 3.2 sofort nach bekannten Bezie-
hungen zwischen quadratischen Formen und den Determinanten der dazugehd-
rigen Matrizen oder aus der folgenden Integralbeziehung:

[ exp{—a'Hy_({n;})a} da=const.{det Hy_,({n;})} %,
RN-1

die bekanntlich fiir beliebige positiv definite Matrizen H gilt.

4. Existenz und Eindeutigkeit optimaler Versuchspliine

Um erste Anhaltspunkte iiber optimale Versuchsplidne zu erhalten, kann man
zur Maximierung der interessierenden Determinanten und quadratischen For-
men unter den Nebenbedingungen (1.2) die Methode der LAGRANGEschen Fak-
toren zu Hilfe nehmen und fiir den Augenblick die Forderung der Ganzzahligkeit
der n;; aufgeben, was nur dann fiir den Versuchsplan Konsequenzen hat, wenn
die daraus ermittelten Bedingungen seine Ganzzahligkeit gefahrden. Dieser Fall
wird im Abschnitt 5 noch niher besprochen.

Nimmt bei der obigen Annahme die Determinante von Hy - ({n;;}) unter den
(,,reduzierten”) Nebenbedingungen

N M N,M
Yony=n;G=12..,M=1),Y n;=n.(=12..,N=1), ¥ n;=n
i=1 i=1

J iLj=1
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ein Maximum an, dann muB fiir die GroBen n;; und gewisse Konstante A;(i =
L...,N=1), ;G =1,...,M—1) und x gelten:

d N-1 M M~1 N

3 [det Hy({ny}) + Z j-i(Z "ij‘"i-) + Z ﬂj(Z nij_n-j>

Mg i=1 j=1 j=1 i=1
N,M

K< ' nij—n)] ~0 @1)
i,j=1

fiir alle p = 1,...,N und alle ¢ = 1,...,M und die Nebenbedingungen (1.2).
Die dabei auftretenden partiellen Ableitungen von det H,,_, ({n;;}) erhdlt man
folgenderweise: Setzt man

N
n;; Ny
— -y S
hjji=mn;8;;

i=1 n;.

>

dann ergibt die Kettenregel der Differentiation nach #,, <£_) =L ’N) :

=1,....M
odet Hy _ ({n;}) _ Mil ddet Hy_  ({ny}) _Oh
Oyg hi=1 Ohjy 0Ny
Sei H ;; das algebraische Komplement von h;;,dann gilt
wegen ddet Hy  ({n;;}) — H.. weiter: ddet Hy _, ({n;;})
Oh,, # on,,
N n..n.
_ o\n;é,,— )y —— -
M-1 o ( JY i; n;. ) B M-1 H. npjéjd + np] 510
= oL T on Z e "
Bhi=1 pa =1 o
M_1 Nyi0pa - n,:.o; M1
= ) —Hy A== Z Hjj —2=e = ZHTfL"‘ZHn
=1 Ny, = . i=1 p. =1 .
M-1 n.
= __2Hjo__ﬂ’
ji=1 n,,

wenn man die Symmetrie der Matrix (H;;)j,j’ = 1,..., M —1) beachtet.
Damit erhilt man fiir das Gleichungssystem (4.1) das Gleichungssystem

Mt n,; p=1,.,N-1
— . _EL = ’ ’
20 HigSft 4 dp et k=0 M
M-1
_ Ny - (p=N)
2 ) Hiome tHat %=0 6=1,..,M—1
A+ k=0 p=1,.,N-1
(6 = M)
k=0 (p = N)
(c = M),

so daB sich die Bedingungsgleichungen reduzieren zu:
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" H. Dei p=
2 Hio 2t = s o=12.,M-1 (4.2)
und die Gleichungen der Nebenbedingungen.

Das Gleichungssystem (4.2) ist 4quivalent mit

Ny (e _Mei\_g PP =12..N
2 Hy =0
j=1 n o = 1,2,.‘.,M—‘1

P, P’
Dieses Gleichungssystem wird von GroBen n, ; gelost, fiir die
i:lel——”e-'f- =Ofiiralle p,p’ = 1,...Nundj = 1,...M—1 gilt. (4.3)
p. (8
Aus (4.3) folgt fir die Werte n;; nach Ausnutzung der Gleichungen iiber die
Nebenbedingungen

" = lnlqur allei=12,..,Nundallej=1,2,...M.

i

Diese Losung {n;;:= n,-,n i 4 ist auch die einzige der Bedingungsgleichungen
(4.2), die fiir ein Maximum von det Hy,_,({n;;}) in Frage kommt, denn es ist

sup det Hy_ ({n;;}) > sup detHy_({n,}) = det Hy_,({n;}) > 0
{nijeR} {nije N} nijeN

d. h.
fiir maximierende GroBen n;; ist die Matrix Hy, _ ({n;;}) nicht singuldr und mit
ihr auch die Matrix ((H;;)jj’ = 1,...,M—1) der algebraischen Komplemente
ihrer Elemente. Das Gleichungssystem (4.2) besitzt also fiir diesen Fall genan
eine Losung, ndmlich die triviale (4.3), d. h. {n}} ist das einzige System, das den
entwickelten Bedingungen fiir das Maximum von det Hy_; ({n;;}) geniigt.

Vollig analog dazu lassen sich auch fiir ein System von Extremalwerten {n}
der quadratischen Form & Hy - ({n;;}) a die LAGRANGEschen Gleichungen auf-
stellen. Diese reduzieren sich zu dem folgenden System:

N=l/p
Z(—i—n"’ )a,-a,,=0 p=1,....N—-1; o, =1,....,.M), (44

i=1 \ e .o’
nn; i . i oy
das ebenfalls <n¥:= '—lﬁ_]— als Losung besitzt, und zwar fiir jedes ae R~ !, wie

es im Hinblick auf die G,-Optimalitit interessiert.

Auch hier gilt: {n¥%} ist das einzige System, das die Gleichungen (4.4) fiir alle
acRM~1 16st. Denn ein System {n;;}, welches das Gleichungssystem (4.4) fiir alle
a ¥ 0 15st, muB (4.4) insbesondere fiir jedes a*’:= (0,...,0,4,,0,...,0) & O(p =
1,...,N—1) 16sen. Fiir ¢ reduziert sich aber das Gleichungssystem (4.4} zu:

Loo Moo 0 (p=1,.,N=1; 6,0’ = 1,... M),
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was zusammen mit den Nebenbedingungen (1.2) besagt, daB die Form {nf} fiir
eine Losung von (4.4) fiir alle a” £ 0(p = 1,2,...,N—1) und erst recht fiir alle
acR¥~! auch notwendig ist.

Die Symmetrie der Losung {n¥} in i und j eriibrigt die analogen Betrachtun-
gen fir b H,, _ 1({nij})b

Sind die GréBen " figr allei =1,...,Nundallej = 1,...,M ganze Zahlen,

so stellt {n¥} einen Versuchsplan des Modells (1.1) dar. Fiir diesen lassen sich
die aus den obigen Uberlegungen vermuteten Optimalititseigenschaften be-
weisen:

Satz 4.1:
Ein Versuchsplan der Form {n}} ist G-optimal und damit D-optimal und auch
der einzige, der diese FEigenschaften hat.

Beweis
Nach den eben gewonnenen Ergebnissen*) geniigt es zu beweisen, daB fiir
alle Versuchspline {n;;} und alle Parameter a + 0 die Ungleichung

62 ({ny}) < 82 ({m}) (4.5)
gilt,und zwar mit dem Gleichheitszeichen genau dann fiir alle
a # 0, wenn {n;} = {n¥}.

Diese Ungleichung (4.5) ist mit jeder der folgenden dquivalent:

o Hy (e < o Hy ()

i ( _1_L> aa (6,-,~n p MJLIL) aa;
= ji= Jj i,i'=1
N- M N-1
Z z l!nl l aial 2 Z nl.:i'. alal
i,i'=1j= ii'=1
1

N- 2
< n;. ai> (4.6)
i=1

und diese mit der Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ

PESIEE E @

=1 j= =1

wenn man setzt:

xji=+/n; und y;:= T Z n;a;.
Joi

*) Vgl. auch Hilfssatz 3.3 und Satz 3.3.
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Da das Gleichheitszeichen in (4.7) genau dann steht, wenn ein 4 # O existiert
mit x; = Ay; fiir alle j = 1,..., M, tritt das Gleichheitszeichen in (4.6) und somit
in (4.5) genau fir die n;;(i = 1,...,N;j = 1,...,M) ein, fiir die

n.j__T/—_—T z nua(l#:o)’.]_l

i=1

also
= Z Z—ai fiir alle @ + O und alle j = 1,2,..., M erfiillt ist.
Diese Bedingungen fiir die GréBen n;; lassen sich auch in der Form schreiben:

N-1
Z Dy My a; =0 hi=1...,M
i=1 \h; hy

Da dieses Gleichungssystem fiir alle ae R¥™! gelten muB, also nur {n}} als
Losung besitzt, ist auch die Eindeutigkeitsaussage bewiesen.

5. Modifiziertes Beobachtungsmodell mit nichtganzzahligen Versuchsplinen

Wie bereits im Abschnitt 1 erwdhnt wurde, besitzen die Versuchspline {n
den Vorteil, daB sie im Gegensatz zu anderen Versuchsplinen {n;;} eine bequeme
Darstellung der interessierenden Schitzfunktionen fi(y), &,(y), ﬁj(y) der unbe-
kannten Parameter p, o, f; ermoglichen. Es gilt [ScHEFFE, S.119] ndmlich bei

{nf}:

A 1 . 1 1 .
.U(Y)—-—n—Y...,“i(Y)—'ﬁ:K..—;;Y... und (i=1,...,N)
a 1 1 ,
ﬂj(Y)=-n—Y,-.——n—Y... (G=1.,M).

J
Man sieht, daB alle Schitzfunktionen nur iiber die aggregierten Grofien Y;; von
den Einzelbeobachtungen Y;; abhingen. Das bietet einen Ansatzpunkt zur Inter-
pretation der Versuchsvorschrift fiir den Fall, daB3 die GroBen n; keine ganzen
Zahlen sind:
Man kann Y;; als Gesamtbeobachtung in der Zelle (i,j) deuten und {n;;} anstatt
als Anzahl der Einzelbeobachtungen(-versuche) einfach als Menge der Versuchs-
substanz (des Beobachtungsmaterials) in der Zelle (i,j), was keine ganze Zahl zu
sein braucht, wie z. B. bei Gewichten, Flichen, Massen usw. Diese Uberlegung
veranlaBt den Ubergang vom Modell (1.1) zu dem folgenden, das durch Summa-
tion iiber k entsteht:

),ij. = n,j(# + ai + B]) + Zij. (i - 1,-.-,N; j = 1,...,M) (5.1)

Man iiberzeugt sich sofort (z. B. durch das Aufstellen der Normalgleichungen zu
(1.1), bzw. der Formel (3.2)), daB die Verallgemeinerten Varianzen des Systems
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von Schitzfunktionen m(y), 4,(y), Ej( y) sowie die Nichtzentralititsparameter zu
H, und H, des Modells (5.1) mit denen des Modells (1.1) iibereinstimmen*).
Damit sind aber auch die Optimalititsforderungen an die Versuchspline fiir beide
Modelle identisch. Da aber im Modell (5.1} auch nichtganzzahlige GroBen-
systeme {n;;} einen Sinn haben, also Versuchspline darstellen, 18t sich der Satz
4.1 fir das Modell (5.1) verschirfen und man erhilt:

Satz 5.1:
Fiir das Beobachtungsmodell

Y =n;u+o; + )+ Zy; i=1L..,N;j=1,...,M),

bei dem
Y, die Gesamtbeobachtung in der Zelle (i,j),
wo,f; die unbekannten Einfliisse der Zelle (i, j) pro Mengeneinheit der
Beobachtungssubstanz,
n;; die Menge der Versuchssubstanz in der Zelle (i, ;) und

unabhiingige normalverteilte ,,Fehler mit E(Z;;) = 0 und
Val’ (Zl].) - nijO'Z

darstellen, existiert bei allen Beschrinkungen des Beobachtungsmaterials der
Form (1.2) stets ein gleichmdBig bester Versuchsplan und nur einer, namlich
{n¥}. Der Versuchsplan {n}} ist auch der einzige D-optimale Versuchsplan
dieses Modells.

Dieser Satz und das Model! (5.1) heben aber die Schwierigkeit nicht auf, die ent-
steht, wenn das Beobachtungsmaterial diskret, d. h. n;; tatsichlich die Anzahl von
Versuchen darstellt, und die nf; nicht alle ganzzahlig sind. Fiir diesen Fall bietet
der Satz 4.1 nur einen Anhaltspunkt fiir eine gute Versuchsplanung: Man kann
z.B. etwaige Rundungen an nf im Einklang mit den Nebenbedingungen (1.2)
vornehmen. Diese ,approximativ besten” Versuchspldne stellen aber ,ebenso-
wenig EinbuBe an Giite” des Verfahrens dar, zumindest fiir groBe Werte nf, wie
diejenigen, die im kontinuierlichen Fall entstehen, wenn man allzulange Dezimal-
zahlen rundet. Fiir kleine Werte nf; kann man sich durch , Probieren” helfen,
d. h. z. B. durch Aufstellen eines geeigneten Programms fiir elektronische Rechen-
maschinen, das D-optimale Versuchsplidne, die ja trivialerweise stets existieren,
ermittelt, indem es diejenigen der endlich vielen GroBensysteme {n;;} bei Neben-
bedingungen {n;,n ;} aussortieren 148, fir die der Hy_, ({n;;}) den groBten Wert
annimmt. Dabei kénnen mehrere D-optimale Versuchspline auftreten, wihrend
ein gleichmiBig optimaler Versuchsplan iiberhaupt nicht zu existieren braucht.

Fiir die Situationen mit schwicheren Beobachtungsbeschrinkungen, wie sie
im nichsten Abschnitt 6 behandelt werden, iibertrégt sich alles oben Erwihnte
wortlich.

*) Man beachte, daB der Nenner der TestgroBe bei dem Modell (5.1) anders ist als bei dem Modell
(1.1), was aber die hier interessierenden Fragestellungen nicht beriihrt.
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6. Optimale Versuchspliine bei schwicheren Beobachtungsbeschrinkungen

Die eben gewonnenen Ergebnisse lassen sich auch auf Situationen iibertragen,
bei denen die Beobachtungsbeschrankungen schwicher sind als die anfangs for-
mulierten. Die praktisch interessanten Fille, die nur durch Vorgabe von {n;}
oder {n;} oder iiberhaupt nur durch Vorgabe des Gesamt-Stichprobenumfangs
n gekennzeichnet *) sind, lassen sich folgendermaBen behandeln:

Da {n}} fiir jede Vorgabe von {n;,n;} im besprochenen Sinn optimal ist,
kann man fiir die Optimalitit des Versuchsplanes relevanten GréBen an der Stelle
{n¥} jetzt in Abhingigkeit der noch freien Randbedingungen {n; bzw. {n,}
bzw. {n;,n;} studieren.

Zur Bestimmung der Verallgemeinerten Varianzen V,, ¥, und V, an der Stelle
{n¥} geniigt es nach Hilfssatz 3.1 und 3.2 die Determmante von H v-1({n;}) an
der Stelle {n}} zu berechnen.

Durch Einsetzung von {n#} und durch elementare Zeilen- und Spaltenumfor-
mungen ergibt sich:

det Hy_,({n%}) = _ﬂl ni,det<<5 —”T>u =1,. N—l)

1

i=1

( : .
)57
g . :

0..0 —1
N—-1
= n,-.det . . "
i=1 S T
* N-1
0 ... ... 01—y M
L i=1 nJ

() ) () E)-ie

und damit nach Hilfssatz 3.1 und 3.2:

*) Die speziellen Einzelfille, bei denen nur ein Teil der Randsummen der einen oder der anderen
oder beider Klassen vorgegeben ist, lassen sich, wie man verfolgen kann, durch vollig gleiche Schliisse
erledigen.
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no.Z(N+M—1) nO_Z(N—l) nJZ(M—l)
V ‘—-———_’ V =————_—_, b=_——M_—-
[In;
i=1

p~ N M a N
H n;, l—[ n; H n;,
i=1  j=1 i=1

Da ein Produkt positiver Faktoren mit vorgegebener Summe seinen groBten
Wert annimmt, wenn die Faktoren alle einander gleich sind, folgt aus (6.1) und
der D-Optimalitét von {n}}, daB die Verallgemeinerten Varianzen V,, V;, und ¥,
die kleinstmoglichen Werte annehmen bei {n}} und bei Randsummen {n}:=
#ong), o, nk =} bzw. {n¥,n%}.

Diesen Sachverhalt kann man auch so formulieren:

(6.1)

Satz 6.1:
Bestehen Beschrinkungen des Beobachtungsmaterials nur durch Vorgabe von
{n;} oder {n,;} oder iiberhaupt nur von n, dann sind die Versuchspline

() G} o {a)

die bestmoglichen, und zwar in dem Sinn, daB sie die kleinstmoglichen Werte
fiir die Verallgemeinerten Varianzen V,, ¥, bzw. V,, sichern.

Diese Versuchspline sind ferner gleichméBig besser als alle anderen bei vor-
gegebenen Randsummen {n},n;}, {n,,n*} bzw. {n}, n¥}.

Bemerkung :

Eine zum ersten Teil dieses Satzes analoge Aussage iiber die Giitefunktionen
der interessierenden F-Teste, d. h., daB die speziellen Randsummen {§,n;} und
{n:, %} die Nichtzentralitdtsparameter 62 ({n}}) bzw. 62 ({n}}) in allen ae R"~!
bzw. be RM~! gleichmiiBig vergréBern, ist nur fiir N = 2 bzw. M = 2, d. h. fiir
verallgemeinerte Zwei-Stichproben-Probleme, richtig.

N
fir alle @ + 0 und alle {n, } gilt, wihrend das Gleichheitszeichen genau dann steht,
wenn nf = p, firallei=1,...,N ist.

Die Ungleichung ist nach Hilfssatz 2.4 dquivalent mit:
N-1

M ngn ngn; Nl fn <
Z ;.0 — Z —=—Llaa, < Z -~ 0w — ), —ir |aar
j=1 n.jn i i N N

Li=1 =1 j=1 1

Beweis:
Zu zeigen geniigt, daB nur fir N = 2 die Ungleichung 67 ({n}}) < 62 ({—h}>

und diese mit
N-1

N—-1 ) 1 N-1 2 n 5 n N—-1 2
Z ni. ai - _n‘< Z ni. ai) S "‘N— Z ai - W( Z a,-) . (6.2)
i=1 i=1 =

i=1
Die obige Behauptung wird in zwei Teilen bewiesen:
a) Beweis fiir N = 2.
Fir N = 2 reduziert sich (6.2) zu
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2 1.2 .2 n,2 _ nA2
Ry a1 —yniai, < zai—zay,

was wegen a, = a % 0, also a2 > 0, dquivalent ist mit

n? n . n?
nl,—#sz—, d. h. mit nl_-(n—nl,)<—z—.
Diese Ungleichung folgt aber aus der Ungleichung

n? = (ny, + nz.)2 = "%. + "% +2n;.n, = 4ny ny =4n; (n—n,),

die richtig ist wegen
0<(n.—ny)? =ni +nj—2n.n, . (6.3)
Da das Gleichheitszeichen in (6.3) nur fiir n,. = n,_gilt,d. h. firn, =n¥ (i = 1,2),
ist die Behauptung fiir N = 2 vollstindig bewiesen.
b) Gegenbeispiel fir N = 3.
Bei N = 3 kann man sich auf n > 4 beschrénken, da fiir n = 3 nur die einzigen
Randsummen n; = 1 = g = n¥ moglich sind, so daB nichts zu beweisen ist.
Das Bestehen der Ungleichung (6.2) fithrt fiir N >3 und n > 4 z B. fir
a:=(a,0,...,0) £ 0und {i; } : = {fi,.: = § + 1,A,, ..., 7y} vertraglich mit (1.2)
zum Widerspruch:
Die Ungleichung (6.2) besagt fiir dieses Beispiel:
n 1/ n? n n n
— - —_— € —=— )
(N + 1> ” <V+2N + 1>\ NN woraus folgt, daB3
2 1

12 _

N

n
gelten soll, was aber wegen N = 3 und n > 4 nicht sein kann.

<0
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