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Sur les sous-corps des corps m~tacycliques 
du sixi~me degr~ 

PAR TRYGVE ~AGELL 

1. Introduction 

Nous prenons pour domaine de rationalitd fondamental un corps quelconque donn~ 
s et nous entendons, sauf avis contraire, par nombre rationnel un nombre apparte- 
nant  ~ s Le corps des hombres rationnels ordinaires sera d4signd par It. Les notions 
suivantes sont toujours supposdes d'fitre relatives par  rapport h s : Equation algd- 
brique irrdxiuctible. Nombre algdbrique de degrd n. Corps alg~brique de degrd n. 
Nombres conjuguds. Corps conjuguds. ]~quation gdndratrice d 'un corps algdbrique. 
Corps mdtacyclique. Corps de Galois. Corps abdlien. Corps cyclique. Par K(~ ;  ~) ou 
plus court K(~) nous d~signons le corps algdbrique obtenu en adjoignant le hombre 
alg~brique ~ ~ ~ .  D'une mani~re analogue K(~, ~) ddsigne le corps engendrd par les 
deux nombres ~ et '7. 

I1 r~sulte d 'un  th~or~me bien connu d'Abel (voir [1], tome II,  p. 217, ou H. Weber 
[2], Bd. 2, p. 358)(~) : 

Th~or~me 1. Tout  corps mgtacyclique dont le degrd ~V n'est pas  une puissance d 'un 
hombre premier,  contient au moins un  sous-corps d 'un degrd >~ 2. 

2. Lemmes sur les corps eompos~s 

Soient ~ un nombre alg6brique de degr6 m, et ~ un nombre alg6brique de degr6 
n. I~signons par a (1) ---~, a (~) . . . . .  cr (m) les nombres eonjugu4s de a et par fl(1)=fl, 
f~) . . . . .  fl(') les nombres conjugugs de ft. Cela pos~, on a l e  th4or~me suivant : 

Lemme 1o ~ t  u et v 8on$ des nombres rationnels tels que le hombre ~o = uo~ + v~ soit 
di//drent de t o u s l e s  autres hombres ua  (~) + vfl (j), i = 1, 2 . . . . .  m;  j = 1, 2 . . . .  n; i :~ ~, le 
hombre oJ engendre le corps composd K(a, fl). 

Voir p. ex. E. Heeke [3], p. 67-68. I1 n'est pas n~eessaire d'exiger que tousles  
hombres ua(~)+ vfl (t) soient diff~rents entre eux. 

Dans les lemmes suivants nous ddsignons pas ~ un nombre algdbrique de degr~ 
n, par ~ e t a '  (ou bien ~ et a'l) deux nombres algdbriques conjuguds du deuxi~me 
degr~ et par fl, fl' et fl" trois nombres algdbriques eonjugu6s du troisi~me degr~. 

La proposition suivante est dvidente : 

(1) Les num~ros figurant entre crochets renvoient k la bibliographic plac~e k la fin de ce 
m~moire. 
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Lemme 2. Le corps composd K(x, ~) eat de degrd n ou 2n selon que ~ appartient h 
K (~) o u  n o n .  

O n  a e n c o r e  : 

Lemme 3. Le corps composd K(fl, ~) eat de degrd n quand fl appartient ~ K(fl), et de 
degrd 2n quand K(~) contient fl' $andis que fl et fl" n'appartiennent pas ~ ce corps. Dans 
le, autres cas son degrd eat dgal h 3n. 

Ddmonstration. Si le hombre  fl est  du second degr6 pa r  r appo r t  ~ K(~), eelui-ci 
est  racine d 'une  6quation du second degr6 dont  les coefficients appa r t i ennen t  
K (~); l ' au t re  racine de eet te  6quat ion soit fl'. Alors t5 + fl' est  un  nombre  dans  K(~). 
Vu que la somme fl + fl' + fl" est  ra t io imel  on en eonclut que fl" appa r t i en t  ~ K(~). 
D ' au t r e  pa r t ,  si fl" appa r t i en t  ~ K(~) le nombre  fl est  au  plus du second degr6 pa r  
r appor t  g e e  corps. 

Nous allons y a jou te r  le 

Lemme 4. On a K(/5, ~ f l ) )  -~K(/5, fl'), quand D(fl) signi/ie le discriminant de ft. 

Ddmonstration. Soit fl racine de l '6quat ion x a = p x 2 - q x  + r aux eofficients ra t ion-  
nels p ,  q e t  r. De l ' ident i t6  

( /3- /5 ' )  ( f -  = + 

+ 
on t ire 2/5' + t3 - p 3/32 _ 2pfl + q" 

Done /5' appa r t i en t  s K(/5, ] /~/5)) et  ] /~/5) appa r t i en t  ~ K(/5,/5'). Cela d~montre  le 
l emme 4. 

Un  supplement  s ce rdsul ta t  est  le 

Lemme 5. Le nombre /5 -/5'  enqendre le corps K(/5,/5'). 

Ddmonstra$ion. Supposons comme t o u t  g l 'heure  que /5+/5'+/5" =p  et  posons 
= / 5 - / 3 ' ,  Vx = / 5 - / 5 "  et  ~2 = / 5 ' - / 5 " .  Alors, d 'apr~s  le l emme 1 il suffit  de mon t r e r  

que ~ est  diff6rent de ehacun des n o m b r e s -  ~, + V1 et  + V~. On ne p e u t  pas  avoir  
F = - ~  vu  que/3 4/5 ' .  ~ =V1 en t ra lne ra i t /3 '= /5~ .  De ~ = - ~  on aura i t  3/5 = p.  De 

= V2 on aura i t  3/3' = p. Enfin  l '6galit6 7 = - 72 ent ra inera i t  3/5" = p .  Tou t  eela 6 tant  
impossible il est  6vident  que le corps K(/5,/3') sera engendr6 par  f l -  fl'. 

Nous  avons  encore besoin des l emmes  suivants  : 

I~Inlne 6. ~ o~ et (X 1 engendrent des corps quadratiques di//drents, le hombre o~ + 0,1 
engendre les corps composd K(~, ~1) du quatri~me degrg. 

Lemme 7. Le nombre o~ + fl engendre les corps composg K(~, fl) du sixi~me degrd. 

Ddmonstration du lemme 6. I1 est  ~vident que les hombres  a +  al,  ~'  + ~ ,  a '  + al ,  
+ a ' l ,  sont  diffdrents entre  eux. Alors on peu t  appl iquer  les lemmes 1 e t  2. 
Ddmonstration du lemme 7. D ' u n e  relat ion de la forme :r fl = a '  + fl' on aura i t  

/5 - /5 '  = :~' - g. Ici  le hombre  ~ '  - ~ es t  du  second degr~. Or, d 'apr~s  le l emme  5 le 
hombre  f l - f l '  est ou du troisi~me ou du sixi~me degr~. Done on au ra  seulement  
appl iquer  le l emme 1 pour  achever  la ddmonst ra t ion  du l emme 7. On t rouve ra  les 
lemmes  1-7 dans  un t rava i l  ant~rieur,  voir  Nagell  [4], p. 3-6.  
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Lemme 8. Le nombre or engendre le corps composd K(a, fl) du sixi~me degrd, sau/ 
dans le cas suivant : ~ = a~, f13 = c, o~ a e t  c sont ralionnels et 02 + ~ + 1 = O. 

Ddmonstration. Les nombres conjugu6s de co = aft dans K(~,/~) sont  6videmment  

@, @', @", ~'~, ~'/r, ~'t~". 

Supposons que le degr6 m de m soit < 6. I1 est 6vident que, parmi  les six nombres  
conjugu6s, on ne peut  t rouver  aucun tr iplet  de nombres  coincidants. Ainsi m # 2, 
et  il reste seulement s examiner le cas de m = 3. Dans  ce cas il faut  qu 'on  air 

@=~' / r ,  ~/3'--~'fl", ~'fl=~t~". 

Done -~ = ~-: = ~" /~' 
~' t~ t~' ~" 

et par  suite f13 = flfl' fl,, = c = hombre  rationnel. 

I1 en result6 que ~' = ~ avec ~ + 6) + 1 = 0. Cela entralne a = a 0, oh a est un  nombre 
rationnel. 

3. Les  sous-eorps  d'un corps du s ix i~me degr6 

Dans la suite KN ddsignera un corps de degr6 N.  D~signons par  m l e  nombre  des 
sous-corps quadrat iques et par  n le nombre  des sous-corps cubiques d ' u n  K e. Alors, 
en p renan t  N = 6 dans le thdorbme 1, on aura : 

Th6or~me 2. La condition ngeessaire et su][isante pour  qu'un corps du sixi~me 
degrd soit mdtacyclique est qu'on air m + n > O. 

Ce resultat  peut  ~tre prdcisd comme il suit. 

Th6or~me 3. Pour un  K s mdtacyclique il y a l e s  quatre possibilitds suivantes : 1) 
m = l  et n = O ;  2) m = O  et n = l ;  3) m = n =  l ;  4) m = l  et n = 3 .  Dans le dernier cas 
les trois sous-corps cubiques sont conjuguds et di//drents. Le sous-corps quadratique est 
engendrd par la racine carrde du discriminant d' une dquation gdndratrice des sous-corps 
cubiques. 

Ddmonstration. K e n e  peut  pas contcnir  deux sous-corps quadrat iques vu que son 
degr6 n 'es t  pas divisible par  4 (Lemme 2). L 'exis tence de deux sous-corps cubiques 
non-eonjugu6s est exclue puisque son degr6 n 'es t  pas divisible par  9 (Lemme 3). Si 
K s contient  deux corps cubiques conjugu~s il cont ient  aussi le troisi6me corps con- 
jugu~; et dans ce cas il contient  la racine carr6e du discriminant  d 'une  ~quation 
gdn6ratrice des corps cubiques (Lemme 4). Le thdor~me 3 se t rouve ainsi d6montr6. 

Si K s cont ient  et un  sous-corps quadrat ique engendr6 par  a e t  un  sous-corps 
cubique engendr6 par  fl, il est ~vident que K s sera engendr6 par  ~ + fl (Lemme 7). 

Si a = l/A, A rationnel,  K s sera engendr6 par  fll/A (Lemme 8). 
Si K s adme t  le sous-corps quadrat ique  K~ tou t  nombre  ~ de K s est racine d 'une  

6quation cubique 
xa + Tx2 + ?, l x + 72 = O, 

off ~, ~1 et ~z appar t iennent  s K~. Nous  allons mont re r  qu 'on  peut  choisir un  nombre  
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gdn~rateur ~ de K 6 tel que ~, = 0. Cela est ~vident quand le hombre  0 = ~ + ~ est 
du sixi~me degrd. Si K e admet  un sous-corps eubique K 3 engendr~ par  fl, on peut  
supposer que fl + fl' + fl" = 0; alors, si K 2 est engendrd par  ~ = [/~, le nombre  ~ = fl~/~ 
est du sixi~me degrd (Lemme 8) et racine d 'une  ~quation de la forme 

x a + ax + b ~  = O, 

off a e t  b sont  rationnels. 
Supposons ensuite que K s n ' a d m e t  aucun sous-corps cubique. Alors, si 0 n 'est  

pas du sixibme degrd, ce nombre  est du  second degrd. Donc 0 -  31y = ~ serait  du 
second degr~, ce qui est contre l 'hypoth~se.  

Si K 6 admet  le sous-corps cubique K 3, t ou t  nombre ~ de K 6 est racins d ' une  dqua- 
t ion quadrat ique 

x S + ~ x + ~ = 0 ,  

oh ~ et ~ appar t iennent  h K a. Nous  allons mont re r  qu'i] existe un nombre  r de K 3 
tel que l /~  soit un  n o m b r e  g4ndrateur de K s. Cela est dvident quand  le nombre  
0 = ~ + �89 est du sixibme degrd. Supposons que K s admet  un sous-corps quadrat ique 

K s engendrd par  ~ = i/A, et  que K a est engendr~ par ft. Cela dtant,  le nombre  

= flVA est du sixibme degr~ (Lemme 8) s t  racine de l 'dquat ion 

x s - A f t  s = 0 .  

Supposons ensu re  que K s n ' a dm e t  aucun sous- corps quadrat ique.  Alors, si 0 n 'es t  
pas du sixi~me degr6, ce nombre  est du troisibme degr~. 0 ne peut  pas appartenir  
au corps cubique K 3 vu que ~ = 0 - �89 Done, 0 doit  appar tenir  s un  corps cubique 
conjugu6 de K a (Thdor~me 3). On en conclut  que K s eontient la racine earrde VD(O), 
nombre  du second degrd, ee qui est eontre l 'hypothbse.  

Nous avons ainsi dtabli le 

I~mme  9. Si  K s admet le so~ts-corps quadratique K s il existe un hombre gdndrateur 
de K s qui est racine d'une gquation cubique de la ]orme 

x a + ~ q x + ~ = O ,  

OU ~1 et ~2 appartiennent h K s. S i  K s admet le sous.corps cubique K s il existe un hom- 

bre to de K s tel que V~m soit un  nombre gdndrateur de K s. 

Si le mfime corps K s est engcndr~ par  les dcux nombrcs  ~ = I/~o ct ~1 = 1/~-1~, off to 
et r sont  des nombres  du troisi~me dcgrd, il faut  ~videmment qu 'on  ait  K (to)= 
K(to~) s t  tol = to~/s, , /~ tan t  un  nombre  dans K(r 

4. Corps de Galois 

Si K est un  corps de Galois il est ~vident que la racine carrie du discr iminant  
d 'une  dquation gdndratrice du corps appar t ien t  au corps. I1 en r~sulte 

Th~or~me 4. Dans un corps de Galois de degrd impair  le discriminant d' une dquation 
gdndratrice est le carrd d 'un hombre rationnel ( =nombre dans 5"~). 

Si le corps est cubique ce rdsultat  peut  dtre pr~cisd de la mani~re suivante : 
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Th~or~me 5. La condition ndcessaire et su//isante pour qu'un corps cubique soit un 
corps de Galois est que le discriminant d'une dquation gdndratrice soit le carrd d 'un 
nombre rationnel ( =  nombre dans ~'~). Un corps cubique de GaIois est cyclique. 

Th~or~me 5his. Pour que l'dquation cubique, ~ coe//icients rationnels a e t  b, 

x3 - ax + b = 0 (2) 

dd/inisse un corps cubique de Galoi8, il /aut et il 8u//it, ~ condition que a 4- O, qu' on air 

a = 3 ( U  2 - U V +  V 2) (3) 

et b = U 3 + V 3, (4) 

o~ U et V sont des nombres rationnels tel8 que l'dquation (2) 8oit irrdductible. S i  a = 0 
il /aut et il su//i t  que le hombre V - 3 soit rationnel ( = hombre clans ~ )  et que le hombre 
b ne soit pas le cube d 'un nombre rationnel. 

Ddmonstration. La premiere  ]~artie de ce thdor~me est  une consequence du  thdor~me 
4 e t  de la re la t ion  (1) dans  le n ~ 2. Donc,  pour  que l ' gqua t ion  (2) d~finisse un corps 
de Galois il  fau t  e t  il suff i t  qu 'on  a i t  

4a 3 - 27b 2 = c 2, (5) 

c ~ tan t  un nombre  ra t ionnel .  Si a :): 0 nous posons 

u = 9 b  + c v = 
6~-- '  6a " (6) 

On vdrifie a i sdment  que ces va leurs  de U et  V sa t i s font  aux  re la t ions  ( 3 ) e t  (4). 
Pou r  eela il fau t ,  b ien en tendu ,  avo i r  dgard ~ la re la t ion  (5). Inve r sement ,  si a e t  b 
sont  donn~s p a r  les express ions  (3) e t  (4), on au ra  pour  c l ' express ion 

c = 9 ( U  2 -  U V +  V 2 ) ( U -  V), (7) 

e t  alors  on voi t  que les nombres  a, b e t  c sa t i s font  aux  re la t ions  (6). 
Si a = 0 les condi t ions  du  thdor~me 5bis sont  dvidentes .  

Remarque I. Le th4or~me 5bis p e u t  gv idemmen t  ~tre ~noncd eomme il sui t  : 

Th~or~me 6. Si  ~ est un domains de rationalitd quelconque, la solution complete de 
l'dquation diophantienne 

X 3 = 3 Y~ + Z 2 (8) 

en nombres X ,  Y et Z appartenant ~ ~'~, X :~ O, est donnde par les /ormules 

X = 3 ( U  2 -  UV-4- V2), (9) 

_ + 2 Y = 3 ( U 3 +  V3), (10) 

_ + 2 Z = 9 ( U  2 -  U V +  V2)(U - V), (11) 

oh U et V sont des hombres quelconques,de ~'~. 

E n  effet,  on au ra  seu lement  ~ r emplace r  a p a r  X,  b pa r  ~ y  et  c p a r  2Z. 

47 



TRYGVE NAGELL, S u r  le~ sous - corps  des  corps  md t acyc l i ques  d u  s i x i ~ m e  degr~ 

Si on remplaee  ensui te  X p a r  3X, Y p a r  3Y e t  Z p a r  9 Z ,  les dqua t ion  (8)-(11) 
se t r a n s f o r m e n t  en  

Xa = y2 + 3Z 2, (8') 

X =  U s -  U V  + V 2, (9') 

+ 2 Y =  U a +  V a, (10') 

+ 2 z  = (U* - V V  + V ~) ( u  - V) .  (11') 

C'est  u n f a i t  r emarquab l e  que la so lu t ion  compl6te  de l 'dquat ion  ( 8 ) d a n s  un 
c o r p s  q u e l c o n q u e  est  donnde p a r  une i den t i t d .  

:Nous al lons r e tou rne r  sur  les app l i ca t ions  du  thdor6me 6 dans  un t r a va i l  ul tdr ieur .  

Remarque II .  Pour  c o m p l & e r  le ~h~or~me 5bis il fa l la i t  une m & h o d e  pour  recon- 
na i t re  si l ' dqua t ion  (2) est  i r rdduct ib le  quand  les coefficients a e t  b sont  donn~s p a r  
les formules  (3) e t  (4). Si nous ddsignons p a r  X,  Y e t  Z les racines  de l ' dqua t ion  (2), 
nous aurons  pour  a e t  b les express ions  

a = X ~ + X y +  y 2 ,  (12) 

b = X Y ( X +  Y ) .  (13) 

Inve r semen t ,  si les coefficients a e t  b on t  ces valeurs-ci ,  les racines  de (2) sont  X, 
Y e t  Z = -  X -  Y. Si l ' dqua t ion  (2) es t  r~duetible ,  une au moins des raeines  es t  
ra t ionnel le .  Soit  la rac ine  Z ra t ionnel le .  Alors,  vu  que le d i sc r iminan t  de (2) a la 
va leur  

[9(U ~ -  U V +  V ~ ) ( U  - V)] 2, 

il rdsulte de la re la t ion  (1) du  n ~ 2 que les raeines  X et  Y son t  aussi  ra t ionnel les .  
Ainsi,  pour  Srouver les coefficients a e t  b pour  lesquels l ' dqua t ion  (2) soi t  rdduct ible ,  
il f au t  rdsoudre le sys t6me 

a = 3 ( U  2 -  U V +  V 2) = X 2 + X Y +  y2, (14) 

b =  U s +  V a = X Y ( X +  Y ) ,  (15) 

en nombres  ra t ionnels  U, V, X e t  Y. E n  posan t  dans  (14) U = V + u ,  X = V +  v, 

Y = V + w, on au ra  la r ep rdsen ta t ion  pa ramdt r ique  

- 3 u 2 +  v 2 + w O  + v w  
V = , (16) 

3u - 3v - 3w 

v 2 + w ~ - 3 u v  - 3 u w  + v w  
U = , (17) 

3u - 3v - 3w 

- 3 u  2 - 2 v  ~ + w ~ + 3 u v  - 2 v w  
X , (18) 

3u - 3 v  - 3w 

- 3 u  ~ + v 2 - 2 w  ~ + 3 u w  - 2 v w  
y = , (19) 

3u - 3v - 3w 
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En introduisant ces valeurs de U, V, X et Y dans l 'dquation (15) nous aurons une 
courbe algdbrique du sixi~me degrd ~ coefficients rationnels appar tenant  h R, home- 
g6ne darts les coordonndes u, v e t  w. Ainsi, pour t rouver les hombres a e t  b pour 
lesquels l '6quation (2) est rdductible on aura s ddterminer tous les  points rationuels 
(darts 52) sur la sextique. Nous allons re toumer  sur cette question bient6t. 

5. Classification des corps du sixi~me degr6 

Soit K~ un corps de Galois de degr6 N, et ddsignons par  G le groupe de Galois 
appar tenant  ~ ce corps. L 'ordre de G est dgal s N. Soit p u n  hombre premier divi- 
sant N. Alors, 6 admet  un sous-groupe cyclique d'ordre p, et ~ ce sous-groupe 
correspond un sous-corps de KN d'ordre p. (Voir p. ex. D. Hilbert  [5], p. 250.) I1 en 
rdsutte qu 'un  corps de Galois du sixi~me degr6 contient et un sous-corps quadratique 
et un sous-corps cubique. Ainsi, seulement dans les deux derniers cas du thdor~me 
3 le corps K s peut  6tre un corps de Galois. Dans ces cas le corps est engendr6 par  
un nombre de la forme a +/~, off ~ est du second degrd et fl du troisi~me degrd. Si 
K(fl) est un corps de Galois, il est dvident que K(~, f l )es t  un corps de Galois et 
m6me un corps abdlien et cyclique. Si K(f l )n 'es t  pas un corps de Galois, K(a, fl) 
est un corps de Galois seulement quand K(a) est engendr6 par  la racine carrde du 
discriminant d 'une 6quation gdndratrice de K(fl). Cependant, dans ce cas K(~,fl) 
n 'es t  pas abdlien vu que K(fl) n 'est  pas abdlien. 

Pour les K s mdtacycliques nous aurons ainsi la classification donnde dans le tableau 
ci-dessous. Comme plus haut  m ddsigne le hombre des sous-corps quadratiques et n 
le hombre des sous-corps cubiques. Pour les types des corps nous employons les 
raccourcissements suivants : N signifie que le corps n 'est  pas un corps de Galois. 
G signifie que le corps est un corps de Galois non abdlien. C signifie que le corps 
est abdlien et cyclique. N* signifie que le sous-corps cubique n 'est  pas un corps de 
Galois, le cas 6chdant aueun des trois sous-corps cubiques n 'es t  un corps de Galois. 
C* signifie que le sous-corps cubique est cyclique. 

Classe 1 6 

m 

n 

K6 

K3 

1 

0 

N 

2 3 

0 0 

1 1 

N N 

N* C* 

4 5 

1 1 

1 1 

N C 

N* C* 

1 

3 

G 

N* 

Remarque I lL Un corps de Galois du sixibme degr6 est toujours mdtacyclique, 
mais il n 'es t  pas toujours abdlien; s'il est abdlien il est cyclique. Comparez les classi- 
fications des corps biquadratiques que nous avons donndes dans un travail  antdrieur, 
voir Nagell [6], p. 351-352. Un corps de Galois du quatri6me degrd est, bien en- 
tendu, toujours abdlien. 

Considgrons ensuite le cas d 'un 52 rdel, et ddsignons par  Q le nombre des corps 
conjuguds r6els. Prenons d 'abord la classe 1 dans le tableau ci-dessus. Si le sous- 
corps quadratique est rdel on voit  aisdment que tousles  trois cas ~ = 2, 4 et  6 peuvent  
se pr6senter. Si le sous-corps quadratique est imaginaire on a toujours ~ = 0. Exami- 
nons ensuite les classes 2 et 3, dans lesquelles il y a un sous-corps cubique. Si le 
diseriminant d 'une dquation gdndratrice de ce corps cubique est positif, on peut  
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avoir  chacun des cas Q = 0, 2, 4 et  6. Si le discriminant  est  n~gatif on a ou ~ = 0 ou 
~ = 2 .  

Considdrons enfin les classes 4, 5 et  6. Dans  ces cas le corps Ke est engendrd par  
un nombre  0 = ~ +  fl, off a est du second degrd et fl du  troisi~me degr~. Si g est 
r6el et  D(fl) > 0 on a ff = 6. Si a est r~el et D(fl) < 0 on a p = 2. Si ~ est imaginaire 
o n a  p = 0 .  

Remarque IV. Quand  le domaine fondamenta l  ~ est quelconque il n ' y  a aucune 
m6thode g6n6rale pour  d6terminer les sous-corps d ' un  K e arbi t ra i rement  donn6. 
Cependant,  dans des cas sp6ciaux on peut  y arriver. Prenons  par  exemple le cas 
suivant  : Soit 0 une racine de l '6quat ion x e - a  = 0, off a est un  nombre  dans 
qui n 'es t  ni un  cube ni un  carr6 dans ~ .  Alors le corps K(0) du sixi~me degr6 
contient  les sous-corps K(02) et  K(02) du troisi6me et du second degr6 respective- 

ment .  Si s ne cont ient  pas le hombre  ~ 3 et  si a n 'es t  pas de la forme - 3 b  6, b 
hombre  dans ~ ,  il est 6vident que K(0) appar t ien t  h la classe 4. Dans tous les au- 
tres eas le corps appar t ient  s la classe 5. 

Quand s est un  corps alg6brique on peut  toujours  d6terminer les sous-corps de 
Ke; voir Nagell [4], p. 11-13. 

Si K6 est  un  corps du sixi6me degr6 qui admet  un sous-eorps cubique, nous avons  
montr~ (Lemme 9) que K e peu t  ~tre engendr~ par  un nombre  de la forme 0 = ~/~, oh 

est un  nombre  du troisi~me degrd, racine de l '~quat ion 

x a - p x  2 + qx - r = 0, (20) 

p, q e t r  appar tenan t  s ~ .  Le nombre  fl engendre le sous-corps cubique. Nous allons 
~tablir le rSsultat suivant  : 

Th~r~me  7. Pour  que le corps K e du sixi~me degrd engendrd par le hombre 0 = V~, o~ 
fl est une racine de l'dquation (20), ad~nette un  sows-corps quadratique, il /aut  et il su/ / i t  
que r ne soit pas un  carrd daws ~ et que 

fl = r~ 2, (21) 

oi~ ~ est un  nombre daws K(fl). Par  consdquent, le sous-corps quadratique, s'il  existe, 

est engendrd par le nombre Vr. 

Ddmonstration. Supposons qu'i l  existe un sous-eorps quadrat ique  engendrd par  le 

nombre  l/X, A hombre  dans ~ .  Alors le hombre  0 = 1/~ est  racine d 'une  ~quation, 

irr~ductible dans K(I/A), de la forme 

x a § (a § bV~) x 2 + (c § dV~)  x + l § gV~ = O, (22) 

off a, b, c, d, / et g sont  ratiormels ( = n o m b r e s  dans &2). Ddsignons par  0, 01 et 02 
les raeines de eette dquation. Les trois conjuguds res tants  de 0 sont  les racines de 
l 'dquation 

x 3 § (a - bV-A) x 2 § (c - dV~)  x + / - gVA = O. 

I1 est ~vident que ces racines sont  - 0, - 01 et - 02. On en eonelut que a : d = / = 0. 
Donc l '~quation (22) aura  la forme 
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x s + b V A x  2 + c x  + g V A  = O. (23) 

En  y in t roduisant  x = 0 = I/fl nous aurons 

] /  f l - =  - g - bf l  
(24) V~ c4-~  ' 

ou bien f l (c  2 + 2cf l  + f12) = A(g2 + 2bgf l  + b2f12). 

Vu que H a = p f l 2  _ qf l  + r,  cet te  6quat ion entraine 

2 c + p = A b  2, c 2 - q = 2 A b g ,  r = A g  2. 

En  introduisant  ]a valeur  A =~ r g - 2  dans (24) on aura  

fl = r [ g ( - ~ - ~ )  j = r72,  

off ~ appar t ien t  au sous-corps cubique K(fl). Done la condit ion (21)es t  n~eessaire. 

Inversement ,  si la relat ion (21) subsiste le nombre  ~/r appar t ient  ~ K e. Vu que le 

nombre  1/~ = r l / r  est du sixi~me degr~, le nombre  Vrr est du  second degrd. S i r  est 
un  carrd dans ~ il n ' y  a aucun  sous-corps quadrat ique.  Le th~or~me 7 se t rouve  
ainsi dtabli. 

6. Exemples numSriques 

Consid~rons l '6quat ion r~ciproque 

x e + a x  a + b x  a + a x  2 + 1 = 0, (25) 

coefficients a et  b a ppa r t e na n t  ~ ~ .  E n  posant  y = x + x -1 on aura  

ya + (a - 3) y + b = 0 (26) 

e t  �9 = �89 + �89 2 - 4. 

Soient ~ une racine de (25) et  ~ la racine corr~spondante de (26). Si nous supposons 
que (25) est irrdduetible dans ~ ,  il est dvident que (26) est aussi irr~duetible dans 
~ .  Done b :~ 0. Le nombre  ~ est du  sixi~me degr~ et le hombre  ~ du troisi~me degrd. 
Le corps K(~) admet  le sous-corps eubique K(~) et  petit ~tre engendrg par  le nombre  

~/~2_ 4. Ainsi les corps d~finis par  (25) sont  toujours  m~t~eyeliques. On peut  se de- 
mander  sous quelles conditions il y a un  sous-eorps quadrat ique.  Pour  eela posons 
fl = y 2 _  4 et d~terminons les coefficients p, q e t r  de l '~quation irr~duetible 

x a - p x  2 + q x  - r = O, 

dont  fl est une racine. Alors on aura  

p =  - 2 a -  6, 

q = a 2 - t  - 1 0 a +  9, 

r = b 2 - 4(a + 1) 3. 

(27) 
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Donc, d ' aprbs  le thgorbme 7, pour  l ' ex is tence  d ' u n  sous-corps q u a d r a t i q u e  il f au t  e t  
il suffi t  qu 'on  ai r  r :~ s 2 et  

fl = [b ~ - 4(a + 1) 2] y2, (28) 

oh y est  un  nombre  dans  K(fl) e t  s u n  nombre  dans  ~ .  
Prenons  p. ex. a = 3, b = 16, c 'es t -s  une ~.quation gdndratr ice  (dans R) 

x 6+ 3x 4§ 16x a +  3x 2+ 1 = 0 .  

E n  posan t  (0 = 21~~ on au ra  

= - 2 ( o ,  ~ = - ( 0 •  f l = 4 ( ( 0 2 - 1 ) ,  r = 3 " 8 2  . 

Donc,  s 'il  y a un sous-corps quad ra t i que  celui-ci es t  gdndrd p a r  le nombre  ~3. En 
rdalitd,  on v~rifie a i sdment  qu 'on  ai r  

~ f l  = 3 ( ( 0  2 - -  l )  = (1 - eo + eo2)L 

On au ra  un  au t r e  exemple  en posan t  a = 3, b = 2. Dans  ce cas il v ient ,  (0 a y a n t  
]a m6me signif icat ion que t o u t  ~ l 'heure ,  

~ = - ~ o ,  ~ : - � 8 9 1 7 7 1 8 9  f l = e o 2 - 4 ,  r = - 6 0 .  

Donc, un  sous-corps q u a d r a t i q u e  eventue l  se ra i t  gdndrd p a r  le n o m b r e ] / -  15. Or, 
on mon t r e  a is~ment  que l ' dqua t ion  

- 15fl = 15(4 - (o 2) = (a + b(0 + c(o2) 2 

n ' a d m e t  aucune so lu t ion  cn nombres  ent iers  ra t ionnels  (dans R). P a r  consdquent  
il n ' ex i s t e  aucun  sous-corps quad ra t i que  dans  ce cas. 

Si, dans  (27), ]e nombre  r e s t  un  carr4 dans  ~'~, il est  dv ident  que la re la t ion  (28) 
ne peu t  pas  subsister .  E n  effet, l ' ~qua t ion  (25) ~ tan t  i r rdduct ib le  dans  ~'~, le nombre  
f l n e  peu t  pas  ~tre un  carrd dans  K(fl). Ainsi  il n ' y  a aucun  sous-corps q u a d r a t i q u e  
dans  ce cas. 

Pour  une 5rude approfond ie  des corps engendrds  p a r  les ~quat ions  du  t y p e  (25) 
dans  un  domaine  rdel ~ on a besoin  du  rdsu l ta t  su ivan t  : 

Ddsignons par  M le nombre des racines rdelles de l'equation (25), o/e les coe[]icients 
a et b sont rdels. Pour qu'on ait M = 0 i l / a u t  et il 8uHit que ] b ] < 2a q- 2. Pour que 
M = 4 il /aut et il su//it qu'ou air ou [ b l <  - 2 a -  2 ou [b I = - 2 a -  2 < 16. Pour que 
M = 6 il [aut et il su//it qu'on ait 

1 6 <  - 2 a -  2<.[b]<~ w  

Dans tous les autres cas on a M = 2. 
Nous finissons avec quelques  exemples  num~riques  dans  le doma ine  f o n d a m e n t a l  

R des  nombres  ra t ionnels  ordinaires .  

Exemple 1. Le corps du  sixi~me degr6 R(~) engendrd p a r  le nombre  r~el 

3 

rdalise la classe 1 du  numdro 5. E n  effet, le nombre  rdel 
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3 

est un conjugu~ de ~. Les quatre autres conjugu~s sont ~ ,  ~ ,  ~lq '  ~l ~ ,  off ~2-b 
+ 1 = 0. R{~) admet  le sous-corps quadratique engendr~ par  ~/2. Nous allons montrer  

qu'il  n ' y  a aucun sous-corps cubique. S'il existait un tel sous-corps Ka celui-ci serait 
~gal ~ a ( t t .  ~2) o~ 

~(~) 6tant un nombre conjugu6 de ~; voir Nagell [4], p. 17-19. Vu que R(~) est r6el, 
le nombre ~(~) est aussi r6el. Done ~(t)= ~ .  I1 en r6sulterait 

3 3 3 

On aurait  done i ~  = R(~ ,  ~2) = R(~2) = R ( ~  &). 

Ici le nombrc  fll ~2 cst racine de l~quation 

x a - 6 x -  8 = 0, 

dont  le discriminant a la valeur - 2 s- 3 a. D 'aut re  par t  le discriminant de fl~. est ~gal 
s - 2 2 .  3 a. Vu que le quotient des discriminants n 'es t  pas un carrY, les corps R(fl2) 
et R(flifl2) sont diff~rents. Ainsi il n 'existe aucun sous-corps cnbique. 

Exemple 2. D~sigaons par  fl une racine de l '~quation x a -  x 2 - 1 = 0, et eonsid~rons 
le corps du sixi~me degr~ R(~) engendr~ par  le hombre ~ = Vfl. Le sous-corps cubique 
R(fl) n 'est  pas un corps de Galois. Vu que r = 1, il n'existe aucun sous-corps qua- 
dratique de R(~). Celui-ci n 'est  pas un corps de Galois. Ainsi nous avons un repr~- 
sentant  de la classe 2. 

Exemple 3. Considdrons le corps du sixi~me degrd R(~) engendrd par  le nombre 
= U~, oh fl est une racine de l 'dquation cyclique du troisi~me degrd x a -  3 x "  1 = 0. 

Vu que r = 1, il n ' y  a aucun sons-corps quadratique de R(~). Celui-ci n 'est  pas un 
corps de Galois. Done il appar t ient  ~ la classe 3. 

8 

Exemple 4. Le corps du sixibme degrd engendrd par  le nombre ~ = ]/2 + V2 admet  
et un sous-corps quadratique et un (seul) sous-corps cubique. Comme R(~)n 'es t  
pas un corps de Galois, il appart ient  s la classe 4. 

Exemple 5. Soit R(~) le corps cyclotome engendrd par  une septi~me racine primitive 
de l'unitd. Ce corps est abdlien et cyclique, l l  est bien connu qu'il contient le sous- 
corps quadratique engendrd par  1/---7 ainsi que le sous-corps cubique engendrd par  

]e nombre 2 cos ~ .  Le corps R(~) appar t ient  done K la classe 5. 
Un autre reprdsentant de la mfime classe est donnd par  le corps eyelotome engen- 

drd par  10 nombre ~ = 2 cos ~z .  En  effet, le corps R(~) contient les deux hombres 
10 V ~  et cos ~ + cos ~g.  On vdrifie aisdment que le dernier nombre est du troisi~me 

degrd. 
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Exemple 6. D~signons par  fi une racine de l '~quation x 3 + x 2 - 1 = 0, dont  le dis- 

cr iminant  ~ la valeur  - 2 3 .  Alors le corps compos~ R(fi, ~ / - 2 3 )  est un  corps de 
Galois qui n 'es t  pas ab~lien. I1 est  ~vident qu'i l  appar t ien t  ~ la classe 6. 
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