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Mitgeteilt am 12. Januar 1949 durch MarciEL Riesz und H. CRAMER

Uber die Struktur stationirer zufiilliger Funktionen

Yon Kart KARHUNEN

In einer fritheren Abhandlung (KarrunEN [1]) haben wir eine einheitliche
lineare Theorie der zufilligen Funktionen zu entwickeln versucht und einige An-
wendungen auf stationdire zufillige Funktionen behandelt. Im folgenden werden
wir die letztgenannten Fragen etwas tiefer untersuchen und dabei insbesondere
die Resultate, die WorLp [1] und KoLmocororr-[1, 2] im Falle stationdrer
Folgen von zufilligen Gréssen gewonnen haben, fiir stetige stationire zufillige
Funktionen verallgemeinern. Teilweise dieselben Probleme hat HAwNER [1] mit
einer anderen Methode ohne Zuhilfenahme der Spektraldarstellung behandelt.

Wo nicht anders gesagt wird, werden wir im folgenden der Terminologie und
den Bezeichnungen unserer oben genannten Abhandlung folgen.

Diese Arbeit ist wihrend unserem Aufenthalt als Dozentstipendiat an .dem
Institut fiir Versicherungsmathematik und Mathematische Statistik der Hoch-
schule Stockholm durchgefiihrt worden. Es sei uns gestattet an dieser Stelle
dem Vorgesetzten des Institutes, Herrn Prof. Dr. H. CrAMER, unseren tief emp-
fundenen Dank fiir seine unermiidliche Hilfsbereitschaft und fiir manche wert-
volle Ratschlige auszusprechen.

§ 1. Untergeordnete zufiillige Funktionen

1. Es sei z(t) eine zufillige Funktion und L, () der zu ihr gehorende lineare
Raum (vgl. KarauNen [1], 8. 26). Eine andere zufillige Funktion y (u) heisst
x (¢) (linear) wuntergeordnet, wenn L, (y) < L, (z). Gilt insbesondere L, (y) = L, ()
heissen « (t) und y (w) (linear) zusammengeordnet. ’ ,

Ist insbesondere =z (¢) stationdr (vgl. KaRHUNEN [1], S. 54), ist y (), welche
wie z(¢) auf der reellen Zahlengerade definiert ist, ihr untergeordnet (bzw. zu-
sammengeordnet), und sind z (f) und y (¢) stationér korreliert, d. h. ist

(1) r2y (s —t) =Ez(s)y(t)

eine Funktion von s —¢ allein, so sagen wir, dass y(¢) der zufilligen Funktion
x (t) stationdr untergeordnet (bzw. zusammengeordnet) ist.

Wir bezeichnen mit L, (z;f) die geschlossene lineare Hiille der Menge {z (s),
s=t}. Ist y(t) zu «(f) stationir untergeordnet (bzw. zusammengeordnet) und
gilt dazu L, (4;8)S Ly (x;t) (bzw. Ly(y; 6= Ly(x; ) fiir alle ¢, so heisst die
Unterordnung (bzw. Zusammenordnung) gleichformag.
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2. Bekanntlich (CrAmEr [2]) kann eine stetige stationire zufillige Funktion
x(t) in der Form

-+oo
@) o(t) = [ e*dZ,(A)

dargestellt werden, wo Z, eine mit z (¢) zusammengeordnete zufillige Spektral-
funktion ist (vgl. Karmunen [1]). Fiir die Korrelationsfunktion 7., (f) =

=Kz (s +t)x(s) von () gilt die entsprechende Darstellung (KminTcmINE [1])
+o0
3) ree(t) = [ et dF. (),

wo F, beschrinkt und nichtabnehmend ist und der Bedingung 4 F, = || A4 Z,|[?
geniigt.
Jedes Element z in L, (Z,) = L, (z) kann in der Form

—+o0
2= [ f.(0)d 2. (A)

dargestellt werden, wo f, eine in bezug auf F, quadratisch integrierbare kom-
plexe Funktion ist (KaArRHUNEN [1], Satz 9). Wenn wir insbesondere eine w (¢)
stationdir untergeordnete zufillige Funktion y () betrachten, gibt es also fiir
jedes ¢t eine Funktion f{4;#) von 1 so, dass

(4) y(t)= [ {(&t)dZ: (D).

Aus (1), (2) und (4) folgt fiir beliebige s und ¢

+o0 : o
Ex(s)y () = [ ¢4 (& )dF. (1) = Ex(s — 1)y (0) =

— 00

+ o0
— feil(x—t)f(l; 0)d F,(A)

und somit

o0
[ €3 [f (4 6) — et (4;0]d Fo () = 0.

Dies ist aber moglich nur, wenn fiir jedes ¢ fast iiberall in bezug auf F,
(d.h. fiir alle 2 ausserhalb einer Menge M iiber welche die Variation von F,
verschwindet)

f(% t) = e**f(4; 0)

gilt. Bezeichnen wir noch f(4; 0) =y,,(4), bekommen wir unmittelbar den
folgenden
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Satz 1: Ist z(f) eine stetige stationire zufillige Funktion und y (¢) ihr sta-
tiondr untergeordnet, so gibt es eine in bezug auf F. quadratisch integrierbare,
fast iiberall in bezug auf F, eindeutig bestimmte komplexe Funktion y,(4)
so, dass ’

. +o0
() y(O)= [ ¢y, (D) dZs (D).

Insbesondere ist also y () stationdr und stetig und es gilt mit entsprechenden
Bezeichnungen wie in (2)- und (3)

(6) ‘ Zy(8) = [ yue (A dZs(A),
S

(7) Fy) = [y dF (1),
+o0

®) ryat) = [ é*yya (N dFa(d).

Aus (6) folgt, dass L,(Z;) = Ly(Zy), d.h. L, (x) = L, (y) dann und nur dann
gilt, wenn fast iiberall in bezug auf F. y,,(4) von Null verschieden ist (vgl.
Karaunen [1], 8. 50). Dann und nur dann sind also z(f) und y(f) stationir
zusammengeordnet.

3. Ist y(¢) stationir und stetig und mit z (f) stationdr korreliert, aber nicht
notwendig z () untergeordnet, so ist die Projektion von y (t) auf L, (x)

Pr.i0)y (f) =y (t)
wegen Ex(s)y,(t) = Ex(s)y () zu x (t) stationdr untergeordnet. Weil y (¢) und
Yz (t) stationdr sind und ¥z (s) L y (t) — ¥ (£), ist ¥ (¢) — y= (!) stationdr und man

bekommt
. .
9) v () = [ €% pya(A)dZs(A),
+ »* .-
(10) y(O) — )= [ €4d 2y, (3),

wo L, (Z,,:,,x) 1 Ly(Zy). Es folgt daraus nach (7) und (8)

. + 00
1) Tay () = [ €1dFoy()
und w.
+ o0
(12) ryy () = [ €4dFy(2)
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mit

(13) Foy ()= fy” )d Fa (A

und _

(14) Fy(h)= £ |70s W) FAF2 () + Fyoy, (2).

Die ScHWARZsche Ungleichung gibt wegen AF,_, (1) =0

| AF,, 2= |fy,,,(z)dzr f|y,,, NPAF.(A) [dF,(A) < AF. AF,.

F;, ist also eine Funktion von beschrinkter Schwankung, deren Differenzen
der Ungleichung

(15) |AF., < AF, AF,

geniigen. Umgekehrt folgt aus (9) und (10), dass fiir beliebige beschrinkte und
nichtabnehmende reelle Funktionen ¥, und F, und eine komplexe Funktion
F., - die der Ungleichung (15) geniigt, immer zwei stetige stationire und sta-
tiondr korrelierte zufillige Funktionen z(f) und y(t) konstruiert werden kénnen
s0, dass (3), (11) und (12) gelten. Man braucht nur

F”—Vz - ‘Fﬂ/ - / ]yvft(l) I2de (l)

-0

iFs,
Yz = dF ’

definieren. Aus (15) folgt dann, dass Fy_,, nicht abnehmend ist, so dass man
zwel orthogonale zufillige Spektralfunktionen Z; und Z,_,, so geben kann, dass
W AZ: W= APy, | AZ,., | = AF,_,,. Dieses Resultat, das leicht auch fiir
beliebig viele stationire zufillige Funktionen erweitert werden kann, hat CRamgRr [1]

mit einer anderen Methode bewiesen. (Fiir stationire Folgen, vgl. auch Koumo-
aororr [1], § 3).

_ 4. y(t) heisst eine stationire Komponente von x (t), wenn y(f) zu x () sta-
tionir untergeordnet ist und y(s) L z(¢) — y.(¢) fiir alle s und ¢.

Satz 2: y(t) ist dann und nur dann eine stationdre Komponente von z (),
wenn fast iiberall in bezug auf F, '

(16) Yye(4) = e (2),

wo & (A) die charakteristische Funktion einer messharen Menge S ist (d. h.
e(A)=1 fiir 2€8, sonst ¢,(1)=0). — Man kann sagen, dass jede Zerlegung
einer stetigen stationdren zufilligen Funktion in stationire Komponenten einer
Zerlegung ihres Spektrums in komplementéire Teilspektra entspricht.
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Beweis: Aus (5) und « (f) — y (t) L Ly (y) folgt

+oo

[ 61 = 9,2 0) 32 (B dFo () =0

fiir alle ¢ und somit .
(1 — pya@) pyz (1) =0,

d. h. entweder y,;(3) =0 oder y,, (1) =1, fast iiberall in bezug auf F,. Weil
Yyz (A) eine messbare Funktion ist, ist diejenige Menge S, in welcher . (4)=1,
messbar, woraus die Behauptung folgt.

§ 2. Deterministische und indeterministische stationiire
zufillige Funktionen

5. Es sei fortwihrend z(f) eine stetige stationsre zufillige Funktion. Fiir
s =¢ gilt dann offenbar L, (z; s) <= L, (z; t). Wenn t—-—o0, konvergiert somit
L, (z; t) gegen einen Unterraum in L, (z), den wir mit L, (#; —oo) bezeichnen.
Ist Ly (x; —o0) =Ly (z), d.h. ist fiir jedes ¢ Ly (z; t) = Ly (2), ist jedes z(t)
ein Element in L, (z; s), wo s beliebig gewihlt werden kann. Das bedeutet,
dass die zufillige Funktion () schon durch ihre Werte fiir ¢ < s eindeutig fiir
alle Werte des Arguments bestimmt wird. Die zufillige Funktion wird dann
deterministisch genannt. Der andere extreme Fall ist, dass L, (z; —oo) nur das
Nullelement enthilt. Dann kann man sagen, dass die Werte von x(t) fiir t=<s
beliebig wenig Auskunft iiber die Werte von  (f) fiir #=u geben, wenn u — s
gross genug wird. Wir sagen, dass die zufillige Funktion dann rein indeter-
manastisch ist.

Im allgemeinen ist natiirlich 0 < L, (x; —o0) < Ly (z). Man sieht leicht, dass
dann () eindeutig in zwei stationire Komponenten so zerlegt werden kann,
dass die eine Komponente deterministisch, die zweite rein indeterministisch
ist. In der Tat is die Projektion x;(f) von x(t) auf L, (x; —oo), die wegen
L, (#; —00) < L, (z) zu z(t) untergeordnet ist, eine stationire Komponente von
z (t). Denn wir haben

E@i)x®) =E (Prz;~0) &) 20) = E (Th Pr,iz; —o0) () Thz ) =
= E (PTh L;(x; —o0) w(s +h)W;—iL_)) )
wo T} diejenige lineare Transformation in L, (x) bedeutet, die jedes x(¢)

m z(¢+ k) iiberfihrt (vgl. Karmunen [1], S. 55). Nun ist aber offenbar
Ty Ly (x; —00) = Ly (x; —o0), so dass wir

E@@®z0)=E (@ils + bzt + )

bekommen, und z; () éomit mit z (¢) stationdr korreliert ist. Wegen L, (; ;00).=‘
= Pr,@ ) Ly (@) = Ly (wa) und Ly (25 — 00) = Pre; — o) Ly (wa) = Ly (wa) st
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schliesslich x; (t) deterministisch. Aus L, (z; — 00) © Ly (xz) = 0 folgt nun sofort,
dass x (£) — x4 (¢) rein indeterministisch ist. '

Die Begriffe »deterministisch» und »rein indeterministisch» verdanken wir
Worp [1] fiir stationire Folgen; er nennt die betreffenden Komponenten singu-
lir bzw. regulir. Die Benennung »deterministisch» hat Doos [1] eingefiihrt.
Worp {1] und Kormocororr [1] haben gezeigt, dass fiir stationire Folgen eine
Zerlegung in eine deterministische und eine rein indeterministische Komponente
moglich ist.

6. Es sei 2 eine beliebige positive Zahl. Wir bezeichnen
(17) z(t; h) =z (t) — Pri-na ().

Offenbar ist x (f; k) zu z(t) stationir untergeordnet (aber im allgemeinen keine
stationire Komponente von (), weil Lyx; t— % von t abhidngt und somit
z (£ nicht zu z(s)— z(s; h) orthogonal zu sein braucht). Ist z (f) deterministisch,
verschwindet « (¢; k) identisch. Umgekehrt, wenn « (t; k) fiir jedes A identisch
verschwindet, ist # (t) = Pp,u ¢n (t) fiir jedes &, d. h.  (t) = Pr,(; —) Z (t) und
somit  (t) deterministisch.

Nach dem Satz 1 gibt es eine in bezug auf F, quadratisch integrierbare
Funktion y (4; &) so, dass

+ 0
(18) w(t; hy= [ ety (ki h)dZ:(2).

Fir s —t>h ist Ez(s; h)z (t; h) =0, weil z(t; k) ein Element in L, (z; t) und
wegen t<<s—h auch in L, (x; s —h) ist, wihrend x(s; k) wegen (17) zu
L, (x; s — h) orthogonal ist. Aus (18) und (7) folgt somit

+c0

(19) [ ety nPdF () =0 fir |¢|>h.

— o

Man schliesst daraus, dass die Funktion
2

[y bRdF(2)

—00

totalstetig ist und demnach, weil die Ableitung F7(4) der monotonen Funktion
F; (1) fast iiberall existiert, :

i Z
(20) [ly@ W PdF@)= [y % nE (R da.
Bekanntlich lisst sich ¥;(A) als Summe von drei Funktionen

(2}) F, () =F3 (A) + F (A) + F (4)
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schreiben, die simtlich nichtabnehmend sind, und zwar so, dass F3’ (1) total-
stetig ist und fast iiberall F; (1) = Fy” (A) gilt. ¥’ (A) eine reine Sprungfunk-
tion ist und F3’ (1) stetig ist. Die Ableitungen von Fy’ (1) und F3’(2) ver-
schwinden ausserhalb einer Nullmenge M. Ist M, die abzihlbare Menge der
Unstetigkeitstellen von Fi(4), Mg=M — M, und M;=R— M, wo R die
ganze reelle Achse bedeutet, so gilt offenbar fiir jede messbare Menge S

{sz () = [d}f’ (A) w=1,2,3).
S-

Wir konnen jetzt drei zufillige Spektralfunktionen durch

Z(S) = [dZ. () (=1, 2,3)

so definieren, dass || AZY |2 = 4 FY und
(22) Z.(S) = Z (8) + 22 (S) + Z (S).

Ly (Z3"), Ly(Z7) und Ly (Z3) sind zueinander orthogonal. Schreiben wir

(23) wl)= J etazi ),
80 18t -
(24) @ () == 2y () + w5 (t) + 23 (¢)

nach dem Satz 2 eine Zerlegung von z(¢) in drei stationire Komponenten.
Wir sagen (vgl. Karauwnew [1}], S. 70), dass «, (¢) ein fotalstetiges Spekirum,
Zy (2) ein Punktspektrum und x4 (t) ein singulires Spektrum besitzt.

Weil 2, (t), x,(¢) und z4(¢) zueinander orthogonal sind, folgt aus (17)

(25) w(t h)y=m (t; h) + xp (8 B) + x5 (6; h).

Nach (18) und (20) verschwindet z (#; k) identisch, wenn F(A) fast iiberall ver-
schwindet. In diesem Fall ist also z (¢) sicher deterministisch.. Es folgt daraus
insbesondere, dass die Komponenten w, (f) und z5(f) deterministisch sind. Wir
haben somit

+
(26) st h) =2y (6 1) = [ oy (5 W)AZE (A).

-0

Es bedeutet also keine wesentliche Einschrinkung, wenn wir im folgenden der
Einfachheit halber annehmen, dass x () ein totalstetiges Spektrum hat.
Nach (19) haben wir

400
(27) [ ety @hPF,()dA=0 fir |t|>h.

-— R
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Aus =z (s; h) L Ly (x; s —h) und =z {t) € Ly (x; s — k) fiir t = s — b folgt nach (8)
weiter

+o0 »
(28) [ ety (s ) Fo()dd=0 fir t>h.

—o0

Die Funktionen |y (4; &) | Fz (4) und y (4; k) Fz (1) sind beide iiber (—oo, + c0)
absolut integrierbar (fiir y(4; b F,(A) folgt dies sofort wegen der absoluten In-
tegrierbarkeit von F, (1) aus der ScHWARzZschen Ungleichung). Nach einem Satz
von HIiLLE und Tamarxin [1] kann die Fouriersche Transformierte einer ab-
solut integrierbaren Funktion f.(4) auf einer Halbachse nur verschwinden, wenn

das Integral
+o0
|log |/ (A)}]
f 1+ A2 aA

— 00

konvergiert. Aus (27) und (28) folgt somit

+ o0
|log [|¥ (4 )] F= (A)]|
1+ A2

Ilog[ly A h)| Fz (A)]|
1+ 22

(29) di <o d < oo

Nun ist aber
0=<|log F;|=|2log |y| + 2log Fr — log |y P Fz| = 2| log | y | Fz| + |
+ |log |y [* Fe |,
0= |log|y{|=|log|y|F;— log Fz| < {log|y| Fz| + |log Fz|,

50 dass die Bedingungen (29) mit den folgenden #quivalent sind:

(20) / “°ff3;”‘da< f “"gl'ﬁ%}ﬂdkoo.

(%
—o0 — o0

Ist die erste Bedingung (29)" nicht erfiillt, kann eine von Null verschiedene
Funktion y (4; k) nicht existieren. Wir haben also zunichst den

Satz 3: Wenn das Integral

— o0

divergiert, ist die zufillige Funktion z () deterministisch. Insbesondere ist x (¢)
deterministisch, wenn Fg(A) in einer Menge von positivem Mass verschwindet.

Es sei bemerkt dass wegen log Fy < Fy nur kleine Werte von Fy die Di-
vergenz des Integrals (30) verursachen kénnen.
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§ 3. Die kanonische Darstellung einer indeterministischen
stationiiren zufilligen Funktion

7. Wir nehmen jetzt an, dass das Spektrum von z (t) totalstetig ist und dass
das Integral (30) konvergiert. Wir wissen dann, dass z () sich in der Form

|4

(31) )= [g@dst—w)= [g@t—udéw
[

—o0

darstellen lasst, wo &(S) eine fiir alle LeBESGUE-messbare Mengen auf der
reellen Achse definierte zufillige Spektraifunktion ist, die dem LEBESGUEschen
Mass m entspricht, d.h, der Bedingung

(32) 1€ (8) [P =m (S)

geniigt (KarHUNEN [1], Satz 16). z(f) und &(S) sind zusammengeordnet.

Eine zufillige Spektralfunktion mit der Eigenschaft (32) wird homogen ge-
nannt. Sie hat Eigenschaften, die sie aufs engste mit stationiren zufilligen
Funktionen zusammenkniipfen. In der Tat: wird mit 7% eine Translation der
reellen Achse bezeichnet, die jeden Punkt ¢ in den Punkt ¢ + h fithrt, so ist
offenbar & (T 8) eine stationire zufillige Funktion von ¢. “Ist insbesondere S ein
Intervall (a, &), bekommt man fiir £ (7:8) die Spektraldarstellung

33 1,8 b L[ = e
(33) EIS)=E@+t, +z)_72__nfe e,
wo & wieder eine homogene zufillige Spektralfunktion ist (vel. KaruuNEeN (1],
S. 53). Allgemeiner gilt
+co
1 .

(34) E(S) = f — [e“‘dt d&% (A

(S) Vo, (4

—o0 8

und umgekehrt

o

.
(35) £ (8) = f {lé;;fe—wda}dg(t).
S

~= 00

Der Beweis dieser Formeln ist demjenigen von (33) vollkommen analog. Wir
nennen &* die Foumikmrsche Transformierte von &. Wegen (34) uind (35) sind
& und &* offenbar zusammengeordnet.

Satz 4: Ist £(S) eine homogene zufiilige Spektralfunktion und f (¢) eine qua-
dratisch integrierbare komplexe Funktion und werden ihre Fourigrschen Trans-
formierten mit £* (S) bzw. mit f* (f) bezeichnet, so gilt die PArRsEvALsche Formel

149



K. KARHUNEN, Uber die Struktur stationireer zufilliger Funktionen

+ o0 + o0
(36) ff(t)d&(t): [ e .

— 00

Bewers: Weil & und &* zusammengeordnet sind, ist jedes Element

+ o0
e= [ fwas

in Ly(£§) auch ein Element in L, (&*). Es gibt somit eine quadratisch inte-
grierbare Funktion f* so, dass (36) gilt. Wir sollen beweisen, dass " die
Fouriersche Transformierte von f ist. Nach (34) gilt aber fiir jedes S

+ 00
Ezm)zé[f(t)dtzl—/%;—f f*(l){sfe—“‘dt}dl.

Es folgt daraus, dass fast iiberall

+ o0

d 1 . . e—ii.t__l
f(n:d—t{w-7r [ ro®=3; dz}-

Dies ist aber ein wohlbekannter Ausdruck fiir die FouriErsche Transformierte
der quadratisch integrierbaren Funktion f*.

8. Wir sagen, dass eine homogene zufillige Spektralfunktion £(S) einer sta-
tiondren zufilligen Funktion z () untergeordnet bzw. zusammengeordnet ist,
wenn &(T:S) fir jedes S als eine Funktion von t die betreffende Eigenschaft
besitzt. Man sieht sofort, dass in (31) x(f) und &(S) stationir zusammen-
geordnet sind.

Es sei L, (& t) derjenige Unterraum in L, (£), der durch alle £ (S}, in welchen
S messbare Teilmengen der Halbachse (—oc, t) sind, aufgespannt wird. Die
Elemente von L, (£; t) konnen in der Form

¢

2= [ fuydé @)

— o0

dargestellt werden, wo f(u) iiber (—oo,t) quadratisch integrierbar ist. Wir
sagen, dass x (¢) und &(S) gleichférmig zusammengeordnet sind, wenn L, (z; ¢) =
== L, (& t) fir jedes ¢ gilt.

Wir fragen nun, ob in (31) £(S) so gewihlt werden kann, dass sie mit x ()
gleichférmig zusammengeordnet ist. Wir zeigen zuerst, dass, angenommen dass
eine solche &(S) existiert, sie bis auf einen Zahlenfaktor vom absoluten Betrag
1 eindeutig bestimmt ist.

Hs sei also
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t

(37) W)= [a(t—wd& W) f%““uW§()

-

und Ly (&3 1) = Ly (&y; t) = Ly (w; t) fiir jedes t. Dann gibt es fiir jede messbare
Menge S eine fiir €S definierte Funktion f(; S) so, dass

=1 8)d& ).
S

Wegen & (S; + 8p) = & (81) + & (S,) fiir S, - S, =0 gilt aber

L +8)= [ {8 +8)d& ()=

Sl‘f‘Sz

{ftslda ffzszda<>

also f(t; S;) = f(; S; + 8,), wenn t€S,, fiir alle S,. Somit ist f (; S) fiir jedes
¢ von S unabhingig und wir konnen statt f(¢; S) einfach f(f) schreiben. (37)
gibt dann fiir jedes ¢

fmt—md& fht—u u)d & (u),

also wegen L, (z; t) = Ly (&; t)
91t —u) =gy (t — u) [ (u),

woraus f( onst. =k folgt. Wir haben somit & (S) =%k& (S). Wegen
s 1 IS ) = m (5, it 18] = o
Es ist emleuchtend dass z(f) rein indeterministisch ist, wenn es eine ihr
gleichférmig zusammengeordnete & (S) existiert. In der Tat: Ist z ein Element
i L, (#; —o0), so ist es dann auch ein Element in L, (& t), d.h. in der Form

t

(38) e= [ fw)d&)

— o0

darstellbar. Diese Darstellung, welche eindeutig ist, muss aber fiir beliebiges ¢
gelten, was offenbar nur méglich ist, wenn f(u) identisch verschwindet.

9. Um die Existenz der zu x(t) gleichformig zusammengeordneten E(S) zu
beweisen, brauchen wir einige a’mlytlsche Hilfssétze, die teilweise in den Ar-
beiten von PALEY und WIENER [1] sowie HiLLe und Tamarkin [1, 2] enthalten
sind (vgl. auch NEvanpinna [1], 8. 174—197).

Hilfssatz 1: Es sei f(u) eine fiir reelle « definierte komplexwertige und iiber
(—o0, +00) quadratisch bzw. absolut integrierbare Funktion, deren FourieErsche
Transformierte f* (t) fiir ¢ < 0 identisch verschwindet. Dann wird durch
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1 f it ,
(39) fw) = — “"f (t)dt (w=wu+ 1v)
V2a
0

eine fiir v << 0 regulire analytische Funktion definiert, die der Bedingung
+o0
(40) [ i+ iv)Pdu< M (f) fir alle v=0 (p =2, bzw. 1)

geniigb. Hier ist M (f) eine Konstante, die nur von der Wahl der Funktion f,
aber nicht von v abhingig ist. Umgekehrt kann jede Funktion f(w) mit den
letztgenannten FEigenschaften in der Form (39) dargestellt werden, wo f* ()
quadratisch integrierbar, bezw. beschrinkt ist. Es gilt weiter

(41) Him f(u + t0) = f(u) fiir fast alle u
v-+0
und
. S -
(42) lim [+ iv)—falpdu=0 (» = 2 bzw. 1).

Hilfssatz 2: Eine Funktion f(w), die iiber die reelle Achse quadratisch bzw.
absolut integrierbar ist, erfiillt die Bedingungen des Hilfssatzes 1 dann und nur
dann, wenn das Integral

+o0
| log |/ )}l
142 at

—0

konvergiert und fiir v < 0 die Darstellung

-+ 00 B ! + o0
1 1+tw log |t 1 1+tw _
7 ) e are Mg ) i ity iR

(43)  }(w)=I;(w)e —° —w

gilt. Hier bedeutet IT;(w) ein BrascERE-Produkt

W—w, Wy — 1

v

mit v, < 0 und

Vy .
(45) p TP <oo,

%7 (t) eine beschrinkte nichtabnehmende Funktlon, deren Ableitung fast iiberall
verschwindet, a; eine reelle Zahl und f; eine positive Zahl Die Darstellung
(43) ist eindeutig.
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Den Beweis des Hilfssatzes 1 findet man bei Pargy und Wiener [1] fiir
quadratisch integrierbare f und bei HILLE und TaMArkIN [2] fiir absolut in-
tegrierbare f.

Beweis des Hilfssatzes 2: Es sei f(w) durch (43) definiert. Offenbar ist f(w)
fiir » << 0 analytisch und reguldr. Die Funktion . .

C e
1 f Lttw log |/ O],
i t—w 148

C T4tw
— j tLdll ) — Zﬂ/w-l-‘bal

ist aber fiir v < 0 beschrinkt und hat> fiir v — 0 fast iiberall beschrinkte Rand-
werte, so dass auch f(w) dieselbe Bedingung (40) erfiillt. —— Es sei umgekehrt
f(w) eine Funktion; die den Bedingungen des Hilfssatzes 1 geniigt. Durch

(46) w=i -
wird f(w) in eine Funktion g (z) transformiert, die innerhalb des Einheitskreises
analytisch und regulir ist. Aus (40) folgt weiter, dass

2n

f lg(rein) Pdp < M; (p=2Dbzw. 1)
0

fir r <1 (Hmik und TaMarxin [2]). Wird wie gewdhnlich mit log” a die
grossere der Zahlen loga und 0 bezeichnet, folgt daraus

27
[ log" g (réin)|dgp < M
0

fir r < 1. Well Ag.( ) im Einheitskreise keine Pole hat, ist sie danach eine fiir
|2| <1 beschrénktartige Funktion (NevanivNa [1]). Eine solche Funktion
kann aber in der Form
27
1
2—f
]

(47) ; g()=1II(z)e

dtp(3)+ia

dargestellt werden, wo I7(z) ein BLascEkE-Produkt und u eine Funktion von
beschriankter Schwankung ist. Es gilt

&
(48) v(@®) =lm [loglg(rer)|dg.
| im |
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Wenn fiir einen Wert & die Ableitung 3 (#) endlich ist, so ist

(49) v’ (9) = lim log | g (rei?)].
r—1

Weil o (9) als eine Funktion von beschrinkter Schwankung fast iiberall eine
endliche Ableitung hat, gilt (49) fast iiberall und die totalstetige Komponente
von y(9) ist dadurch bestimmt. Es sei p” die positive Variation von p. Aus
(48) folgt

A
(50) v (@) =1lim [log" |9 (re')|dg.
r—1p
Nun gilt aber wegen (42) (vgl. HiLLE und TaMARKIN [2])
27 . 27 ]
lim [g(ré'r)dg = [g(e') do
1o 0

und fast iiberall g (e*r) = lim g (r¢'?), woraus folgt, dass das Integral
r—1
3
[laen|de

0

fir r <1 gleichmissig totalstetig ist. Wegen 0 < log"|¢g| < |g| ist dann auch

3
[log"|g(reiv)|dg
0

fir r <1 gleichmissig totalstetig und somit nach (50) y* (9) totalstetig (vgl.
NevanLinna [1], S. 194). Es folgt daraus, dass die Funktion

9
(51) Yo (9) =y (&) — f v (@)de,

deren Ableitung fast iiberall verschwindet, nichtzunehmend ist. Weil schliess-
lich fast iiberall lim log | g (re*?)| = log | g (¢'%)] ist, folgt aus (49) und (51)
r—1

(52) (@) = [log|g(e9)|dp + v (9).
(L

Aus (47), (52) und (46) folgt nun leicht fiir f(w) die Darstellung (43), wenn
man die aus (46) folgende Relation

du

o=

beriicksichtigt und den Sprung von y, fiir ¥ =0 mit § bezeichnet.
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Hilfssatz 3: Es sei f*(f) eine fiir £ > 0 definierte quadratisch integrierbare
komplexe Funktion. Hinreichend dafiir, dass es keine ebenso fiir ¢ > 0 defi-
nierte, nicht identisch verschwindende quadratisch integrierbare Funktion A* (f)
so gibt, dass
(53) W= @hw+t)du=0 fiir alle £ > 0,

0

ist, dass fiir die durch (39) definierte Funktion f(w) die Darstellung

y tw log|f(t)}
1 1+tw log|f(t .
T f w 1re Gt
(54) fw)=e —o0

gilt. (Wir werden spiter sehen, dass diese Bedingung auch notwendig ist).

Beweis: Setzt man fiir t <0 &*(t) =0, wird ¢* (¢) auch fiir ¢ <0 definiert;
wegen der quadratischen Integrierbarkeit von f* und A* ist sie fiir alle ¢ be-
schrinkt. Ebenso koénnen wir f*(¢) =0 fiir ¢ <0 definieren. Wir schreiben
ferner

+ o0
1 .
h(w)=—— et (1) dt fiir ’U>0,
(w) V%f ()
(55) '
1 T
W) — ——— eltvg* () dt fir » << 0.
()= = j ¢ @)

Nach dem Hilfssatz 1 gilt fast iiberall

Hm f () = f(u), lim % (w) = h (u),

-0 v-0

wo f und A die Fourikrschen Transformierten von f* und A* sind. Die Par-
sEvALsche Gleichung gibt nach (53)

+00

q* ()= f e f(u)h(u)du.

Nach dem Hilfssatz 1 gilt dann, weil f(¢) 2 (t) absolut integrierbar ist,

(56) ¢ (u) = lim ¢ (u + iv) = f (u) b (u).

Die Funktion ¢(w) ist fiir v <0 analytisch und in der Form (43) darstellbar.

Weil A (w) fiir »> 0 analytisch ist, ist auch A (@) eine fiir » < 0 analytische
Funktion, die offenbar den Bedingungen des Hilfssatzes 1 geniigt und somit
in der Form (43) darstellbar ist. Wir haben somit, wenn f(w) die Bedingung
(64) erfiillt,
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® (w) = h (@) L) = 11, (w) 1T, (w) %

f (w)
+oo )
exp 1 {1+twlog|h ()] + log|g( t)l——loglf(t|dt_l_
ne J t—w 1+ '
+00
1 1+t
p t—gd(lh(t) + %g®) — (B + Br)w + t(an + ag + a/)}

Hier ist II; (w) IT; (w) ein BrascHRE-Produkt, yx(t) + ¢ () ist nichtabnehmend
und fr + f,20. @ (w) ist also in der Form (43) darstellbar und hat fast
iiberall die Randwerte

— T | o) = B (w) (u): 2
(57) QD(u)—})l_{r(l)di(u+w)— ()_f(“) [ A (u)?.

Weil h(u) quadratisch integrierbar ist, ist @ (u) absolut integrierbar und hat
somit nach den Hilfssitzen 1 und 2 eine Fouriersche Transformierte @~ (2),
die fiir ¢ << 0 verschwindet. Nach (57) ist aber @ (u) reell und somit @* (—t) =

= @*(t). Es folgt daraus, dass @*(f) und mit ihr @ (u), k(u) und schliesslich
h* (¢) identisch verschwinden.

10. Es sei £(S) eine homogene zufallige Spektralfunktion, fiir welche (31)
gilt. Weil dann jedenfalls L, (z; t) = Ly (; t), sind z (t) und &(S) dann und nur
dann’ gleichférmig zusammengeordnet, wenn es in Ly (& t) kein zu L, (x; ¢)
orthogonales Element gibt. Weil jedes Element von L, (&;¢) in der Form (38)
darstellbar ist, gilt fiir u < ¢

E(xwz) = fug(u—v 7 v)fu—v v.
—o0 0

Ist 21 Ly(x;t), so muss dieser Ausdruck fiir alle » <t verschwinden. Wird
f(t —v) = h (v) bezeichnet, sieht man, dass aus z L L, (z; t)

fg(v)h(v + u)ydv=20
]

fiir alle »>0 folgt. Es gilt L, (x; t) = Ly (& t) dann und nur dann, wenn es
keine h(v) mit dieser Eigenschaft gibt. Nach dem Hilfssatz 3 ist aber dafiir
hinreichend, dass fiir die Funktion

(58) G (w) = ﬁfe‘“wg(t)dt
0

die Darstellung
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Vi L&l
1 ~ 14iw log | G (L) .
Tai j T—w  1+p  Gttie

(59) Gw)y=e e

gilt. G (u) ist aber die Fouriersche Transformierte von g (f) und geniigt somit
wegen (31) der Bedingung

(60) |G )P = F.(4) fast iiberall.

Wenn wir von dem bedeutungslosen Faktor ¢ absehen, ist also

1 +°°1+).w logF'z(’Z)d‘
T2 f —w 1t o
(61) Go(w)=¢e -

die einzige G-Funktion, fiir welche (59) gilt. Wird die entsprechende g-Funktion
mib gq (t) bezeichnet, so gibt es eine homogene zufillige Spektralfunktion &, (S)
so, dass ‘ .

(62) )= [elt—wd& @

(KarHUNEN [1], 8. 72), und & (S) ist mit = (¢) gleichférmig zusammengeordnet.
Wir wissen schon, dass & (S) und g, (¢) eindeutig (bis auf den Faktor e'«) be-
stimmt sind. Es folgt daraus insbesondere, dass die hinreichende Bedingung im
Hilfssatze 3 auch notwendig ist.!

Nach dem Hilfssatz 2 bekommt man alle Funktionen g (¢), fiir welche (31)
gilt, wenn man die entsprechenden G-Funktionen aus

+o0

1 1+iw . .

— ——d y ) +ia

LY f r—w dxV)-ifwtic
— 0

(63) G (w) = Go (w) 11 (w)e

bestimmt, wo IT(w), x(4), B und « den im Hilfssatz 2 gesagten Bedingungen
geniigen sollen, aber sonst beliebig gewihlt werden kénnen.

11. Wir wollen schliesslich fiir die zufillige Spektralfunktion £(S) in (31)
und insbesondere fiir &, (S) einen Ausdruck konstruieren.

Wegen der vorausgesetzten Totalstetigkeit von F, folgt aus (60), wenn G (w)
nach (63) bestimmt ist, dass durch

g [d
(64) - £(S)= TZ’(%)
5

* Dies konnte man natiirlich auch direkt z. B. so zeigen, dass man eine von Null ver-
schiedene Funktion h(w) konstruiert, was méglich ist, wenn die gesagte Bedingung nicht
erfilllt ist. Diese Konstruktion ist aber ziemlich umstindlich und wir wollen sie nicht hier
durchfithren, weil wir das Resultat zu nichts gebrauchen kénnen. .
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eine homogene zufillige Spektralfunktion definiert wird. In der Tat ist

. _ (dF, () [dF. () _
5 (S)“Z“é, ,G(z)lréf L = me).

Ist &(S) die Fourikrsche Transformierte von &*(S), so folgt aus dem Satz 4

+ o0 +o0

z(t)= [ edzZ, ()= [ ¢HGAdE (D)=
00 t
= [gt—wdtw= [ g(t—wdéu),

weil die Fourikrsche Transformierte ¢ (¢) von G (4) fiir ¢ <0 verschwindet,
wenn G (w) durch (63) definiert ist.

12. Die Resultate von Nr. 10 und 11 zusammenfassend bekommen wir den

Satz 5: Eine stetige stationire zufillige Funktion z (f) ist dann und nur dann
rein indeterministisch, wenn ihr Spektrum totalstetig und vollsténdig ist und
das Integral

konvergiert. Diese Bedingung ist mit derjenigen gleichbedeutend, dass z(f) in
der Form
t
x(t) = ’ gt —u)d&{u)

—oc

darstellbar ist, wo &(S) eine homogene mit z (f) zusammengeordnete zufillige
Spektralfunktion bedeutet. Man bekommt alle solche Darstellungen, wenn man

+00
1 "
gty = — { e G (2yd A
V2a .
. 1 i dZ.(4)
5 b):_— Rgpeee=tad ‘ j e’“dt} PN
NTE l./ ¢ (2)
— 00 S
setzt, wo
G2 ==1lm G4 1 iy
1—0

und ¢ (A + fu) = G (w) fir 4 <0 durch (61) und (63) bestimmt ist. & (S) kann
so gewihlt werden, dass sie mit x(¢) gleichférmig zusammengeordnet ist, und
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die entsprechende Darstellung bekommt man, wenn man G (w) = G, (w) nimmt.
Diese letztgenannte Darstellung :

(65) o) = [ golt—u)d& ()

ist bis auf einen Normierungsfaktor e’ (a reell) eindeutig bestimmt.
Als Korollar bekommen wir sofort den

Satz 6: In der Komponentenzerlegung (24) einer stetigen stationiiren zufél-
ligen Funktion z () sind die Komponenten z, () und x5 (¢) deterministisch, die
Komponente z, (f) entweder deterministisch oder rein indeterministisch je nach
dem das Integral

+20
" | log i (2)]
/ 1+ 42 2

divergiert oder konvergiert. Weil z, (!) die einzige stationire Komponente von
x (t) ist, die ein vollstindiges totalstetiges Spektrum haben kann, ist z, (t) auch
die einzige stationire Komponente von z (¢), die rein indeterministisch sein kann.
Insbesondere ist jede stationire Komponente einer rein indeterminischen zufil-
ligen Funktion z(f) deterministisch (wenn wir die triviale Komponente x ()
selbst ausschliessen).

§ 4. Lineare Extrapolation einer stationiiren zufilligen Funktion

13. Es sei fortwihrend z(f) stetig und stationir. Das Problem der line-
aren Hxtrapolation ven z(f) ist, ein solches Element z in L, (x; s) zu finden,
dass ||z (f) — 2|/ (t > s) Minimum wird. Dieses Minimum wird bekanntlich fiir
z= Py, x(t) erreicht. Aus den Sitzen 5 und 6 folgt aber sofort

s

(66) Praga() =a(t) + 2 (1) + [ go(t—u)d & (u).

Der Extrapolationsfehler ist also

t

(67) z ()~ Pr,max(t) = ’ go (t — u) d &y (u)

&
und sein Normquadrat

t

[ o0t —wydéy ()

8 i

2 i—s

= [ o (@) Fdu.

0

(68) Dyt —s)=

Die nichtabnehmende Funktion D, () ist ein Mass fiir die Ungenauigkeit der
Extrapolation. Wenn D, () identisch verschwindet, ist x (/) deterministisch.
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Man bemerkt, dass wir keine explizite Losung fiir das Extrapolationsproblem
gegeben haben, weil in dem oben gegebenen Ausdruck fiir &, der ganze Raum
L, (x) statt des Unterraumes L, (z; s) zur Anwendung kommt. Man kann auch
eine explizite Losung konstruieren, wir wollen aber nicht diese Frage hier niher
untersuchen, sondern hoffen zu ihr in einem anderen Zusammenhang zuriick-
kommen zu kénnen.
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