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Mitgetei l t  a m  12. J a n u a r  1949 durch MARCEL RIESZ und  I-I. CRAMgR 

o:  

Uber die Struktur station/irer zuf/illiger Funktionen 

Von KAI~I KARHUNEN 

In einer friiheren Abhandlung (KARttUNEN [1])haben wit eine einheitliche 
lineare Theorie der zuf/illigen Funktionen zu entwickeln versucht und einige An- 
wendungen auf station/ire zuf~llige Funktionen behandelt. Im folgenden werden 
wir die letztgenannten Fragen etwas tiefer untersuchen und dabei insbesondere 
die Resultate, die WOLD [1] und KOLMOGOROFF. [1, 2] im Falle stationiirer 
Fotgen von zuf/~lligen GrSssen gewonnen haben, fiir stetige station~re zuf~llige 
Funktionen verallgemeinern. Teilweise dieselben Probleme hat HANNER [1] mit 
einer anderen Methode ohne Zuhilfenahme der Spektraldarstellung behandelt. 

Wo nicht anders gesagt wird, werden wir im folgenden der Terminologie und 
den Bezeichnungen unserer oben genannten Abhandlung folgen. 

Diese Arbeit ist w/~hrend unserem Aufenthalt als Dozentstipendiat an d e m  
Institut fiir Versicherungsmathematik und Mathematische Statistik der Hoch- 
schule Stockholm durchgefiihrt worden. Es sei uns gestattet an dieser Stetle 
dem Vorgesetzten des Institutes, Herrn Prof. Dr. H. CRAM~R, unseren tier emp- 
fundenen Dank fiir seine unermiidliche Hilfsbereitschaft und fiir manche weft- 
volle Ratschl/ige auszusprechen. 

w 1. Untergeordnete zuf/iHige Funktionen 

1. Es sei x (t) eine zuf/illige Funktion und L2 (x)der zu ihr gehSrende lineare 
Raum (vgl. KARHUNEN [1], S. 26). Eine andere zuf/~llige Funktion y (u) heisst 
x (t) (linear) untergeordnet, wenn L 2 (y) ~ L2 (x). Gilt insbesondere L2 (y) ~- Le (x) 
heissen x (t) und y (u) (linear) zusammengeordnet. 

Ist insbesondere x (t) station/ir (vgl. KARHUNEN [1], S. 54)i ist y (t), welche 
wie x (t) auf der reellen Zahlengerade definiert ist, ihr untergeordnet (bzw. zu- 
sammengeordnet), und sind x (t) und y (t) station~ir korreliert, d .h .  ist 

(1) rx~ (s - t) = E x  (s)  y ( t)  

eine Funktion von s -  t allein, so sagen wir, dass y (t) der zuf/illigen Funktion 
x (t) stationer untergeordnet (bzw. zusammengeordnet) ist. 

Wit bezeichnen mit Lz (x; t) die geschlossene lineare Hiille der Menge {x (s), 
s ~ t}. Ist y (t) zu x (t) station~ir untergeordnet (bzw. zusammengeordnet) und 
gilt dazu L~ (y; t) ~= L~ (x; t) (bzw. L2 (y; t) = Lz (x; t)) flit alle t, so heisst die 
Unterordnung (bzw. Zusammenordnung) gleich]6rmig. 
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2. Bekanntlich (CRAM~R [2]) kann eine stetige station/ire zufMlige Funktion 
x (t) in der Form 

(2) x (t) = f e~;'tdZ~ (t)  
- - a o  

dargestellt werden, wo Zz eine mit x (t) zusammengeordnete zuf/illige Spektral- 
funktion ist (vgl. KARrrU~CEN []]). Fiir die Korrelationsfunktion r * * ( t ) :  
-----Ex (s + t ) x ( s )  von x( t )  gilt die entsprechende Darstellung (KmNTCHINn [1]) 

+ ' o o  

(3) rxz (t) = f e i ; t d F x  (~t), 
- - o o  

wo F~ beschr/inkt und nichtabnehmend ist und der Bedingung A F~ = ]] A Zz []2 
geniigt. 

Jedes Element z in L 2 (Z~)~  L2 (x) kann in der Form 

z = f 1~ (2) dZ~ (x) 
- - o o  

dargestellt werden, wo !~ eine in bezug auf F ,  quadratisch integrierbare kom- 
plexe Funktion ist (KARHUSEN [1], Satz 9). Wenn wit insbesondere eine x (t) 
station/it untergeordnete zuf/illige Funktion y( t )  betrachten, gibt es also fiir 
jedes t eine Funktion ] (2; t) von 2 so, dass 

(4) u (t) = f / (2; t) dZ.  (I). 

Aus (1), (2) und (4) folgt fiir beliebige s und t 

E x ( s )  y (t) = f e i~s ] (t; t) d F x  (t)  --- E x  (s - -  t) y(O) = 
- - o o  

= f e~(.-t, ! (t, 0) dF~ (t) 
- - Q O  

und somit 
-~-oO 

f e~" [/(I; t) - e ' t / ( I ;  0] dF~ (2) = 0. 

Dies ist aber mSglich nur, wenn fiir jedes t fast tiberall in bezug auf F~ 
(d. 11. ffir alle 2 ausserhalb einer Menge M fiber welche die Variation yon F~ 
verschwindet) 

/ (2; t) ~- e i~t / (2; 0) 

gilt. Bezeichnen wit noch 1(i; 0 ) =  yu~(2), bekommen wir unmittelbar den 
folgenden 
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S a t z  1: Ist  x (t) eine stetige station~re zuf~llige Funkt ion und y (t) ihr sta- 
tioner untergeordnet,  so gibt es eine in bezug auf F~ quadratisch integrierbare, 
fast iiberall in bezug auf F~ eindeutig bestimmte komplexe Funkt ion ~y~(2) 
so, dass 

+r162 
(5) y (t) = f e i;'t )'u �9 (2) dZx  (2). 

--oO 

Insbesondere ist also y (t) stationer und stetig und es gilt mit  entsprechenden 
Bezeichnungen wie in (2). und (3) 

(6) Zu (S) ---- f )'u �9 (2) dZ~ (2), 
8 

(7) Fu (2) = f ] 7'u �9 (2)I ~ d F~ (2), 

~-ao 

(s) r , ,  (t) = .( e ~" r , ,  (2) d F~ (2). 

Aus (6) folgt, dass L2 (Z~) ---- Lu (Zu), d .h .  L2 (x) ~- L 2 (y) dann und nur dann 
gilt, wenn fast iiberall in bezug auf Fx yu~(2) yon Null verschieden ist (vgl. 
KARHU~E~ [1], S. 50). Dann und nut  dann sind also x (t) und y (t) stationer 
zusammengeordnet. 

3. Is t  y (t) station~ir und stetig und mit  x (t) stationer korreliert, abet nicht 
notwendig x (t) untergeordnet,  so ist die Projektion von y (t) auf L2 (x) 

PL,, (~) Y (t) --~ y~ (t) 

wegen E x  (s) yx (t) = E x  (s) y (t) zu x (t) station~ir untergeordnet. Weil y (t) und 
y~ (t) stationer sind und y~ (s) _1_ y (t) - -  y~ (t), ist y (t) - -  y~ (t) stationer, und man 
bekommt 

(9) Us (t) -~ f e i~.t ru~ (2) dZ~ (2), 
- - o 0  

y (t) - -  yx (t) -~ f ei~td ~ . ~ _ ~  (2), 
- - o 0  

Es folgt daraus nach (7) und (8) 

+oo 
r~ u (t) -~ f ei~tdF~u(2) 

- -  o 0  

(10) 

wo L2 (Z~-y~) • L2 (Zx). 

(11) 

und 

(12) ryu (t) ----- f e i ; tdFy (2) 
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mit 

(13) 

und 

(14) 

F.~(z)= f ~.(~dF,(Z) 
- - o o  

). 

F~(;t) = f lr~(2)rdF~(Z) + Fy-vx(2). 
- - o o  

Die ScItWARzsche Ungleichung gibt wegen A F~-uz ( 2 ) ~  0 

I A F~u [3 _ I f ~u �9 (2) d F~ (2) 13 ~ f I ~'u �9 (2)]3 d Fx (2) f d F~ (2) --_< A F~ A F u . 
,t ,/ J 

Fxu ist also eine Funktion von beschr~nkter Schwankung, deren Differenzen 
der Ungleichung 

(15) ] A F ~ ] 3 < A F ~ A F y  

geniigen. Umgekehrt folgt aus (9) und (10), dass fiir beliebige beschr~inkte und 
nichtabnehmende reelle Funktionen Fz und Fu und eine komplexe Funktion 
F~ v- die der Ungleichung (15) geniigt, immer zwei stetige station~re und sta- 
tion~ir korrclierte zufiillige Funktionen x(t) und y(t) konstruiert werden k6nnen 
so, dass (3), (11) und (12) gelten. Man braucht nur 

dF~ f ] YY~:dFx- '  FY-y*:Fv- -  ~vx (2) ]2 dFz (2) 

definieren. Aus (15) folgt dann, dass Fy_~. nicht abnehmend ist, so dass man 
zwei orthogonale zufiillige Spektralfunktionen Zx und Zu_yx so geben kann, dass 
It ~Z:~Ha-~.A F~, HA Zy_v~[]3--~ z] F~-v~. Dieses Resultat, das leicht auch flit 
beliebig viele station~ire zufRllige Funktionen erweitert werden kann, hat CRAM~R [1] 
mit einer anderen Methode bewiesen. (Fiir stationRre Folgen, vgl. auch KOLMO- 
G O R O F F  [ 1 ] ,  w 3). 

4. y (t) heisst eine stationare Komponente von x (t), wenn y (t) zu x (t) sta- 
t i on~  untergeordnet ist und y (s)3_x (t)--y(t) fiir alle s und t. 

Satz 2: y (t) ist dann und nur dann eine station~ire Komponente von x (t), 
wenn fast iiberall in bezug auf F ,  

(16) r~ .  (2) = e, (2), 

wo e,(2) die charakteristische Funktion einer messbaren Menge S ist (d. h. 
e,(2) ~ 1 /fir 2eS ,  sonst e,(2)-~ 0). --  Man kann sagen, dass jede Zerlegung 
einer stetigen stationiiren zufii!ligen Funktion in stationtire Komponenten einer 
Zerlegung ihrea Spektrums in komplementAre Teilspektra entspricht. 
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Beweis  : Aus (5) und x (t) --  y (t) .l_ L2 (y) folgt 

+ca 

f e i;'t (1 --  yyz (2'.) Yw (~t) d F ~  (2) -~ 0 
- - c O  

fiir alle t und somit 

(1 - r ~ ( ~ ) )  r ~  (~) = 0 ,  

d.h .  entweder ~y~ (~)----0 oder yy~ (~t)= 1, fast iiberall in bezug auf Fx. Weil 
~y~ (2) eine messbare Funktion ist, ist diejenige Menge S, in welcher Yuz (2) = 1, 
messbar, woraus die Behauptung fol~. 

w 2. Determinist ische und indeterminist ische station~ire 
zufii l l ige Funkt ionen 

5. Es sei fortw~hrend x (t) eine stetige station~re zuf~llige Funktion. FOr 
s ~ t gilt dann offenbar L2 (x; s ) % L z  (x; t). Wenn t ~ - - c ~ ,  konvergiert somit 
Lz (x; t) gegen einen Unterraum in L 2 (x), den wit mit L2 (x; --c~) bezeichflen. 
Ist L 2 ( x ; - - c ~ ) ~ L 2 ( x ) ,  d .h.  ist for jedes t L 2 ( x ; t ) = L 2 ( x ) ,  ist jedes x(t) 
ein Element in L2 (x; s), wo s beliebig gew~hlt werden kann. Das bedeutet, 
dass die zufMlige Funktion x (t) schon durch ihre Werte fOr t ~ s eindeutig for 
alle Werte des Arguments bestimmt wird. Die zuf~llige Funktion wird dann 
determinis t isch genannt: Der andere extreme Fall ist, dass L2 (x;--c~)  nur das 
Nullelement enth~lt. Dann kann man sagen, dass die Werte yon x (t) for t ~ s  
beliebig wenig Auskunft fiber die Werte von x (t) fOr t ~ u geben, wenn u -  s 
gross genug wird. Wir sagen, dass die zufi~llige Funktion dann rein indeter- 
min is t i sch  ist. 

Im allgemeinen ist natorlich 0 c  L2 (x;--c~)  c Le (x). Man sieht leicht, dass 
dann x (t) eindeutig in zwei station~ire Komponenten so zerlegt werden kann, 
dass die eine Komponente deterministisch, die zweite rein indeterministisch 
ist. In der Tat is die Projektion xd(t)  von x ( t )  auf L~ (x;--c~),  die wegen 
L 2 (x;--c~)  ~ L2 (x) zu x ( t )  untergeordnet ist, eine station~re Komponente von 
x (t). Denn wir haben 

E (xd (S) x (t)) = E (PL~ (~; - ca) x (s) x (t)) = E (Th Pz~ (~; - ca) x (s) Th x It)) ---- 

~-  E ( P T  a LAx; -ca) X (S + .h) x (t + h)), 

wo Ta diejenige lineare Transformation in L , ( x )  bedeutet; die jedes x ( t )  
in x ( t  + h) fiberffihrt (vgl. KARItUNEN [1], S. 55). Nun ist aber offenbar 
Th L~ (x; --r = L2 (x; --c~), so dass wit 

E (xd (s) x (t----)) = E (xd (s + h)x (t + h)) 

bekommen, und xe (t) somit mit x (t) stationer korreliert ist. Wegen L2 (x; 0 o ) - - ~  
= P / ~ ( z ; - c a ) L  2 (x)  : L 2 (xd) u n d  5 2 (Xd; - -  vo )  ~-- PL,(~; _ca)L2 (xa) = L~ (Xd) ist 
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schliesslich xd (t) deterministisch. Aus L2 (x; - -  oo) o L2 (xd) = 0 folgt nun sofort, 
dass x ( t ) - - xa  (t) rein indeterministiseh ist. 

Die Begriffe ))deterministiseh~) und ))rein indeterministiseh)) verdanken wir 
WOLD [1] fiir station~ire Folgen; er nennt die betreffenden Komponenten singu- 
lar bzw. reguliir. Die Benennung ~)deterministisch)) hat DOOB [1] eingefiihrt. 
WOLD [1] und KOL.~IOGOROFF [1] haben gezeigt, dass fiir station~re Folgen eine 
Zerlegung in eine deterministische und eine rein indeterministische Komponente 
mSglich ist. 

6. Es sei h e i n e  beliebige positive Zahl. Wir bezeichnen 

(17) x (t; h) -~ x (t) --  PLy(x; t-h) X (t). 

Offenbar ist x (t; h) zu x (t) station/ir untergeordnet (aber im allgemeinen keine 
station~re Komponente von x(t), weil L2(x; t -  h) von t abh/ingt und somit 
x(ti nicht zu x ( s ) -  x(s; h) orthogonal zu sein braucht). Ist x (t)deterministisch, 
versehwindet x (t; h) identisch. Umgekehrt, wenn x (t; h) fiir jedes h identisch 
verschwindet, ist x (t) = PL,(x;t-h) x (t) fiir jedes h, d. h. x (t) ---- PL.,(x;-~)x (t) und 
somit x (t) deterministisch. 

Nach dem Satz 1 gibt es eine in bezug auf Fx quadratisch integrierbare 
Funktion 9' (2; h) so, dass 

+ : r  

(18) x (t; h) = f e ~t  9" (2; h) dZ~ (2). 
- -oo  

Fiir s -  t > h ist E x ( s ;  h)x( t ;  h ) =  O, weil x(t; h) ein Element in L2 (x; t ) u n d  
wegen t < s - - h  auch in L2(x; s - - h )  ist, w~hrend x(s; h) wegen (17) zu 
L 2 (x; s -  h) orthogonal ist. Aus (18) und (7) folgt somit 

-~oo 

(19) f e '~ t [9" (2 ;h ) l edF~(A)=O fur I t l > h .  
- - r 1 6 2  

Man sehliesst daraus, dass die Funktion 

f 19' (2; h) ! ~ d ~ (2) 
- - o o  

totalstetig ist und demnach, weil die Ableitung F~ (2) der monotonen Funktion 
F~ (2) fast iiberall existiert, 

). 2 

(20) f 19' (2; h) I ~- d F~ (2) ---- f 19' (2; h) 12 F~ (2) d 2. 
- -oo  - - ~  

Bekanntlich l~sst sich Fx (2) als Summe von drei Funktionen 

F <~) t~  ~3) (21) Fx (Z) = F '')~ (~). + ~ ,,., + F~ (,D 
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schreiben, die s~mtlich nichtabnehmend sind, und zwar so, dass F~ ') (2) total- 
stetig ist und fast iiberall F~ ( 2 ) ~ - F ~  ')' (2) gilt, F~ ~; (2) eine reine Sprungfunk- 

x F ~ / ~  und F (~x (2) ver- t ion ist und F"~)(2) stetig ist. Die Ableitungen von z ~,~ 
schwinden ausserhatb einer Nullmenge M. Ist  M2 die abz~hlbare Menge der 
Unstetigkeitstellen yon F~(2), M 3-~ M - - M 2  und M 1-~ R - - M ,  wo R die 
ganze reelle Achse bedeutet ,  so gilt offenbar fiir jede messbare Menge S 

f d F~ ~) (2) = f dF~ (2) (~ = ~, 2, 3)  
S S. M~ 

Wir kSnnen je tz t  drei zufMlige Spektralfunktionen durch 

z") = f dZ~ (~ 2,3) ( s )  (2) = ~, 
S.M~, 

so definieren, dass II A Z(; ~ II ~ = A F ~  ) und 

Z ~'~ S Z'~ ~' (22) Z ~ ( S ) = Z ~ , ' ( S )  + ~ ( ) + (S). 

Z~3) L2 t/Z"')~x j, L2 (Z; ~)) und L2( x ) sind zueinander orthogonal.  

+ ~  

(23) x ,  ( t )  = f e'" d Z? (2), 

so ist 

Schreiben wit 

(24) x (t) - -  xa (t) + x2 (t) + x3 (t) 

nach dem Satz 2 eine Zerlegung von x (t) in drei station~ire Komponenten.  
Wit  sagen (vgl. KARHUNEN [1], S. 70), dass xl ( t ) e i n  totalstetiges :Spes 
x~ (t) ein Punktspektrum und xa (t) ein si~r~gul~ires Spektrum besitzt. 

Well xl( t) ,  x2 (t) und xa (t) zueinander orthogonal sind, folgt aus (17) 

(25)  X (t; ]l) = :  X 1 (t; ]~) + X 2 (t; h) + x s (t; h).  

F~ Nach (18) und (20) verschwindet x (t; h) identisch, wenn (2) fast iiberalt ver- 
schwindet. In diesem Fall ist also x (t) sicher determinis t isch.  Es folgt daraus 
insbesondere, dass die Komponenten  x2 (t) und x3 (t) deterministisch sind. Wir 
haben somit 

+ ~  

(26) x (t; h) ---- xl (t; h) = / ei;'t~ (2; h) J Z  <') (2). 

Es beiteutet  also keine wesentliche Einschrhnkung, wenn wit im folgenden der 
Einfachheit  halber annehmcn, dass x (t) ein totalstetiges Spektrum hat.  

Nach (19) haben wir 

(27) f ei~t]~ , (2; h)[2 F~ (2)d2 = 0 fiir It I >  h.  
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Aus  x (s; It) • L3 (x; s --  It) und x (t) E Lz (x; S --  It)  f i i r t  ~ s It folgt nach (8) 
weiter 

(28) f ei~tr(2;it)F'x(~)d2=O fiir t > l t .  
- -oo  

Die Funktionen I y (~; It)I~F; (2) und ? (4; It) F ;  (2) sind beide fiber (--co,  + co) 
absolut integrierbar (fiir y (4; h)F~ r folgt dies sofort wegen der absoluten In- 
tegrierbarkeit von F~ (2) aus der ScRwARzschen Ungleichung). Nach einem Satz 
yon HILLE und TAMARKI~ [1] kann die FovgIERsche Transformierte einer ab- 
solut integrierbaren Funktion ]:(2) au f  einer Halbachse nur versehwinden, wenn 
das Integral 

+ o o  

f Ilog]/_(~)t[d2 
1 + 3 .  3 

- -oo  

konvergiert. Aus (27) und (28) folgt somit 

+ z o  

f 2, 
(29) : l log [1 r (4;. It) l F~ (2)]1 

1 + )3 d). < ' co ,  
- -oo  

-{-oo f I log [I r (;t; It) l F; (2)] I 
�9 1 + 2 3 d) .  

< O O .  

Nun ist aber 

0 ~ I log f~ l  = 121og I~'1 + 2 log F ; - - l o g  I;,13 E;[  < 2[ log I r  I-F;~I + 

+ I l og l r l 2F ; I ,  
0 _--< 1 log I r t 1 =  I log'l r lF.~ - -  log ~';~1 ---<1 log l r  IF ; I  § I log ~';I, 

so dass die Bedingungen (29) mit den folgenden /~qtiivalent sind: 

+ o o  + ~  

(29)' f Ilog~;(;t)la~iu ~" < co' f lloglr(;~;,+2 ~h)lld2 < ~. 

Ist die erste Bedingung (29)' nicht erfiillt, kann eine yon Null verschiedene 
Funktion y (4; h) nicht existieren. Wit haben also zun~chst den 

S a t z  3: Wenn das Integral 

(30) f I log P~(g) l 
1 + ) ) '  d)" 

- - r  

divergiert, ist die zufgllige Funktion x (t) deterministisch. Insbesondere ist x (t) 
deterministisch, wenn ~ (2) in einer Menge yon positivem Mass verschwindet. 

Es sei bemerkt, dass wegen log lv-~ < F~' nut  kleine Werte yon _~ die Di- 
vergenz des Integrals (30) verursachen kSnnen. 
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w 3. Die kanonische Darstellung ~einer indeterrnlnistischen 
stationiiren zufiilligen Funktion 

7. Wir nehm6n jetzt an, dass das ~ Spektrum von x (t) 'totalstetig ist und 'class 
das Integral (30) konvergiert. Wir wissen dann, dass x (t) sich in der Form 

i t 
(31) x ( t ) =  g(u)d~$(t--u)= f a(t--u)d~(u) 

0 - - o r  

darstellen liisst, wo ~(S) ' eine fiir alle L~ESGUE-messbare Mengen auI der 
reel[en Achse definierte zuf/illige Spel~tralfunktion is~, die dem LEnESGUEschen 
Mass m entspricht, d.h. der Bedingung 

(32) II (8)II 3 = m ( s )  

geniigt (KARr~UNEN [1], Satz 16). x(t) und ~ (S) sind zusammengeordnet. 
Eine zufiillige Spektralfunktion mit der Eigenschaft (32)wird homogen ge- 

nannt. Sie hat Eigenschaften, die sie aufs engste mit stati0n~ren zhf/illigen 
Funktionen zusammenkniipfem In der Tat: wird mit Tk eine Translation der 
reellen Achse bezeichnet, die jeden Punkt t in  den Punkt t + h fiihrt, so ist 
offenbar ~ (Tt S) eine station~ire zuf~llige Funktion von t. I s t  insbesondere S ein 
Intervall (a, b), bekommt man fiir ~ (TtS) die Spektraldarstellung 

(33) 
ei~b ~ ei) .a 

~(TtS)=~(a+t ,b+t) - -  1 ei~. t d~* (~t), iz  
- -  a o  

wo ~* wieder eine homogene zuf~llige Spektralfunktion ist (vgl. K~RHLrNEN [1], 
S. 53). Mlgemeiner gilt 

(34) 

und umgekehrt 

(35) 

- - o o  S 

-}-oo 

Der Beweis dieser Formeln ist demjenigen von (33) votlkommen analog. Wit 
nennen ~* die FouRI~Rsche Transformierte von ~. Wegen (34) find (35) sind 

und ~* offenbar zusammengeordnet. 

Satz 4: Ist ~ (S) eine homogene zuf/illige Spektralfunktion und { (t) eine qua- 
dratisch integrierbare komplexe Funktion und werden ihre FouRiERschen Trans- 
formierten mit ~* (S) bzw. mit ]* (t) bezeichnet, so gilt die PAa~s~vA~che Formel 
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(36) f ](t) d ~ ( t ) =  f /*(t) d~*(t). 

Beweis: Weil ~ und ~* zusammengeordnet sind, ist jedes Element 

z= 
in L2 (~) auch ein Element in L~ (~*). Es gibt somit eine quadratisch inte- 
grierbare Funktion ]* so, dass (36) gilt. Wir sollen beweisen, dass ]~ die 
FOURIERsche Transformierte yon ] i s t .  Nach (34) gilt aber fiir jedes S 

E z s  1 f /'(z){ f 
S - - ~  S 

Es folgt daraus, dass fast iiberall 

+ o o  

{ i } d 1 ], e - i ; ' t - - l d ~  . 
t ( t )= ~ i / ~  . (41 _~: 

Dies ist abet ein wohlbekannter Ausdruck fiir die FouRiERsche Transformierte 
der quadratisch integrierbaren Funktion ]*. 

8. Wir sagen, dass eine homogene zufiillige Spektralfunktion ~(S) einer sta- 
tion~ren zuf~tlligen Funktion x (t) untergeordnet bzw. zusammengeordnet ist, 
wenn ~(TtS) fiir jedes S als eine Funktion von t die betreffende Eigenschaft 
besitzt. Man sieht sofort, dass in (31) x.( t)und ~ (S) stationer zusammen- 
geordnet sind. 

Es sei L,, ($; t) derjenige Unterraum in L 2 (~=), der dutch alle ~: (S), in welehen 
S messbare Teilmengen der Halbaehse (--0% t)s ind,  aufgespannt wird. Die 
Elemente von L 2 ($; t) kSnnen in der Form 

t 

Z = f /(u) d~(u) 
- -oo  

dargestellt werden, wo /(u) fiber (--c~, t) quadratisch integrierbar ist. Wir 
sagen, class x (t) and ~: (S) gleiehf5rmig zusammengeordnet sind, wenn L2 (x; t) = 
- -L2  (~e; t) ftir jedes t gilt. 

Wit fragen nun, ob in (31) ~(S) so gewghlt werden kann, dass sie mit x (t) 
gleichf6rmig zusammengeordnet ist. Wir zeigen zuerst, dass, angenommen dass 
eine solche ~: (S) existiert, sie bis auf einen Zahlenfaktor yore absoluten Betrag 
1 eindeutig bestimmt ist. 

Es sei also 
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t t 

(37) x (t) = f gl (t --  u) d ~1 (u) = f g2 (t - -  U) d ~2 (u) 
-r162 -co 

und L e (~1~ t) = L2 (~2; t) = L2 (x; t) fiir jedes t. Dann gibt es fiir jede messbare 
Menge S e i n e  fiir t E S definierte Funktion [ (t; S) so, dass 

~2 (S) = f ] (t; S) d ~1 (t). 
S 

Wegen ~2 (S1 + $2)  = ~2 (S1) -~- ~2 ($2) fiir $1" $2 = 0 gilt aber 

~2 ($1 + $2) ----- f [ (t; $1 + $2) d ~1 (t) = 

S,+8~ 

= f / ( t ;  $1)d~: (t) + fl(t; S:)d~l (t), 
31 S., 

also [(t; $1)= ](t; $1 + $2), wenn tES1, fiir alle $2. Somit ist ](t; S) ftir jedes 
t yon S unabhiingig und wir kSnnen start /(t; S) einfaeh ] (t) schreiben. (37) 
gibt dann Iiir jedes t 

t t 

x (t) ---= f gl (t --  u) d ~1 (u) = f g~ (t -- u) ] (u) d ~1 (u), 
-or -oo 

also wegen L 2 (x; t) = L2 (~1; t) 

g l ( t - -  U) = g 2 ( t - -  U ) ] ( U ) ,  

= Kon~t. = k folgt. Wir haben somit ~2 (S) = k ~1 (S). Wegen woraus  /(u) l ., 

II s ,  (s)11 = Ii (s)I i  = m (s j ,  ist  I k l  = 1. 
E s  ist einleuehtend, dass x (t) rein indeterministiseh ist, wenn es eine ihr 

gteiehfSrmig zusammengeordnete ~ (S) existiert. In der Tat: Ist z ein Element 
in L2 (x; --00), so ist es dann aueh ein Element in L2 (~; t), d.h .  in der Form 

t 

(38) z =  f t(u) d~(u) 
-oo 

darstellbar. Diese Darstellung, welche eindeutig ist, muss aber fiir beliebiges t 
gelten, was offenbar nut mSglich ist, wenn /(u) identiseh verschwindet. 

9. Um die Existenz der zu x (t) g]eichfSrmig zusammengeordneten ~ (S) zu 
beweisen, brauchen wir einige analytische Hilfss~itze, die teilweise in den Ar- 
beiten yon PALEu und WIENER [1] sowie HILLE und TAMARKIN [1, 2] enthalten 
sind (vgl. auch NEVANLINNA [1], S. 174--197). 

Itilfssatz 1: Es  sei [ (u) eine fiir reelle u definierte komplexwertige und fiber 
(--oo, + co) quadratisch bzw. absolut integrierbare Funktion, deren FouRIERsche 
Transformierte ]* (t) flit t < 0 identisch verschwindet. Dann wird dutch 
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co 

(39) / (w) l/  

0 

eine ffir v < 0 regul~re analytische Funktion definiert, die der Bedingung 

q-co  

(40) f [/(u.iv)lVdu<M(/) ffir alle v~_0  
- - c o  

(p = 2, bzw. 1) 

genfigt. Hier ist M (/) eine Konstante, die nut  von der Wahl der Funktion ], 
abet nicht von v abh~ngig ist. Umgekelrrt kann jede Funktion [ (w) mit den 
letztgenannten Eigensehaften in der Form (39) dargestellt werden, wo [*(t) 
quadratiseh integrierbar, bezw. beschr~nkt ist. Es gilt weiter 

(41) lim t (u + iv) = / (u) 
V o 0  

und 

(42) lim f ll(u + iv)--/(u)l, du=O 
V ~ 0  - -~o  

ftir fast alle u 

(p ---- 2 bzw. 1). 

H i l f s s a t z  2:  Eine Funktion ] (w), die fiber die reelle Aehse quadratisch bzw. 
absolut integrierbar ist, erfiillt die Bedingungen des tIilfssatzes 1 dann und nur 
dann, wenn das Integral 

f I log It(t) ll dt  
, l + t  2 

konvergiert und ffir v < 0 die Darstellung 

(43) / (w) = / / i  (w) e 

+co -~co 

1 f i+tw loglt(t)[dtq - 1 f l+tWdx,t)+ia,_i~, w 
i t - w  - l q - ~ -  , ~  t - w  . - - 

- - ~  - - o o  

gilt. Hier bedeutet H! (w) ein BLASCHKE-Produkt 

w - -  w~ @~ - -  i 
(44) / / i  (w) = I I  w _ ~, ~, u 

mit v, < 0 und 

(45) ~ i § I w, I s < ~ ~  

Z! (t) eine besehr~nkte nichtabnehmende Funktion, deren Ableitung fast fiberall 
versehwindet, at eine reelle Zahl und fl/ eine positive Zahl. Die Darstellung 
(43) ist eindeutig. 
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Den Beweis des HilfSsatzes 1 finder man bei PALESt und WIENER [1] fiir 
quadratiseh integrierbare f und bei HILLE und TAMARKIN [2] fiir absolut in- 
tegrierbare f. 

Beweis des Hil/ssatzes 2: Es sei ] (w) dutch (43) definiert. Offenbar ist ] (w) 
fiir v < 0 analytisch und regular. Die Funktion 

+ o o  

f l+tWt_w l~ l 
e -oo 

geniigt der Bedingung (40) (PALEY und WIENER [1], Satz XII). Der Ausdruck 

+ ~  

1-I i  ( w )  e - ~ 

ist aber fiir v < 0 beschr~inkt und hat fiir v -+ 0 fast iiberall beschr~inkte Rand- 
werte, so dass auch /(w) dieselbe Bedingung (40) erfiillt. - -  Es sei umgekehrt 
/(w) eine Funktion, die den Bedingungen des Hilfssatzes 1 geni igt .  Du tch  

. z §  
(46) w ~- . * - - - -  

z - - 1  

wird /(w) in eine Funktion g (z) transformiert, die innerhalb des Einheitskreises 
analytisch und  regul+r ist. Aus (40) folgt weiter, dass 

2r~ 

f Ig(re"r)l~'d~Ml (p = 2 bzw. 1) 
0 

fiir r < I ' (HILLE und TAMARKIN + [2]). ' Wird wie gewShnlieh mit log+a die 
grSssere der Zahlen log a und 0 bezeiehnet, f01gt daraus 

2 ~  

f log § la(re"e) ld~o =< M! 
0 

f l i r t  < 1. Weil g izi im Einheitskreise keine Pole hat, ist sie danach eine fiir 
I zl < 1 besehriinktartige Funktion (NEVANLINNA [1]). Eine solehe Funktion 
kann abet in der Form 

. 2 z  ~ , , 

2~ f e'i'~+z d,p(~)+ia d ~$5v_ g 
(47) a (z) ----//(z) e o 

dargestellt werden, wo II(z) ein BLASCHKE-Produkt und ~p eine Funkt{on yon 
beschriinkter Schwankung ist. Es gilt 

(48) + ~o (0) = lira f log I a (' e++) I d ~.  
r + l  0 
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Wenn fiir einen Wert 0 die Ableitung ~o' (0) endlieh ist, so ist 

(49) y/(0) = lim log [0 (re i~ I. 

Well ~0 (v~) als eine Funktion von besehri~nkter Schwankung fast iiberall eine 
endliche Ableitung hat, gilt (49) fast iiberall und die totalstetige Komponente 
von ~ (0) ist dadurch bestimmt. Es sei ~v + die positive Variation von ~v. Aus 
(48) folgt 

(50) ~o + (~) ---- lim ( log + l a ( r e ~ ) l d c p  �9 
5 

Nun gilt aber wegen (42) (vgl. HILLE und T.~IARKIN [2]) 

2zz 2 ~  

Yam,~l [ g(rei+)aep= of O(ei~) dq~ 

und fast iiberall g(eaO : lim g(rei~), woraus folgt, dass das Integral 
r ~ l  

9 

f la (r e'+)l 
0 

fiir r < 1 gleichm~sig totalstetig ist. Wegen 0 < log + [0] < [g] ist dann auch 

f log + I g (r e'+) I a 
0 

flit r < 1 gleichmi~ssig totalstetig und somit nach (50) ~o § (0) totalstetig (vgl. 
NEVANLINNA [1], S. 194). Es folgt daraus, dass die Funktion 

(51) Yo @) = v2(O) --  f Y '  (~o) dq~, 
0 

deren Ableitung fast iiberall verschwindet, niehtzunehmend ist. Weil schliess- 
lich fast tiberall lim log ]g(rei'P)l= log I o(ei'Olist, folgt aus (49) und (51) 

(52) ~o @) = f log ]g (ei~)ldr + ~oo (0). 
0 

Aus (47), (52) und (46) folgt nun leicht f i i r /  (w) die Darstellung (43), wenn 
man die aus (46) folgende Relation 

du 
1 + u  2 

beriicksichtigt und den Sprung von ~v 0 fiir v~ = 0 mit fl bezeichnet. 
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Hi l f ssatz  3: Es sei ]* (t) eine fiir t > 0 definierte quadratisch integrierbare 
komplexe Funktion. Hinreichend dafiir, dass es keine ebenso fiir t > 0 deft- 
nierte, nicht identisch verschwindende quadratisch integrierbare Funktion h* (t) 
so gibt, dass 

(53) q * ( t ) = f / * ( u ) h * ( u + t ) d u = O  fiir alle t > O, 
0 

ist, dass fiir die durch (39) definierte Funktion ] (w) die Darstellung 

(54) / (w) --~ e 

-4~r162 

1 f l+tw logll(t)l 
~ i  t - - w  l + t  ~ 

- - o r  

d t + i a !  

gilt. (Wir werden sparer sehen, dass diese Bedingung auch notwendig ist). 
Beweis: Setzt man f i i r t  < 0 h* ( t ) =  0, wird q* (t) auch fiir t < 0 definiert; 

wegen der quadratischen Integrierbarkeit von ]* und h* ist sie fiir alle t be- 
schr/inkt. Ebenso kSnnen wit ]* ( t ) ~  0 ftir t < 0 definieren. Wir schreiben 
ferner 

(55) 

i f  h (w) - V 2 ~  e "w h* (t) d t  

- -oo  

+ r 1 6 2  

/ 1 eitWq * (t)dt  
q (w) --  W E  

ftir v > 0, 

fiir v < 0 .  

Nach dem Hilfssatz 1 gilt fast iiberall 

lim t (w) = l (u),  lira h (w) = h (u), 
v ~ 0  V ~ 0  

wo / und h die FOUmERschen Transformierten von /* und h* sind. Die PAR- 
SEVALsche Gleichung gibt nach (53) 

q * ( t ) =  f e - i U t / ( u ) h ( u ) d u .  
--co 

5Tach dem Hilfssatz 1 gilt dann, weil ] (t)h (t) absolut integrierbar ist, 

(56) q (u) = •m q (u + iv) = / (u) h (u). 
v ~ O  

Die Funktion q (w) ist fiir v < 0 analytisch und in der Form (43) darstellbar. 
Weil h (w) fiir v > 0 analytisch ist, ist auch h (~) eine fiir v < 0 analytische 
Funktion, die offenbar den Bedingungen des ttilfssatzes 1 geniigt und somit 
in der Form (43) darstellbar ist. Wit haben somit, wenn [ (w) die Bedingung 
(54) erfiillt, 
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(w) " ~  q (w) = ,~ tw~ ~ = / I ,  (w) H~ (w) • 

exp 

.-~oo {it 
- - 5  L 

- - a o  

1 + t w log ]h (t) l + log ]q (t) ] - -  log ]/(t)ldt + 

t - - w  1 + t  ~ 

- { -co  

i f  +--: .  
7 f . ~  

- -  oo 

1 + tw  d 
t - - w  (y,h(t) + )cq( t ) ) - - i ( f lh  + flq)w + i (ah + aq + a/) �9 I 

Hier ist IIh (w)IIq (w) ein BLhsCl~KE-Produkt, gh (t) + Zq (t) ist nichtabnehmend 
und flh + flq > O. r  ist also in der Form (43)dars te l lba r  und hat  fast 
iiberall die Randwerte  

(57) q(u) ]2 
q~(u) = limv~o q i ( u +  iv) = h (u) f~))  ~- ] h (u) . 

Weil h (u) quadratisch integrierbar ist, ist q~ (u) absolut integrierbar und ha t  
somit nach den Hilfss~tzen 1 und 2 eine FovRIERsche Transformierte ~b* (t), 
die f i i r t  < 0 verschwindet. Nach (57) ist aber q~ (u) reell und somit q}* (-- t )  ~- 

q~* (t). Es folgt daraus, dass ~b* (t) und mit  ihr ~b (u), h (u) und schliesslich 
h* (t) identisch verschwinden. 

10. Es sei ~(S) eine homogene zufKllige Spektralfunktion, fiir welche (31) 
gilt. Weil dann jedenfalls L2 (x; t) ~ Lz (~; t), sind x (t) und ~ (S) dann und nur  
dann'  gleichfSrmig zusammengeordnet ,  wenn es in L2(~; t) kein zu L2(x; t) 
orthogonales Element  gibt. Weil jedes Element  von L~ (~; t) in der Form (38) 
darstel lbar ist, gilt fiir u < t 

E (x (u) 2) = g (u - -  v) / (v) d v -= f g (v) / (u - -  v) d v.  
- -c ,o  0 

Ist  z •  t), so muss dieser Ausdruck f i i r  alle u < t verschwinden. 
/ ( t -  v ) =  h (v) bezeichnet, sieht man, dass aus z Z L 2  {x; t) 

otl 

f g(v)h(v + u)dv=O 
0 

Wird 

fiir alle u > 0 folgt. Es gilt L2 (x; t) : L~ (~; t) dann und nur  dann, wena  es 
keine h (v) mit  dieser Eigenschaft  gibt. I~Iach dem Hilfssatz 3 ist aber dafiir 
hinreichend, dass fiir die Funkt ion  

(58) 

die Darstellung 

oo 

a (w) - V ~  f e-~w g (t) 
0 

dt  
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(59) G (w) -- e 

-~-oo 
1 f l+tw log [q ( t ) l  
i t--w l + t  a 

dt+ia 

gilt. G (u) ist aber die I~OURIERsche Transformierte von g (t) und geniigt somit 
wegen (31) der Bedingung 

(60) [G (2)]2 ~ F~ (2) fast iiberall. 

Wenn wir von dem bedeutungslosen Faktor e i~ absehen, ist also 

(61) G O (w) ~ e 

+oe~ 

1 f l+).w l~ F 'x  (;-) . 

die einzige G-Funktion, fiir welche (59)gilt. Wird die entsprechende g-Funktion 
mit go (t) bezeichnet, so gibt es eine homogene zuf~llige Spektralfunktion ~o (S) 
so, dass 

t 

(62) x (t) -~ f go (t -- u) d ~0 (u) 
- - o o  

(KARHU~EN [1], S. 72), und }o (S) ist mit x (t) gleichfSrmig zusammengeordnet. 
Wir wissen schon, dass ~0 (S) und go (t) eindeutig (bis auf den Faktor e ~'') be- 
stimmt sind. Es folgt daraus insbesondere, dass die hinreichende Bedingung im 
Hilfssatze 3 auch notwendig ist. 1 

Nach dem Hilfssatz 2 bekommt man alle Funktionen g (t), fiir welche (31) 
gilt, wenn man die entsprechenden G-Funktionen aus 

(63) 

-~oO 

1 �9 f l+).Wdz().)_i~w§ 

G (w) -~ Go (w) I1 (w) e - ~  

bestimmt, we H (w), i~ (2), fl u n d  a den im Hilfssatz 2 gesagten Bedingungen 
geniigen sollen, aber sonst beliebig gew~hlt werden kSnnen. 

l l .  Wir wollen schliesslich fiir die zufMlige Spektralfunktion } ( S ) i n  (31) 
und insbesondere fiir }o (S) einen Ausdruck konstruieren. 

Wegen der vorausgesetztea Totalstetigkeit yon Fx folgt aus (60), wenn G (w) 
nach (63) bestimmt ist, dass dutch 

(64) l'27 =. y(• 
8 

1 D i e s  k o n n t e  m a n  n a t i l r l i c h  a u c h  d i r e k t  z. B .  so ze igen ,  d a s s  m a n  e ine  y o n  N u l l  v e r -  
s c h i e d e n e  F u n k t i o n  h (w) k o n s t r u i e r t ,  w a s  m 6 g l i c h  i s t ,  w e n n  d ie  g e s a g t e  B e d i n g u n g  n i c h t  
e r f t i l l t  is~. D i e s e  K o n s t r u k t i o n  i s t  a b e r  z i e m l i c h  u m s t / ~ n d l i c h  u n d  w i r  .woUen s ie  n i e h t  h i e r  
du rch f f lh ron ,  we i l  ,wir d a s  . R e s u l t a t  z u  n i c h t a  g e b r a u c h e n  k 6 n n e n .  , , 
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eine homogene zufiillige Spektralfunktion definiert wird. In der Tat  ist 

fl d F.(X) fl d F.(X) _ II~*(~)ll~= IG(~)I = - .  -F.~(~) m@. 
S S 

Ist ~(S) die FourIERsche Transformierte von ~* (S), so folgt aus dem Satz 4 

x(t) : f ei;'tdZx(2) : f ei;tG(2)d~*(2) = 
- - ~  - - o r  

+ c r  t 

~- f g ( t - - u l d ~ ( u )  z f g ( t - - u ) d ~ ( u ) ,  

weil die FourIERsche Transformierte g(t) yon G(~t)fiir t < 0 verschwindet, 
wenn G (w) durch (63) definiert ist. 

12. Die Resultate von Nr. 10 und 11 zusammenfassend bekommen wir den 

Satz 5: Eine stetige station~re zufiillige Funktion x (t) ist dann und nur dann 
rein indeternfinistisch, wenn ihr Spektrum totalstetig und vollst~indig ist und 
das Integral 

+ r 1 6 2  

j '  1 log F;~ (~) I d 
1 + 2 2  

- oo  

konvergiert. 
der Form 

Diese Bedingung ist mit derjenigen gleichbedeutend, dass x (t) in 

t 

x (t) = .t g (t - u)  d ~ (u) 
0r 

darstellbar ist, wo ~ (S) eine homogene mit x(t) zusammengeordnete zufi~llige 
Spektralfunktion bedeutet. Man bekommt alle solche Darsteltungen, wenn man 

setzt, wo 

i g(t) = 1= ei~.tG(2)d2, 
l '2.~ . 

~ (S)=: l '" tdtldZq:O.) 

- -~ r  .S' 

G, ,,I)", == i;,n_.. (7,.. (2 i ilO 
!t~ 0 

und G (), + i~t) = G (w) fiir ~t < 0 durch (61) und (63) bestimmt ist. ~ (S) kann 
so gew/ihlt werden, dass sie mit x (t) gleichfSrmig zusammengeordnet ist, und 
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die entspreehende Darstellung bekommt man, wenn man G (w)=  Go (w)nimmt. 
Diese letztgenannte Darstellung 

t 

(65) x (t) = j" go ( t -  ~) d ~o (u) 

ist bis auf einen Normierungsfaktor e i~ (a reell) eindeutig bestimmt. 
Als Korollar bekommen wir sofort den 

Satz 6: In der Komponentenzerlegung (24) einer stetigen station~iren zuf/il- 
ligen Funktion x (t) sind die Komponenten x2 (t) und xa (t) deterministisch, die 
Komponente x 1 (t) entweder deterministiseh oder rein indeterministisch je nach 
dem das Integral 

" I log F ;  (~)1 
�9 1 + 2 e d;t 

--r162 

divergiert oder konvergiert. Weil z 1 (t) die einzige stationgre Komponente von 
x (t) ist, die ein vollst~ndiges totalstetiges Spektrum haben kann, ist xl (t)auch 
die einzige stationiire Komponente von x (t), die rein indeterministisch sein kann. 
Insbesondere ist jede stationiire Komponente einer rein indeterminischen zufS1- 
ligen Funktion x ( t )  deterministisch (wenn wir die triviale Kon:ponente x( t )  
selbst ausschliessen). 

w 4.  L i n e a r e  E x t r a p o l a t i o n  e i n e r  s t a t i o n / i r e n  z u f / i l l i g e n  F u n k t i o n  

13. Es sei fortwShrend x ( t )  stetig und stationer. Das Problem der line- 
aren Ext~:apolation von x (t) ist, ein sol,:'hes Element z in L,, (x; s) zu linden, 
dass II �9 (t) - ~ II (t > 8) Mininmm wird. Dieses Minimun, wird bekanntlieh fiir 
z = P L ,  ...... x(t) erreicht. Aus den Siitzen 5 und 6 folgt aber sofor~ 

.( go (t ....... . )  (/~o (~"). (66) PL='x;s) x (t) --- x2 (t) + xa (t) + 

Der Extrapolationsfehler ist also 

t 

(67) x (t) - -  P s,(~; , ) x  (t) - -  .t" go (t - -  u ) ( l~ , ,  (~r 
8 

und sein Normquadrat 

i 2 t- s 
(68) Dx(t--8)= g o ( t - - ~ ) d ~ o ( ~ )  = (  10o(,~)l~d~. 

s 0 

Die nicl-T,:d)nehmende Funktion D~ (t) ist ein Mass fiir die Ungenauigkeit der 
Extrapolation. Wenn D x ( t )  identiseh versehwb~det, ist x(t) deterministisch. 
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Man bemerkt, dass wir keine explizite LSsung flit das Extrapolationsproblem 
gegeben haben, well in dem oben gegebenen Ausdruck fiir ~0 der ganze Raum 
L2 (x) statt des Unterraumes L2 (x; s) zur Anwendung kommt. Man kann auch 
eine explizite LSsung konstruieren, wir wollen aber nicht diese Frage hier nSher 
untersuchen, sondern hoffen zu ihr in einem anderen Zusammenhang zuriick- 
kommen zu kSnnen. 
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