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1. Introdu~o 

Um problema fundamental que aparece no tratamento de v~rias quest6es 
da teoria dos grupos 6 o fen6meno de que, dado um grupo G e um subgrupo X 
de G, em geral nfio existe o "subnormalizador de X em G", isto 6, o maior 
subgrupo de G n o  qual X estfi contido como subgrupo subnormal. Em outras 
palavras: Se G 6 um grupo e se A, B, X s~o subgrupos de G com X < A ca B, 
tais que A e B cont~m X como subgrupo subnormal, entfio a conclusfio de 
que X tamb6m 6 um subgrupo subnormal no grupo (A, B)  gerado por A 
e B, 6 falsa em geral. Entretanto essa conclusfio 6 trivialmente verdadeira, 
substituindo-se "subnormalidade" por "normalidade". 

O objetivo desta nota 6 dar forqa ~ conjectura de que a conclusfio men- 
cionada 6 v/tlida para grupos finitos, sob a condi~fio adicional de os sub- 
grupos A e B serem permutfiveis. Mostraremos que essa conjetura admite 
uma soluqfio afirmativa no caso em que o subgrupo X 6 um grupo solfivel. 
A demonstraqfio baseia-se num teorema bern conhecido de Baer (Lemma 1). 
No que segue, usamos a notaqfio de [5]. 

Conjetura. Seja G u m  grupo finito e sejam A, B, X subgrupos de G corn 
X < Aca B, X sn A e X sn B. Se AB = BA, ent~o X sn ( A , B )  = AB. 

Teorema. Seja G u m  grupo finito e sejam A, B, X subgrupos de G corn 
X < Aca B, X sn A e X sn B. Se AB = BA e se X ~ um grupo sol~vel, ent~o 

X sn AB. 

Mencionamos duas aplicaqfes deste resultado. A primeira fornece uma 
condiq~o necess/tria e suficiente para que um subgrupo solfivel de um grupo G 

se ja  subnormal em G. Este corolhrio pode ser considerado como uma resposta 
parcial ~ pergunta-titulo em [6]. O segundo corolfirio fomece um crit6rio 
de nAo-simplicidade que se deduz imediatamente do primeiro. 

Corolfirio 1. Seja G u m  grupo finito e seja X um subgrupo sohivel de G. 

As seguintes afirmar silo equivalentes: 
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(i) X sn G. 
(ii) G admite urea decomposir como produto G = G1G2.. .  G,, onde G1, 

G2 . . . . .  G, silo subgrupos de G (r >_ 1) permutdveis dois a dois, tais que 
X < G i n  G 2 n . . . n  G, e X sn Gi para i = 1 , 2  . . . . .  r. 

A demonstraqfio 6 feita de modo evidente por induq~o sobre r. 

Coroifirio 2. Seja G urn grupo finito, admitindo urea decomposir 
G = G1G2 ... Gr como produto de subgrupos G1, G2 . . . . .  Gr de G(r >_ 1) que 
sio permutdveis dois a dois, tais que existe um subgrupo solfivel X ~ 1 de 
G i n  G2n  . . . n  G, corn X sn Gi para i = 1,2 , . . . , r .  Entio G nfio pore set 
simples de ordem composta. 

2. A demonstraq~o do teorema 

Os seguintes resultados ser5o utilizados na demonstra~o do Teorema. 

Lema 1. Seja G urn grupo finito, X um subgrupo de G e seja p urn primo. 
O fecho normal X ~ de X em G ~ urn p-grupo se e somente se os grupos ( X  a, X )  
sio p-grupos para todo g ~ G. 

Uma demonstraq~o deste fato fundamental encontra-se em [5]. A de- 
monstra~fio original (para X ciclico) estfi em [1]. 

Lema 2. Seja G um grupo finito tal que G = AB, onde A e B sio subgrupos 
de G, e seja p um primo. Entio existe um p-subgrupo de Sylow P de A e um 
p-subgrupo de Syiow Q de B, tais que PQ = QP ~ um p-subgrupo de Sylow de G. 

Urea demonstraq~o encontra-se em [3]. 

Lema 3. Seja G urn grupo finito, seja T u m  subgrupo de G tal que T sn G 
e seja M urn subgrupo minimal normal em G. Ent io  M normaliza T. 

Isto 6 um resultado de [4]. 

Demonstrar do Teorema: Seja Gum grupo de ordem [ G[ minima para 
o qual o Teorema 6 falso e sejam A, B, X subgrupos de G, AB  = BA, 
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X _< A n B, X soldvel, X sn A, X sn B, mas X n~o subnormal em AB. Podemos 
supor que a escolha desses subgrupos foi feita de tal maneira, que [A[ 6 maxima 
e que IX[ 6 minima satisfazendo essas propriedades. Ent~o vale o seguinte: 

(i) AB = G: Isto segue-se imediatamente da escolha de G corn ] G [ minima. 

(ii) A ~ um subgrupo maximal de G: Pot  (i) temos AB = G. E claro que A # G. 
Seja U um subgrupo de G corn A _< U. Temos a decompos i~o  U = AB 
o n d e / ~ =  U n B. Vale X sn A e X sn B. A escolha de [ G[ minima as- 
segura X sn AB = U. Ora, G = UB; portanto, a escolha de [ A [ maxima 
dfi U = A .  

(iii) A n~o cont~m nenhum subgrupo M ~ 1 normal era G: Suponhamos, 
1 # M _< G com M _< A. No grupo quociente G/M temos a seguinte 
s i tua~o:  G / M  = (A/M)(BM/M),  X M / M  ~- X / X  n M ~ um subgrupo 
solfivel de ( A / M ) n  (BM/M) e vale X M / M  sn A / M  e X M / M  sn BM/M.  
A minimalidade de [ G[ fornece X M / M  sn G/M, isto 6 X M  sn G. De 
X-<_ X M  <_ A e X sn A concluimos X sn X M .  Portanto tem-se tamb~m 
X sn G, o que contradiz a escolha de X. 

(iv) A n~o contain nenhum subgrupo T # 1 subnormal em G: Suponhamos 
1 :~ T sn G, onde T_< A. Seja M u m  subgrupo minimal normal de G. 
Por  (iii) temos M _< A e por (ii) concluimos MA = G. Usando o resultado 
do Lema 3, obtemos 1 ~ T G = T MA = T A <_ A. Isto contradiz (iii). 

(v) [X[  = p  para algum primo p: Escolhemos um subgrupo T minimal 
subnormal em X. Da solubilidade de X segue que ] T]  = p, para algum 
primo p. Vale Tsn A e Tsn B. Ora, se fosse T <  X, seriamos levados a 
concluir que T sn G pela escolha de [X[ minima. Isto contradiz (iv). 
Por  tal, T = X  e [ X [ = p .  

(vi) X A e X B s~o p-grupos: Isto segue-se da teoria fundamental dos sub- 
grupos subnormais [2]. 

(vii) H = ( X  A, X s)  ~ um p-grupo: Segundo o Lema 2 podemos escolher um 
p-subgrupo de Sylow P de A e um p-subgrupo de Sylow Q de B, tais 
que PQ = QP ~ um p-subgrupo de Sylow de G = AB. De (vi) segue 
X A<_P e X 8<_Q. Portanto, H = ( X  A ,X  B) <_PQ. Assim, H 6 um 

p-grupo. 

(viii) ( X g, X )  ~ um p-grupo para todo g E G: Seja g ~ G u m  elemento qualquer. 
Existem elementos a~ A, be  B com 9 = ab. Temos ( X  g, X )  = ( X  ~b, X )  = 
=,(X~ < H b. Portanto, (Xg, X )  6 um p-grupo. 

(ix) A contradiggto: De (viii) e do Lema 1 segue que o fecho normal X G 
um p-grupo. Isto implica X sn G, uma contradiq~o vis-A-vis a escolha de X 
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