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Charakteristikenverfahren zur niiherungswcisen Berechnung 
der unsymmetrischen Oberschallstr6mung 

um ringf6rmige K6rper 
V o n  \ u  HAACK,  B e r l i n  ~) 

Die Str6mung tines idealert Gases um einen schlanken Rotationsk6rper, der 
mit fJberschallgeschwindigkeit schrtig angeblasen wird, kann man nttherungs- 
weise durch Linearisierung der Differentialgleichung der Gasdynamik ermitteln. 
Dabei verwendet man im allgemeinen Quellsenken- und Dipolverteilungen 
lfings der Rotationsachse, die nach dem yon y o n  I ( ~ R M . ~ N  und MOORE (1932) 
und YON KJ, RMJ, N und TSIEN (1939) angegebenen Verfahren berechnet werden2). 

Bei einem zusammengesetzten Rotationsk6rper, der etwa dadurch entsteht, 
dab man tiber einen spitzen rotationssymmetrisehen Kern einen Ring von be- 
liebigem, abet vorn scharfkantigem Profil sehiebt (Figur 1), wird das Verfahren 
der Quell- und Dipolverteilung recht umsttindlieh. Dabei bereiten die Unstetig- 
keitsfl~ichen, die durch die Vorderkante des Ringes entstehen, besondere Schwie- 
rigkeiten. Hier zeigt sich, dab man solche 
Str6mungsvorg~inge sehr einfach mit 
einem zu der linearen Differentialglei- 
chung geh6renden Charakteristikenver- 
Iahren ermitteln kann. Auch die Un- 
stetigkeitsfl~chen bereiten keine Um- 
st~nde. Selbst die mehrfache Reflexion 
der Unstetigkeitsflttchen an den W~inden 
zwischen Ring und Kern itigt sich ohne 
besonderen Aufwand iiberwinden. 

Die praktische Bedeutung der Pro- 
blemstellung liegt in der M6glichkeit, 

~/io~ ~ -, 

Fig. I 

Ro ta t ionsk6rpe r  m i t  r ingf6rmigem Leitwerk.  
Die S t r6mung  berechne t  m a n  bis P u n k t  A 
naeh  dem Quell-Dipol-Verfahren, h in te r  P u n k t  

A nach  dem Charakter i s t ikenverfahren .  

Rotationsk6rper durch Ringe, die fiber das Heck geschoben werden, zu stabili- 
sieren. An drei Beispielen wird gezeigt, dab der Auftrieb ein und desselben 
Ringes sehr verschieden sein kann, je nach der Gestalt des Kernes und nach 
der Art der Anbringung. 

1) Ordent l icher  Professor an der Technisehen  Univers i t / i t  und  Honorarprofessor  an der  Freien 
Universi t f i t  Berlin. 

"~) Vgl. e twa :  R. S*USR, Theoretische Ei;l/i~hr~ng in die Gnsdynamis (Springer,  Berlin 1943). 
- R. COURAN'r und K. O. lq'RIEDRICHS, Supersolzic Flow and Shock Waves ( In tersc ienee  Publ ishers ,  
New York 1948). - A. FERrr Elements o~ A erodynamics o~ Supersonic Flows (Macmillan,  New York 
1949). 
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Im ersten Teil der folgenden Mitteilung wird das Charakteristikenverfahren 
entwickelt. Gemtil3 der Theorie, die ktirzlich vom Verfasser und G. HELLWm 1) 
ver6ffentlicht wurde, wfirde es naheliegen, an Stelle der Potentialfunktion die 
sogenannten Normalfunktionen einzuffihren und diese nach dem Charakteri- 
stikenverfahren zu bestimmen. Dieser Vorgang wird sehr einfach im Innern 
des Str6mungsgebietes, bereitet aber etwas Mfihe l~tngs der Rtinder. Deshalb 
wurde hier das Verfahren abge~indert, so dab unmittelbar die Potentialfunktion 
bestimmt wird. Das bedeutet eine Vereinfachung am Rand, verlangt abet eine 
Integration mehr als die Bestimmung der Normalfunktion. 

Das Verfahren ist im folgenden so dargestellt, dab es unabh~ingig yon jener 
Arbeit verstt~ndlich ist. 

Im zweiten Teil werden drei Beispiele behandelt: 
1. ein frei stehender zylindrischer Ring, 
2. der gleiche Ring fiber einem zylindrischen Kern, 
3. der gleiche Ring fiber konischem Kern. 
Die beiden ersten Beispiele sollen haupts~ichlich die Ermittlung der Unstetig- 
keiten erl~iutern. 

E R S T E R  T E I L :  C H A R A K T E R I S T I K E N V E R F A H R E N  

1 .  D i e  l i n e a r e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  

Das Geschwindigkeitspotential ftir die StrSmung eines idealen Gases sei 
q)(x, y, z). Die partiellen Ableitungen qSx, ~ b  #~ sind die Komponenten des 
Geschwindigkeitsvektors m m i t  dem Betrag w. Es ist also 

= + + (1, 1> 

Bezeichnen wir mit ~ die Gaskonstante und mit a die Schallgeschwindigkeit, 
so gilt bekanntlich 

a 2 = a~" - - - - - 2  w~" (1, 2) 

Die Differentialgleiehung ffir die Potentialstr6mung eines idealen Gases ist 

2 ~Xa 2 r qS~,~ 2 ~xa 2 q)~ 03xz 2 q~Va 2 cPz ~vz = 0 . 

Wir beschfiinken uns im folgenden auf die Str6mung um einen schlanken 
Rotationsk6rper, der sieh in einer Parallelstr6mung der Geschwindigkeit U 
befindet, und setzen voraus, dab die Richtung der AnstrSmgeschwindigkeit 

1) \V. HAACK und G. HELLWm, Math. Z. 53, ~244-266; 340-355 (1950). 
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nur einen kleinen Winkel ~ mit der Achse des Rotationsk6rpers bildet. Die 
x-Achse m6ge mit der Achse des Rotationsk6rpers zusammenfallen, die y-Achse 
legen wir so, dab der Vektor der Anstr6mgeschwindigkeit zur (x, y)-Ebene 
parallel ist. 

Dann k6nnen wir die Str6mung um den Rotationsk6rper als kleine St6rung 
der Parallelstr6mung ansehen. Das Potential der ungest6rten Parallelstr6mung 
ist 

Ucosv  a x +  U s i n ~ y .  (1,3) 

D a v  a als klein vorausgesetzt ist, k6nnen wir dafiir schreiben, wegen cos v a ~ 1, 

U x  + Usinv  ~ y ,  (1, 3a) 

dabei ist U sin v a klein gegen U. Jetzt  machen wir fiir ~5(x, y, z) den Ansatz 

~(x, y, z) = U x + @x, y, z),  (1, 4) 

indem wir den unsymmetrischen Tell der Parallelstr6mung mit in das St6r- 
potential ~ aufnehmen. Gem~iB unserer Voraussetzung sind ~ : ,  ~ ,  ~ klein 
gegen U, und wir gelangen durch Vernachl~issigung kleiner GrSBen zu der 
linearen Differentialgleichung fiir ~:  

( 1 -  /~a~])~xx + ~ y  + ~-~ 0 ,  (1, 5) 

in der die Schallgeschwindigkeit a ~ a 0 konstant ist. Durch Gbergang zu 
Zylinderkoordinaten 

x - x ;  y - - r cos~o ;  z - r s i n ~ o  (1, 6) 

erh/~lt man die Differentialgleichung 

( _ 1 ~ r _ _ O .  (1 ,7)  1 w ' l ~ . ~ + ~ r , +  ~ r + 7 a 2 ] I ~2 

Da die Gleichung linear ist, k6nnen wit das Potential ~ als fJ'berlagerung 
zweier Teilpotentiale darstellen. \Vir zerlegen ~ in einen axialsymmetrischen 
Tell 99 und einen unsymmetrischen Tell ~. Ffir den unsymmetrischen Tell 
versuchen wir den Ansatz 

= F ( x ,  r) cos ~o. 
Dann wird also 

q~(x, r, W) = ~(x, r) + F(x,  r) c o s ~ .  (1, 8) 

Durch Einsetzen in (1, 7) erh/ilt man mit der Abkfirzung U/a = M fiir den 
axialsymmetrischen Teil die Differentialgleichung 

1 (1 -- M 2) qP.x + %,r + r %" = 0 (1, 9) 
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und ffir den unsymmetrischen Teil 

1 
1 G . - -  r ~ F = 0  (1 -- M 2) g ~  - '  F,.,. § ,-7 

ZA3[P  

(1, lo )  

2.  C h a r a k t e r i s t i k e n v e r f a h r e n  z u r  L 6 s u n g  d e s  A n f a n g s w e r t p r o b l e m s  

Um die beiden Differentialgleichungen (1, 9) und (1, 10) gemeinsam be- 
handeln zu k6nnen, schreiben wir (1, 10) in der Form: 

F 
] E . -  ,,2 F - -  0 .  (2, 1) (1--M2) Gx§ 7- 

F/Jr e = 0 erhalten wit (1, 9) und fiir e 1 die Gleichung (1, 10). Wenn M > 1, 
also U gr6ger als die Schallgeschwindigkeit ist, geh6rt (2, 1) zum hyperboli- 
schen Typus und besitzt reelle Charakteristiken, die der gew6hnlichen Diffe- 
rentialgleichung 

(3r 2 - 1) dr  2 - clx 2 ~- 0 (2, 2) 

genfigen. Fiihren wir l~tngs der Charakteristiken die BogenI/inge ds  2 = M 2 d r  2 

als Parameter ein, so wird 

X ' =  dx 1 I/2.FI2U; ~ ; r' dr 1 
ds = M = ,Is = ~ M "  (2, 3) 

Die Charakteristiken sind bekanntlich zwei Scharen von Geraden, die mit der 
x-Achse den Machschen Winkel ~ einschlieBen mit sin ~ = 1 / M .  

Eine beliebige Funktion F ( x ,  r) hat langs einer Charakteristik die Rich- 
tungsableitung 

d F  x '  = - ~ ~_ . 
gs - -  F"x @ g f '  l/ 2Pl'a ~ " ' ~1"I1 F,,. 

Wir bezeichnen die Richtungsableitung langs der nach augen fiihrenden Cha- 
rakteristik (r'  = + 1 / M )  mit F 1 und diejenige l~tngs der anderen mit F2, dann 
gilt : 

F1- M F~+Mg;  G-- M G - - M  

Die Aufl6sung dieser Gleichungen nach Fx, F~. gibt 

~v~ (V, - ~ ) .  g - -  .~e (F1 + S )  �9 (2, 5) 

Nach (2, 4) sind F~ und F 2 Funktionen yon x ,  r. Ihre Richtungsableitungen 
werden durch zwei Indizes bezeichnet. Nennen wir s, die Bogenl/inge der ersten 
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Charakteristik (r' = + I / M )  und s 2 die der zweiten, so gelten die Bezeichnungen : 

ff12 dFl" G1 dF2 
- d s ~ '  = ds l"  

Aus (2, 3) und (2, 4) folgt: 

"=-~-- 1 

und nach einfacher Umrechnung 

_ d  ~ = 1 
. ~ [ ( 1 -  M~) G~ + 5 , ]  - - F,~.  

Jetzt  k6nnen wir in der Differentialgleichung (2, 1) an Stelle der partiellen 
Abteitungen die Richtungsableitungen setzen und erhalten: 

M G - 5 ) -  ~ ; ~ - = o .  
- -  ] i i2  F12 q- 2 r  (2, 6) 

Schreiben wir diese Gleichung in Differenzenform, so erhalten wir die Grund- 
gleichungen ftir das Charakteristikenverfahren 

~F~ = ( ~ - ~ ~ F) ~s~ 

zjF~ = ( F I  --  F2 e F )  As  1 
2 r M r2 3I  ~ " 

(2, 7) 

(2, 8) 

Zur L6sung des An/angswer tproblems  gehen wir nun folgendermaBen vor: L~ings 
einer Kurve l (Figur 2), die nirgends von einer Cha- 
rakteristik berfihrt wird, sei die Str6mung bekannt, 
das heiBt l&ngs 1 kennt man F, F~, F~. und daher 
nach (2, 4) a u c h ~ ,  F~. Wit w&hlen auf ! zwei Punkte 
P,  Q in geeignetem Abstand. Die entsprechenden 
Charakteristiken durch P und Q schneiden sich in 
R. Der Abstand Q R  = A s  2 und P R  = A s  1 gibt die 
zu ieder Charakteristik geh6rige L~ingendifferenz. 
Dann ist 

~ ( R ) = ~ ( Q ) + A ~ ,  ~ ( R ) = ~ ( P ) + A G .  (2, 9) 

A F  1 und AF 2 erh~ttt man aus (2, 7) und (2, 8). Wenn 

/zTch s e  

Fig. 2 

Skizze zur L6sung des 
Anfangswertproblems. 

e 4= 0 ist, mul3 man noch F ( R )  bestimmen. Das geschieht durch n~iherungs- 
weise Integration nach der Trapezformel. Da man in P, Q, R die Ableitungen 
von F kennt, kann man die Integration l~tngs der ersten Charakteristik fiber 
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oder ltings der zweiten fiber ~ ausffihren. Am besten ist, beides zu tun. 
Lfings der ersten Charakteristik wird 

1 
(2, ~o) 

1/ings der zweiten folgt 

FH(R) = F ( 0 )  + 7 - - (2, 11) 

Da das Differenzenverfahren nur angentiherte \.Verte liefert, wird im allgemeinen 
j ~ ' I  :4 = F n sein. Die Differenz IF I FII[ gibt ein Mal3 fiir die Genauigkeit. Wird 
sie zu grog, so mug man die Intervalle, das heiBt den Abstand PQ,  kleiner 
wtihlen. Ftir die Fortsetzung der Rechnung setzen wit 

1 [u~(R) , F~I(R)] 
F ( R )  = 7 T . (2, 12) 

Damit  ist das Anfangswertproblem gel6st. Wir wollen erwiihnen, dab fiir e =  0, 
also fiir den symmetrischen Teil ~ der Str6mung, die Gleichnngen (2, 10) bis 
(2, 12) iiberfliissig werden. 

3. Das charakter i s t i sche  R a n d w e r t p r o b l e m  

Ftir die StrOmung nm einen Rotationsk6rper liegt zuntichst kein Cauchy- 
sches Problem vor, sondern ein charakteristisehes Anfangswertproblem, bei 
dem l{ings eines Randes, n~imlich an der Wand des KOrpers, die Richtung des 
Gesehwindigkeitsvektors bekannt  ist. Wir nehmen an, die Str6mung sei in A 

nnd links vom Punkt  A der Wand des 
PY~n# Jes K&peps 

/ \x 

/ ,  

Fig. :3 

Skizze zmn charakter is t ische~ 
Randwer tprob lem.  

Drehk6rpers bekannt  (Figur 3). Dann 
kennt man die Funktionen F, F1, F 2 auch 
l~ings der Charakteristik I dutch A. Es 
seien B,  C, . . .  Punkte der Charakteristik 
I durch A. Wit legen dureh B die Charak- 
teristik II ,  bestimmen ihren Schnittpunkt 
L mit der Wand und die L~nge B L  = A s  2. 

Dann folgt aus (2, 7): 

FI(L) = ~(B)  + A f t .  (3, 1) 

Zur[Bestimmung von F 2 beachten wir die Randbedingung. Die Tangente der 
Randkurve d r / d x  ist gegeben. Demnach gilt" 

<, _ d,, ( 3 ,  2 )  
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und wegen (2, 5) 

Daraus folgt ftir F~(E) 
~/~7~ Z i (dr/dx~ 

SchlieBlich bestimmt man im Falle e 4:0 noch F(L) durch 

1 

(3, 3) 

(3, 4) 

(3, 5) 

Zur Berechnung des Widerstandes bzw. des Auftriebes braucht man 1/ings des 
Randes noch die Funktion Ex(L), die naeh (2, 5) bekannt ist. 

Kennt man F, F1, F 2 in L, so hat man fiir alle Punkte der Charakteristik I 
durch L stets Cauchysche Anfangswertprobleme, die nach Ziffer 2 erledigt sind. 

Damit ist das Charakteristikenverfahren soweit entwickelt, dab man fflr 
jeden (schlanken) RotationskOrper den unsymmetrischen Potentialteil F(x, r) 
mit F.x, F~ berechnen kann. Ftir den symmetrischen Teil q0(x, r) gelten dieselben 
Gleichungen mit e = 0, jedoch tr i t t  an Stelle der Randbedingung (3, 2) 
wegen (1, 4) und (1, 8) die Forderung 

cy r dr 
U -7 r dx 

und wegen (2, 5) die Bindung zwischen f l  und ~2 l~ings des Randes 

dr 31 (~q -- r 
~x 2 ~ : ~  (.~f/lL~J 2 z i )  (r  + r 

(3, 6) 

Die Durchfiihrung des Verfahrens gestaltet sich besonders einfach, wenn man 
das Netz der Charakteristiken so w~ihlt, dab man, soweit m6glich, konstante 
Intervalle A q  und Zls2 hat. 

Wir schlieBen diesen Abschnitt mit folgender Bemerkung: Nach (3, 5) 
wird F(L) im Randpunkt L so bestimmt, dab eine Charakteristik bevorzugt ist. 
Man kann aber F(L) nochmals durch Integration l~ngs der Randkurve von 
A bis L (Figur 3) berechnen und durch Mittelbildung mit (3, 5) einerseits 
den Wert verbessern, andererseits die Gtite des Verfahrens beurteilen. 

4. Dberdruck, Widerstand und Auftrieb 

Zur Bestimmung des ~berdruckes, der an einer Stelle x, r, ~o herrscht, 
gehen wir aus yon der Bernoullischen Druckformel 
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Ist  nun, wie hier vorausgesetzt,  w 2 -- w~ klein, so gilt ftir den L'berdruck die 
N~iherungsformel : 

P - 9o ~c'2 
- -  1 .  

0 0 ac<~"2 "ik)~ 

In  unserem Falle ist nach (1, 4) w 0 = U und 

w 2 =  qs~+ ~ + r ~ ( U +  %: + C cos~) ~ 

oder, wenn man konsequent  GrSBen zweiter Ordnung vernachlfissigt, 

w 2 -  U 2 + 2 ( 7 9 % + 2 U F x c o s z ? .  

Dami t  wird der i2rberdruck 

9 
p - p o  _ 2 ~ :  + _ G c o s ~  (4,1) 
o u2/2 u ~ " 

Zur Bes t immung der Kr&fte, die v o n d e r  St r6mung auf den K6rper  i ibertragen 
werden, braucht  man die Funkt ionen  9% und F~ an der Oberfl&che. Der Meri- 
dian des Rotat ionskSrpers  sei gegeben dutch f(x) und seine Tangente  durch 
r' = dr/dx. Bezeichnen wir mit  i, j, f die Einhei tsvektoren in Rich tung  der 
y-, z-, x-Achse, so wird die auf ein Flfichenelement wirkende Kraft ,  bezogen 
auf den Staudruck,  

d 2 ~ g =  ~ - 9 o  U2./2 ( -  cos ~p i -- sin %o j + r '  f) r dx dyJ. 

Durch Integrat ion fiber ~ yon 0 bis 2 ~ erhalten wit  die Kraft ,  die auf eine 
Scheibe des K6rpers der Dieke dx ausgeiibt wird; dividieren wit durch dx, so 
ist d~2ig/dx die Kraf t  pro L~tngeneinheit des K6rpers. Die f -Komponente  gibt  
den tViderstand, die i -Komponente  den Auftrieb. Es folgt fiir den Widerstaucl: 

c~R r '  2 %, (4, 2) dx = 2 ~ r  U 

und fiir den Auflrieb 

d~Y 
2 ~  

2 " 2 ,, G ~ (4, 3) 
- U F ~ /  cos 2 Y d ~ =  U 

I m  allgemeinen bezieht man beide Werte auf einen geeigneten Querschnit t  
(zum Beispiel gr6f3ten Querschnitt)  und erh•lt den Widerstands-  und Auf- 

triebsbeiwert, indem man W noch nach dem Anstellwinkel v a differenziert. Die 
Funkt ion  

1 dW 27~ 
sinv ~ "-d-~-- : U s i n ~  fix, (4, 4) 

als Funkt ion  yon x betrachtet ,  nennen wir die Auftriebsverteilung des K6rpers. 
Sie ist maf3gebend Itir alle S/abilisierungsprobleme. 
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Z W E I T E R  T E I L "  U N S T E T I G K E I T E N  

Im folgenden sollen einige einfache Anwendungen der Theorie behandelt 
werden. Die Druck- und Auftriebsverteilung fiber einem einfachen Rotations- 
kt3rper wird man wohl besser und schneller nach dem Quellsenken- bzw. Dipol- 
verfahren berechnenl). Das Charakteristikenverfahren dfirfte sich besonders 
bei ringf6rmigen K6rpern oder bei einfachen Rotationsk6rpern eignen, die zur 
Stabilisierung mit einem oder mehreren Ringen beliebiger Form versehen sind. 
Wir wollen drei verschiedene Anordnungen von Ringen behandeln und die 
Unstetigkeit untersuchen, die durch die Vorderkante des Ringes entsteht. 

5. Auf tr i ebsver te i lung  e ines  zy l indr i schen  Ringes  

Figur 4 zeigt einen Meridianschnitt in tier (x, y)-Ebene dutch den zylindri- 
schen Ring, der unter dem Winkel u a mit der Geschwindigkeit U angeblasen 
wird. In Figur 5 haben wir den unteren Teil des Schnittes vergr6Bert gezeichnet 
und ein Netz von Charakteristiken ffir die Machsche Zahl M = 1,5 darauf gelegt. 

/ /  
/ 

] -  / 

4" /P:ng 

/r," 
/ 

\ 

x 

Fig. 4~ 

Z vl indrischer Ring mi t  den 
Unstet igkeitsfI~ehen.  

L7 

5- 

7- 

8 

: 2 x 

/ // 

/ / 

, / / :  

x / / / 
/ 1  / 

\ / , / / 

, / ~ / x \  : 

/ 

2 ,4).... ,. 
/~. "Z \ 

Z 

Fig. 5 

Ch~r~kterist ikensetaema f~ir freien Ring.  

/nnen 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

a M ~ s ~  

Die Gitterpunkte des Netzes haben wit so numeriert, wie es zur Durchffih- 
rung des Verfahrens vorteilhaft ist. Durch den vordersten Ringpunkt (00) geht 

~) Vgl.  e twa:  R. SAL'ER, Theoretische Eilz/{thrung in die Gasdynam~k (Springer,  Berl in 1943). 
- R. COl;RANT ulld K. O. FRIEDRICHS, Supersonic Flow and ,Shock Waves (Intersc ience  Publishers,  
N e w  Y o r k  1948). - A. FFRRI, Elements o/Aerodynamics o~ Supersonic Flows (Macmil lan,  New Y o r k  
1949). 
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die Machsche Linie I nach aul3en und I I  nach innen, dabei  geh6rt  nach der 
Bezeichnung yon Ziffer 3 die Linie I zur ersten und t I  zur zweiten Schar. In  
dem Gebiet  links von I und  I I  ist die S t r6mung ungest6rt .  Das  Potent ia l  F 
ist in diesem Gebiet  gegeben durch [vgl. (1, 8)] 

cos ~0 F(x, y, z) = (U sinv a) y oder cos ~o F(x, r) - (U sin tg) r cos ~ .  

Daher  wird 
F ( x , r ) - U s i n ~ g r ;  F j , - - 0 ;  F,. Us inzg .  (5,1) 

Aus (2, 4) folgt daraus  mi t  M - 1,5 

F 1 - + 0 , 6 6 7 U s i n v a ;  F 2 - - 0 , 6 6 7 U s i n u  a .  (5, 2) 

Beim Auftreffen der S t r6mung auf die Ringkante  bei (00) t r i t t  eine Unste t ig-  
keit  auf, die sich l~ings der Charakter is t ik  I nach augen und l~ngs I I  nach innen 
fortpflanzt .  Zun~ichst mug  an der Ringwand die Randbedingung  (3, 3) er- 
fiillt sein. Da  in unserem Beispiel r '= 0 ist, folgt : 

F~ = F~ (am Rand) .  (5, 3) 

Diese Beziehung gilt rechts  yon (00). Auf der Machschen Linie I, die sich yon 
links dem P u n k t  (00) n~ihert, ist die Anderung yon F 2 nach (2, 8) bes t immt .  
Sie erftihrt keine St6rung durch den Ring. An der Innensei te  bei (00) gilt daher  

F 2 -- ~ -- 0,667 U sint9 [innen bei (00)]. (5, 4) 

Entsprechend  bleibt  ~ auf der Machschen Linie I I ,  die von links nach (00) 
ftihrt, ungest6rt ,  man  ha t  also 

F ~ - - / ~  = +0 ,667  U sin# [auBen bei (00)]. (5, 5) 

L~ings der St6rungslinie I I  bleibt  tiberall ~ = - 0,667 U sin v a ungest6rt ,  das 
heiBt die Ableituug JFa bleibt beim ~Tberschreiteu der Liuie I I  stetig. Wir wollen 
zeigen, dab anch F stet ig bleibt.  Wir  k6nnen F als In tegra l  fiber F 2 lXngs der 
Linie I I  ansehen. Daraus  folgt die $tet igkeit  yon F aus der $tet igkeit  yon ~ .  
Ebensogut  k6nnen wir tiber F1 l~ings einer Charakter is t ik  der ersten Schar yon 
links bis all ihren Schnit t  mi t  I I  integrieren. Da  _F 1 links yon I I  stet ig ist, bleibt  
auch F stet ig und ha t  l~ings I I  den ungest6r ten Wert .  L~ngs der St6rlinie I I  
ist daher  F ungest6r t  (F = U sin v a r), ~ ungest6r t  (E2 = - 0,667 U sin va), da- 
gegen F~ unstetig.  Da  aber  F 1 nach (5, 4) bei (00) bekann t  ist, l~i/3t sieh die 
For tpf lanzung der S t f rung  yon F 1 l~ings I I  nach (2, 7) berechnen. In  der 
zweiten Spalte der Tabelle 1 sind die Werte  von r, F, F1, F 2 ftir die Punk te  
(00) bis (30) der Linie I I  zusammengeste l t t .  Dazu ist noeh eine Zahlenreihe A 
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Tabelle 1 

Schema zur Berechnung der Strdmung um einen /reien Ring 

F, F l, F z, dg/dx stets dividiert dutch U sin v ~ (M = 1,5) 

Innen 2 3 

Y 

F 
f~ 
G 
J 

Y 

.F 

G 

#. 

F 
F1 
G 
zl 

F 

G 
G 

d-d/dx 

4,725 
4,725 
0,667 

- -0 ,667  

5,150 
5,150 
0,667 

- -0 ,667 

5,575 
5,575 
0,667 

- -0 ,667 

6 
6 
0,667 

- -0 ,667 

4,725 
4,725 

- -0 ,825 
- -0 ,667  
- -0 ,067  

5,150 
5,150 

- -0 ,766  
- -0 ,667 
--- 0,059 

5,575 
5,575 

- -0 ,714  
- 0,667 

- -0 ,052  

6 
6 

- -0 ,667 
- -0 ,667 
- -0 ,047 
- -0 ,298 

5,150 
4,201 

- -0 ,803 
- -0 ,734  
- -0 ,048 

5,575 
4,661 

- -0 ,759  
--- 0,726 
- -0 ,044  

6 
5,119 

- -0 ,719  
- -0 ,719 
- -0 ,040 
- -0 ,322 

5,575 
3,684 

--- 0,803 
- -  0,782 
- -  0,034 

6 
4,173 

- -0 ,770  
- -0 ,770  
- -0 ,033 
- -0 ,345  

6 

- -0 ,816  
- -0 ,816  

- -0 ,366  

A u B e n  0 0 1 2 8 

6 
6 
0,667 
0,667 

- -  0,047 
0,298 

6,425 
6,425 
0,667 
0,620 

- -  0,043 

6,850 
6,850 
0,667 
0,577 

- -  0,039 

6 
6 
0,667 

- -  0,667 

Y 

F 

G 
,d 

g~/g. 
Y 

F 

G 
G 
A 

/v 

Sl 
G 
A 

Y 

F 
171 
G 

6,425 
6,425 
0,667 

- -  0,667 

6 
6,822 
0,624 
0,624 

- -  0,054 
0,279 

6,425 
7,219 
0,628 
0,570 

- -  0,048 

6,850 
7,616 
0,632 
0,522 

- -  0,043 

6,850 
6,850 
0,667 

- -  0,667 

7,275 
7,275 
0,667 

- -  0,667 

6 
7,586 
0,580 
0,580 

- -  0,060 
0,260 

6,425 
7,953 
0,589 
0,520 

- -  0,052 

7,275 
7,275 
0,667 
0,538 

- -  0,035 

6 

0,537 
0,537 

0,240 

x 0 0,95 1,90 2,85 
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angegeben; sie enth~ilt die Werte zlYl, AF2, die fiir gleiche As nach (2, 7), 
(2, 8) in jedem Punkt  einander gleich sin& Ganz analog liegen die Verh~iltnisse 
l~ings I an der Aul3enseite. Dabei empfiehlt es sich, die Zahlen fiir die St6rlinie 
zweimal aufzuschreiben, zuerst ffir den ungestgrten, dann fiir den gestgrten 
Zustand. Dann kann man die Unstetigkeiten gut in der Zahlentafel verfolgen. 

Nach diesen Vorarbeiten sind alle Voraussetzungen erfiillt, nnd man kann 
das unter den Ziffern 2 und 3 beschriebene Verfahren durchfiihren. Die Zahlen- 
tafel 1 zeigt die Anordnung der Rechnung ffir einige Intervalle. Wir haben dabei 
den Durchmesser des Zylinders mit 12 angenommen. 

Wenn die Werte 11, ~ innen und aul3en l~ings der Wand des Zylinders be- 
rechnet sind, bestimmt man nach (2, 5) F~. und erh/ilt nach (4, 4) sofort die 
Auftriebsverteilung. Figur 6 zeigt die Verteilnng des Auftriebsbeiwertes 

d~ 1 d W  
dx R ~ ~ sin I~ dx 

fiir die AuBenseite, die Innenseite und den Gesamtauftrieb, bezogen auf den 
Querschnitt R2~ des Ringes. 

Wenn die StSrungscharakteristik (II in Figur 5) die Rotationsachse trifft, 
gibt es eine neue Unstetigkeit, auf die wir hier nicht eingehen wotlen. 

6. Zylindrischer Ring tiber Rotationsk6rper 

Ein unendlich langer Drehzylinder erfghrt bekanntlich keinen Auftrieb in 
einer idealen Gasstrgmung. Es sei etwa ein Rotationsk6rper gegeben, der vorn 
eine ogivale Spitze hat, die in einen Zylinder iibergeht. Ist der zylindrische Teil 
hinreichend lang, so wird sich gegen sein Ende die yon der Spitze verursachte 
Stgrung ausgeglichen haben. Am Ende des Zylinders wird sich die Str6mung 
ann~ihernd so wie bei einem unendlich langen Zylinder verhalten. Ein solcher 
zylindrischer K6rper mit ogivaler Spitze ist nicht stabil. Man hat mehrfach 
versucht, ihn durch ()berziehen eines zylindrischen Ringes tiger das Zylinder- 
heck zu stabilisieren. Wir wollen den Auftrieb berechnen, der durch den Ring 
bewirkt wird. In Figur 7 ist die Anordnung der K6rper skizziert. Durch die 
Vorderkante des Ringes sind die Machschen Linien I u n d  II gezeichnet. Links 
davon herrscht die Str6mung des unendlichen Zylinders. Ltings der Linien I 
und II tr i t t  eine (unstetige) Stgrung ein. Von besonderem Interesse ist das 
Verhalten der nach innen laufenden St6rung, die mehrfache Reflexionen an 
den W/inden erftthrt. Der in dem Gebiet zwischen Rotationskgrper und Ring 
gezeichnete charakteristische Streckenzug stellt eine Unstetigkeitslinie dar. 
Beim ~]berschreiten der Linie ist entweder F 1 oder ~ unstetig. 

Wir wollen aber das Verfahren in der Reihenfolge erltiutern, wie es durch- 
zufiihren ist. Zuerst miissen wir uns die Funktionen F, t l ,  F 2 im ungest6rten 
Teil der Str6mung links von I, II verschaffen; dabei interessiert nns nur der 
unsymmetrische Teil. 
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Fiir einen unendlich langen Zylinder l~igt sich die Potentialfunktion F 
leicht angeben. Die Str6mung um den Zylinder mul3 unge~indert bleiben, wenn 
man den Zylinder in sich, das heil3t in der x-Richtung verschiebt. Deshalb 
ist F unabh~ingig yon x, Mso F,~ = 0. Dann geht Gleichung (2, 1) in die ge- 
w6hnliche Differentialgleichung fiber 

5,. + ; ~ , -  • = 0 (6, 1) 

ZAMP II/24 
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mit  der allgemeinen L6sung 
B B 

F = A r + - - ;  F , . = A - -  7 .  
f 

Die Kons tan ten  A, B sind so zu bestimmen, dab am Rande des Zylinders (flit 
r = r, wenn 7 Zyiinderradius ist) 

~ ,  = 0 (6, 2) 
r = 7  

ist; denn die Str6mung mu[3 tangential  zur \Vand verlaufen. Ferner  muB fiir 
r - -~oo  der Geschwindigkeitsvektor der Anstr6mung entsprechen, das heiBt 
nach (5, 1) 

F,, U sin ~ .  (6, 3) 
/ ' - +  o o  

Daraus folgt schliel31ich : 

tV = U sinva (r + ~ )  (6,4) 

und  dazu 

F , - - 0 "  F, .= U s i n u  a ( 1 - ~ ' ) .  (6, 5) 

Ans (2, 4) folgen sofort G und/72: 

/71= U s i n 0  ( 1 - - ~ ) "  F a =  U s i n ~  ( 1 - - ~ )  (6,6) 
M , - ~ i  , " 

Anf den U~zstetig/eeitslinie~z I und II  ist der Vorgang derselbe wie im vorigen 
Abschnitt .  Auf der LiMe I bleiben F u n d  F 1 ungest6rt  (also stetig) und haben 
die Werte  (6, 4) und (6, 6). Dagegen erffihrt -F 2 bei (00) (Figur 7a) eine 
St6rung, derart ,  dab die Randbedingung (3, 3) erffillt ist. In unserem Falle 
(dr/dx = 0) wird 

( "t F2 ] ___ ~ _ U sin ,~ 1 -- (far den Aul3enbereich) 
o o  oo 3 'I  R ' ~  

wenn R der Ringradius ist. Die Anderung von G l~ings I i s t  wieder durch (2, 8) 
best immt.  Dabei hat  man in (2, 8) fiir F 1 und F lfings I die ungest6rten Werte  
gem~il3 (6, 6) und (6, 4) einzusetzen. Damit  kennt  man  l~ings I alle Gr6Ben 
und kann das Verfahren durehfiihren. 

Ganz entsprechend bleiben im Innenbereich F und E a l~ngs II  erhalten 
nach (6, 4) und  (6, 6); dagegen ist/71 unstet ig und hat  bei (00) den Wert  

~ i  = G  = _ Usin  a 1 -- (far den Innenbereieh) 
ioo i oo M R 2 

Die Anderung yon F 1 l~ings I I  erfolgt naeh (2, 7). Je tz t  l~Bt sich naeh dem 
Charakter is t ikenverfahren der Ziffern 2 und 3 F, F 1, G im Bereich des Drei- 
ecks (00),P,~ berechnen. Die LiMe P ~  ist wieder eine Unstetigkeitslinie. Da 
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sie zur Schar I der Charakteristiken geh6rt, bleiben F, F 1 stetig, ~ wird un- 
stetig. F 2 ist aber in jo aus der Randbedingung bekannt, so dab seine Anderung 
l~ings PQ aus (2, 8) berechnet wird. Die Berechnung geschieht daher folgender- 
rnaBen: Man best immt zunfichst in P und auf PQ die Funktionen F, /:1, ~ so, 
als ob die Wand bei P nicht vorhanden w~ire, also genau nach dem Charakteri- 
stikenverfahren yon Ziffer 2. Dann wird die StSrung berticksichtigt, die  durch 
die Wand bei P entsteht. L~ings I I  komrnend, kennt man in P die GrSbe F 1 
und erh~ilt aus der Randbedingung ~ .  Liings PQ behtilt man F, P~ aus der 
ersten Rechnung bei und best immt damit F 2 nach (2, 8). In derselben Weise 
verfiihrt man auf QR usw. Die Durchfiihrung bereitet keine Schwierigkeiten 
und verlangt wenig Aufwand (siehe Tabelle 2). 

Es sei bemerkt,  dab es im allgemeinen nicht n6tig ist, die Unstetigkeiten 
ltings der Linien PQR besonders zu beachten. Man kann das Verfahren der 
Ziffern 2 und 3 im ganzen Innengebiet hinter der St6rlinie I I  anwenden. Der 
dadurch entstehende Fehler bleibt nach meinen Erfahrungen innerhalb der 
fiblichen Rechengenauigkeit, wenn die Intervalle klein genug sind. 

In Figur 7 b sind die Auftriebsverteilungen, das heil3t die Funktionen d~/dx, 
bezogen auf den Querschnitt des Ringes, Itir die einzelnen Fl;ichen aufgezeich- 
net. An der Ober/ldche des Zyliuders herrscht, wie beim unendlich langen Zylin- 
der, zunfichst der Auftrieb 0 bis zum Punkt  P. Bei P entsteht ein Abtrieb, der 
bis R fast konstant bleibt und bei R nochmals betrtichtlich abf~llt. An der 
Au/3enseite des Ringes entsteht ein Auftrieb, der langsam nach hinten abklingt. 
An der I~,nenseite des Ringes beginnt die Auftriebskurve im gleichen Punkt  wie 
an der Aul3enseite (da innen und aul3en dr/dx -- 0 sind), dann steigt der Auf- 
trieb allm~hlich an his zum Punkt  (~. Hier sp r ing te r  pl6tzlich auf etwa den 
dreifachen Wert. 

Durch Vergleich mit  Figur 6 erkennt man, dab der Auftrieb, der an der 
Vorderkante des Ringes entsteht, infolge des eingeschobenen Zylinders nur 
etwa halb so groB ist wie derjenige des freien Ringes yon Figur 6. 

Figur 7c zeigt schliel31ich die resultierende Auftriebsverteilung, die durch 
die Str6mung auf die Kombination Zylinder mit  Ring tibertragen wird. Der 
Gesamtauftrieb ist nur ein Bruchteil desjenigen, den der frei stehende Ring 
erf~hrt. Das ist zum Teil durch die gestSrte Anstr6mung, zum andern Tell 
durch die Reflexion der StSrung an den R~indern bedingt. Der Rechnung lag 
ein Verh~ltnis Ringradius R zu Zylinderradius F yon 

R : ? = 1,385 
zugrunde. 

7. Zylindrischer Ring tiber konischem Zapfen 

Der gleiche zylindrische Ring kann einen wesentlich grSBeren Auftrieb er- 
zeugen, wenn man die Anordnung etwas ab~indert. Dem zylindrischen Rota- 
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tionsk6rper geben wir ein konisches Heck, dessen Verjfingungswinkel wir so 
w~ihlen, dab die Str6mung gut folgen kann (ca. 6,7~ Am Ende des Konus 
bringen wit den Ring an, und swat so, dab die durch die Vorderkante [Punkt 
(00) in Figur 8a] gehende Machsche Linie nicht mehr am Rotationsk6rper 
refiektiert wird. Das Ende des konischen Teiles ist wieder zylindrisch ausge- 
bildet, wie Figur 8a zeigt. Bei dieser Anordnung geht dutch den Anfangs- 
punkt T des konischen Teiles die erste St6rlinie (I~ Durch die Vorderkante 
(00) des Ringes geht nach auBen die St6rlinie I 1 und nach innen II. Schliel31ich 
geht durch das Ende des Konus (S) noch eine St6rlinie I a. Die Durchffihrung 
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der Berechnung bietet niehts Neues. Sie verl/iuft genau wie im vorigen Ab- 
sehnitt. 

Das Ergebnis ist jedoch wesentlich verschieden. Wit wolien die in Figur 8b 
eingezeichneten Auftriebsverteilungen mit denen von Figur 7 vergleichen. Zu- 
n~lchst entsteht l~[ngs des konischen Zapfens ein kleiner Abtrieb, der fiber dem 
Punkt  S einen Sprung hat. Die Au/3enseile des Ri~tges erftthrt einen Auftrieb, 
der demjenigen yon Figur 7 b ~ihnlich ist. Er liegt aber hSher; der Anfangswert 
ist 0,17, gegenfiber 0,15 in Figur 7a. Besonders groB ist der Unterschied an der 
Innenseite des Ringes. Hier liegt der Anfangswert bei 0,30 im Gegensatz zu 
0,15 bei Figur 7b. Dann steigt die Kurve der Figur 8b gleichm~il3ig an bis zur 
StSrlinie 13, wo eine kteine Unstetigkeit erscheint. Der Gesamtauftrieb des 
Ringes in der Anordnung 8a ist also betr~tchtlich gr613er als bei 7a. W/ihlt man 
etwa einen Ring von ca. 5 cm L~inge bei R - 6 cm, so ist der Auftrieb bei der 
Anordnung 8a ein Mehrfaches yon demjenigen in 7a. Aber auch bei dieser gfin- 
stigen Anordnung bleibt der Auffrieb unter demjenigen des freien Zylinder- 
ringes (Figur 5). 

8. Beliebiger Ring fiber beliebigem K6rper 

Zum SchluB sei noch die Anwendung des Verfahrens auf allgemeinere Pro- 
bleme erl~iutert. Wit betrachten einen beliebigen, ]edoch schlanken und vorn 
spitzen Rotatiousk6rper, tiber dessen Ende ein Ring von betiebigem Profil 
geschobeu ist (Figur 1). Dabei mul3 das Profil des Ringes schlank und vorn 
seharfkantig sein. Zur Berechnung der Str6mung um ein solches Gebilde emp- 
fiehlt sich folgender Vorgang: Man legt dureh die Vorderkante des Ringes die 
Maehsche Linie I und best immt ihren Sehnit tpunkt B m i t  dem Meridian des 
K6rpers und A mit  der Rotationsachse. Dann berechnet man die Str6mung 
um den Rotationsk6rper yon der Spitze S his zum Parallelkreis dutch B mittels 
einer Quellsenkenverteihlng ftir den symmetrischen Tell und einer Dipolver- 
teilung ftir den unsymmetrischen Tell. Die Quellen und Dipole verteilen sich 
auf dem Sttick SA der Achse. Zur numerischen Bestimmung dieser Quell- und 
Dipolverteilungen sind verschiedene Verfahren entwickelt, die im wesentlichen 
auf den Untersuchungen von yon K.;.RM:~N und MOORE 1) und YON KAI~lVIJ~N 
und TSIEN 2) aufbauen und in den neueren Lehrbtichern eingehend beschrieben 
sind. Kennt  man diese Verteilungen, so kennt man auch die Funktionen und 
F (1, 8) l~ings der Machschen Linie I durch (A). Von hier aus beginnt man mit 
dem Charakteristikenverfahren, welches sich in der gleichen Weise anwenden 
l~Bt wie unter Ziffer 6 oder 7. Man sieht unmittelbar, dab auch das Anbringen 
mehrerer Ringe keine neuen Schwierigkeiten bringt. Natfirlich besteht die M6g- 
lichkeit, das Charakteristikenverfahren yon der Spitze beginnend auch ftir den 

1) VON K~.RM/~N und MOORE, Am. Soc. Mech. ]Eng. 54, 303 (1932). 
~) TSlEN und Sltm:.-SHxx, J.  Aeron. Sci. 5, 480-483 1938). 
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Ro ta t i onsk6 rpe r  zu beni i tzen,  aber  der  Ze i taufwand  di i rf te  e twas  gr613er sein 
als be im Quel l -Dipol-Verfahren.  Der  Vortei l  des Charak te r i s t ikenver fahrens  
t r i t t  besonders  bei den Ringen und  kompl iz ie r te ren  Anordnungen  hervor .  

Summary 

The supersonic flow of an ideal gas pas t  an inclined slender body of revolution,  
can be approx imate ly  determined b y  l inearizat ion of the differential  equations,  
For  this purpose generalIy a dis t r ibut ion of sources, sinks and  doublets  is taken  
(yon K~R~A~, MooRe, TSlEN). For  a composed body of revolut ion having a 
central  body  and several  rings, this procedure is cumbersome. I t  is shown tha t  
such flows can very  s imply be determined by  means of a character is t ics-method.  
Surfaces of discont inui ty  and their  mult iple ref!cxion on the walls do not  present  
much difficulty. The method is i l lustrated by  some simple examples .  I t  is to be 
ment ioned tha t  the method can be extended also to the general, not  l inearized, 
differential  equations.  

(Eingegangen: 26. 12. 1950.) 

Zur Theorie und Berechnung des elektrostatischen Durch- 
griffs der ebenen und zylindrischen Dreipolr6hre im Falle 

zweidimensionaler Potentialverhi/knis sr 
1. Mittei lung 

Von MAx LANI~SBERG, Dresden 1) 

E inen  guten Einb l ick  in die Feldverh~l tn isse  der E l e k t rode nsys t e me  der  
gebr/ iuchlichen Vakuumr6hren  mi t  einem oder auch mi t  mehreren  Gi t t e rn  
liefern schon die en tsprechenden  Unte rsuchungen  fiir die verhi i l tnism/igig ein- 
fach aufgebaute  P la t t en -  und  Zyl inderr6hre .  Derar t ige  Unte rsuchungen  sind 
sowohl exper imente l l  mi t  Hilfe des e lek t ro ly t i schen  Trogs und des Gummi-  
m e m b r a n a p p a r a t e s  [1], [2] z) als auch theore t i sch  durchgeff ihr t  worden.  Im 
le tz ten  Fa l l  ist  die Berechnung der  R6hrenkapaz i t / i t en  und  des aus ihnen sieh 
ergebenden e lek t ros ta t i schen  Durchgriffs  von grundlegender  Bedeutung.  f ibe r  
den gegenw~trtigen S tand  der Durchgr i f fsberechnung fiir die beiden genannten  
Sys teme ber ichte t  ausffihrlich e ine  Arbe i t  von I. RUNGE [3]. Hier  s ind alle 
wicht igen Formeln  zusammenges te l l t ,  die aber  ausnahmslos ,  was das ebene und 
zyl indr ische Sys tem (mit Stabgi t ter )  anbetr ifff ,  n icht  nur  zweidimensionale  
Verh/iltnisse, sondern auch noch weitere  Einsehr / inkungen hinsicht l ich der Ver- 
h~tttnisse G i t t e rd r ah t r ad iu s  zu Gi t te r  A n o d e n - A b s t a n d  usw. voraussetzen.  

1) Technische Hochschule Dresdem 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 393. 


