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Charakteristikenverfahren zur niherungsweisen Berechnung
der unsymmetrischen Uberschallsttomung
um ringformige Korper

Von Worrcaxc Haack, Berlint)

Die Strémung eines idealen Gases um einen schlanken Rotationskdérper, der
mit Uberschallgeschwindigkeit schrig angeblasen wird, kann man niherungs-
weise durch Linearisierung der Differentialgleichung der Gasdynamik ermitteln.
Dabei verwendet man im allgemeinen Quellsenken- und Dipolverteilungen
lings der Rotationsachse, die nach dem von voN KARMAN und MOORE (1932)
und voN KARMAN und Ts1EN (1939) angegebenen Verfahren berechnet werden?).

Bei einem zusammengesetzten Rotationskérper, der etwa dadurch entsteht,
dal3 man iiber einen spitzen rotationssymmetrischen Kern einen Ring von be-
liebigem, aber vorn scharfkantigem Profil schiebt (Figur 1), wird das Verfahren
der Quell- und Dipolverteilung recht umstdndlich. Dabei bereiten die Unstetig-
keitsflichen, die durch die Vorderkante des Ringes entstehen, besondere Schwie-
rigkeiten. Hier zeigt sich, daff man solche
Stromungsvorgdnge sehr einfach mit .

einem zu der linearen Differentialglei- /7@ -
chung gehorenden Charakteristikenver-
fahren ermitteln kann. Auch die Un- N
stetigkeitsflichen bereiten keine Um- m d
stinde. Selbst die mehrfache Reflexion ¥ :

der Unstetigkeitsflichen an den Winden
zwischen Ring und Kern laf3t sich ohne
besonderen Aufwand iiberwinden.

Fig. 1
Rotationskdrper mit ringformigem Leitwerk.
Die Stromung berechnet man bis Punkt 4

nach dem Quell-Dipol-Verfahren, hinter Punkt

Die praktische Bedeutung der Pro- A4 nach dem Charakteristikenverfahren.
blemstellung liegt in der Moglichkeit,

Rotationskorper durch Ringe, die iiber das Heck geschoben werden, zu stabili-
sieren. An drei Beispielen wird gezeigt, daB der Auftrieb ein und desselben
Ringes sehr verschieden sein kann, je nach der Gestalt des Kernes und nach

der Art der Anbringung.

1) Ordentlicher Professor an der Technischen Universitidt und Honorarprofessor an der Freien
Universitat Berlin.

%) Vgl. etwa: R. SAUER, Theoretische Einfiihrung in die Gasdynamik {Springer, Berlin 1943).
~ R. Courant und K. O. FriEDRICHS, Supersonic Flow and Shock Waves (Interscience Publishers,
New York 1948). — A. FERRL, Elements of Aerodynamics of Supersonic Flows (Macmillan, New York
1949).
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Im ersten Teil der folgenden Mitteilung wird das Charakteristikenverfahren
entwickelt. Gemi der Theorie, die kiirzlich vom Verfasser und G.HELLwi1GY)
veréffentlicht wurde, wiirde es naheliegen, an Stelle der Potentialfunktion die
sogenannten Normalfunktionen einzufithren und diese nach dem Charakteri-
stikenverfahren zu bestimmen. Dieser Vorgang wird sehr einfach im Innern
des Stromungsgebietes, bereitet aber etwas Miihe lings der Rinder. Deshalb
wurde hier das Verfahren abgeidndert, so daB3 unmittelbar die Potentialfunktion
bestimmt wird. Das bedeutet eine Vereinfachung am Rand, verlangt aber eine
Integration mehr als die Bestimmung der Normalfunktion.

Das Verfahren ist im folgenden so dargestellt, daf es unabhingig von jener
Arbeit versténdlich ist.

Im zweiten Teil werden drei Beispiele behandelt:

1. ein frei stehender zylindrischer Ring,

2. der gleiche Ring tiber einem zylindrischen Kern,

3. der gleiche Ring tiber konischem Kern.

Die beiden ersten Beispiele sollen hauptsichlich die Ermittlung der Unstetig-
keiten erldutern.

ERSTER TEIL: CHARAKTERISTIKENVERFAHREN
1. Die linearen Differentialgleichungen

Das Geschwindigkeitspotential fiir die Strémung eines idealen Gases sei
D(x, v, z). Die partiellen Ableitungen @,, @,, @, sind die Komponenten des
Geschwindigkeitsvektors w mit dem Betrag w. Es ist also

w?= P4 P2 4 L. (L 1)
Bezeichnen wir mit » die Gaskonstante und mit 4 die Schallgeschwindigkeit,

so gilt bekanntlich

a?=a} — i;—l w2, (1,2)

Die Differentialgleichung fiir die Potentialstrémung eines idealen Gases ist

&2 D2 / D2
(1= %) Pt (1 5) O (1= ) 2
29,0 20,9, 29,9,
“ a2 Y Qacy - PT) stz - ;2 ijz =0.

Wir beschranken uns im folgenden auf die Strémung um einen schlanken
Rotationskérper, der sich in einer Parallelstrémung der Geschwindigkeit U
befindet, und setzen voraus, daB die Richtung der Anstrémgeschwindigkeit

1y W, Haack und G. HELLwic, Math. Z. 53, 244-266; 340-355 (1950).
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nur einen klermen Winkel ¢ mit der Achse des Rotationskdrpers bildet. Die
x-Achse mdge mit der Achse des Rotationskérpers zusammentallen, die y-Achse
legen wir so, daBl der Vektor der Anstromgeschwindigkeit zur (x, y)-Ebene
parallel ist.

Dann konnen wir die Strémung um den Rotationskérper als kleine Stoérung
der Parallelstromung ansehen. Das Potential der ungestérten Parallelstrémung
ist

Ucostx+ Usindy. (1, 3)

Da # als klein vorausgesetzt ist, kénnen wir dafiir schreiben, wegen cos ¢ ~ 1,
Ux+Usin®vy, (1, 3a)

dabei ist U sind klein gegen U. Jetzt machen wir fir @(x, y, 2) den Ansatz

Q(x; v, Z) =Ux + q)(x: Y, Z) ’ (1, 4)

indem wir den unsymmetrischen Teil der Parallelstrémung mit in das Stér-
potential @ aufnehmen. Gemil unserer Voraussetzung sind @,, ay, @, klein
gegen U, und wir gelangen durch Vernachlidssigung kleiner GréBen zu der
linearen Differentialgleichung fiir @:

72 =
(1 N 27> Dy + Dy + .. =0, (1, 3)
in der die Schallgeschwindigkeit a = a, konstant ist. Durch Ubergang zu
Zylinderkoordinaten
X=2x;, y=rcosy; z=rsiny (1, 6)

erhilt man die Differentialgleichung

' U2 = 1 = 1
(1 - ?) me+ @w + 3 D, + -

¥y

S

. =0. (1,7)

Da die Gleichung linear ist, kénnen wir das Potential @ als Uberlagerung
zweier Teilpotentiale darstellen. Wir zerlegen @ in einen axialsymmetrischen
Teil @ und einen unsymmetrischen Teil ¢. Fiir den unsymmetrischen Teil ¢
versuchen wir den Ansatz
@ =IF(x,7)cosyp.
Pann wird also
D(x, 7, p) = @(x,7) + F(x, 7) cosp . 1, 8)

Durch Einsetzen in (1, 7) erhilt man mit der Abkiirzung Uja = M fir den
axialsymmetrischen Teil die Differentialgleichung

1
(1 “ Mz) Pz + G + o @p = 0 (1) 9)
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und fiir den unsymmetrischen Teil

(1— M2 FE,+F, F=0. (1, 10)

2. Charakteristikenverfahren zur Lésung des Anfangswertproblems

Um die beiden Differentialgleichungen (1, 9) und (1, 10) gemeinsam be-
handeln zu kénnen, schreiben wir (1, 10) in der Form:

(1~ MY Fyt Fp+— F— 5 F=0. 2,1)

Fiir & = 0 erhalten wir (1, 9) und fir ¢ = 1 die Gleichung (1, 10). Wenn M > 1,
also U groBer als die Schallgeschwindigkeit ist, gehért (2, 1) zum hyperboli-
schen Typus und besitzt reelle Charakteristiken, die der gewohnlichen Diffe-
rentialgleichung

(M2—1)dr? —dx2=0 2,2

geniigen. Fithren wir lings der Charakteristiken die Bogenlidnge ds? = M2 dr?
als Parameter ein, so wird

;_ dx v/ 7. ;o dr 1

X~K~AW1AW —-1, v = 37_]_‘ . (2,3)
Die Charakteristiken sind bekanntlich zwei Scharen von Geraden, die mit der
x-Achse den Machschen Winkel « einschlieBen mit sin o« = 1/M.

Eine beliebige Funktion F(x, r) hat lings einer Charakteristik die Rich-

tungsableitung

dF _ 1/»12;1 1

Ly R B+,

zs e =y RiE

Wir bezeichnen die Richtungsableitung lings der nach aulen fithrenden Cha-
rakteristik (#' = + 1/M) mit F, und diejenige lings der anderen mit F,, dann
gilt:

]/W—l

- E, +ar F F, -- l/;jri,},, E — = F 2,4

fi = W

Die Auflosung dieser Gleichungen nach F,, F, gibt
M M
b= (F—L); inzml (L + B). (2,5)

Nach (2, 4) sind F, und E, Funktionen von x, . Thre Richtungsableitungen
werden durch zwei Indizes bezeichnet. Nennen wir s; die Bogenldnge der ersten
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Charakteristik (' = +1/M) und s, die der zweiten, so gelten die Bezeichnungen:

4R, 4R
bo =5 Ba= g
Aus (2, 3) und (2, 4) folgt:
M1 1
I AN

und nach einfacher Umrechnung
Fp = Iz[l—ﬂle + B, ]=—F.

Jetzt konnen wir in der Differentialgleichung (2, 1) an Stelle der partiellen
Ableitungen die Richtungsableitungen setzen und erhalten:

M2F12+—~ (F—F) — S F=0. 2, 6)

Schreiben wir diese Gleichung in Differenzenform, so erhalten wir die Grund-
gleichungen fiir das Charakteristikenverfahren

F, — F, &
I Ar, = ( i o T ) Asy, @7
F—F
AF, — ( it R )Asl 2, 8)

Zur Losung des Anfangswertproblems gehen wir nun folgendermaBen vor: Lings
einer Kurve 7 (Figur 2), die nirgends von einer Cha-
rakteristik beriihrt wird, set die Strémung bekannt,
das hei3t lings / kennt man F, E,, F, und daher
nach (2, 4) auch F, F,. Wir wihlen-auf / zwei Punkte
P, Q in geeignetem Abstand. Die entsprechenden
Charakteristiken durch P und Q schneiden sich in
R. Der Abstand QR = As, und PR = As, gibt die
zu jeder Charakteristik gehiorige  Langendifferenz.
Dann ist

fehse

Fig. 2
Fl(R) = Fl(Q) - AFl p FZ(R) = Fz(P) + AFz . (2: 9) Skizze zur Losung des
Anfangswertproblems.
AF, und AF; erhidlt man aus (2, 7) und (2, 8). Wenn
¢ + 0 ist, muB man noch F(R) bestimmen. Das geschieht durch niherungs-
weise Integration nach der Trapezformel. Da man in P, Q, R die Ableitungen
von F kennt, kann man die Integration lings der ersten Charakteristik tiber
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I, oder lings der zweiten iiber F, ausfithren. Am besten ist, beides zu tun.
Langs der ersten Charakteristik wird

FY(R) = F(P) + & [F(P) + FK(R)] 4s, (2, 10)
lings der zweiten folgt
FYR) = F(Q) + 5 [R(Q) + B(R)] 4s, (2, 11)

Da das Differenzenverfahren nur angendherte Werte liefert, wird im allgemeinen
F' 4+ F sein. Die Differenz |F' — F'| gibt ein MaB fiir die Genauigkeit. Wird
sie zu grof}, so mull man die Intervalle, das heiit den Abstand PQ, kleiner
wihlen. Fiir die Fortsetzung der Rechnung setzen wir

F(R) = [FU(R) + FY(R)]. (2,12)

Damit ist das Anfangswertproblem gelést. Wir wollen erwihnen, daB fiir =0,
also fiir den symmetrischen Teil ¢ der Strémung, die Gleichungen (2, 10) bis
(2, 12) tiberflissig werden.

3. Das charakteristische Randwertproblem

Fir die Strémung um einen Rotationskérper liegt zundchst kein Cauchy-
sches Problem vor, sondern ein charakteristisches Anfangswertproblem, bei
dem ldngs eines Randes, ndmlich an der Wand des Korpers, die Richtung des
Geschwindigkeitsvektors bekannt ist. Wir nehmen an, die Strémung sei in 4

und links vom Punkt A der Wand des

MAW Drehkorpers bekannt (Figur 3). Dann
4 /L kennt man die Funktionen F, 4, F, auch

\ //%% langs der Charakteristik 1 durch A. Es
@b\\b seien B, C, ... Punkte der Charakteristik
b I durch A. Wir legen durch B die Charak-
]\\ teristik II, bestimmen ihren Schnittpunkt
L mit der Wand und die Linge BL = As,.

Fig. 3 Dann folgt aus (2, 7):

Skizze zum charakteristischen

Randwertproblem. F(L) = F(B) + AFl . (3, 1)

Zur:Bestimmung von F, beachten wir die Randbedingung. Die Tangente der
Randkurve dr/dx ist gegeben. Demnach gilt:

7

F. T~ dx

x

E, _dﬂ/ (3, 2)
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und wegen (2, 5)
dr  Fy—Fy )iy
2i;_Fl;--Fgl/M'z_l. (3, 3)
Daraus folgt fiir (L)
. [/l?:ﬁ': 11— (dvidx)
B =B A o4

SchiieBlich bestimmt man im Falle ¢ == 0 noch F(L) durch

—t

F(L) = F(B) + 5 [RB(B) + K(L)] 4s, 3,9)

2
Zur Berechnung des Widerstandes bzw. des Auftriebes braucht man lings des
Randes noch die Funktion F (L), die nach (2, 5) bekannt ist.

Kennt man F, F,, F, in L, so hat man fiir alle Punkte der Charakteristik I
durch L stets Cauchysche Anfangswertprobleme, die nach Ziffer 2 erledigt sind.

Damit ist das Charakteristikenverfahren soweit entwickelt, dafl man fur
jeden (schlanken) Rotationskérper den unsymmetrischen Potentialteil F(x, #)
mit F,, F, berechnen kann. Fiir den symmetrischen Teil ¢(x, #) gelten dieselben
Gleichungen mit &= 0, jedoch tritt an Stelle der Randbedingung (3, 2)
wegen (1, 4) und (1, 8) die Forderung

P v
U— ¢, dx

und wegen (2, 5) die Bindung zwischen ¢, und ¢, lings des Randes

dr M gy — @)

dx U~ (MYMY— 1) (g1 = ¢a) 3.6
Die Durchfithrung des Verfahrens gestaltet sich besonders einfach, wenn man
das Netz der Charakteristiken so wahlt, daB man, soweit mdglich, konstante
Intervalle As; und 4s, hat.

Wir schlieBen diesen Abschnitt mit folgender Bemerkung: Nach (3, 5)
wird I7(L) im Randpunkt L so bestimmt, daB eine Charakteristik bevorzugt ist.
Man kann aber F(L) nochmals durch Integration lings der Randkurve von
A bis L (Figur 3) berechnen und durch Mittelbildung mit (3, 5) einerseits
den Wert verbessern, andererseits die Giite des Verfahrens beurteilen.

4. Uberdruck, Widerstand und Auftrieb

Zur Bestimmung des Uberdruckes, der an einer Stelle x,7, v herrscht,
gehen wir aus von der Bernoullischen Druckformel

I
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Ist nun, wie hier vorausgesetzt, w? — w? klein, so gilt fiir den Uberdruck die
Niherungsformel:

In unserem Falle ist nach (1, 4) w, = U und
w?= QL4+ P2+ O~ (U + ¢, + F,cosp)?
oder, wenn man konsequent GréBen zweiter Ordnung vernachldssigt,
w2= U2+ 20 ¢, +2UF, cosy.
Damit wird der Uberdruck
PPy 2 %

+ F CoS Y . 4, 1)

Zur Bestimmung der Krifte, die von der Stromung auf den Korper ibertragen
werden, braucht man die Funktionen ¢, und F, an der Oberfliche. Der Meri-
dian des Rotationskdrpers sei gegeben durch #(x) und seine Tangente durch
7" = dr/dx. Bezeichnen wir mit i, {, ¥ die Einheitsvektoren in Richtung der
Y-, z-, ¥-Achse, so wird die auf ein Flichenelement wirkende Kraft, bezogen
auf den Staudruck,

dzﬂﬁh— — 7 (~cospi—sinyj+7§rdxdy.

Uz/2

Durch Integration tiber 9 von 0 bis 2z erhalten wir die Kraft, die auf eine
Scheibe des Kdrpers der Dicke dx ausgeiibt wird; dividieren wir durch dx, so
ist dWB/dx die Kraft pro Lingeneinheit des Kérpers. Die f-Komponente gibt
den Widerstand, die i-Komponente den Auftrieb. Es folgt fiir den Widerstand:

dR , 2@,
S
dx

4. 2)
und fiir den Auftrieb

9

/ cos®p dy = ELL Ex. 4, 3)

dVI 2

Im allgemeinen bezieht man beide Werte auf einen geeigneten Querschnitt
{zum Beispiel gréBten Querschnitt) und erhilt den Widerstands- und Auf-

triebsbeiwert, indem man W noch nach dem Anstellwinkel 9 differenziert. Die
Funktion
1 aw 2rva
Snd dn T Usine Lo %4
als Funktion von x betrachtet, nennen wir die Auftriebsverteilung des Korpers.
Sie ist maligebend fiir alle Stabilisierungsprobleme.
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ZWEITER TEIL: UNSTETIGKEITEN

Im folgenden sollen einige einfache Anwendungen der Theorie behandelt
werden. Die Druck- und Auftriebsverteilung iiber einem einfachen Rotations-
kérper wird man wohl besser und schneller nach dem Quellsenken- bzw. Dipol-
verfahren berechnen'). Das Charakteristikenverfahren dirfte sich besonders
bei ringtormigen Koérpern oder bei einfachen Rotationskérpern eignen, die zur
Stabilisierung mit einem oder mehreren Ringen beliebiger Form versehen sind.
Wir wollen drei verschiedene Anordnungen von Ringen behandeln und die
Unstetigkeit untersuchen, die durch die Vorderkante des Ringes entsteht.

5. Auftriebsverteilung eines zylindrischen Ringes

Figur 4 zeigt einen Meridianschnitt in der (x, ¥)-Ebene durch den zylindri-
schen Ring, der unter dem Winkel & mit der Geschwindigkeit U angeblasen
wird. In Figur 5 haben wir den unteren Teil des Schnittes vergroBert gezeichnet
und ein Netz von Charakteristiken fiir die Machsche Zahl M =1,5 darauf gelegt.

.
.
7"
- FRin
== 81 : .
E\\ g DR //ANEAN/s ANERGAN
~ N 7 /0 /)( X )( ~
. NSO i /AN ///Z\\ N AN
- e
- 74 20 /ff‘\ AN . N
. ~ .
(L——— 2 RN AR Fussern
N N ~
~ N
I~ 41 N
- l
Fig. 4 " 7
Zylindrischer Ring mit den Fig. 5
Unstetigkeitsflichen. Charakteristikenschema fir frejen Ring.

Die Gitterpunkte des Netzes haben wir so numeriert, wie es zur Durchfiih-
rung des Verfahrens vorteilhaft ist. Durch den vordersten Ringpunkt (00) geht

1) Vgl etwa: R. SAUER, Theoretische Einfithrung in die Gasdynamik (Springer, Berlin 1943).
~ R. Courant und K. O. Friepricus, Supersonic Flow and Shock Waves (Interscience Publishers,

New York 1948). - A. FERrRI, Elements of Aerodynamics of Supersonic Flows (Macmillan, New York
1949).
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die Machsche Linie I nach auBlen und II nach innen, dabei gehért nach der
Bezeichnung von Ziffer 3 die Linie I zur ersten und II zur zweiten Schar. In
dem Gebiet links von I und IT ist die Strémung ungestdrt. Das Potential F
ist in diesem Gebiet gegeben durch [vgl. (1, 8)]

cospli(x, y,2) = (Usind) y oder cosyF(x,7) = (Usind) » cosy .

Daher wird
Flx,7)=Usin¢r, E,=0; F.=Usin®. (5,1)

Aus (2, 4) folgt daraus mit M == 1,5
1=+ 0,667 Usind; F,=— 0,667 Usind. (5,2)

Beim Auftreffen der Stromung auf die Ringkante bei (00) tritt eine Unstetig-
keit auf, die sich langs der Charakteristik I nach auBen und lings II nach innen
fortpflanzt. Zundchst muB an der Ringwand die Randbedingung (3, 3) er-
fiillt sein. Da in unserem Beispiel #' = 0 ist, folgt:

F, =F, {am Rand). 5,3

Diese Beziehung gilt rechts von (00). Auf der Machschen Linie I, die sich von
links dem Punkt (00) nidhert, ist die Anderung von F, nach (2, 8) bestimmt.
Sie erfihrt keine Storung durch den Ring. An der Innenseite bei (00} gilt daher

F,=F = —0,667 Usind [innen bei (00)] . (5, 4)

Entsprechend bleibt F; auf der Machschen Linie II, die von links nach (00)
fithrt, ungestért, man hat also

F,— F, = +0,667 Usind [auBen bei (00)] . (5, 5)

Lings der Stérungslinie IT bleibt tberall F, = — 0,667 U sin & ungestdrt, das
heiBit die Ableitung F, bleibt beim Uberschreiten der Linie II stetig. Wir wollen
zeigen, daBl auch F stetig bleibt. Wir konnen F als Integral iiber F, lings der
Linie IT ansehen. Daraus folgt die Stetigkeit von F aus der Stetigkeit von L.
Ebensogut kénnen wir iiber I ldngs einer Charakteristik der ersten Schar von
links bis an ihren Schnitt mit IT integrieren. Da F links von II stetig ist, bleibt
auch F stetig und hat lidngs IT den ungestorten Wert. Lings der Storlinie II
ist daher F ungestért (& = U sind 7), F, ungestort (F, = — 0,667 U sind), da-
gegen Iy unstetig. Da aber F, nach (5, 4) bei (00) bekannt ist, 148t sich die
Fortpflanzung der Stérung von F lings II nach (2,7) berechnen. In der
zweiten Spalte der Tabelle 1 sind die Werte von », I, I, F, fiir die Punkte
(00) bis {30) der Linie II zusammengestellt. Dazu ist noch eine Zahlenreihe 4
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Tabelle 1
Schema zuv Bevechnung dev Stromung wm einen freien Ring
F,F,, F,, dc/dx stets dividiert duvch U sin & (M = 1,5)

Innen 0 0 1 2 3
¥ 4,725 4,725
4,725 4,725
3 Fy 0,667 — 0,825
5 — 0,667 — 0,667
A — 0,067
¥ 5,150 5,150 3,130
5,150 5,150 4,201
2 Fy 0,667 — 0,766 — 0,803
F, — 0,667 — 0,667 — 0,734
— 0,059 — 0,048
v 3,575 5,575 5,575 5,575
F 53,575 5,575 4,661 3,084
1 Fy 0,667 — 0,714 — 0,759 -— 0,803
Fy — 0,667 — 0,667 — 0,726 -— 0,782
4 — 0,052 — 0,044 -~ 0,034
¥ 6 6 6 6 6
F 6 ¢} 3,119 4,173
0 F 0,667 — 0,667 — 0,719 — 0,770 — 0,816
F, — 0,667 - 0,667 — 0,719 — 0,770 — 0,816
A — 0,047 — 0,040 — 0,033
dcjdx — 0,298 — 0,322 — 0,345 — 0,366
AuBen 0 0 1 2 3
7 6 6 [ 6 6
F 6 6 6,822 7,586
0 F 0,667 0,667 0,624 0,580 0,537
F, — 0,667 0,667 0,624 0,580 0,537
A — 0,047 — 0,054 — 0,060
dclax 0,298 0,279 0,260 0,240
/4 6,425 6,423 6,425 6,425
F 6,425 6,425 7,219 7,933
1 Fy 0,667 0,667 0,628 0,589
F, — 0,667 0,620 0,570 0,520
A — 0,043 — 0,048 — 0,052
¥ 6,850 6,830 6,850
F 6,850 6,850 7,616
2 Fy 0,667 0,667 0,632
F, — 0,667 0,577 0,522
A — 0,039 — 0,043
¥ 7,275 7,275
F 7,275 7,275
3 F 0,667 0,667
F, — 0,667 0,538
4 — 0,035
x 0 0,95 1,90 2,85
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angegeben; sie enthdlt die Werte AF,, AF,, die fir gleiche As nach (2, 7),
(2, 8) in jedem Punkt einander gleich sind. Ganz analog liegen die Verhiltnisse
langs I an der Aullenseite. Dabei empfiehlt es sich, die Zahlen fiir die Stérlinie
zweimal aufzuschreiben, zuerst fiir den ungestérten, dann fiir den gestérten
Zustand. Dann kann man die Unstetigkeiten gut in der Zahlentafel verfolgen.

Nach diesen Vorarbeiten sind alle Voraussetzungen erfiillt, und man kann
das unter den Ziffern 2 und 3 beschriebene Verfahren durchfiihren. Die Zahlen-
tafel 1 zeigt die Anordnung der Rechnung fiir einige Intervalle. Wir haben dabei
den Durchmesser des Zylinders mit 12 angenommen.

Wenn die Werte F;, F, innen und auflen ldngs der Wand des Zylinders be-
rechnet sind, bestimmt man nach (2, 5) F, und erhilt nach (4, 4) sofort die
Auftriebsverteilung. Figur 6 zeigt die Verteilung des Auftriebsbeiwertes

dc 1 aw

dx ~ Riasind dx

fiir die AuBenseite, die Innenseite und den Gesamtauftrieb, bezogen auf den
Querschnitt R%z des Ringes.

Wenn die Stérungscharakteristik (IT in Figur 3) die Rotationsachse trifft,
gibt es eine neue Unstetigkeit, auf die wir hier nicht eingehen wollen.

6. Zylindrischer Ring iiber Rotationskorper

Ein unendlich langer Drehzylinder erfihrt bekanntlich keinen Auftrieb in
einer idealen Gasstromung. Es sei etwa ein Rotationskorper gegeben, der vorn
eine ogivale Spitze hat, die in einen Zylinder iibergeht. Ist der zylindrische Teil
hinreichend lang, so wird sich gegen sein Ende die von der Spitze verursachte
Stdérung ausgeglichen haben. Am Ende des Zylinders wird sich die Strémung
anndhernd so wie bei einem unendlich langen Zylinder verhalten. Ein solcher
zylindrischer Kérper mit ogivaler Spitze ist nicht stabil. Man hat mehrfach
versucht, ihn durch Uberziehen eines zylindrischen Ringes iiber das Zylinder-
heck zu stabilisieren. Wir wollen den Auftrieb berechnen, der durch den Ring
bewirkt wird. In Figur 7 ist die Anordnung der Korper skizziert. Durch die
Vorderkante des Ringes sind die Machschen Linien I und IT gezeichnet. Links
davon herrscht die Strémung des unendlichen Zylinders. Lings der Linien I
und II tritt eine (unstetige) Stérung ein. Von besonderem Interesse ist das
Verhalten der nach innen laufenden Stérung, die mehrfache Reflexionen an
den Winden erfihrt. Der in dem Gebiet zwischen Rotationskérper und Ring
gezeichnete charakteristische Streckenzug stellt eine Unstetigkeitslinie dar.
Beim Uberschreiten der Linie ist entweder F, oder F, unstetig.

Wir wollen aber das Verfahren in der Reihenfolge erldutern, wie es durch-
zufithren ist. Zuerst miissen wir uns die Funktionen F, |, F, im ungestorten
Teil der Stromung links von I, IT verschaffen; dabei interessiert uns nur der
unsyminetrische Teil.
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Tiir einen unendlich langen Zylinder 148t sich die Potentialfunktion I
leicht angeben. Die Stréomung um den Zylinder muB ungedndert bleiben, wenn
man den Zylinder in sich, das hei8t in der x-Richtung verschiebt. Deshalb
ist F unabhingig von x, also F, = 0. Dann geht Gleichung (2, 1) in die ge-
wohnliche Differentialgleichung {iber

Eo+ - F— 5F=0 6, 1)
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Auftriebsverteilung am freien Ring. Auftriebsverteilung fiir Ring iber Zylinder.
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mit der allgemeinen Lésung
B

77

Fedri 2 Foa-

Die Konstanten 4, B sind so zu bestimmen, dafl am Rande des Zylinders (fiir
7 = 7, wenn 7 Zylinderradius ist)

E =0 6,2)
ist; denn die Strémung mul tangential zur Wand verlaufen. Ferner muf3 fiir

7 >oo der Geschwindigkeitsvektor der Anstromung entsprechen, das heifit
nach (5, 1)

F,. = Usind. (6, 3)
Daraus folgt schliefilich:
F:Umﬁv+$> (6, 4)
und dazu /
E —0; EzUmﬂp—gy (6, 5)

Aus (2, 4) folgen sofort If und I;:

l_ﬂ;gz_lﬁﬂ@_ﬁy (6, 6)

Usind® [ 7
T i

1:1:'”‘14 i

Auf den Unstetigkeitslinien I und 11 ist der Vorgang derselbe wie im vorigen
Abschnitt. Auf der Linie I bleiben F und F, ungestort (also stetig) und haben
die Werte (6,4) und (6, 6). Dagegen erfiahrt F, bei (00) (Figur 7a) eine
Stérung, derart, daB die Randbedingung (3, 3) erfillt ist. In unserem Falle
(dr]dx = 0) wird

Rl =F = Usind (1 - }—25 (fiir den AulBenbereich) ,
L00 00 M 5
wenn R der Ringradius ist. Die Anderung von F, lings I ist wieder durch (2, 8)
bestimmt. Dabei hat man in (2, 8) fiir F, und F lings I die ungestérten Werte
gemdl (6, 6) und (6, 4) einzusetzen. Damit kennt man lings I alle GréBen
und kann das Verfahren durchfithren.

Ganz entsprechend bleiben im Innenbereich F und F, lings II erhalten
nach (6, 4) und (6, 6); dagegen ist F, unstetig und hat bei (00) den Wert
Fl =FK =- Usin b <1 — é—i) (fir den Innenbereich) .

Lo0 {00 M

Die Anderung von I lings II erfolgt nach (2, 7). Jetzt 1aBt sich nach dem
Charakteristikenverfahren der Ziffern 2 und 3 F, £, I, im Bereich des Drei-
ecks (00),P,Q berechnen. Die Linie P(Q ist wieder eine Unstetigkeitslinie. Da
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sie zur Schar I der Charakteristiken gehort, bleiben F, I stetig, Iy wird un-
stetig. F, ist aber in P aus der Randbedingung bekannt, so da3 seine Anderung
lings PQ aus (2, 8) berechnet wird. Die Berechnung geschieht daher folgender-
maBen: Man bestimmt zunédchst in P und auf PQ die Funktionen F, Iy, Iy so,
als ob die Wand bei P nicht vorhanden wire, also genau nach dem Charakteri-
stikenverfahren von Ziffer 2. Dann wird die Stérung berticksichtigt, die durch
die Wand bei P entsteht. Lings IT kommend, kennt man in P die Grofle B
und erhilt aus der Randbedingung F;. Lings PQ behdlt man F, F; aus der
ersten Rechnung bei und bestimmt damit £ nach (2, 8). In derselben Weise
verfahrt man auf QR usw. Die Durchfithrung bereitet keine Schwierigkeiten
und verlangt wenig Aufwand (siche Tabelle 2).

Es sei bemerkt, dafl es im allgemeinen nicht nétig ist, die Unstetigkeiten
lings der Linien PQR besonders zu beachten. Man kann das Verfahren der
Ziffern 2 und 3 im ganzen Innengebiet hinter der Stérlinie IT anwenden. Der
dadurch entstehende Fehler bleibt nach meinen Erfahrungen innerhalb der
iiblichen Rechengenauigkeit, wenn die Intervalle klein genug sind.

In Figur 70 sind die Auftriebsverteilungen, das heiBt die Funktionen dc/dx,
bezogen auf den Querschnitt des Ringes, fiir die einzelnen Flichen aufgezeich-
net. An der Oberfliche des Zylinders herrscht, wie beim unendlich langen Zylin-
der, zundchst der Auftrieb 0 bis zum Punkt P. Bei P entsteht ein Abtried, der
bis R fast konstant bleibt und bei R nochmals betrichtlich abfillt. An der
Auwufenseite des Ringes entsteht ein Auftrieb, der langsam nach hinten abklingt.
An der Innenseite des Ringes beginnt die Auftriebskurve im gleichen Punkt wie
an der Auflenseite (da innen und auBen dr/dx == 0 sind), dann steigt der Auf-
trieb allmihlich an bis zum Punkt Q. Hier springt er plotzlich auf etwa den
dreifachen Wert.

Durch Vergleich mit Figur 6 erkennt man, daB3 der Auftrieb, der an der
Vorderkante des Ringes entsteht, infolge des eingeschobenen Zylinders nur
etwa halb so grof3 ist wie derjenige des freien Ringes von Figur 6.

Figur 7¢ zeigt schlieBlich die resultierende Auftriebsverteilung, die durch
die Strémung auf die Kombination Zylinder mit Ring tibertragen wird. Der
Gesamtauftrieb ist nur ein Bruchteil desjenigen, den der frei stehende Ring
erfihrt. Das ist zum Teil durch die gestérte Anstrémung, zum andern Teil
durch die Reflexion der Stérung an den Réndern bedingt. Der Rechnung lag
ein Verhiltnis Ringradius R zu Zylinderradius 7 von

R:7=1,385
zugrunde.

7. Zylindrischer Ring iiber konischem Zapfen

Der gleiche zylindrische Ring kann einen wesentlich groferen Auftrieb er-
zeugen, wenn man die Anordnung etwas abidndert. Dem zylindrischen Rota-
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tionskérper geben wir ein konisches Heck, dessen Verjiingungswinkel wir so
wiahlen, daf die Stréomung gut folgen kann (ca. 6,7°). Am Ende des Konus
bringen wir den Ring an, und zwar so, daB die durch die Vorderkante [Punkt
(00) in Figur 8a] gehende Machsche Linie nicht mehr am Rotationskdrper
reflektiert wird. Das Ende des konischen Teiles ist wieder zylindrisch ausge-
bildet, wie Figur 8a zeigt. Bei dieser Anordnung geht durch den Anfangs-
punkt 7" des konischen Teiles die erste Stérlinie (I9). Durch die Vorderkante
{00) des Ringes geht nach auBen die Stérlinie I* und nach innen 1I. SchiieBlich
geht durch das Ende des Konus (S) noch eine Stérlinie I3, Die Durchfithrung
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Fig. 8
Auftriebsverteilung fiir Ring iber konischem Zapfen.
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der Berechnung bietet nichts Neues. Sie verlduft genau wie im vorigen Ab-
schnitt.

Das Ergebnis ist jedoch wesentlich verschieden. Wir wollen die in Figur 85
eingezeichneten Auftriebsverteilungen mit denen von Iigur 7 vergleichen. Zu-
nichst entsteht lings des konischen Zapfens ein kleiner Abtrieb, der tiber dem
Punkt S einen Sprung hat. Die Aufenscite des Ringes erfahrt einen Auftrieb,
der demjenigen von Figur 75 dhnlich ist. Er liegt aber héher; der Anfangswert
1st 0,17, gegeniiber 0,15 in Figur 74. Besonders groB ist der Unterschied an der
Innenseite des Ringes. Hier hiegt der Anfangswert bei 0,30 im Gegensatz zu
0,15 bei Figur 76. Dann steigt die Kurve der Figur 86 gleichm4Big an bis zur
Stérlinie I3, wo eine kleine Unstetigkeit erscheint. Der Gesamtauftrieb des
Ringes in der Anordnung 8« ist also betrdchtlich gréBer als bei 7a. Wahlt man
etwa einen Ring von ca. 5 cm Linge bei R = 6 cm, so ist der Auftrieb bei der
Anordnung 8a ein Mehrfaches von demjenigen in 7a. Aber auch bei dieser giin-
stigen Anordnung bleibt der Auftrieb unter demjenigen des freien Zylinder-
ringes (Figur 5).

8. Beliebiger Ring iiber beliebigem Korper

Zum SchluB sei noch die Anwendung des Verfahrens auf allgemeinere Pro-
bleme erldutert. Wir betrachten einen beliebigen, jedoch schlanken und vorn
spitzen Rotationskorper, tiber dessen Ende ein Ring von beliebigem Profil
geschoben ist (Figur 1). Dabei mul das Profil des Ringes schlank und vorn
scharfkantig sein. Zur Berechnung der Stromung um ein solches Gebilde emp-
fiehlt sich folgender Vorgang: Man legt durch die Vorderkante des Ringes die
Machsche Linie I und bestimmt ihren Schnittpunkt B mit dem Meridian des
Korpers und 4 mit der Rotationsachse. Dann berechnet man die Strémung
um den Rotationskérper von der Spitze S bis zum Parallelkreis durch B mittels
einer Quellsenkenverteilung fiir den symmetrischen Teil und einer Dipolver-
teilung fir den unsymmetrischen Teil. Die Quellen und Dipole verteilen sich
auf dem Stiick SA der Achse. Zur numerischen Bestimmung dieser Quell- und
Dipolverteilungen sind verschiedene Verfahren entwickelt, die im wesentlichen
auf den Untersuchungen von vox KirmAx und Moore?!) und voN KARMAN
und Ts1Ex?) aufbauen und in den neueren Lehrbiichern eingehend beschrieben
sind. Kennt man diese Verteilungen, so kennt man auch die Funktionen und
F (1, 8) langs der Machschen Linie T durch (4). Von hier aus beginnt man mit
dem Charakteristikenverfahren, welches sich in der gleichen Weise anwenden
148t wie unter Ziffer 6 oder 7. Man sieht unmittelbar, da3 auch das Anbringen
mehrerer Ringe keine neuen Schwierigkeiten bringt. Natiirlich besteht die Mog-
lichkeit, das Charakteristikenverfahren von der Spitze beginnend auch fiir den

1) Vox KArMAN und Moore, Am. Soc. Mech. Eng. §4, 303 (1932).
2) Tsiex und Suve-Suey, J. Aeron. Sci. §, 480-483 1938).
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Rotationskdérper zu beniitzen, aber der Zeitaufwand diirfte etwas gréBer sein
als beim Quell-Dipol-Verfahren. Der Vorteil des Charakteristikenverfahrens
tritt besonders bei den Ringen und komplizierteren Anordnungen hervor.

Summary

The supersonic flow of an ideal gas past an inclined slender body of revolution,
can be approximately determined by linearization of the differential equations.
For this purpose generally a distribution of sources, sinks and doublets is taken
(von KArMAN, Moore, Tsien). For a composed body of revolution having a
central body and several rings, this procedure is cumbersome. It is shown that
such flows can very simply be determined by means of a characteristics-method.
Surfaces of discontinuity and their multiple reflexion on the walls do not present
much difficulty. The method is illustrated by some simple examples. It is to be
mentioned that the method can be eYtended also to the general, not linearized,
differential equations.

(Eingegangen: 26. 12. 1950.)

Zur Theoric und Berechnung des elektrostatischen Durch-
griffs der ebenen und zylindrischen Dreipolrhre im Falle
zweidimensionaler Potentialverhiltnisse

1, Mitteilung

Von Max LANDSBERG, Dresden?)

Einen guten Einblick in die Feldverhiltnisse der Elektrodensysteme der
gebrduchlichen Vakuumréhren mit einem oder auch mit mehreren Gittern
liefern schon die entsprechenden Untersuchungen fiir die verhiltnismibig ein-
fach aufgebaute Platten- und Zylinderréhre. Derartige Untersuchungen sind
sowohl experimentell mit Hilfe des elektrolytischen Trogs und des Gummi-
membranapparates [1), [2]%) als auch theoretisch durchgefithrt worden. Im
letzten Fall ist die Berechnung der Rohrenkapazititen und des aus ihnen sich
ergebenden elektrostatischen Durchgriffs von grundlegender Bedeutung. Uber
den gegenwirtigen Stand der Durchgriffsberechnung fiir die beiden genannten
Systeme berichtet ausfithrlich eine. Arbeit von I. Runck [3]. Hier sind alle
wichtigen Formeln zusammengestellt, die aber ausnahmslos, was das ebene und
zylindrische System (mit Stabgitter) anbetrifft, nicht nur zweidimensionale
Verhiltnisse, sondern auch noch weitere Einschrankungen hinsichtlich der Ver-
hiltnisse Gitterdrahtradius zu Gitter—Anoden-Abstand usw. voraussetzen.

1) Technische Hochschule Dresden.
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 393.




