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SUM.~IARY - Let  V be a reflexive Real Banach space and  let A be a n  opera tor  (not 

necessar i ly  l inear) form V into i ts  dual  V t. We shal l  suppose  t h a t  X is a closed 

convex subset  of V. We shall  deuote by  ( , )  the dua l i t y  re la t ion b e t w e e n  V and V'. 

Fo r  a fixed element f E  F '  we shall  t r y  to de te rmine  sEX such t h a t  

(i) (~u,v--u)~(f,v-- u)~vEX. 

Problems  of type (1) occur in opt imal  control  theory  and c o n t a i n  a fa i r ly  large 

class of type  of l inear and non l inear  par t i a l  differential  equa t ions  ( a n d  inequat ions) .  

We use cer ta in  i terat ive processues to solve (1). 

The main  method is based on the  ca lcula t ion  of the  opera to r  PX ( the  projec tor  on 

the closed convex set X) 

We consider  two cases:  

i) the  opera to r  PX is accessible, in wh ich  case we indicate  h o w  to obtain  a nu- 
mer ica l  solution.  

ii) the  opera tor  PX is no t  accessible, in which  case we indica te  a va r i e ty  of me- 

thods  to approx imate  the  solut ion.  

l n t r o d  uc t lon .  

So i l  V un espace de Banach rdel rdflexif, A un opdrateur non ndces- 
sa irement  lindaire de V duns son dual V'. On se donne an  dldment flxe 

-- Ricevuto il I-Ii-1969. 
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f ~  V' et on cherche  ~ r6soudre dans V Fdquat ion 

(1) Au ~ f .  

On se donne main tenan t  un convexe ferm6 X de V. On dds igne  par  
(~) la dualit~ en t re  V e t  V'. 

Plus  gdngra lement  on cherche u E X solution du probl~me 

(2) ( A u ,  v - -  u) ~ ( f ,  v - -  u) v ~ X .  

Si X ~ -  V on re t rouve  Pdquation (]) (cf [3], [14]). 
P a r  ailleurs, minimiser  une fonctionnelle _~ sur  le convexe ~7 est  un probli~- 

me qui peu t  se r amer  t~ rgsoudre une indgalit4 de la forme (2) (cf. [11] et [14]). 
Des  probl~mes du genre (1) et (2) i n t e rv i ennen t  en thdorie du contrSle  

opt imal  et cont iennent  une classe assez large d~gquation et ingquat ions  
aux  d6rivdes part ie l les  lin~aires et non lindaires. 

Dans  [14] nous assurons Pexistence et Funicit4 de u E X so lu t ion  de 
(2) et  nous  41argissons le cadre de l~indquation (2) aux probl~mes d~optimi. 
sa t ion (cf aussi  [13]). 

P a r  ail leurs nous donnons toujours darts [14] de nombreux  proegdgs  
sys tgmat iques  pour  Papproximat ion  de u solut ion (1) et ( 2 ) .  

Ensu i t e  nous  approchons Pespace V pa r  des espaces de d imens ion  
finie V^; ce qui rev ien t  ~ discr4tiser le probl~me. 

I1 res te  alors  i~ donner  des mdthodes cons t ruc t ives  p e r m e t t a n t  de rdsou- 
dre le nouveau  probl~me en dimension finie. 

On util ise pour  cela un proc~dd i tgra t i f  va lable  d~ailleurs en d imens ion  
infinie. I1 est  bas4 sur  le calcul de / )z  (projection sur  le convexe  fe rm4 X). 

~ o u s  d is t inguons  alors deux cas :  

l e r  cas 

L~op~rateur P x  est  accessible. Dans ee cas le calcul opt imal  de ce r t a ins  
param~tres~ combing gventuel lement  avec un c h a n g e m e n t  de norme p e r m e t  
d~aboutir tb la solution num~rique au bout  de quelques i tgrat ions seu lement .  

2~me cas 

L~op~rateur /~x est  accessible. 
~ o u s  in t roduisons  alors plusieurs  m6thodes.  

1 - -  On peu t  suppr imer  les contraintes  X pa r  <~ pdnal isat ion ~> ; a d a p t a t i o n  
d~une id le  de Couran t  (cf. th~or~me 6.1 de [14] et  bibliographie).  

2 - -  On pen t  r 4clater  ~) le convexe X ~  f~ X~ en plusieurs  X~ en adap-  
i ~ l  

t a n t  une mdthode de J .  L. Lions et R. T e m a m  (cfi thdor~me 7.1 de [14] 
et bibliographie).  
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3 - -  O n  , m ~ l a n g e > >  1 - -  e t  2 - -  (cf. le  p a r a g r a p h e  1-7 de  [14J). 

4 - -  O n  p e u t  t r a n s f o r m e r  A e t  X p a r  c h a n g e m e n t  de  v a r i a b l e .  

5 - -  O n  p e u t  aus s i  c a l e u l e r  P x  p a r  a p p r o x i m a t i o n .  

6 - -  E n f i n  si  l ' o p ~ r a t e u r  A e s t  u n  g r a d i e n t ,  (1) e t  (2) ~ q u i v a l e n t  s u n  p r o b l ~ m e  

de  m i n i m i s a t i o n  d ' u n e  f o n c t i o n n e l l e  (cf. [14] w I -2 ,  I - 3 ) ;  p r o b l ~ m e  q u e  P o n  

p e u t  r 6 s o u d r e  p a r  u n e  m 6 t h o d e  d i r e c t e  d e  m i n i m i s a t i o n ,  v a r i a n t e s  des  

m 6 t h o d e s  d e s  v a r i a t i o n s  l oca l e s  de  ~ e n a u s k o  e t  M o i s e i e v  e t  n e t t e m e n t  

p l u s  o p ~ r a t i o n n e l l e s .  

D a n s  lo c h a p i t r e  I n o u s  e x p o s o n s  l es  m g t h o d e s  t h 6 o r i q u e s  d ' a p p r o x i  - 

m a r i o n  de  h~ s o l u t i o n  des  p r o b l g m e s  (1) (2). 

A u x  c h a p i t r e s  I I  e t  I I I  n o u s  m e t t o n s  ces  i ddes  a n  a p p l i c a t i o n  j u s q u ~ a u  

r g s u l t a t s  n u m d r i q u e s  s u r  de  n o m b r e u x  e x e m p l e s  d ' d q u a t i o n s  d ' i n ~ q u a t i o n s  

a u x  d g r i v d e s  p a r t i e l l e s  e t  p r o b l ~ m e s  d ' o p t i m i s a t i o n .  

L e  p l a n  e s t  le  s u i v a n t :  

I - -  Quelques m~thodes generales d ' approx imat ion .  

I - -  1. Une mgthode i tJrative p o u r  in~galitg var ia t ionnel les .  

1.1 - -  It6rations avec param~trcs fixes. 
1.2 - -  It6rations o~ le param~tre ~ est variable. 
1.3 - -  Itgrations avec changement de param~tre et de aortae;  

accgl~ration de la convergence. 

1 - -  2. Mdthode des changements de variables.  

I - -  3. Mdthodes it~ratives , 'Jgularisantes.  

3.1 - -  Mgthode I :  R~gularisation et passag6 ~ la limite. 
3.2 - -  M6thode I I :  M~thode it6rative r~gularisante. 
3.3 - -  M6thode I I I :  M6thode mixte. 

P. 69 

P. 72 
P. 76 

P. 77 

P. 83 

P. 8J- 
P. 87 
P. 89 

II  - -  E q u a t i o n  a u x  d~riv~es  p a r t i e l l e s  n o n  l i n ~ a i r e s  et  p r o b l ~ m e  d ' o p t i m i s a t i o n  

s u r  l ' e s p a c e  e n t i e r .  

I I  - -  1. Probl~me l .  

- -  R6sultats num6riques du probl~me 1. 

I I  - -  2. Probl~me 2. 

- -  Influence du param~tre 5. 
- -  Influence du param~tre ~. 
- -  Accelerat ion de la convergence. 

P. 93 

P. 98 

P. 101 

P. 102 
P. 103 
P. 109 
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I I  ~ 3. Probl~me 3. 

l ~ r e  m~fthode : md thode  de d g c o m p o s i t i o n  de l ' o p 4 r a t e u r  A h 
2hme m g t h o d e  : m g thode  i t d r a t i v e s  di rectes .  

I I  - -  4. Probl~me 4 :  r d g u l a r i s a t i o n  e l l i p t ique .  

I I  - -  5. P r o b l h m e  5 :  

- -  Une  n o u v e l l e  e s t i m a t i o n  du  p a r a m ~ t r e  ~. 

I I  ~ 6. ProblOme 6. 

P.  113 

P .  114 

P .  120 

P .  126 

P .  129 

P .  130 

P.  132 

I I I  - -  I n e q u a t i o n s  a u x  d~r iv~es  p a r t l e l l e s  non l l n d a i r e s  e t  p r o b l ~ m e  d ~ o p t i  - 

m l s a t i o n  s u r  un  c o n v e x e  f e r m e .  

I I I  ~ 1. Probl~me 1 :  Le convexe  X est  une  boule.  

- -  R g s u l t a t s  n u m 4 r i q u e s :  an  exemple  u n i d i m e n s i o n e l .  

- -  R 4 s u l t a t s  num~fr iques :  E x e m p l e  b i d i m e n s i o n e l .  

I I I  - -  2. Probl~me 2 :  R 6 g u l a r i s a t i o n  e l l i p t i que .  

I I I - -  3. ProblJme 3 :  Le  eonvexe  X est  an cSne. 

- -  l~ re  expd r i ence  num6r ique .  

- -  2~me e x p e r i e n c e  num6r ique .  

- -  3~me exp6 r i enee  n u m 6 r i q u e ;  m~thode  de p d n a l i s a t i o n .  

P .  1 3 6  

P. 138 

P .  141 

P .  144 

P .  146 

P .  147 

P .  152 

P .  154 

P .  156 

I I I  - -  4. Probl~me 4 :  P. 160 

Uu exemplo  u n i d i m e n s i o n n e l  : X est  un convexe  s a t  l e q u e l  on ne  s a l t  p a s  

p r o j e t e r  d i r e c t e m e n t .  

- -  l ~ r e  mdthode .  P .  161 

- -  2~me m6thode .  P .  164 

- -  R 6 s u l t a t s  num dr ique s .  P .  166 

I I I  - -  5. Un ~roblJme undimensionnel: X est  un  convexe  su r  l eque l  on ne s a i t  

pas  p r o j e t e r  e x p l i e i t e m e n t .  

I I I  - -  6. Rdsolution d'un 2robl$mo de mdeanique. 
Rdsultat8 numdriques 

P.  169 

P .  177 

P.  179 

I. ~ Quelques methodes  generales  d 'approximat ion .  

I - -  1. Une methode iterative pour inegalites variationnelles. 

Soit c-~ un Hi lbe r t  sur  ~ muni  du produi t  scalaire ( , )  et de la n o r m e  
]J H" Soit X un convexe ferm~ de c~ contenant l'origine. On se propose de 
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r4soudre pa r  une m4thode i tgra t ive  Findquat ion:  

(1.1) (Au, v - - u )  ~ ( f ,  v - -  u) ~ v  ~ X ,  

pour  f donng dans  cg ,  

ot~ A est  un op6rateur  non n~cessai rement  lindaire de cg dans  od,. 

Dans  le cas o~t Popdrateur  A appl ique  un banach  V dans  son dual, 
on se f a m i n e  apr6s discrgt isat ion i~ une  in4galit~ de la forme : 

(1.2) (Ah uh, vh - -  Uh)h ~ ( f h ,  Vh - -  Uh)h ~Va ~ X~ 

pour  fa  donng darts Va'; 

off Xh est  un convexe ferm4 d 'un  espace de dimension fini Vh associd au 
parami~tre h de discr4tisation. L~cspace Vh est  muni  du produi t  scalaire 
(~)h et  Popgra teur  Ah appl ique Fh dans  son dual V~. 

Pou r  effectuer cet te discr6tisat ion on se serf  du thgor~me 5.1 de [14] 
ou d~aatres mgthodes cf. [1], [6]. 

L ' in4gal i tg  (1.2) est  alors un cas part icul ier  de (1.1). 
Darts de nombreux  cas le probl~me (1.1) est  posg dans  un hi lber t  ~ 

sous espace de 

F2 4tant  nn  ouver t  born4 de ~ .  

Dans  ce cas on pea t  appl iquer  d i rec tement  la m~thode i tgra t ive  qui 
suit  sans passer  par  l~gtape de discr6t isat ion (1.2). 

La difficultg pra t ique  de notre  mgthode est  dans  le calcul numgrique 
de P x  (u) quand u ~ X, o~ P x  est Fopgra teur  de project ion sur  le convexe X. 

Dans  la suite de ce chapi t re  nous  donnoas  diverses  m~thodes permet-  
t a n t  de r~soudre cette difficultd dans  de nombreux  cas p ra t iques  eL aussi 
les pa rag raphes  I-6~ I-7 et I-8 de [14]. Darts le p a r a g r a p h e  I 8  en particu- 
lier, noas  donnons une mgthode conduisan t  au calcul  num~rique  de la pro- 
ject ion sur  un convexe quelconque de 11~ '* . 

1.1. Itdrations avee param~tres fixes. 

On se donne une appl icat ion S E.e(clg, ~g) vdrif iant  

H1) i) 

ii) 

(Su, v) = (u~v) ~ u ,  v ~ cg 

une cons tante  o > 0 telle que (Su, u ) ~  o ]1 u t] ~. 
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Posons  [u] 2 = (Su, u); alors [u] d6finit sur  9g une 

a It II. 
On suppose  que l 'op6rateur  A v6rifie l 'hypoth~se  

H2) 

M. S~BOSY: Mdthodos it6rat~ves your  les dqttations 

norme 6quiva len te  

i) 

ii) 

LE~)~E 1.1. 

( A u  - -  A v ,  u - -  v) ~ k [u - -  v] ~ ~vlu, v E Qg , k >  O. 

~ N  cons tante  posi t ive ~ une cons tan te  C ( N ) ~  0 telle 
que ~ u ,  v E c~ avec [u] ~ N, [v] ~ h r alors 

( A u  - -  Av ,  w) <: 0 (N) [u - -  v] [w] ~ w  E 9i 

S i p S  est  l 'opgra teur  de project ion sur  X au sens  du 
produi t  scala i r  [u, v]-----(Su, v) alors route solut ion de (1.1) es~ so lu t ion  de 

(1.3) .pS  (u - -  QS- I  ( A u  - -  f ) )  ~ u ~ ~ 0 

et rdciproquement .  

D]~[ONSTRATION. Posons g ~-- ~ ( A u  - - f )  avec  ~ ~ 0. Alors  (1.3) s '~cr i t  : 

P ~  (u - -  S - l g )  -~- u ; ce qui 6quivaut  ,~ [ - -  S - '  g, v - -  u ] ~  0 ~ v  E X 

c'est-i~-dire, ( - -  g, v - -  u) ~ 0 ~ v  E X ce qui gqu ivau t  ~ ( A u  - - f ,  v - -  u) ~ 0 

~ v  E X. D 'oh  le 

T H ~ O a ~ I E  1.1. Ou fair les hypotheses  H1) et H2) alors  
1 ~ ~ f E  c ~  3 u E X unique solution de 

(1.1) (Au, v - -  u) ~ (f ,  v - -  u) ~ v  E X 

2 e) La sui te  (u~) dgfinie par  l ' i t~ration : 

(1.4) u,+l  ~-- p s  (u~ ~ ~S -1 (Au~ - - f ) )  

converge  fo r tement  dans c~ vers  u pour  ~ ~ 0 et u o convenab lement  choisis  
(u o ~ 0 pa r  exemple).  

D]~OSTRXTION. 1 ~ L 'exis tence  et Punici t6 de la solut ion rgsu l ten t  du 
thgor~me 1.1 de [14]. 

2 e) Posons  e,,+l ~ u ~ + l - - u .  Pa r  sous t rac t ion  de (1.4) et (1.3) on a :  

*,+1 = P ~  (u,, - -  q S -1  (Au,~ - -  f )) - -  -~x (u - -  q S - 1  ( A u  - -  f ) )  

[en+,]~-- - [l~x (u,, - -  e S - 1  ( A u ,  - -  f ) )  - -  l~x  (u - -  e 8 - 1  ( a u  __f))]2 
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ce qui donne :  

( i . 5 )  

Or, 

[~,,+~]~ ~ [~,, -- e S-i (Au. -- Au)] ~. 

[~,, - -  e S - ~  ( A u , ,  - -  Au)] ~ -~ (Se~, e,,) - -  2 ~  ( A u , ,  - -  Au, ~,,) ~- 

Donc 
q~ (Au,~ - -  A u ,  S -1  (Au, ,  - -  Au) )  

[8,,+i] ~ -~ [e,,] e - -  2~ ( A u ~  - -  A~t,  e,,) ~t_ ee [S-1 (Au,, - -  Au)] e. 

Soit N o tel que [u] ~ - ~ - .  On fair ] 'hypoth~se de r~currence:  

[e,,] -~- [u~ - -  u] ~ ~_~o, ee qui entraine,  [~t~]~hro et d'apr~s H2), 3 C(IV o) = C  

tel que 
(Au,,  - -  Azt,  S - '  ( A u ,  - -  Au ) )  < C [~] [8 - i  (Au,,  - -  Au)].  

De plus H 2) donne 

D'ofl 
(Au,~ - -  Au, ~,,) ~ k [~ , ]2 .  

(1.6) [e,,+,]~ . <  (1 - -  2 ek  -4- e ~ c~)[~,.,]~ = o [~,,]~. 

On choisit  ~ > 0 tel que 0 < 1 et l 'hypoth~se de r6currence est v4rifi6e. 
Par  consequent  e.--+ 0 quand n- -+  cx~, ce qui achieve la dgmonstrat ion.  

P~E)IARQUE 1.1 1 ~ En part icul ier  la suite (u,,) converge vers 

U0~--- 0 

2 
N o = - ~ - ~ l i f  --  A(o)l l ,  c----- c(~v o) et e o p t = k / v ~ ;  

k~ 
co qui donne 0 --~ 1 - -  ~ -~<  1. 

2 ~ )lous averts alors la majorat ion ~ priori  de l ' e r reur  : 

u pour 

n 

~ II u,, - ~ ,  II < [u,, - ,~] ~ o ~  [,d avec o~ = ~ - klV ~ (~). 
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Si on prend S = I d  on a 
n 

Jj u~ - u II ~ 0~ Ir u IJ. 

On voit  alors que la convergence est d ' au tan t  plus rapide que le coefficient 
Os est loin de l 'unitd. Un ben choix de l 'opdrateur  S assure ceci darts la 
pra t ique  (cf les exemples du chapitre II). 

RE~ARQU~. 1,2. On peut  ddcomposer les i tdrations (1.4) en deux dtapes 
de la mani~re su ivan te :  

(1.7) 

(1.8) u~+ 1 = u" 
6~ 2 

q* 1 - -  0~n 

a v e c  ~" = P ~  (u ~ - -  e S - 1  ( A ~ e  - - f ) )  - -  u ~ .  

C'est la ddcomposition d~Aitken. Cette mdthode aecdl~re tr~s n e t t em en t  
la convergence (cf. chap. II ,  problem 2;  (2.22), (2.23)). 

I~E:K&RQUE 1.3. Le thdor~me 1.1 ci-dessus gdndralise au cas des indga- 
litds non lin6aires le thdorbme 7.1 de [3]. De plus les i tdrations (1.4) sere- 
blent  plus opdrationnelles que d 'autres mdthodes [12], telles que celles du 
gradient  et du gradient  projetd [8]. Comme on le verra dans les exemples  
du chapitre  II ,  les itdrations (1.4) ont un domaine d~application trbs large.  

RE~ARQU~. 1.4. Si l 'op~rateur A monotone hemicont inu  ne vdrifie pas 
l 'hypoth~se H 2) i) on s~y ram~ne moyennant  une rdgular isat ion el l ipt ique 

c?. [14] thdori~me 4.1. 
Dans la suite de ce paragraphe nous allons ddfinir des i tdrations off 

les parambtres  Q et S sent  variables. 

1.2. Irritations oi~ le TaramOtre ~ est variable. 

Tout  d~abord nous raisons les remarques su ivan tes :  
I e) Dans les i tgrations (1.4) on peu t  poser 

(Au~ - - A u n _ l  , u ,  - -  u,,_l) 
(1.9) e = q~ = [S -1 (Aun - -  Au~-l)] s 

dans le caleul de u~,+~ ou de u~+~ et u.+2 apr~s avoir  demarr6 les calculs 
avee un parambtre  ~ fixe ou bien apr~s n o i tdrations effeetudes avec ~ fixe 
donnd par  la remarque  1.1. 
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2 ~ Si on fair X----- V on peu t  alors r~soudre  Fgqua t ion  

(1.10) A u  ~ f  pour  f donn6 dana  c~g,, avec A l ingaire  
i t4ra t ions  su ivan tes  : 

(1.11) un+l ~ u,, - -  ~),, (Au,~ - - f )  

off ~,, es t  un  param~tre  posi t i f  que  nous  al lons d6terminer .  

P o s o n s  v,  = A u , , - - f ;  il v i e n t :  

Vn+l  ~ Vn ~ ~ ,  A o n  (1.12) 

on a alora 

]1 v,,+, ]12 = II v.  I[ ~ - -  2 ~,, (Av , , ,  v,,) + Q,= I1Av,, [i ~ 

73 

A l 'a ide des 

v,,)  llv,,ll et 

ce qui  a s sure  la convergence  des i t6ra t ions  (1.11). 
3 o ) Sons  les hypo theses  du th~or~me 1 .1 ;  on sai t  que la 

ddfinie pa r  les i t6rat ions  

sui te  (u,,) 

(1.13) u n + l  ----- 'un - -  0 (Au,~ - - f )  

c o n v e r g e  vers  u solut ion de 

(1.14) A u  ---~f 

pour  u o et ~ convenables .  
La  conve rgence  est  d ' a u t a n t  p lus  rap ide  que le pa ram~t re  r  proche 

de Popt imal i t6 .  

D a n s  ce r ta ins  eas le pa ram~t re  Q fix4 calcuM A pa r t i r  de majora t ions  i~ 
priori  su r  Popera teu r  (~----k/C ~ (hr)) c ondu i t  i~ un  coefficient de  cont rac t ion  

k2 
0 ~ 1 - - ~  tr~s vois in  de l ' u n i t d ;  il f audra i t  a lors  p lus ieurs  millions 

&i td ra t ions  pour  que le proc4d4 c o n v e r g e  ou bien la mach ine  n ' e s t  pas  

on fl a lors  

( A vn ~ v,,) 
et ][ v,,+l ;I ~ est  min imum si Q,, = II Av~ II 2 " 

Si par  exemple A est  un  opdra teur  l indaire su r  un H i l b e r t  c~ et tel que 
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assez sensible  t o u t  s implemen t  /~ ce coefficient 0 tr~s vois in  de 1. On  opbre 

alors (avec succ~s !) de la mani~re s u i v a n t e :  

1) On  se d o n n e  u o et ~ = 1 on caleule  a lors  

ul = Uo - -  Oi (Au0 - - f ) '  

S i ] l  Aul - - f ]]  ~ II Auo - f l l  on fair ~z < r (par exemple)  

et  on ca lcule  

u~ = u o - -  e~ (AUo - - f )  

Si 1 1 A u ~ - - f [ I  ~ ]l Au~ -~ - - f l ]  on fair ~p+~ < Qp 

et on calcule  

u~+~ = u o - -  ep+~ ( A u o  - -  f ) .  

2) P o u r  un  ce r ta in  ~p on n~a plus  d ' amdl iora t ion .  On  pose a lors  

~ i  ~ 1~I p 

et  on r e p r e n d  le calcul  de 

u ~  = u I - -  e ,  ( A u t  - - f )  

ce qui  donne  u s ----u~ 

et  a ins i  de su i te  jusqu' /~ u,, = u v pour  n assez g rand .  

4 e) Les  i td ra t ions  (1.4) ou (1.13) c o n v e r g e n t  bien avec  un p a r a m ~ t r e  

----k/C~(2V) fixe et  calculd /t pa r t i r  des h y p o t h e s e s  H2) su r  l ' o p e r a t e u r  A. 

Mais en  s u r e s t i m a n t  ce param~tre  Q /~ p a r t i r  de sa va l eu r  t hgo r ique  on 
ob t i en t  une  c o n v e r g e n c e  n e t t e m e n t  plus  r a p i d e ;  (au lieu de que lques  cen- 

t a ines  d ' i tdrat ions~ il suffit parfois de que lques  dizaines)  cf. les r d su l t a t s  
n u m 6 r i q u e s  du chap.  I L  

5 e) D a n s  la r e m a r q u e  1.1, nous  averts 

(1.4) on pouva i t  p r e nd re  : u o = 0 et 

vu  que dans  les i t 6 r a t i ons  

2 
(1.15) ~ = ~o = k/C~ (No) avec Y o = k ~ [ I f - -  A (o) ]l 

au  l ieu de p o u r s u i v r e  les i t6rat ions (1.4) avec  ~ -  ~o on p e u t  faire 

(1.16) Q ~ ~n@l  ~ k / 0 2  (Nn-Jr-1) avec  N . + l  ---- [u,] 

ou bien  (ce qui es t  just i f ig  expdr imenta lement) ,  on peu t  poser  dans  (1.40 

Q = ~o j u s q  u~/~ n = n o puis  p o u r s u i v r e  p o u r  n > n o 
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(1.17) 

Nous  a l lons  d o n n e r  une  e s t i m a t i o n  de  c e t t e  c o n s t a n t e  ~V o d a n s  

X ~ - - - V .  

N o u s  a v o n s  s u c e e s s i v e m e n t  : 

[u] < :  [,t - -  i t"] + [lo] 

1 
7, [ , ,  - u,,]~ < :  ( A u , ,  - -  A u ,  ,~" - -  l , )  < ~ I l l  - -  

Vo 

.o-=~ e~ d o n n g  p a r  (1.16). 

6 0 ) D a n s  la  d d m o n s t r a t i o n  du  thdorgme  1,1 on a posd  

5ro ~ 2 [u] u ~ t an t  la  so lu t i on  e x a c t e  d u  p r o b l g m e  (1.1). 

le 

D o n c  

(1.18) 

on p e u t  a lo rs  pose r  

(1.19) 

~N'OtlS a v o n s  P~lors 

(1.20) 

a ,o  I1" I,, - ,<,,] 

1 
[u] ~ - - ~  I l l - -  Au" I1" 4- V~ II ,," II 

ca8  

2 
u,, = ~ I l i -  A,,,, I1" + 2 ~  II ,," II 

l im 5rn ---~ N O = 2 [u]. 

Darts  la p r a t i q u e  =~ c,z iV o ~ 2 [u] apr~s  q u e l q u e s  d i z a i n e s  d ' i t d r a t i o n s  

p o u r  n ~ n o nous  i t~rons  avec  le m e i l l e u r  p a r a m ~ t r e  ~ ~ 0o poss ib l e .  

Sons  les  h y p o t h e s e s  H1)  e t  H2)  on d ~ m o n t r e  a lo rs  la  

(1 .21)  

a v e c  

PROPOSITION 1.1. La  s u i t e  dgfinie  p a r  les  i t 6 r a t i o n s  

u,,+~ ~ u,, - -  O,, 5'-~ (Xu~ - - f )  

2 
e,, = klC~ (N,,) et _,v,, = ~ I l l -  x,,~ I', 4- 2 VJ II *',, II 

c o n v e r g e  ve r s  la so lu t i on  u de  F 4 q u a t i o n  

(1.22) A u  ~-- f .  

75 
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7 ~ Dans  le cas oh X----- Y les i t6rat ions (1.4) dev iennent  

(1.23) u,,+l = un - -  ~ S -1  (Au,~ - -  f )  ~ un - -  Qgn 

a v e c  

gn ~ S -1  (Aun - -  f )  

I1 s~agit alors de minimiser  l ' express ion  

(1.24) V (~) = II u , , -  u I] 2 = II un-1 - -  u - -  q g,,-1 ]12 

u d tant  la solut ion de A u - - - - f  ce qui donne 

( g . - 1 ,  u~ ~ u) 
( 1 . 2 5 )  ~ = 

Nous pouvons  alors poser dans (1.23): 

(g,~-I , un - -  u ,_ , )  
( , . 2 6 )  o = e,, = II g . - ,  ]L 

on peu t  toujours  demarrer  les i tdrat ions (1.23) avec un param~tre  q fixe. 

1.3 I t d r a t i o n s  avec changement  de paramOtre  et de norme  ; accdldratio~ de 

la convergence.  

On fair les hypothbses  H1) et H2) du p a r a g r a p h e  1.1. 
Si on pose S ~ I d  on a alors les i tdrat ions 

2 7 (1.27) un+l ~ P x  (un - -  ~Id ( A u  - - f ) )  avec el~ ~ k zJC r~ / (~  )" 

Si on pose S =]= I d  on a alors les i tdrat ions 

(1.28) u,,+l ~ PSx (u~ - -  e,) S - '  (Aun  - -  f ) )  avec  e, ~ k , /C~  (N) .  

Les i tdrat ions (1.27) impliquent  que la project ion su ivan t  ( , ) e s t  accessible.  
Les i tdrat ions (1.28) impliquent  que l 'on sache proje ter  su ivan t  le pro- 

dui t  scalaire  [ ,  ]. 
Nous avons  alors la 

]?ROPOSITION 1.2. Supposons que Pen sache pro je ter  su ivan t  ( , )  et non  
su ivan t  [ , ]  et  que les itdrations (1.28) soient  plus r ap idemen t  convergen tes  
que les i tdrat ions (1.27). Alors, il existe un opgra teur  S~ et un pa rambt r e  
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~ tels que les itdrations 

s~ (Un - -  9~ S~  1 (Au - - f ) )  soient possibles. (1.29) u~+i ~ Px 

De plus les itdrations (1.29) sont plus rapidement  convergentes  que (1.27). 

D]~IObISTR~TIObl. 1)osons dans (1.29) S~ ~ S et ~i ~---~s. 

Si f~  ~ u~, - -  ~ S  -1 (Aun - -  f )  E X alors 

(1.3o) u~+~ = i~ (A) = A  

et les i terations (1.29) sont plus rapides que (1.27). 

Si f ~  = u,~ - -  e, S - '  (Au,, - - f )  ~ X 

On pose S~----Id et ~ = ~z~ et on est conduit  aux itgrations (1.27) 
qui sont  accessibles. 

REMARQU:E 1.5. On peut aussi faire S~ = [d jusqu~{~ n ~---n o et {~ par- 
t ir  de ce rang n o on aura toujours f ~ E X .  On poursui t  alors avec les itg- 

rations (1.29). Pour  les applications cL thdor~me 3.2 w III -3 .  

I - -  2. Methode des changements  de variables.  

Le th6or~me 1.1 donne une mdthode itdrative 

(2.1) U n + l  = p s  (u.,, - -  e S - '  (Au,, - -  f ) )  

permet tan t  de rgsoudre num6riquement  le probl~me : 

(2.2) (Au,  v - -  u) ~ (j', v ~ u) ~ v r X ;  

off X est un  convexe ferm~ de od. 
En  gdndral on ne peut calculer expliei tement 
pS(u)  pour  u !~ X que pour un nombre restreint  de convexes que nous 

appellerons les << bons convexes a. 
~Nous allons donner deux mgthodes permet tant  de rgsoudre tr~s simple- 

ment le problbme (2.2) dans de nombreux cas oh X n 'es t  pas un ~bon 

convexe >>. 

Dans  la premiere mdthode, on << ealcule >> P x  par t ransformat ion de X 

en un convexe X sur lequel on salt projeter num4riquement.  
Dans  la deuxi~me mdthode on transforme l ' in~quation (2.2) en une ind- 
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quat ion de la forme 

(A u, v - -  u) ~ ( / .  v - -  u) ~ v e 

& a n t  un convexe  sur lequel on sait  proje ter  expl ic i tement .  La so lu t ion  

u E X" de ce probl~me peu t  alors ~tre calculge ~ l 'a ide des i tdrat ions tou jours  

possibles  : 

P lus  pr~cis~ment  on fair l 'hypoth~se s u i v a n t e :  
H.3) I1 exis te  un isomorphisme T (pour la s t ruc tu re  hi lber t ienne)  

de c:)g dana c~ tel que X ~  T -1 (X) soit un <~ bon convexe >>. 
(une hypoth~se  plus faible est donnde dans  la r emarque  2.2) 

~ o u s  avons  alors le 

THeOReMs. 2.1. On se place dans les condit ions du thdor~me 1.1. De  
plus on suppose  tt.3). Posons f , ~ . - ~ - u , -  ~ S  -1  ( A u , - - f ) ,  n fix4; alors 

1 ~ La sui te  ~ )  d6finie par  les i tgrat ions ; 

(2.3) ~--- - - f ( B  v m - - j - . ) ) ,  n fixd v,~+~ P e  (v~ 

oh B ~ T*  S T  et ~-----T*Sf,~ converge for tement  dans  c~ vers un 616ment 

~ pour  Vo ( =  0) et ~ > 0 convenablement  choisis. 
2 e) La sui te  (u.) dgfinie par  l ' i tgra t ion 

(2.4) u .+ l  ---- T (~-) 

converge  fo r tement  darts c~ vers u solut ion de (2.2) pour  u 0 ~--0 et ~ 
--. k/V 2 (iv). 

D~:~ONSTrCXTION. I1 s 'agi t  de rendre  possible  les i tgrat ions 

(~.5) u,,+, = P~(, , , ,  - -  q s - '  ( a . , ,  - f ) )  - -  v ~  ( f . )  

on pa r t  de u o ~ 0 par  exemple.  Or pro je ter  f,, su ivan t  le produi t  sca la i re  

[u~ v] ~ (Su,  v), gquivau t  /~ rgsoudre : 

(2.6) (Sun+1 ~ w - -  un+l) ~ (Sfn ~ w - -  Un+l) ~V ~ W E X .  

Posons  u.+1 ~--" T v  ~, w ~ T w  pour  n f ixd.  
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I1 v ien t  alors 

ce qui  6 q u i v a u t  & 

(2.7) (~ ~ ,  ~5 - v ~,,) ~ (y~,  ~ - -  v,,) ~ u, ~ 

en p o s a n t  B = T*  S T  et "f,,~ --- T*' S f i , .  

L ' 6 q u a t i o n  (2.7) se r6soud alors g l 'a ide  des i t6ra t ions  su ivan te s  : 

(2.8) ~" = ~'~ ~ ~ ~"  ~ ~,,~+~ ~'~ ( ~  - -  ~ (B v,~ - - A ) )  

qui  c o n v e r g e n t  pour  v0 -~-- 0 et  ,o ~ 0 c o n v e n a b l e m e n t  choisi,  vers  v"~ ne 
d 6 p e n d a n t  que  de l ' indice n. 

Les i t6ra t ions  (2.5) dev i ennen t  m a i n t e n a n t  possibles  et  s ' 6c r iven t  : 

u,,_~ ---- T (~'). 

D~apr6s le thdor~me 1.1~ on a u , ~ u  duns  qg for t  q u a n d  n---+ c% pour  

u o (-~-0) et  e-----k~ Ce (5~); u 6 tan t  P u n i q u e  so lu t ion  du p rob l6me  (2.2). 

RE3I&RQUE 2.1. 1 ~ Si Pop6ra teur  l in6aire B ~ T ~ S T  v6rifie 

on pen t  p rend re  alors dana (2.8)~ ~ = a / C  ~. 

On peu t  aussi  faire @-----@~ (cf. les r e m a r q u e s  du  p a r a g r a p h e  I.l~ 1.2). 
2 ~ D u n s  la m6thode  pr6cgdente~ p o u r  r6soudre  P in6qua t ion  

(2.9) (Au ,  v - -  u) ~ (f~ v - -  u) ~v L v E X 

avec  A non  l ingaire et X - - - - c o n v e x e  ferm6 sur  lcquel  on ne suit pas pro- 

j e t e r  explici tement~ g Paide des i t6ra t ions  ; 

(2 .1o)  u,,+~ = 1:'~ (u,~ - -  ~ - ,  ( a u ~  - - f ) ) ;  
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On se rami~no /% r4soudre  ~ chaque  i t4 ra t ion  n, une  in~qua t ion  de la 
forme : 

( ~ ,  . . . .  7,) ~ (2.11) v - -  u) ~ (f~ v - -  ~v L v E 

oil B e s t  un  o p 4 r a t e u r  l in4aire et  X es t  u n  convexe  ferm6 su r  l eque l  on 
sai t  projeter .  

B ien  e n t e n d u  on peu t  r4soudre  auss i  (2.11) avec  des i t4ra t ions  analo-  
gues  i~ (2.10). 

30 ) Si ~ Va nous  avons  b ien  e n t e n d u  u , , - -+uh  avec  uh so lu t ion  

d ' u n  probl~me d i s c r e t :  

(Ah uh,  vh - -  Uh)h ~ ( f~ ,  Vh - -  U^)h ~r Vh ~ Xh 

et de p lus  on a P a U a - + u  dans  V for t  q u a n d  h ~ 0  o~ u es t  la so lu t ion  
du  probl~me c o n t i n u :  

(Au ,  v - -  u) ~ ( f ,  v - -  u) ~ v ~ X 

avec  A op4ra t eu r  ce t te  lois d ' u n  B a n a c h  V dans  son dua l  V '  qui  d a n s  la 

p r a t i q u e  est  un  espace  de d i s t r i b u t i o n s ;  cf. [14]. 

T ~ o R ~ E  2.2. On sc place dans  les cond i t ions  du th4or~me 1.1. De  

plus  on suppose  H3). Alors  
I e) Tou te  so lu t ion  u de (2.2) s~dcrit 

(2.12) u --~ T u  

oh u es t  so lu t ion  de l ' in4gali t4 

(2.1a) (~ ~,7 - ~) > (7, ~ -  ~ u ~r ~ a~ec X = z* aT, 7 =  l'*], x - - T ( ~ )  

et r 4 c i p r o q u e m e n t  

2 ~ La  su i te  (u~) d6finie par  les i t4 ra t ions  

(2.14) ~.+, = ~,~(u~- ~ s - ,  (7. 7 - 7 ) )  

c o n v e r g e  f o r t e m e n t  darts ~ vers  u so lu t ion  de (2.13) p o u r  u o ( =  0) et Q > 0 

c o n v e n a b l e m e n t  ehoisis.  
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DE,~IONSTRATION. 1 ~ Posons dans (2.2) u = T u ,  v = T v  il vient  alors 

(2.15) ( A T u ,  T (v-- u)) ~ ( L T ( v - -  u)) ~ v E X 

ce qui dquivaut  ~. (2.13). 

2 0 ) Comme T e s t  un i somorphisme alors l ' op6ra teur  A vdrifie les 

hypothi~ses du thdor~me 2.1, ee qui assure  la convergence  de la suite (u~) 

vers  u solution de (2.13). 

RE)IARQUE 2.2. Plus ggngralement  on peu t  remplacer  Phypoth~se H3) 

par  H4) 
H4) i) I1 existe une applicat ion 0 de c~ darts ci{ X ~ lingaire cont inue 

et  inject ive telle que 0 ( X ) ~  X soit un (~ bon convexe , .  
ii) I1 existe une applicat ion T de cg X ci{ dans  c~g lin4aire continue 

et sur ject ive  telle que TO = IdentitY. 
:Nous verrons  au paragraphe  I I I . 5  un exemple  oil ce t te  hypoth~se est  

for t  utile et simplifie la r~solution d 'un  probl~me. 

REMARQUE 2.3. 1 ~ Comme on ne suppose  pas X borne,  notre  m~thode 
s ' app l ique  au cas oh X-----cig et pe rmet  de r~soudre s implement  l 'gquation 

A u  = f .  
2 o ) Un  choix judicieux des opdrateurs  S et T peu t  eonduire h un 

probl~me 

tr~s facile i~ r~soudre. C'est  ce que nous ver rons  darts les exemples du 

Chapi t re  I I .  
3 ~ Chaque fois que l 'op4rateur  A es t  lin~aire auto-adjoint ,  en pre- 

nan t  S ~ A e t  [u] ~ ~ (Au, u) Pit4ration 

(2.16) u,,+~ = P .r  (u,, - -  ~ S - 1  (Au, ,  - -  f ) )  

devient  
u - ~ l ~ x ( A - l f )  (car q ~--- 1) 

ce qui pe rme t  de t rouver  u sans passer  pa r  le i tera t ions  (2.16). 
Cela suppose bien entendu que l~on a une aut re  m~thode plus simple 

pour  inverser  Fop~rateur A (par exemple  si A ~ -  4). 

Si A est  auto-adjoint  alors A ~ T ~ A T  Pest.  On p rend ra  alors S ~ 
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et [u] ~ = (A u~ u ~) et l ' i t~ration 

(2.17) 
~ p Z ~  ~ 

devient  

(2.18) 

D~ofi 

(2.19) 

(T-~ A-if). 

T ~ u = P~ (T -1 A - ' f ) .  

REMARQ0"E 2.4. Soit F une fonctionnelle sur un convexe X d 'un  espace 
de Hi lber t  c~ sur R. On pose le probl~me numgrique suivant  : t rouver  u ~ X  
tel que 

(2.20) F (u) <: F (v) ~ v E X .  

1 ~ Si F est diffdrentiable au sens de Gateaux on a vu cf. [14] que 
toute  solut ion de (2.20) est solution de 

(2.21) ( F ' ( u ) , v - - u ) ~ 0  ~ v E X  

et rdeiproquement .  
Pour  rdsoudre numdriquement  (2.21) on applique alors les mdthodes 

des paragraphes  I-1 et I-2. 
2 ~ Si F n 'es t  pas diffgrentiable~ on a vu que (2.20) pouvai t  se met- 

t re sous la forme 

(2.22) (A i u ~ , v , - u i ) ~ ( f , , v  t - u i )  ~ v  i E X  i cf. [14] 

et on applique ensuite les mdthodes prdcddentes pour  r~soudre (2.22) nu- 
mgriquement .  

Dans  le chapi t re  I I  et dans [14] nous donnons de nombreux  exemples 
d~indquations variat ionnelles  et de probl~mes d~optimisation et les formes 
(2.20) eorrespondants .  

I~.MARQUE 2.5. Pour  r~soudre num6r iquement  Pingquation (2.22) il 
est  essentiel  de savoir projeter  explici tement  sur le eonvexe 

x i  ---- {vi I v, - (v, ~) ~ x • R, a (v) _< ~}. 

La proposit ion qui suit  t rai te  un cas part icul ier  important .  
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PROPOSITION 2.1. Soit  c-g un  Hi lbe r t  su r  ~ de no rme  II H" 
On pose  

(2.23)  x ~  = {v~ I v~ = (~, 2) ~ o~ x R ;  [v]~ ~ 2} 

off [ ] es t  une  norme h i lber t ienne  que lconque .  

A lo r s  p o u r  tou t  v i ~--- (Vo, 2o) ~ Xt  on a : 

(2.24) P x ,  (v i) ~ (0 Vo, #) 

(2.25)  ~ = 02 [Vo]2 

et 0 es t  so lu t ion  de l ' g q u a t i o n :  

o3 + o(11 ,,o II 2 - 220 IVo]2'/ II ,-,o II 2 = o (2.26) \ 2 [Vo]~ ] 2 [%]4 

avec  0 ~ 1  et 02 [ % ] 2 ~ 2 o  . 

D~[O~STRXI'[ON. Soit  v i ----- (%,  2o) ~ X i . 
C o m m e  la norme [ ] est  h i lber t ienne  la p ro jec t ion  

dans  le m~me phm  que v o. On a d o n e :  

Px~ (v,) = (Or o , #).  

5Tous al lons dgterminer  les cons tan te s  0 et  #.  On  a [0vo] 2 ~ #. 
I1 s ' ag i t  m a i n t e n a n t  de minimiser  la d i s t ance  : 

a2 = (o - ~)2 II ~o II 2 + (~ - 20) 2 ; 

a2 _ (o - -  ])2 II Vo II 2 + (02 [vo]~ - -  20)2. 

d ' ~ 0 .  

ce qui  donne  

On  doi t  avoi r  

ce qui  d o n n e :  

o3+o(11~112-22~176 11~~ : o .  
2 [7o]~ ] 2 [Vo]' 

La  rac ine  qui conv ien t  est  celle pour  laquel le  on a 

0 < 1 et  02 [%]2 > 2 , .  

83 

su r  X i de v t es t  

I ~ 3. Methodes  i teratives regular isantes .  

D a n s  ce pa ragraphe ,  nous  4 tudions  p lus  pa r t i cu l i~ remen t  l ' a p p r o x i m a t i o n  

de la so lu t ion  d '~qua t ions  aux  d4rivdes par t ie l les  non  lin~aires.  Tous  ces 
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r~sultats sc g~n(!ralisent facilement au cas des in6galit~s variat ionnel les  
non lin6aires. 

On se propose de r~soudre duns un espace de dimension finie Vh F& 
quat ion 

(3.1) An uh ~ f h  pour f^ donng dans V~ 

off Ah est un opgrateur  non ndcessairement lin~aire qui applique Vh dans 
V~. Les hypotheses  faites sur Fopdrateur  Ah seront  plus ggndrales que 
celles considgr~es duns le th~or~me 1.1 de ce chapitre  et duns le thdor~me 
7.1 de [3]. 

Si par  ail leurs on se donne un espace de V[ilbert V e t  un op4ra teur  
A non ndcessairement  lingaire de V duns son dual V '  ; not re  mgthode per- 
met t ra  de rdsoudre directement  et sans passer par  F6tape de discr~tisation, 
F4quation 

(3.2) A u  - ~ f  pour f donn4 dans V' .  

Dans ce cas les conditions supposdes sur Fop~rateur  A seront  les m~mes 
que celles que nous allons supposer sur Pop~rateur  Ah de Pdquation (3.1). 

3.1 Mdlhode I :  Rdgularisation et ;passage ~ la limite. 

On fair les hypotheses su ivantes :  
It5) Soit  Sa E.~(Va7 Vh') tel que 

i) (St, uh, vh)n ---- (uh, Sh vh)h ~ uh, vh ~ Vh 

ii) I1 existe une constante o > 0 telle que 

[uh] sera alors u n e  norme  4quiva lente  II uh lib 

H6) Ah est hemicont inu de Vh dans V~ et vgrifie: 

avec 9 ~ : R + - - + R  s t r ic tement  croissante et tel que 

lira q~ (r )  - -  -[- co.  

H7) Soit  Bh: Vh---+ Vh' lin~aire (continue bornge si Vh ~ ~ de dimension 
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infinie) tel que 

i) (Ba uh, un)n ~ k [un] ~, k ) 0 

ii) quelle que soit la constante  s  ~ C(N)  tel que si [ u ~ ] ~ 5  r, 
[vn] ~ h r, on a pour tout  2 ~ O: 

(An un - -  An vn, wnh + ~ (Bn (uh - -  v~), Wh) ~ ~ (Y) [Un - -  Vn] [Wn] ~ Wn e r n .  

I~ous avons alors le 

(3.3) 

THEORE~E 3.1. On suppose H5), H6), H7) alors 
i ~ L 'gquat iou (3.1) admet une solution unique  un E Vn. 
2 ~ La suite (u~,~) d~finie par  Yitgration 

n-bl n n n 
Uh, p ~ -  ~tn, p - -  Q Sh  -1 (An Uh, p 2 i- ep Bh lth, p - -  f n  - -  e~ gn) 

converge dans Va vers uh quand n - +  c~ et p ~  ca pour tou t  gn donng 
duns V~ (e~ grant une suite de r6els t endan t  vers 0 quand p---)-~o), pour 
u ~  et ~ = k / C  ~ ( N ) .  

D]~:VIOI~STRATIOI~. I ~ L~hypoth~se H6) assure Pexistence et l 'unicit6 
de la solution uh E Vh de (3.1). 

2 ~ Fixons Fentier p. Alors l 'op~rateur  Ah-~-e~ Bn vgrifie les hypo- 
theses du thgor~me 1.1 (il suffit de faire X ~  Vn). Doric la suite (u~,~) 
definie par  Fgquation (3.3) converge vers la solution u~,~ de l 'equat ion 

(3.4) Ah  uh, p-~- e~ Bh  un, p ~  f'a -~  8~ gn 

et d'apr~s le thgor~me 4.1 de [14] on a :  
uh,~--~ uh quand ~v--~ c~  uh grant la solut ion de F~quation (3.1). 

RE~ARQUE 3.1. I ~ Le th6or~me 3.1 est  encore rulable  si on remplace 
Vh par  un espace de t t i lber t  et Fgtape de discr~tisa~ition est inutile. 

I~ous donnons dans le chap. I I  paragraphe  I L l  un exemple pour illus- 
t re r  cet te  situation. Nous verrons que bien que Fon soit oblig6 d'op~rer 
une certaine ~ discr~t isat ion,  au stade de Pexploi tat ion num~rique, on peut  
prendre  le param~tre h aussi pet i t  que Pon veut  (suivant  les possibilitg de 
la machine) et l 'erreur  de discr~tisation devient  ainsi nulle. En  g6n~ral on 
obtient  une tr~s haute  precision. 

2 ~ Les i terations (3.3) sont ind~pendantes des conditions aux limites 
(Diriehlet~ l~eumann ou mixtes) pourvu  que Fon air un schema de discr6ti- 
sation convergent ,  ce qui rend inuti le  de reeourir  aux op~rateurs ph et rh 



86 M. S[soz~r : Mdthodes it~ratives pottr les 6quatiot~s 

d 'AuBtN (cfi [1])qui  sont  tr~s difficiles ~ expl ici ter  darts le cas de condi t ions 

aux  l imites de types  Neum ann  par  exemple.  

RE)IARQUE 3.2. L 'a lgor i thme de calcul (3.3) consiste  h fixer p e t  ~ itd- 
rer  en n j u squ '~  la solution u,,~ de (3.4), en p r e n a n t  u0.~---~ 0 pa r  exemple~ 

2 
h r :  - n f ~ - ] - ~ g ~ - - A ~ ( ~ 1 7 6  et ~ : k / C  ~(N) .  

Puis  apr~s avoir  diminu6 e~ on reprend les i t6rat ions (3.3). Bien en tendu  
on peu t  faire le tou t  en une seule i t6ration en p r enan t  e~ = e , - -+  0 quand 
n ~  c~ et la formule  

(3.5) 

mais des consid6rat ions techniques sur  la rapidi t6 de convergence  condui- 
sent  ~ pr6f6rer la mdthode (3.3) avec ~ =~: e~. En  effet nous a v o n s :  

(3 .6)  tfun+lh,p - -  u~, ~o] 2 ~ Op [u~,p - -  u"- ' ]  2h,v a v e c  O~ : i - -  ~/C ~ (N). 

Pour  que 0p ne soit  pas d~s le ddbut des i tdrat ions,  tr~s voisin de l ' un i t6 ;  
il est  ndcessaire darts le calcul des premi6res solutions uh,~ (p-----0, 1, 2, ...) 
que le pa ram~t re  ~p ne soit pas trop peti t .  

REI~IARQUE 3.3. 1 ~ Si nous prenons ~ priori  gh-----Bh uh les 6quat ions  
(3.1) et (3.4) dev iennen t  identiques et en posan t  ep ~ e~, les i tgra t ions  

(3.7) ----- 8 -1 (Ah uh -+- e. Bn un - - f h  e,, Bh uh) 

conduisent  d i rec tement  ~ la solution uh de (3.1). 
Ceci mont re  Pintgr6t technique de Fes t imat ion  ~ priori  de Bh u^ .  
L 'opg ra t eu r  Bh choisi devra  donc v6rifier H7) et pe rmet t r e  si possible  

cet te es t imat ion.  

2 ~ On aura  aussi  int6r6t ?~ util iser ~ = ~, cf. les r emarques  de I - l ,  1.2. 

REMARQUE 3.4. Toujours  dans le cadre  du th~or6me 3.1, on peu t  rel ier  
l ' e r reur  sur  la discr6tisat ion IlPa uh - -  u II : ~ (h) ~ l ' e r reur  sur  Pit6rat ion.  
P lus  pr6cis~ment  on a :  

lIP h - JJ - p ,  JI + IJp  - JI 

1 n 
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Doric 

(3.s) 

II  uu~r~  done de prendre  

2 C ~ (N) 
(3.9) n c,o k---- 2 - ~  

pour  avo i r  II P^ - -  II (h)  

avec 0 = 1 - -  k2/C ~ (N)  

87 

3.2 Mdthode I I  : Mdthode itdrative rdgularisante. 

:Nous allons donner main tenan t  une aut re  m4thode i t4ra t ive  d i rec tement  
sugg4r4e par  la remarque  3.3. 

Son bu t  essentiel  est  de se passer  de l 'hypoth~se  (assez res t r ic t ive  pour 
cer tains  op4rateurs non lin4aires) du th4or~me 1.1, sur  l 'op4ra teur  Ah:  

Plus  pr4cis~ment nous supposerona seulement  que l 'op4ra teur  Ah v4rifie la 
condit ion : 

(3.11) (Ah ua - - A a  va,  ua - -  va)h ~ (V (11 ua lie) - -  ~v (1. va lie)) ( [[ ua lie - -  II v^ II^). 

c e t t e  condition est plus faible que (3.10) et en t ra ine  l ' ex is tence  et  l 'unicit6 
de la solution uh s Va de l ' 4qua t ion :  

(3.12) Ah ua = f a  pour  fa  donn4 dana V~. 

Dana la m4thode I on avai t  des difficult4s techniques  quand  e - +  0. Dana 
la m4thode I f  on r4gularise Fop4rateur  Aa en lui a jou tan t  un op4ra~eur 
2Be oh 2 est  une constante  que lconque ;  si bien que la difficult4 d u e - - +  0 
disparai t .  ~ o u s  a r ena  alors le 

T~[EORi~.:gE 3.2. On fair lea hypotheses  H5), H6) et 

tI8) Be :  V ^ - +  V~ est  lin4aire et tel que 

i) (Be Uh , Va)h < i [Uh] [Vh]; 

M 
(Be uh, Ua)h ~ k [Ua] 2 avee -k- ~ I 
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ii) Quel le  que  soit  la cons t an te  • > O, ~ C ( h  r) tel  que  si 

on a pour  ~ > 0  

(Ah uh - -  Ah vh , Wh)h + ~ (Bh (uh - -  v^), wh)^ < :  ~ (2r [u~ - -  v^] [wh] ~ wh ~ Vh. 

Alors  
l ~ L 'gqua t ions  Ah uh ~ f h  admet  une  so lu t ion  un ique  uh E Vh 
2 ~ La  su i te  (u~) dgfinie par  l ' i tg ra t ion  

(3.13) Ah u'~ ~- 2 B ^  u'~ = fh  "~ ]~B~ u~, -1 

conve rge  darts V~, vers  Uh. 

JDEMOMSTRATION. I ~ L~existenee e t  l 'un ic i t6  de la so lu t ion  rdsu l te  de 
l ' hypo th~se  H6).  

2 ~ L~itgrat ion (3.13) a un  sens pu i sque  Fop6ra t eu r  Ah ~ - ~ B a  vdrif ie 
les hypo these s  du  th~or~me 1.1. 

P o u r  u~ donng  on peu t  calculer  u~ /~ l~aide de la fo rmule  : 

(3.14) 1 1 1 ~l,h.m-4-1 ~ Uh, m - -  ~ h  1 (Ah Uh, m 2[- 2Bh ulh. m - -  fh  - -  ]~Bh U ~ 

en p r e n a n t  Q - ~ k / C 2 ( N )  off k et  C ( ~ )  son t  donnds  pa r  l ' hypo th~se  HS)  et  

_N'---~ 2 k [----~ lira -]- 2Ba u~ - -  a a  (o) - -  ~Bn (o)II (si u ~ = o). 

P a r  a i l leurs  nous  avons  succes s ivemen t  : 

a h u~ --~ ~ n h u~ = f h  "[- ~ Bh ~--1 

Ah uh + ~Bh uh --~fh + ~Bh uh �9 

n E n  posan t  8 a u ~ -  u a il v i en t  : 

(Ah u~ - -  A~ ,~ ,  e~)~ + ~ (Ba ~ ,  ~)~ = ~ (B^ ~ - ~ ,  ~)~. 

D~apr~s HS) on a :  
M 

[~] < ~ [~-~1 (~). 

(i) Si au lieu de H5) on suppose (3.10) on obtient slots l'in~galitg [s~] ~ ~ [~--~ ] 

M 
c e  qui termine ls ddmonstration si ~-_~ 1. 
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M M 
S i - f f  < 1, le th~or~me est  d~montrd. S i - f f - ~ - 1  alors [~l ~ cte, done 

[ u ~ ] ~  cte ~ n. Done su ivan t  un ultrafi l t re ~g on a :  u ~ - +  ~a dans V~. De 
la re la t ion 

(3.15) (A~ u~, u~) = ( A ,  u~) -t- ~- (B~ u~ -~ - -  B~ u~, u])~ 

avec 2 . - - +  0 qnand n - +  c~ on en d6duit  que lim sup (Aa ~ u~)h ~ ( f h  ,5.)^ Uh ~ 
9/ 

I1 en rgsulte que Ah ~h ~ f h .  
D~ofi ~h ~ uh d~apr~s Funicit4 de la solution. 
ce qui dgmontre le thgor~me. 

RE~ARQU~. 3.5. Le th6or~me 3.2 est  encore valable  si on remplace Vh 
par  un  Hi lbe r t  c~ ; les opdrateurs  A h e t  Bh g tan t  remplac~s pa r  A : cg ~ c~, 
et B :  c~__+ c~, v~rifiant H5), H6  et HS). On dgmontre  comme pr6c~dem- 
men t  que Port a :  

u ~ - +  u dans  c~ faible. 

A par t i r  de H6) on montre  que [I u~ I1-~ ]l u Ill ce qui donne 

u '~ - -+u  dans  ~ fort.  

Dans  Vh de dimension finie on a dv idemment  d i rec tement  la convergence 
forte. 

3.3 Mdthode I l l :  << Mdthode mixte >>. 

La mgthode qui suit  a l e s  m~mes a v a n t a g e s  que la prde~dente. La rd- 
gular i sa t ion  de l 'op~rateur Ah consiste essent ie l lement  ~ lui a jouter  ]'op~- 

e 
r a t eu r  ~ - I ;  les param~tres  s e t  k j o u a n t  un rSle part icul ier .  Les hypothe-  

ses sur  Ah seront bien en tendu moins res t r ic t ives  que celles du th6or~me 1.1. 
P lu s  pr~cis~ment nous avons  le 

TI~EORi~.~E 3.3. Soit T u n  parami~tre fixg et 3T un entier.  On se donne 
T k 

deux param~tres  e ---> 0 et k ~ ~ -  --+ 0 de fa~on que --~ --2 0. On suppose 

H6). De plus Ah est  l ipschitzien sur  les ensembles  born~s. Alors  
1 ~ la suite u~ d4finie par  les i tera t ions  

" ~ ~ ~ u~ -1 ( a v e c u  ~ o) ( 3 . 1 6 )  Ah uh Jr" -ff  Ua = fa -~- ~ a =  
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est telle qua -~  • u'~---+ u^ dens Vh for~ oh uh es~ la solut ion de l '6quat ion 
n ~ l  

(3.17) Ah uh : f ~  �9 

2 ~ P ou r  u fixd, la suite (u~,,~) dgfinie par  les i t6rations : 

'~ convenable  et n quand m--+ c~ pour  u^, 0 converge fo r tement  vers u h 

f =  
k (O (X) + T O: (h))~ 

oh C(N)  est la constante  de Lipschitz de l 'opgrateur  Ah (on peut  prendre ,  
\ 

si u~.o-----0; N = - -  fa  ,-}- ~ u a  - -Am(o)  ] et C i(h) et O~(h) sent  deux  
8 

constantes  assuran t  Pgquivalence des hermes : 

DEI~IOI~STRATION. I e) On se donne deux espaces de Hi lber t  V e t  H 
V : H  avec inject ion continue on muni V de la norme H ]] et H de la 
norme I ]" ~ o u s  allons ddmontrer le th~or6me dens le cas oh Va = V 
espace de Banach.  

a) l~6quation (3.16) s'~crit alors 

e ,.yn ~ U n -1  (~1, 0 : 0) avee ]" donn6 dans V'. (3.19) Au'~ J- k-c = f .j_ e 

Or (3.19) ~quivaut  t% 

8 
( 3 . 2 0 )  (Au",  v - -  u '~) + T (u" - -  u " - ~ ,  v - -  u ~) ~ ( L  v - -  u ~) ~ v ~ V. 

Faisons v ~ 0 dans (3.20) on a :  

e 

- ( ~ ,  ~) - ~ (I ~,~ I ~ - I ~,~-~ I ~ + I~," - ~ - ~  I ~) ~ - ( L  ~} 
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Or 

D o n c  
(Au ~ A (0), u) > (qo (11 u il) - ~ <0>> I[ ~ II. 

- I I  u~ II ~ <]l ~o II) 

or l ' app l i ea t ion  r - +  ~ r -  r~o (r) es t  bo rn6  dans  R +  pour  a E R. D ' o h  

(3.21) 

On  en d6du i t  

8 

(3.22) 

et 

(3.23) 

8 

2~ I u.  I ~ ~ c~ = c~N 

N 

- -  X 
2 k  n=l  

1 N 
b) posons  % = - ~  ~7 u'* et m o n t r o n s  que [[ u, H est  born4.  

La  re la t ion  (3.20) 6qu ivau t  

91 

(u"  - -  u '~-1  v - -  u'9 ___> ( f ,  v - -  u" )  ~ v r V .  (3.24) ( A v ,  v - -  u n) + ~ 

Ua 
S o m m o n s  (3.24) de n = 1 /~ n ~--- N d iv i sons  par  N et ra isons  v -~- ~ on a : 

A T , ~ j ;  - ~  z (1~" - I  + 1  - ~ " - ~ 1  ~) 
n ~ l  

ce qui  d o n n e :  

D'o~ I1 '~, I1 ~ v4.  

N 
+ 2 - ~  .~ (Un - -  u - - I ,  u,) 

~,=1 

2 ' : ~ C a .  
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c) mon t rons  que u . - -+  u dans V fort  u g tan t  la solut ion de A u - ~ f i  

Su ivan t  un ul traf i l t re  Q~ on a u . ~  dans  V faible quand  e~ k - +  0 avec 

kl~ --+ o. 
En  pas san t  ~ la l imite dans 

(3.25) (Av, v - -  u.) -~- - -  ~ (u" - -  u n-~, v) - -  

2 r  z (I u -  - I + 1,," - u - - ,  i ~) ~ ( f ,  v - ,~.). 

On a compte  tenu  de (3.21), (3.22), (3.23): 

ee qui gqu ivau t  

(3.26) 

(Av, v - - ~ ) ~ ( f ,  v - - ~ )  ~ v~ V 

A~ = f  

eomme l '~quat ion  A u  ~- - f  admet  une solution unique u E V;  il rgsul te  que 
~ U .  

U~ --31- t1~ 
Puisque  u , - - ~  u dans V faible alors w, ~ - - +  u dans V faible.  

2 
Posons  v ~ wo dans (3.25) ; on en d~duit  lim sup ( A w , ,  w~ - -  u) ~ O. 

Or 

(~o (il  w .  II) - ~o ( l l  ,, II )) (ll  ~ .  II - II ~, II) ~ ( A w .  - x ,~ ,  ~o. - ~,) 

Donc  
~0 e ----)- ~ 

(Aw.  , w.  - -  u) - -  (Au,  w. - -  u) - +  O. 

et II w.  ll - +  ll ~ II 

et alors w . - -~  u dans  V fort. 
I1 en rdsul te  que u~---> u dans V fort  

2 ~ On appl ique  les itdrations du thgor~me 1.1 ~ P4quation (3.16) 7 
o~ n es~ fix~. 

RE~ARQUE 3.6. Darts les th~or~mes 3.1 et 3.2 les cons tan tes  k et 
C(~V)~ _~r et pa r  consequent  le param~tre  ~ d~pendent  du pas h de discr~- 

t isat ion.  Ceci p rov ien t  d '~quivalence de deux normes  II lib et  [Ih sur  l ' espa-  
ce Vh. 

En  g~n~ral les coustantes  C~(h)-+ c~ quand h ~ 0. 
Dans  la p ra t ique  le probl~me discr~tis~ es t  r~solu au s tade num~r ique  

avec h pe t i t  e t  fix~ ~ Pavance. I1 ne reste  plus donc qu~t faire le p a s s a g e  
la l imite  pou r  n grand.  
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RE~IARQUE 3.7. S i  on s u p p o s e  8/k ~ 0 q u a n d  n ~ co. 

O n  p e u t  m o n t r e r  que  la  su i t e  (u ~) d6f in ie  p a r  ( 3 . 1 9 ) c o n v e r g e  f o r t e m e n t  

v e r s  u s o l u t i o n  de F d q u a t i o n  A u  = f .  

N o u s  avons  en effet 

(3.27) 8 [2 un--1 § 
(A~ ' ,  u~) ~ (f ,  ~ ) - -  ~ (I ~ - -  I I ~ I~" - -  ~ - ~  I~) �9 

D e  (3.27) et  (3.21) on d d d u i t  que  u ~ e s t  bornd .  

D o n c  s u i v a n t  un  u l t r a f i l t r e  c~ on  a u n - - +  ~ d a n s  

enco re  s ' dc r i r e  : 

V fa ib le .  Or  (3.20) p e u t  

(3.2S) s _ ~ is l u . _  ~ is (Av, v - -  ~ )  + T (~e - -  ~e-~, v) ~ (I ~ - -  § 

§ [ u~ - -  un-1 L~) ~ ( f ,  v - -  ~"). 
E n  p a s s a n t  h la l im i t e  s u i v a n t  c/L on  a 

D~oh 

(3.29) 

(Av,  v - -  ~) ~ ( f ,  v - -  ~) ~ v E X.  

A~ = f  e t  ~ = u 

O n  m o n t r e  encore  que 

ce qu i  d o n n e :  

D o n c  

D ' o h  

l im sup  (Au  , u ~) ~ (f~ u). 

(v  (IJ u"ll) - v (ll u IJ )) (ll uo Jl - J J  ~ I I ) ~  (Au, ~ - ~ ) - +  o. 

u ~ --+ u d a n s  V for t .  

I I  - -  E q u a t i o n s  a u x  d e r i v e e s  p a r t i e l l e  n o n  l i n e a i r e s  e t  p r o b l e m e s  

d ' o p t i m i s a t i o n  s u r  l ' e s p a c e  e n t i e r .  

I I  - -  1. Probl~me 1. 

Soit H1o (0, I) = u I u E i,2 (0, I)~ ~ E (0~ i) ; u (0) = u (I) -~- 0 la ddrivde 

dtant prise au sens des distributions. On d~signe par H -I(0,1) le dual de 

H~ O, 1) e t  on m u n i t  Ho 1 (0, 1) de  la  n o r m e  II u II = 
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On che rche  u E H~ (0, 1) vgr i f ian t  

( 2 . 1 )  u "  = f @ ,  u ) ( l )  

on fa i t  les h y p o t h e s e s  s u i v a n t e s  

i) f ( x ,  u) ~ C O ([o, 1] x R) 

ii) I1 ex i s t e  une  cons t an t e  7 > 0 te l le  que  

f (x, u~) - - f  (x, %) ~ __ Y > __ ~2 ; ui =]= u~, ~ x e [0, 1] e t  ? ~ 0. 
~t  - -  u2 

iii) Q u e l q u e s o i t N > 0 , 3  u n e c o n s t a n t e  C ( N ) t e l l e q u e s i  i u i ] ~  ~ ,  
I%l_-< Y on a 

f ( x ,  u l ) - f ( x ,  %) ~ a ( N )  < + oo p o u r  u t =~: u2, ~ x E [0, 1]. 

~ o u s  a v o n s  a lors  le 

TEEO[Ci~E 2.1. On suppose  i)~ ii) e t  ill) a lors  

1 - -  I1 ex i s te  u E H01 {0 7 1) un ique  tel  que  u'"---- f (x~ u) 

2 - -  P o s o n s  A u = - - u " + f ( x , u ) ;  S u = - - - -  

dgfinie p a r  les i t 6 r a t i o n :  

(2.2) un+l = u= - -  ~S -1 Aun  

deu 
dx e 

a lors  la su i t e  (u=) 

c o n v e r g e  darts Ho ~ (0, 1) for t  ve rs  la so lu t ion  u de  (2.1) p o u r  U o =  0 e t  ~ >  0 
c o n v e n a b l e  d o n n g  p a r  (2.5). 

DI~,YIONSTRATION. L ' o p 6 r a t e u r  A u  = - -  u"  + f ( x ,  u) a p p l i q u e  HJ(O, 1) 
dans  H -1  (0 r 1). Vgr i f ions  ]es hypo th6se s  du  t h d o r g m e  1.1 p a r a g r a p h e  I - -  1. 

P o s o n s  [u] = [I u II. D ' a p r 6 s  (i) on a :  

2 2 . 

(t) Co problbme a 6t6 6tudi6 dans [7] par d'autres mgthodes. 
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I1 r6sulte du calcul des variations que 

Donc 

D 'oh  

(2.3) 

1 

f l v" [ 3 ax 
I n f  o 

1 

o 

i2 1 2 ~v iv E Ho 1 (0, 1). 

( A u - - A v ,  u - -  v) ~ k [u - -  v]~ a v e c k = l - -  7 - - - ' 0 ~ 7 <  ~re 
,77.2 ~ - -  �9 

D'apr~s ii) et iii), ai [ u / ~ : N ,  ] v [ ~ N  nous avons 

I f (x ,  u) --f(x, v)] ~ ] u - -  v] sup (t ~ (~ )1 ,  I r I )  

Supposons que [u] ~ N et [v] ~ _hr. Alora 

D~oh 

(2.4) 

I ( A u - - A v ,  w ) ] ~  II u" - - v "  IlL, II w" IlL, @ Hf(  x, u) - - f ( x ,  v)It tl w II. 

1 ](Au - -  Av, w) ] ~ C (~u - -  v] [w] avec C (~V) ----- 1 -~- ~ -  Sup (] a ], I 7 ]). 

Les hypotheses  du th~or~me 1.1 chap. I sont  donc vgrifi6es. Si on pose:  

2 L2 X = Ho~ (0, 1) ; Uo = 0, N = ~ -  H A (0) H et q = k / O 2 ( N )  

RE)IARQVE 2.1. Les itdrations (2.2) convergent  pourvu  que ~ v d r i f i e i  

2k 
(2.5) o, < ~) < 02(5T) oh k = l  --7---. C(2 V )~1 ~-  z~ u l S u p ( l a l , 1 7 1 ) ; 0 ~ r < ~ z 2 .  

7g2 

Nous allons montrer  maintenant  que la discr(itiaation n ' in t rodui t  aucune 
er reur  dans le probl~me et pourvu  que l 'on prenne  un param~tre h ~ 0 
suffisamment pe t i t ;  tout  se passe comme si on it6rait  effectivement dana 
Pespaee de PHilber t  2/o ~ (0, 1). Ceci est  d 'ai l leurs valable chaque lois que 
le probl~me aux limites eat bien pos4 dans un Hi lber t  queleonque c~c. 
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Soi t  _N" un  en t r ie r  et  h un  pa ram~t re  > 0 tel que  hrh = 1. O n  divise  

l ' in te rva l le  (0, 1) en h r in terval les  (0, h), (h, 2h). . .  ((N - -  1) h~ Nh). So i t  0~ la 

fonc t ion  ca rac tg r i s t ique  de ] ih, (i -~-1) h [ ; i ~ 0, ... ~ 5 r -  1. 

P o s o n s  : 

l -~'--1 l ~ u~, ~ / ~ ;  u~ = u~-~  = o Vh = Uh l Uh = ~ % 0 h, 
i=O 

Vh es t  un  espace  de d imens ion  finie que  nous  me t tons  en dua l i td  avec  

V~ A Faide du  p rodu i t  scalaire 

P o s o n s  

~r--1 
i (Uh, Vh) h = h ~ u~ % 

i---~-0 

V~ uh (x) = h , V~ uh = Vh (V^ uh). 

1 
Soi t  4^ = T 0~. On  pose ph uh 

p rodu i t  de convolu t ion)  

N--1 
= z u ~ Z h . o ~  (oh le 

i=O 
s igne  * dds igne  le 

rhU (X) ---- U (ih), pour  x E ] ih, (i -{- 1) h [, i ----- 1, . . . ,  f f  - -  1. 

PROPOSITION 2.1. Posons 

fa (x, uh)-~ raf (x ,u)  uhE Vh, uEHlo(O, 1) 

(2.6) Ah uh = - -  V~ uh - ] - fh  (x, uh). A lo r s  

I1 exis te  uh EVa unique  tel que 

(2.7) Ah ua ~ 0 . 

Do  p lus  on a phUa---~U dans  H~ (0~ 1) for t  u 4 ran t  la so lu t ion  de (2.1). 

PROPOSITION 2.2. La  sui te  (u~) d~finie par  les i td ra t ions  

u~+X ~ u~ - -  0 Sh -1 Ah  u ~ h 

c o n v e r g e  vers  uh so lu t ion  de  (2.7) 

(2.8) 

oh Sh----~--V~, et  Ah donn~ par  (2.6) 

p o u r  u ~ = 0 et 0 > 0 donn6 par  (2.9). 
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DE)IONSTRA'rlON. ~NOUS aver t s  en e f f e t :  

(Ah u ~ - -  Ah vh, ua - -  va)a ~ ( A p ^  uh - -  A p a  v ~ , p a  ua - - p h  V~) ~ X  

X ~  1---~-~ I[~x(PhUh--phvh) ll~,= 1 - - ~ - I [ V a  

D~ofi 

( A a u h - - A h v h ,  u ^ - - v a ) a ~ k [ u a - - v ^ ]  2 avec  k ~  1 - - - -  

Si  on pose  [uh] = I !, Fhuh ] L,. 
De  m6me on a :  

(Ah uh - -  dh v^, Wh) ~ C (_TV)[uh -- vh] [wh] 
off 

1 
C ( N ) =  1 + ~ - ~  S u p  (l l, ] r l ) .  

I1 suffi t  donc  de power 

- II A (o)IlL, et  0 -~- k~ C2 (N). 

~2:2 ~ 

REM~kRQUE 2.2. 1. - -  ~ o u s  a v o n s  donc  u~- -+  ua d a n s  Vh e t  

Ph uh - +  u d a n s  H~ (0, 1) fo r t  ; 

u ~ t a n t  la  so lu t ion  de (2.1). 

2. - -  Come le p a r a m e t r e  ~ es t  i n d 6 p e n d a n t  de h, il  r~ su l t e  que  Pen  

p e u t  p r e n d r e  h au~ei petit que l'o~ veut; ce qu i  annule l'erreur de discrdtisation. 

3. A p r io r i  nous  avons  les m a j o r a t i o n s  de  l ' e r r e u r  s u i v a n t e s :  

1 

oh C t e s t  une  

(< d i s c r e t  ~>. 

0 - - - - 1 - -  - -  

e t  

c o n s t a n t e  de l ' o r d r e  de  ~2 d~apri~s un  ca l cu l  de  v a r i a t i o n  

ks Y - C ( I ) - - l ~ -  z 
C 2 (3/) ;  k = 1 - -  ~-~, ~ -  S u p  (a (N), ?) 

2 
--- T I[f(x '  0)liT.,. 

E n  ce qu i  conce rne  l ' e r r e u r  s u r  la  c o n v e r g e n c e  de Ph uh v e r s  u nous  a v o n s  

~ p r io r i  la  m a j o r a t i o n  ]] ph uh - -  u I[ ~ Ce h. 
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E n  effet  d~aprbs la  r e m a r g u e  5.3 chap .  I de  [14] nous  avons  

l ip, ,  ~,,~ -~ II <- c~ l ip, ,  ,',, , ~ -  ~ II. 

On m o n t r e  duns  [2] que s i v  E Hq(O, 1) on a :  

C o m m e  u " = f ( x , u )  E ~o ([0, 1] >< R) ;  il r~sul te  

R~sulta~s num~r~ues du probl~rme 1. 

On che rche  u E Ho ~ (0, 1) vdr i f iant  : 

1 
(2.10) u"  = (u -~- x -iF 1) 3, X E [0, 1]. 

T 

Ce p rob l6me  a d m e t  p o u r  so lu t ion  exac te  

2 
(2.11) u ( x ) = 2 _ x  x ~ l  cf [7] .  

P o s o n s  
1 

A n =  --u"+ --E ( u + x  + 1) 3 

On m o n t r e  f ac i l emen t  que 

Si [ u ] < h  r et  [ v ] ~ 5  = on a :  

(An - -  Av, w) ~ :  C (/~r) [u - -  v] [w] ~z w E Ho 1 (0, 1) 

oh C (N) : 1 + - ~  e t  l ' on  p e n t  p r e n d r e  

N : 2  ( x + l ) ~  r,,~o, 
2 i)" 

h a  p rob l~me  (2.10) on associe  alors  le p rob l~me  discrgt i s6  

1 
(2.12) Aa Uh ----- 0 avec  Ah uh = -- V ~ uh 2 F -~  (uh -~- ih -~- 1) n 

q ~ m, C , >  0, 

que u E H ~(0, 1). D o n c  
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i ---- 0, 1,. . .  , p  off p est un entier  r~el tel ques ~ 1. Alors la sui te  (u~) d6- 
finie par  l ' i t6rat ion 

(2"13) 

oh 

u~+ I = u ~ - ~ S  h '  A h u~ avec u ~ =  0 

S ~ , ~ - - V  2 et e-----1/O 2(/V) 

converge  vers  u solution de (2.10) pour  n suff isamment  g rand  et h suffisa- 
m m e n t  peti t .  

~Tous iuversons Fop~rateur Sh it l 'a ide de la m6thode bien connue de 
Gauss-Seidel  cf. [16] en r~init ial isant chaque fois it z~ro, pour  les i tgrat ions 
in ternes .  

Nous donnons ci.dessous les rgsul ta ts  numgriques  de 

H '6/~ - -  it IIL,(O ' 1) e t  II '6~ - -  It ]lL~(0,1) 

en fonction du pas h apr~s s tabi l isat ion des r~sul ta ts  dans  les i tgrat ions (2.13 

h II " ~ -  "LI ~, II " ] - "  IIL~ 

1/lO i 

1/2o 

1/40 ! 

1/80 

1:965.10 -3 

5,214.10 -a  

1~325.10 -~ 

3,356.]0 -5 

2~8.10 -3 

6~8.10 -~ 

1~8.10 -~ 

4,6.10 -5 

RE)I&I~QUE 2.3. L 'exemple  num6r ique  ci-dessus a dr4 trai td par  Ciarlet 
dans [7] par  d 'au t res  m~thodes. 

~ o t r e  mgthode s~applique bien en tendu  pour  des dimensions sup~rieures 
(cf probl~me 2). 

Les courbes n o 1 donnent  l 'gvolut ion de II u ; - - u  H~' en fonction de 
n (itgrations) pour h ~  1/10~ h -~- 1/20, h ----- 1/40 et h ~ 1/80. 

Temps de calvul. 

Le temps  de calcul (compi la t ion-4-  ex6cution) pour  h ~ 1/20 et 500 
i t4rat ions en C. D. C. 3 600 est  de 55 s. I1 y a lieu de s ignaler  que les 
r~sul ta ts  se s tabi l isent  compl~tement  d~s la 400~me i t6ration.  
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10-3 

10"5 

l[ u~ - uij 

\ 

~OURBES n o 1 

h:!/I0 

" ~  h=I/20 

\ 

\ ~ h:I/4o ~- 
& 
% 
% 
% 
% 
% 
% 
% 
% 
% 

%~,..,, h=I/80 

n 
I I I B ! I 

tO0 20O 3OO 4OO 5OO 600 it6rations 

L~ 
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I I  - -  2. Probl~me 2. 

Cet  exemple  g6n6ral ise  le p r 6 e f d e n t  au  cas de  la  d i m e n s i o n  n ~ 2. La  
thdor ie  eat  ana logue  g celle du p rob l~me  1. 

So i t  
~ ( 0 ,  a) X ( 0 ,  a), a > 0  un  o u v e r t  de 1R ~. 

On  ehe rche  u E H0 ~ (~) so lu t ion  de 

(2.14) Au ~ - f ( x ,  y, u (x, y)) (x, y) E D 

off f ea t  une  app l ica t ion  non l in4aire  de ~ X 1R dana  ~ on pose  : 

["1 = II 1) ,  u I[~, = ( s , , ,  , , )  a v e ~  s - - -  - a 

pour  

f ( x ,  y, u) -~- 2 
x 2 + Y 2  ~ [u-~-  1-~- 1 ) a  2 ( x - I - y )  

la so lu t ion  exac te  de (2.14) eat  donn~e  pa r  

a - - x - - y  1 (2.15) u (x, y) ~ - -  1 - -  xy 

P o s o n s  a lors  

1 
a _ _  l ( X - -  1 ) ( y - -  1) a > 2 .  

(2.16) A u  = - -  Au  - k  f (x, y,  u) = 0 

au  p rob l~me  (2.16) on associe  le p rob l~me  discr6t is4  

(2.17) 

et  P i t6 ra t ion  : 

(2.18) 

a v e e  

(2.19) 

A ~ u p ~ - 0  avec  h i ~ h  2 = h  

u~ +1 = u ~ -  0 S [ '  (Au~) avec  u~, = 0 

= 1 / 0  ~ (hr) * 

( -)' (N) 12 N + et o12 C (N)  ---~ 1 -Jr- ~ avec  a (N)  - -  (r162 _ 2 ) - -  2 

:v  = ~ l ie ' (* ,  v ,  o Ii~,. 

�9 Le  p a r a m b t r e  ~ es t  calculd c o m m e  dana  le p rob l~me  1. 
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On sai t  que u~ ~-----~--~uh et q u e p h u h - - + U  quand  h - + 0  oh u est  la 
solut ion de (2.14). 

Dans  les i tdrat ions (2.18) on rdsoud en outre  Pdqua t ion :  

(2.20) - - A ( A ^ u ~ ) = 0 - - - - - - - A g ,  en pesan t  g = A h u ~ ,  

Paide des i tdrations in ternes  (de Gauss-Seidel  ef. [16]): 

1 
(2.21) gp+x (x, y) = --~ (gp+x (x--h, y) -~ g~, (x@h, y) ~- gp+l (x, y--h)  -~- gp (x, y -~- h)). 

A chaqne i tera t ion prineipale n 7 il est  beaucoulo l)lus rentable dTutiliser comme  
va leur  init iale de go dans (2.21) la va leur  finale du calcul prdcddent  qui 
peu t  dire tr~s voisine du nouveau rdsul tat .  

�9 Nous prenons  comme tes t  dTarr~t pour  les it~irations (2.21): 

II g~+~ 11 
e donnd. 

on prendra pour II II = ]l IIr~~162 qui ndeess i te  moins  d'op~rations que  ]] [Iz, 
o n  II I1~o~ �9 

Influence de param~tre �9 cf. courbes n o 2a 7 n o 2b et n o 2c). 

Le nombre  dqtdrat ions ndcessaires pour  inverser  le laplacien a u g m e n t e  
bien stir lorsquTon diminue l ' e r reur  toldrable e. Comme le temps de calcul  
est  d i rec tement  lid au nombre  dqtdrations7 il est  a v a n t a g e u x  de chois i r  
pas t rop peti t .  Afin de met t re  en dvidence cet te  va leur  suffisante de e 7 les 

conrbes d o n n a n t  tl u ~ - - u  !t/tl al l  en fonction de ~ oa t  ~td tracdes. 
1 

On cons ta te  que pour  M = - ~ - - ~ -  10 a = 57 ~ = 07796068 ; 

I1 suffit de choisir 10 -6 ~ e ~ 10 -~ .  (cf. tableau n o 2a). 
Pou r  

1 
~ 1 - - - - - - - ~ 2 0 ,  r162  ~ =  0~985; 

h 

il suflit de choisir  10 -7 ~ e ~ 2.10 -6 (cf. tableau n o 2b). 

Un  tel choix permet  dTobtenir d~s les premieres  i tdrat ions ane mei l leure  
prdcision que celle qui est  obtenne lorsque les rdsul ta ts  dev iennent  s ta t ion-  
naires.  
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A i n s i :  (cL tableau n o 2a) 

p o u r  
M ~ 1 0  ~ 0 , 7 9 6 0 6 8 ,  

0II  a 

}l u,, - u I{/{I {I = 1 , 6 1 1 . 1 0 - '  

alors que  pour  e-----10 -7  
On a 

pour  

On a :  

~ 10-~ 

d~s l~it~ration 1 0 ;  

H u ,  - -  u II = 2 , 2 0 5 . 1 0  -~ apr~s 40 i tgra t ions .  
!i ,+ tl 

M ~  20, 0 ~ 0,985, e ~ 10 -8 ( tab leau  n o 2b) 

Ilu. - -  u II _ 3 , 7 0 . 1 0  -5  d~s la 3~me i tdra t ion.  
II L/ 

alors que  pour  ~ ~ 10 - t~  

o n  a 

H u ,  - -  u H/l] u II = 5 ,84 .10  -5  apr~s 90 i t e ra t ions .  

R E ~ A R Q U E  2.4. I1 est  possible  de dd te rmine r  ce t te  v a l e u r  suffisante 
de e en ca lcu lan t  D + =  ]] u 2 -  u I [[ / ] lu~][  pour  e = 1 0  - I  , 10 -2 , 1 0 - 3 , . . .  

L o r s q u e  

D + -  D+, ~ 10_2 , la va l eu r  de e es t  s u m s a n t e .  
-Dat 

I n f l u e n c e  du ~ a r a m ~ t r e  0 - -  cf. courbes  n o 2d, n o 2e ct t ab l eau  n o 2e). 

On  a const~t6 que i[ u , , -  u~_, II/II u,,ll d~ieroit d ' a u t a n t  p lus  vi te  que 
es t  plus  p roche  de la va leur  de ~ opt imale ,  pour  ddcroi te  p lus  l e n t e m e n t  

d~s que la s tabi l isa t ion est  ob tenue .  
P o u r  O pet i t  la s tab i l i sa t ion  es t  ob t enue  t a r d  
P o u r  O tr~s g r a n d  (0 ~ 2)[I u,, - -  u II/I] u I[ ddcroi t  pu is  oscille sans se 

s tabi l iser .  
E n t r e  ces cas ex t reme  on p e u t  ob ten i r  une  va leur  de ~ opt imale  pour  

laquel le  la s tabi l isat ion a l ieu d~s les p remie res  i t4 ra t ions  et  sans oscilla- 

t ion.  

P o u r  
M~---10~ ~ 5 ,  e ~ 1 0  - s~  ~-----0~987 

la s tab i l i sa t ion  est ob t enue  d~s la 4~me i te ra t ion .  
O n  est  donc amen~ i~ che rche r  de fa~on plus  precise  ce t t e  va leur  opti- 

male  de ~ (cf. chap.  I p ropos i t i on  1.1). 
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II 11 II 

\ 

~ 1 7 6  

4 M d M ~ 4 ~  

2 
a g ~ g e ~ g  

~ N M N M M ~ M  

a ~ 

M N N N M M M M  

I I I I  I 

~ ~ '  

~:~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ' 

c ~  "~.~ 

N ~ g N ~ N ~  

M M ~ M M ~  



106 M. SzBo~Y: M~thodes it#rativcs po~r t<s #quatio~t~ 

C O U R B E 8  n o ~ 

II ~-~I~= / I )u  IlL' 

i l  

M = 10 
a =  5 

Erreurrelative tote/e 
en fonction de E 

(precision dans 
l'inversion du Laplacie~ 
p = 0 .796068 

n=3 

II 

lO-~ 

n=5  

10-4 

1 10 -1 10-2 10 -3 10-4 lO -'~ 1o-6 lO 7 lo-8, lo-S 

r 

lo-lO 



10-2 

i0..'~ 

10 -4  , I 
0 2 3 

et ~quat~ons aux dgr~v6es part,olios etc. 

COURI~ES n o 2 b  

[u n" U:L2 / lUlL2 

s "2 

~=iO -6 

c:iO -3 

M= I0 

m=5 
p = 0 . 7 9 6  

Erreur relative totale 
en fonction du hombre 
d'it~rations : n 

-q 
c=IO " 

I 
I0 

r -~ 

3 0  

1 0 7  
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10--3 

l o  4 

10 ~ ~ , , 

1 ;o  -1 lO -2 1o -3  

~[. SIBONY: Mdthodes ilgra/ive., pour le8 dquatio.ns 

C O U R B E 8  n o ~o  

M=20 
a=5 
p = 0.905 

n=1 

Erreur relative totale 
en fonc~ion de E 

(precision dans 
l'inver6ion du Laplaeie~ 

L ! i a 1 I 4 

10-4 10 .5  I 0 - 6  10 .7  10 -8  I 0  -9  10-10 



P a r t a n t  de U o ~ 0  

U n  

d o n n e  

done  

et indquatiorts a ux ddrivdes ~va.rtielles etc. 

= u~- i  - -  ~) ( u . - i  - -  g , , - l )  avee  Ag,-1  = f ( x ,  y, u ~ - l )  

ui  = 0go avee  Ag o ~- f (x, y, O) 

il , , ,  - ,, i i / i i  ~, il = v (e) 

es t  u n e  h y p e r b o l e .  

Le  m i n i m u m  e a e  II ~', - ~ I I /11 l< II e a t  a t t e i n t  p o u r  

o = (go, u) 1 (go, go). 
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n 
( 2 . 2 3 )  u~, +~ = ut, 

U n  seu l  
m 6 t h o d e  p a r  r a p p o r t  aux  i t 6 r a t i o n s  (2.18). 

P o u r  
M--~ 1/h--~ 10~ a ~ 5, ~ ----- 10 -~ , ~) ~-  0.796 

O n  o b t i e n t  le r g s u l t a t :  

!l ~ - ~ I I / ! !  ~ !1 = 2 , 2 0 5 . 1 0 - ,  

apr~s  37 i t 4 r a t i o n s  p a r  la 2~me m d t h o d e  

e t  77 i t g r a t i o n s  p a r  la  l ~ r e  m6 thode .  

/n+l/2 ~ In 

r 6 s u l t a t  suffit  ~ m o n t r e r  P g n o r m e  s u p 6 r i o r i t 6  de c e t t e  denx igme  

Ne  c o n n a i s s a n t  pas  u on es t  amen~ ~ r e c h e r c h e r  une  v a l e u r  app rochde  de 

ce m i n i m u m .  

O n  ne p e u t  en fa i r  que  r e c h e r e h e r  le m i n i m u m  de  I[ u 2 - -  lq II/N u~ll 

ce qu i  d o n n e  une  l oca l i z a t i on  assez  p rgc i se  de  0,.~,,. 

Aecdldration de la convergence. 

P o s o n s  
- - 1  B (7 (u~,) = u'~ - -  eS^ (Ah u h ) ,  u ~ ~ 0 

t , ,  = - -  o s - [  1 ( A , ,  ~7~) = (7 (uT,) - -  ~e~, 

O n  6 tud i e  a lors  la c o n v e r g e n c e  de la  s u i t e  u~ ddf in ie  p a r  (cf. chap .  I 

r e m a r q u o  1.2) 

(2.22) u ] + l i 2 ~  G(u~) ,  u ~ = 0 
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T A B L E A U  2c 

M - - 1 0  

r  5 

e = 1 0  

0.55 1.0686.10 - t  

0.60 2.8164 

0.67 2.4307 

0.74 2.0013 

0.8 1.5925.10 - 2  

0.84 1.2960 
0.9 8.0996.10 -2  

0.92 6.3578 

0.94 4.5508 

O.96 2.6794 

0.97 1.7259 
0.98 7.9530.10 - 3  

0.982 6.2911 

0.983 5.5431 

0.984 4.8868 

0.985 4.3650 

0.986 4.0318 

0.987 3.9370 

O.988 4.0988 

0.989 4.4909 

0.990 5.0613 

0.995 9.1928 

1.00 1.4048.10 -~  

1.02 3.4960 

1.05 6.8455 

1.1 1.2954.10 - i  

1.2 2.7547 

1.3 4.6476 

1.4 7,2004 

1.75 3.4093 

185 6.9638 

1.95 3.8615 

n--~2 

. ~ - u ~ _ ,  IJ H~ 

44284.10 - t  

3.9219 

3.2129 

2.5038 

1.8961 

1.4910 
8.8352.10 - 2  

6.8117 

4.7903 

2.7758 

1.7785 

8.2045.10 - a  

6.4920 

5.7132 

5.0188 

4.4485 

4.0548 

3.8918 

3.9879 

4.3259 

4.8555 

8.8698 

1.3605.10 - 2  

3.3524 

6.3807 

1.1441.10 - t  

2.1568 

3.1697 

4.1827 

7.7282 

8.7412 

9.7542 

1.7228.10--2 

9.4836.10 - 3  

3.6354 

1.0085 
4.6716.10 - 4  

3.0128 

2.3814 

2 3471 

2.3368 

2.3348 

2.3348 

2.3348 

2.3349 

2.3349 

2.3350 

2.3350 

2.3357 

2.3350 

2.3350 

2.3347 

2.3347 

2.3349 

2.3352 

2.3358 

2.3249 

2.1382 

2.5598 
3.0083.10 --s 

2.7662.10 - ~  

5 1209 

8.8592 

n--~--5 

5.1265,10 - 4  

3.1408 

2.4414 

2.3434 

2.3352 

2.3348 

2.3348 

2.3349 

2.3349 

2.3350 

2.3350 

2.3350 

2.3351 

2.3351 

2.3352 

2.3352 

2.3356 

2.3352 

2.3352 

2.3350 

2.3350 

2.3351 

2.3353 

2.3358 

2.3350 

2.3358 

2.3374 

2.4369 

7.7161.10 - 2  

2.6360.i0 - i  

7.8801.10 - i  

n ~ 1 0  

1 
II un - " II H o  

1080 

984 

869 

769 

691 

640 

542 

535 

505 

468 

445 

412 

402 

395 

387 

375 

335 

337 

381 

393 

402 

423 

431 

458 

529 

577 

712 

907 

2264 

hombre  to t a l  

d' i tdrat ion~ 

pour  avo i r  

une e r r e u r  

s t a t i ouna i r e  
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1000 

500 

Nombre d'it~rations 
n@cessaires pour 
obtenir u~e erreur 
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C O U ~ B E S  n o 2 e  

lO- f  

_ ,I T41 
o o 

1~'-2 -T 

10 -3 

i 

! 

/ 
i en .~cnctic, n de 

;'v'~T - 1 0  

e = 10  - 8  

l ~, i0"4 ' !  I I 

0,5 I 1,5 
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Ceci c o r r e s p o n d  ~ un  t emps  de ca lcu l  i den t ique  si le p h 6 n o m ~ n e  su ivan t  
n ' a v a i t  pa s  l ieu  : 

A lo r s  qu '~  l ' i t6 ra t ion  2 ; II u~, - -  u II / l l  u II -~- 3, 7 6 " 1 0 - 2  pa r  la  p remie re  
mg thode  ; 
on a d~s l ' i t4 ra t ion  1 ; I[ u ~ - -  u II/ll  ~ II = 1 , 0 5 6 . 1 o - ,  p a r  h~ deux i~me m6- 
t h o d e l  Ceci r~sul te  auss i  du bon  choix  de 8. 

J e  r e m e r c i e  M. J .  F.  B o u t e m y  p o u r  avo i r  effectug la p r o g r a m m a t i o n  
de ce p rob l~me.  

I I  - -  3. Probl~me 3. 
Soi t  Y2 ~ ( 0 , 1 ) x  (0,1) un  o u v e r t  de R e. On  che rche  

v6r i f ian t  l ' ~qua t ion  

(2.24) Au ---f pour  f donn4 dans  L3/2 (0) 

a v e ( ~  
2 

Au = 2 I ) i  (I D~ u I D~ u) - -  hA u, ~ > 0. 
i--~-I 

A u  prob l6me  (2.24) on assoeie  c o m m e  dans  [3] e t  [14] 17dquation discrg- 
t isge. 

(2.25) Aa  u~ - ~ - f h  ; h = (h i , h2) 

6 t an t  le p a r a m h t r e  
avec  

oh 

Si 

de d i sc r~ t i sa t ion  d ' u n  rdseau  c~h associ6 ,~ l ' o u v e r t  ~9. 

2 2 

Ahuh=- -  X r~(Lr~uhIV~Uh)--~ X r~uh 

r i  uh (x) = hi 

i - - - - - l o n a :  Uh (X Tt- ~ )  ~- Uh (Xt -~ ~ X2) . 

D e  m ~ m e  nous  avons  

uh (x -~- hi) -~- uh (x - -  hi) - -  2uh (x) 
V~ uh (x) = h2 

i 

i ~--- 1 ,  2 .  
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Pour  l '~tude d4#aill~e de la discr6tisation du probl~me (2.24)eL [3] e t  [14]. 
On se propose maintenant  de rgsoudre le probl~me (2.25) h s  des 

m4thodes it~ratives du chapitre I. 

lore mdthode : mdthode de ddcomposition de l'opdrateur A a .  

:~ous allons appliquer iei la mgthode de la remarque 7.3 du chap. I 
de [14] en d6eomposant uniquement Pop~rateur An .  cf [10"], [14'], [17]. 

Plus prdcisdment posons : 

(2.26) 

a v e c  

2 A ~, uh ----- - -  V~( I V~ uh117~ ~h) - -  ~.17~ u~, i ----- 1~2. 

Soient e et k deux param6tres ~ 0  et N u n  entier tel que k N = l .  On 
1 k 

suppose que e ---+ 0 et # - -  -~ ---+ 0 et --~ --+ 0. 

On applique Mors la m6thode de dgcomposition donnge par les for- 
mules : 

(2.27) 

k T 

"2 ) = 4  + ~ "2/~' 

h " h  - -  k - f i -  

,6 

.4~,,,(:) + -~-,,i~)= 4 + T "P) 

(on prend u ~ / =  0) 

etc. 

Comme les opdra teurs (  h - F T I )  et 

v~rifient les hypotheses du thgor~me 1.1 chap. I sur les i td ra t ions ;  
on peut  donc procgder comme su i t :  (on supprime l ' indice h pour simplifier). 

1) On se donne u(~ 0 
2) On calcule u(~/2) donng pour (2.27) i~ Paide des itdrations : 

(2.28) 
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~vec 

S i ~ - F ~  et ~ t =  

on a :  lira u(~/2) - ~  u(ll 2) 

(2.29) 

~vec 

3) Pu i s  on ealcule  uO) donn4 pa r  (2.27) ~, l ' a ide  des  i t e r a t i o n s :  

\ " " Tcc " k-u(~/2) ! 

S 2 = - -  V 2 ; ~ = 

et  u~ ~)-~ O. 

On a a lors  lira. u ~ ) ~  u (~) 

4) On  sa i t  alors que  

e t  

I IA + - ',('/~)I1~,+ ~ + 

~---(u (~ + + + ...) - +  uh U(l/2) 

1 - ~  (u(1) + u: 2) + u(~) + ...) - +  ~th 

Si on s u p p o s e  ~ pr ior i  que la so lu t ion  exac te  du  p rob l~me  (2.24) es t  don- 
nde pa r  la f o rma le  (en r u e  d ' u n e  expgr i ence  n u m ~ r i q u e ) :  

(2.30) u ---~ (x - -  x 2) (y - -  y2) (x, y) E ~ .  

On  en dddui t ,  d ' ap rbs  (2.24):  

I f i  = - D ,  (I D~ u I Dt u) - -  ~D~ u 
(2.31) 

I n v e r s e m e n t  on pose dans  ( 2 . 2 7 ) f i  et  f2 donn~es  p a r  (2.31) et  on calcule  

(2.32) i 
---~ (u(o) + u(U2) + u(m) + ...) ~ vh 

1 
-~  (U (1) + ~t, (2) J r  U(3) + ,.') = W h  o 
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Les fonctions vh et Wh sent  ~ comparer  ensui te  avee u solution de (2.24) 
donnde par  (2.30). 

Les rdsul ta t s  num~iriques sent  les s u i v a n t s :  
1 

1) Si on pose 2 ~ 2 0 ~ h ~ 7 7 . . ; ~  ~ 1 0 - 1 ; k ~  10 -3 ;  on a :  
1~) 

k 1 
- - = 1 0  "-2 et _h r ~ - - - = 1 0 3  
e k 

i tgrat ions h effectuer  par  les formules (2.27). 
Chacun  des termes  u(p) de cet te sommat ion  est  ob tenu  comme l imi te  d 'une  

suite u~)(n---+ c~) dgfinie par  les formules i tdra t ives  (2.28) et (2.29). 
P lus  prgcis~ment  le calcul de vh et wh donnd par  ies formules  (2.32) 

n6cessite deux sommations ,  103 fois l ' invers ion  des op~ratcurs  A ~ - } - T  et  

A~-Jr" ~ et dans  chacune de ces invers ions ,  il y a l ' invers ion  d~un 

Laplac ien  en dimension une et ~ chaque i tera t ion.  
Le choix init ial  de u(~)et u~P) est  toujours  iden t iquement  nul. I~ous 

obtenons alors 

11 u - = s,307.10-  

II u - -  wh I Iz ,~  5, 3 1 2 ' 1 0 - 5  

L~ex6cution et  la compilat ion du p r o g r a m m e  ent ier  en C. D. C. 3600 ont  
dur6 6 mn 54: s. 

k 
2) P o u r  2~--10 ,  h----10 - 1 , 8 - - - 1 0  - 1 ~ k ~ 1 0  - 3 ~ - = 1 0  -2 e t h  r - - - 1 0  s 

8 

nous obtenons  les r6sul tats  su ivants  : 

I[ u - -  Vh ILL'= 7 , 7 . 1 0  - 4  (h = 1/10) 

[I u - -  wa IlL' = 7,4.10 -~ (h = 1/10) 

u 4tant  la solut ion exacte  du probl~me init ial  (2.24). 

Temps de Caloul ~ 1 mn 6 s (compi la t ion-~-exgcut ion)  en C. D. C. 3600. 

1~ous donnons  ma in tenan t  pour  2 ~ 20 et  2 ~ 10 ; h ~--- 10 -1 fixg ; l 'evo-  
lut ion des e r reurs  

R t = l l u  VhlIL, et R 2 = l l u - w h l l L ,  
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l N--I 1 zV--1 
vh = ~ .=Z o u~+~12 et w, = -~ .=o2" u~ 

Dans les courbes n o 3a on a f a i r : e - - - - - 1 0 - ' ,  k = 1 0 - 3 ,  et N~- -1000 ,  

(h = ]/lo). 
D a r t s  ]es c o u r b e s  n o 3b  o n  a ' ~ 1 0  -~  , k = 10 - 2  , e t  5 r =  100 ,  (h = 1 /10) .  

RE3I&RQUE 2,5. N 0 u s  a v o n s  montr6 que 

1 N--1 1 ~'-1 
~,,, = ~ ,Zo= , , ' , i + ' / " ~  ,,,, et w~ = ~ ~o= "~' ~ ""  

oi~ uh est la solution du probl~me (2.25) 
On peut montrer les convergences su ivan tes :  

(2.33) l i m  I~ n+l/2 ~]~h et lira u"~--Uh 
7 t - * O  n ~  

Num6riquement ,  la convergence (2.33) est rgalisge pour  n << 5 T ce qui est 

tr~s avantageux.  

REX~.RQU:E 2.6. La mdthode (2.26) de dgeomposition de l 'op6rateur 
Ah ram~ne donc un probl~me de dimension n-----2 i~ deux probl~mes de 

dimension n ----- 1. 
Nous pouvons encore augmenter  la comp6titivit6 de la mgthode en 

op6rant comme su i t :  
A chaque grape, nous avons ,~ r~soudre les 6qua t ions :  

(2.34) 

3 n A~'"~'+'/=+ " ; W / 2 = f '  + T ""  

o~  

a L , ,  = - v ,  I "t, - I I  ~, -) - ~ V=l - 

(2.35) 
oh. 
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R 1 

P~2 

10 -2 

COURBES n o 3a  

I~ - ~ . i / ~  , II~ - ~ 1 ~  

R I " l u  " V h i L 2  

. R 2 = ~u - WhlL2 

~ ~ = 10 

II 
II 

lR1 "'R 2 

; k=20  

0 100 200 300 400 500 600 700 800 

R 1 "~ R 2 

,-4---- 
900 ~ 1000 
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C O U R B E S  n O 3b 

10 -2  

Ib-h, II 2 
L 

R 2 

, a~-  ~:1~2 

R 1 = lU'Vh|L2 

R 2 = Ru - ~ h l L 2  

; ~ = 1 0  

X = 2 0  

R 1 -~ R 2 

R 1 ' ~R  2 

10"4 I I 1 | I t I | I i ~'~ 
0 10 2O 3O 4O 5O 60 7O 80 9O ~00 
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Au lieu de r~soudre ces deux dquations i~ l~aide des i tdrat ions in te rnes  
(2.28), (2.29) on peu t  aussi remplacer  (2.27)~ (2.32) par  

(2.36) - -  Ft (I F't Uh I ~":l u~, +1/2) - -  2 r2 u~, 4-'/2 -'Jl- ~ 

"7,+' = A  + (2.37) - -  F2(1172 u~+'/21 re u~+') - - 4  I/2 ,,h ~- ~ 

Les deux ~quations (2.36), (2.37) se r~solvent  alors tri~s r ap idement  p a r  la 
mdthode de Gauss .  

Cette mdthode semble g~ngrale. 

2Ome mdthode : mdthodes itdratives directes. 

1) Cas eli le param~tre ~ est f ixe.  

On r~soud le probl~me (2.24) par  la mdthode i t~rat ive s u i v a n t e :  

(2.38) S h u~+' = S a u~, - -  Q (A a u~ - -  f ) 

avee 
2 

et Q= /e 2(2r 

a, v e o  

N =  II/hll , et C(N)~-2 V -t.-2, uOh.= O. 

On suppose ~ priori  que la solution exaete s'~eri6 : 

(2.39) u = (x - -  x ~) (y - -  y~). 

On prendra  alors 

fa  --'--.f ----~ - -  2), (I D,  u I D ,  u) - -  D 2 ([ D9 u I D~ u) - -  2 / I  ,,. 

Lea it~irations (2.38) pe rme t t en t  alors de calculer  (u~) pour  h fix~, que 
l 'on pour ra  comparer  ~ u donn4 par  (2.39). 

A chaque i tgrat ion principale  (2.38) nous inversons  s  
2 

S h - - - - - -  ~ F~ par  la mgthode bien eonnue de Gaus-Seidel  cf  [16] d ' a i l l eurs  
i = 1  

moins rapide que la mdthode de (( re laxat ion  successive >> [16] utilis~ie d a n s  
la premiere  mgthode  pour  Pinversion de ce mfime Sh.  
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D a n s  les i terat ion in ternes  de Gauss-Seidel  on r~ini t ia l ise  chaque  fois 

h 0. Le  tab leau  su ivan t  rdsume les r6su l ta t s  numdr iques  de ce t t e  exp4rience 

pour  ), ~ 20. 

1/10 

1/2o 

II " - "~ II ,,, 

6,34.10 -5 

2,43.10 -5 

Temps  d 'oxdcut ion  on C. D. C. 3 600 

30,39 s pour  60 i tdra t ions  

6mn 26 s pour  150 i tdra t ions  

1 1 
L '4vo lu t ion  de l ' e r reur  I] u -  u~ ]]L. pour  h ~ - ~  et h = 2 - 0  en fonct ion 

du h o m b r e  n d ' i t6ra t ions  est r~sum~e duns  la cou rbe  n o 3c. 

D u n s  les calculs precedents ,  nous  avons  posg 

( 2 . 4 o )  
u (i Q- 2 , j )  -[- it (i - -  2 , j )  - -  2u ( i , j )  2 

V 1 u (b J) = 4 h 2 

et une  formule  ana logue  pour  V~ U (i, j). 
Q u a n d  on pose : 

(2.41) "V~ u (i , j)  = u (i -[- 1, j)  -~- u (i - -  1,j)  - -  2u ( i , j )  
h ~ 

et une  formule  ana logue  pour  V'~ u ( i , j ) ;  nous  ob t enons  les courbes  n o 3d 

et bien en t endu  les limites de conve rgences  song e x a e t e m e n t  les m 6 m e s ;  
mais le temps d'exdct~tion est aT2roximat ivement  divisd Tar  deux.  

P o u r  h ~ 1/10 on effectne 60, i td ra t ions  en 11 s. 

P o u r  h ~ 1/20 on effectue 150 i te ra t ions  en 3 mn 28 s. 

2) Quelques remarqttes. 

1 - -  L '~qua t ion  (2.38) peut  encore  s 'ficrire 

(2.42) , ,~+'  = s ~ '  ( sh  ,,7, - -  q (Ah =?, - - f h ) ) .  

Comme on inverse  l ' opgra teu r  Sh pa r  la md thode  i t~rat ive  de Gauss-Seidel ,  
on p e u t  p rendre  comme valeur  ini t iale de u~,+~ pour  m ~ 0 le vec t eu r  u~ de 

P i tg ra t ion  pr~cddente.  Ceei amdliore grandement  la convergence (le Laplac ien  

est  a lors  iavers6  en quelques  i t4 ra t ions  seulement)  et le temps d 'ex&ut ion  
du programme.  
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C O U R B E S  n o ~ c  

10-3 

10--4 

10-5 

h ='1/10 

h = 1/20 

22 

20 40 60 80 100 200 300 
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C O U ~ E S  n o 3 d  

~0-3 

I~- ~lL~ 

h = 1 / 1 0  

J 
h = 1/2o 

l& 

0 20 40 60 80 100 200 300 
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2 - -  L 'dquat ion  (2.42) pent  encore s '6crire 

(2.43) +' = = QS -' (Ah u T , -  fh). 

Sous cet te  forme, les erreurs  d 'arrondi  in t e rv iennen t  moins dans l ' exdcut ion  
des calculs.  

Compte  tenu  de la remarque prdcgdente~ et  si de plus on fait  f a  ----- Ah, t  
dans (2.43) on obt ient  pour  2 = 10, h ~ 1/15 au bo,tt de n ~ 500 i tdrations 

H u ~ -  u ILL'= 7"10--'2 soit  ~ peu de chose pros la solut ion e x a c t e . . L e s  cal- 

euls ont durd (compilation n t- exdcution) 2ran en C.D.C. 3600. 

( 1  )1]2 
3 - -  Si on fair qo = ~ / C ( ~ )  avee C ( N )  = 2 ~ -  ~- ~ et  h r =  ~ I [ fHL3/2  

la convergence  est  plus lente. On peu t  la rendre  plus rapide en s u r e s t i m a n t  
le pa ram~t re  ~. 

Les courbes  n o 3e donnent  l 'dvolution de l ' e r reur  I] u ~ - - u  IlL, en fonc- 
t ion du hombre  d~itgrations n pour  h ~ 1 / 1 0  et  pour  Q ~ Q o  ~ 4 0  ~o, 

Q ~ 5 0 ~ o  et ~-----60~0 (on a f a i t f h ~ f ) .  
:NOUS avons  alors les r~sultats su ivan t s  : (h ~---1/107 ,~ ~ 10). 
On pose 

hr----- hombre  d ' i t~rations ~ par t i r  duquel  on obt ien t  la s tab i l i sa t ion  
des rdsul ta ts  

T ~  temps  de ealcul compi l a t ion - [ - exgeu t ion )  en C.D.C. 3600. 

E 

N 

T 

1,12.10 -s 

480 

1 mn 09 s 
pour  500 
i tgrat ions 

40 #o 

1~12.10-~ 

80 

1 3 s  
pour 100 
i terat ions 

50~o 

1,12.10 -5 

100 

15 s 
pour  100 
i tdrat ions 

60 ~o 

1,12.10 -5 

80 

14 s 
pour  100 
i tdrat ions 
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C O U R B E S  n 0 3 e  

lo -4  

Uu~ - U |L2  ), ,, 10 ; h = 1 /10  

p = / C 2 ( N )  

= _  ; (21~--- ~ Ilfll 3/2) I/2 

6 0  p 

~op 

I n 
lO-S ~ ' ' I I 1 I : 

.20 40 60 80 100 200 ~'~" 300 400 500 



126 M. SiBo~-r : Mdthodes itdratives pour les equations 

3) Cas oie le par&m~tre ~ e s t  variable avec les itdrations n. 

Les i tdra t ions  (2.43) peuvent  aussi  ~tre effectu6es avee un  pa ram~t r e  

var iab le  donn6  pa r  

( A u  n ~ A u n _  1 ~ Un ~ Un_l)  

e,, = [,S-1 (Auh - -  Au,,-l)] 2 

Nous  a v o n s  fair l ' expgr ienee  pour  h ~ 1/10~ ). = lO,fi ,  = A a u .  
A u  b o u t  de n-----400 i terat ions  on a :  { l u ~ - - u I . L ' ~ 3 ,  5 9 . 1 0 - r '  soit  

p r a t i q u e m e n t  une  e r reur  relat ive de Fordre  de 10 -1~ 

Le t e m p s  de calcul  (compi la t ion-~-exgcu t ion)  en C.D.C. 3600 e s t  de 

2 mn  6 s p o u r  400 i tgrat ions.  

I I  - -  4 Probl~me 4 :  rdgularisation elliptique. 

On eherche  u E W~' 3 (.Q) v~rifiant P~qua t ion  

(2.44) Bu ~ f  pour  f donn~ dans  L 3/2 (~)  

avec  
2 

B u  ~ - -  Z D~ ( { Di u { D~ u). 
i ~ l  

alors le probl~me (cf. thgori~me 4.1 de [14]). 

An  ---- f 

A u  probl~me (2.44) on assoeie 

(2.45) 

~ v e c  
2 

A u ~ - - - - -  ~ D i ( { D ~ u I D i u ) - - 2 A u  ~ Bu -- 2 A u  
i=1 

a v e c  
2 ~ 0 destin6 ~ t end re  vers  O. 

~ o u s  r e p r e n o n s  alors  ]e probl~me discr~tis~ (2.25) 8ous la forme 

(2.46) Ah uh ~ f h  ----- f 

e t  les i t6 ra t ions  

(2.47) u~ +l = u~ - -  ~h Sh -1 (Ah u~ - - A )  
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2 

sh---- - - z  v~ 

2 2 

A , ,  ,,",, = - -  Z V,  (I V, ,,~ I V, ,,'~) - -  i z ~ ,,~ 
i = l  i = 1  
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(A h u ~ -  A h u~ - i , . ~ - u ~ - l ~ h  , 
n n - - l ~  2 

q" [ST, ~ (Ah uh - -  A h  uh )l 

On sait  a lors  qu ' on  a l e s  converges  s u i v a n t e s :  (cf. th6or~me 4.1 de [14]) 

u~ ~ - - - ~ u h ,  uh ~ tan t  la so lu t ion  de (2.46) 

Ph ~h-~-"~'Ul~l~X ~tant  la so lu t ion  de (2.45). 

Enfin ul ~ u, u d tan t  la solut ion du  problgme (2.44). 

P o u r  a p p r o c h e r  la solut ion u du probl~me (2.44) nous  al lons 
pour  n suf f i samment  grand,  )~-----1/50 et h- - - -1 /10 .  

On  se donn6 une solut ion exac te  du problhme (2.44):  

rdsoudre  (2.47) 

(2.48) u = (x - -  x 2) (y - -  ye) 

on pose alors  

fh =f----- Bu. 

On calcule  (u~,. z) ~t l 'a ide des it(!rations (2.47) et  on compare  le rdsu l ta t  avee 
u donn6  par  (2.48). Nous  ob tenons  au  bou t  de u = 360 i tg ra t ions  l ' e r reur  
s u i v a n t e  : 

pour  _hr:> 360 les r~sul ta ts  sont  s ta t ionnai res .  

Le calcul  ( compi la t ion-~-exdcu t ion)  eu C.D.C. 3600 a durd  2mn 12 s 
p o u r  n ~--- 500 i tdrat ions.  

D a n s  la courbe  n o 4 nous  donnons  pour  h ~ 1/10 P~volu t ion  de l 'er- 
" - - u l l L  , en fonct ion des i tdra t ions  n. r e u r  II "~ 
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C, O U R B E S  13, 0 4 

10-3 

10-4 

10 " 5  z I , ~ t 

0 1 0 0  2OO 

h " 1/10 

I I I I 
300 ,tOO 5OO 6OO 

n iterations 

7~ 
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I I  - -  5. Probl~me 5. 

Soit 
9 = ] 0 , 1 [ X ] 0 , 1 [ .  

On cherche u E Wo 1' 3 (~) vgrifiant F6quation : 

(2.49} - -  ~ + I ~ I,e = f  o~ f ~  L2I~ (~). 

Le probli~me discrgtisg s 'gcri t  dans Pespace Vh.  (cf. [14]) 

(2.50) - ~ v~ ,,~ + l , ~  I ,~  = f ~ .  

La suite (,~t~) d4finie par  Pit4rat ion 

(2"51) u;~ +1 = u~ - -~S-~  I (Ah u~ - -  f h) 

oh 

/ = l  

Converge  vers  uh solution de (2.50) et on a p h ~ t h ~ - - - ~  ~ solut ion de (2.49); 
h ~ o  

oh Ph est  l 'opgra teur  de prolongement  de Vh darts V~--- W0 l' ~ (~2). 
5Tous savons alors qu 'on a la re la t ion :  (cf. thgor~me 1.1 chap. I) 

II ,,~+~ - ~ II ~ ~ o [I ,,~ - ,,~-~ II ~ (25~) 

a v e e  

(2.54) 0 - - - - 1 - - ~  

0 est  alors le coefficient de contract ion des i terat ions (2.51). 
~ o u s  voyons alors que 

pour  h ~ 1 / 1 0  ~----1,510 -2 et  0 ~ 0 , 0 8 5  

pour  h ~ 1 / 2 0  ~o~4~3410 -~ et 0-----0~995 
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la convergence est doric tr~s mauvaise pour  h ~ l / 1 0  (domaine de 100 
points) et  impossible matgriellement pour h-----1/20 (rgseau "~ 400 points). 
Pour  la dimension n ~ 1 cette m&hode &air encore suffisante 

Une nouvelle est imation du param~tre Q. 

Darts Ia formule (2.52) on peut  encore 4crire 

2/V 
(2.55) e ~ 1/C~(N) avec C (Z ~) == 1 + 23/2 h 

et 

(2.56) ~ = Y~ItA II. 

P a r  ailleurs on sait  que (cf. Thfior~me 1.1 chap. I) 

(2.57) h r ~  2 [ut`] = 2 I/2-]1 uh I[Z," 

Le meilleur choix de la constante N e s t  bien en tendu  2 [uh] = 2 I/2 ]1 u ,  lit., off 
uh est la solution inconnue de (2.49). L 'es t imat ion (2.56) est  trop large par  
rappor t  ~ Pest imat ion 

(2.58) ~ = 2 [uh]. 
Mais 

(2.59) [ ~ ]  = [,,~ - ,,~ + ,,~] < [,,~ - , r  + [,,~]. 

Par  ailleurs 

[,,~ - -  Uh]2 ~ (A h ~t~ - -  A~, uh, u~, - -  at`) -~ II At, at` - -  At, u~ ]1" II ua - -  u~ ]l" 

Mais  

Donc 

[u h - u ~ ]  et A t ` u h = . t ) , .  II ~ , , - " ~  II = r 

. 1 
[ , , t ` -  , , ~ l ' ~  G H f -  a~ ~ ii o [ ~ t ` -  ,,~]. 

Soit 

I1A - ah  ~7, I1" (2.60) ["h - "~] < 
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Les  fo rmu le s  (2.59) e t  (2.60) d o n u e n t :  

1 

On pose  a lors  
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(2.61)  

E t  d ' ap r~s  (2.55) on a :  

(2.62) ~ ~- Q,,----- 1 / ( l ~ -  

On p r e n d r a  u ~ -~ O. 

RE~RQUE 2.7. D a n s  (2.61) on voi t  

la  m e i l l e u r e  e s t ima t ion  possible.  

que  lira hr~ ~ N 0 ~ 2 [uh] qui  es t  

RE~IXRQC~, 2.8. On peu t  donc  ef fec tuer  les i t e r a t ions  (2.51) de p lus ieurs  
man i~ re s  : 

a) u t i l i se r  Q fixe donnd p a r  (2.52);  ce qui  e s t  encore  poss ib l e  quand  

_ -  1 / l o .  
b) u t i l i se r  ~ ~ Q,~ donng pa r  (2.62). 
c) u t i l i se r  ~ ~--- q~ jusqu~i~ n --~p i t d ra t ivos  e t  c o n t i n u e r  avec  ~ ---- ~p 

fixe. 
d~ on p e u t  auss i  faire p i t6 ra t ions  avec  ~ fixe donn6 pa r  (2.52) e t  

p o u r s u i v r e  avec  (ou r ep rend re  les ca lculs  avec)  

2~Vp 
(2.63) ~ - . ~ o ~ p ~ l / C  2(h~) avec  C ( ~ p ) ~ l ~  23/2h e t  Np~---2[u~].  

~ o u s  a v o n s  essay6  tou tes  ces mdthodes .  ~ o u s  no tons  p a r  R,,~ RbyRo, R~ les 
r6 su l t a t s  ob t enus  pa r  les procgdds  a), b), c), d) s u c c e s s i v e m e n t .  

On  se donne  une  so lu t ion  exac te  de (2.49) 

(2.64) u (x~ y) ~ (x - -  x ~) (y - -  y~}. 

Ce qu i  donne  

(2.65) f---~ 2 [(x - -  x ~) -~- (y - -  y~)] -I- (x - -  x~) 2 -~- (y - -  y~)2 

on pose  dans  (2.51) fh  ~---f et  on ca leu le  u~ i~ l ' a ide  de ( 2 . 5 1 ) q u e  l ' on  
c o m p a r e  ~ u donn6 pa r  (2.64). 
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lqous avons les r6sultats suivants pour  h ---- 1/10 (domaine de 100 points  
int4rieurs) : 

Rgsultats  R~ 
h = 1/ lO 

l~dsultats R~ 
h- - - -VlO 

Rdsultats  Rd 
/ 9 = 4 0  
h = 1 /10  

hrombre 

d ~ itdrations 

250 

la convergence 

se poursui~ 

90 

apr~s rdsultats 

stationnaires 

80 
apr~s r~sultats 

stationnaires 

7,48.10 -4 

1~59.10 - n  

Exgcution q- 

compilat ion 

en C. D. C. 3600 

9 mn 

9780.10-12 

3 mn 18 s 

m n  

pour 40 -~- 80 

i terat ions 

REMARQUE 2.9. Darts la m~thode b) de la remarque pr~c4dento~ le 

coefficient de contraction des it4rations (2.51) est donn4 par  la re la t ion 

I I  - -  6 Problkme 6. 

0 - ~ - - 1 - - # n  

pour n = 1 0 ;  0i0-~-0,981 

pour n ---- 10 i 09o---- 0,640. 

Soit ~ un ouvert  borng de R n suffisament rdgulier. On muni t  Pespace 

w l , ~ ( 9 )  de la norme II ~' I[ = fr 17u ]IL~(~) avec  

17 u = I D~ u [~ , 
l 

qui en fait un  Banach uniform~ment convexe. On cherche u E Wo 1' ~ (~9) vg- 
rifiant 

1 1 = 1 ;  (2.66) A u = f  p o u r f  donng dans W-l ,q( l~) ,  ~- -q- -~-  
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avec 

i ~ l  

on sai t  (cf. [14] chap. II ,  w I I  - -  3) que le probl~me (1.66) admet  une so- 
lution unique.  

:Seas lui associons alors comme dans  [14] Pdquation discr6tis4e avec 
les no ta t ions  habi tuel les :  

(2.67) Ah uh -~- f h  Uh E Vh 

avec 

A h U , , = - - - Y V , ( I V i ,  u , , IP -2V ,  uh) oh V a u h =  IV, u,,? 
i ~ l  \ i ~ l  

x f  /;~ - -  h~ . . .  h,, y" O~, dx.  

Sons  allons main tenant  r6soudre P6quation (2.67) ~ l 'aide d~une m6thode 
i t6rat ive en nous pla~ant dans le cadre du thdor6me 3.1 chap. I .  

Posons  

- -  - -  Vi uh �9 

i ~  1 

On muni t  Vh dn produit  scalairo (uh, v h ) h ~ - ( u h ,  Vh)L, et d ' tmo nouvelle 

norme [u,,]~-: ~ !1 ~',u~ 11}.. 6quivalente a Ilu~ 1!V, = (,,,., ,,,),, � 9  B~, ,~  = ~ ,,~. 
i = l  

bTous avons alors la 

n + l  PROPOSItiON 2.3. La sui te  (ua,~) d6finie par  Fi tgrat ion (u~,~ ~ 0) 

(2.68) ,,+l ,, S - l  ,~ n "Ir --~- Uh, r - -  ~ it ( A h U h ,  r -}- e ~ ' . d h U h , , - - f h  - -  e~gn) 

avec gh donng darts V h ; converge vers  la solut ion uh de P6quation (2.66), 
quand n, r - - +  oo (avec E~--+ 0 quand  r - +  oo). 

Di~ONSTRXT~ON. Les hypotheses  H5), H6) du pa rag raphe  I -  3. chap. 
I sen t  t r iv ia lement  v6rifi6es. Nous allons v6rifier HT) en calculant  explici- 
t emen t  les param~tres  k, 5 r, C(5 r) et eufin ~. 

Posons  
Lh lth. r ~ A h  Uh, r - -  ~r ZJh Uh. , . 

lqous avons alors 

a) (Lh ~!h, r - -  Lh vj,, r ,  Uh. r - -  Vh. r) ::> ~, [Uh, r - -  Vh, r] 
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k- - - - e , .  

b) S u p p o s o n s  que [uh,,] ~ iV at  [vh . , ] -~  5r ;  il v i en t  : 

Donc  

/=1  i-~-i M e fJ~t 

P a r  ai l leura 

[Uh, ,] = : y , .  
I J .~, ~,h,, (~)1 ~ (h~ _. h,~ 

(2.69) I (Ah  uh, , - -  A h  Vh, , ,  Wh, , )h i  

On mon~re fac i l ament  que si 

I=,l~_~r', IP, I ~ N ' ;  ~,,~, rdels i = l , . . . , n .  

On a Pinggal i t6  : 

(2.70) 

p--2 p--2 

( C  ( V " r ~ i - -  ~ fl~ fli ~ ( p - - 1 )  n 2 N 'p-2  .~ I c t i _ _ f l i t .  

E n  posan t  a~ ----- V~ Uh,,  (x) ; fl~ = V~ vh . ,  (x), (2.69) dev i en t  : 

p--2 

(2.71) I (Ah  Uh,,  - -  a h  Vh. , ,  wh. ,)hi ~ (P - -  1) n--~-- 2V'P - 2  [Uh. ,. - -  Vh, ,] [Wk. ,]. 

Ca qui  d o n n a :  

(2.72) (/~h uh , ,  - -  s  vh, , ,  wh, ,) ~ C (~V) [uh, ,  - -  vh, ,] [wh, ,] 

a v e c  

(2.73) c (2v) = 
(p - -  1 ) n T  

.yp-2  -t'- e , .  ~v--2 

(h ... h ) - c  
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CatcuI de N.  

Nous avons successivement  

p+2 ~+2 

D'apr~s  une inggalit~ de Poinear~:  

oh C i (~) est  une eonstante  no dgpefldant  que de l ' ouver t  ~ .  On en d~duit 

que 
p+2 

1[ V, uh I [~ , ) ' t '~  (c~ (~9) n - r  llf~ -t- e, gh [1%) q/" 
i =1  

or Lp c Lu avec injection cont inue pour  p ~ 2. Done  

~+__~2 

D'ofi  

(2.7~) 

Enfin en posant  

p+2 

N = ( q  (~9) n -r-  []fh -t- ~r gh [ILq) ~/'. 

nous avons  la proposition. 

REI~ARQU:Z 2.10.  1. D = (0, 1) nous  a v o n s  

et 

enfin 

1 N'P-2 C ( ~ ) = ( p - -  ) ~ +  

e = ~ / v  ~ (~). 

8r 
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2. Nous sommes  aussi dans les hypotheses  du th6or~me 3.3 chap.  I. 
On a Ies i t e r a t i ons :  

n 8 n 6 n--i ~r 0 
Ah Uh -Jr" T ~II' = f h  q" T Uh ; = 

1 N 
et ~ 27 u~- -~u k  solution de (2.67); oh 

k 
- -  ~ 0 et h r e s t  un ent ier  tel que k N ~ -  1. 

8 

e - + 0 ,  k - + 0  (~, k ~ 0 )  avec  

3. II  peu t  4ire avan tageux  de p rendre  un pa ram6t re  ~ ~ ~ va r i ab le  
avec les i terat ions.  En  part iculier  on peu t  poser  e, ~ e et ~ - - ~  donng 

par  (2.74) jusqu ' f i  n ~ n o e t  pour  n ~  n o on pose :  

a v e c  

et 

e . + :  = ~/C ~ ( N j )  

p--2 

c(N. ' ) - - - - -  (io - -  :l) n-z-.N,:p - "  + ~  

y ' , ,  = S u p [ V , ~ , ~  t 

OU e D e o r e  

en+l  = ~/o~ (N . )  
a v e e  

et 

p--2 

0 (y,~) ---- (p - -  1) n 2 ~ - ~  
p--2 -2 l- 6 

(h~ ... h,3 - V  

2Ca ---- [us]. 

I I I .  I n e q u a t i o n s  a u x  d~riv~es pa r t i e l l e s  non l i n~a i r e s  e t  probli~me d ' o p -  
t i m i s a t i o n  su r  un  convexe  f e r m e .  

Soit  ~ un ouver t  born6 de R" de fronti~re F-----3/2 suf l i samment  rg- 
guli~re. On note par  x = ( x i , . . . , x , ,  ) un point  de R n. On d6signe par  
W 1,p (/2), 1 ( p ( - ~ -  co l 'espace des (classes de) fonctions u E/~P ([2) tel les que 

0u 
/)~u-----~.x EZP( /2 ) ;  les d6riv~es ~tant  prises au  sens des d is t r ibut ions .  

Wo I'p (~) d6signe l 'adh6rence de ~)(/2) dans  W1'P(/2). 
1 1 

On note  par  W - L q ( ~ ) , - ~ - + - ~ - - - ~ - 1 ,  le dual  de Wol'P(/2). 
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et 

Posons V----- W2 'p (D). On sait (ef. [9]) que, V coincide avee l 'espaee 

[ u [ u E . L ' ( ~ ) ,  D,  u E L ' ( ~ ) ,  i = l , . . . , n ;  u l r -w-O } 

( i ~ 1  

)lfp 
Muni de la norme Itull = 2~ ]l/),ull~p,~) , V e s t  

merit convexe. 
Soit X un convexe de g eontenant  l 'origine. 
On pose : 

un espace unifbrmd- 

~ > 0  p ~ 2  

et Pon cherche u E X tel que 

(3.1) (Au,  v - - u ) ~ ( f , v - - u )  ~ v E X  

pour f donn6 dans V ' .  

Nous avons montr~f dans [14] chap.  II~ que le probl~me (3.1) admet ta i t  
une solution unique. Le probl~me (3.1) se discr~tise alors (cf. [14] chap. II) 
sous la forme:  

(3.2) 

avec 
(Ah ~h, Vh - -  Uh)h ~ ( f h ,  vh - -  uh)h ~ Vh e Xh 

V~ uh (x) ~ hi 

1 
_ I f  O~dx  oh Oh est la fonction caract6rist ique d~un pav6 

A = h i  ... h~.]  

de centre  x et de cStds ht~.. .  ~h~ respec t ivement  parall~les aux axes de 
coordonn~es Ox i ... Ox~.  

Nous avons vu dans [14] (el. thgor~me 1.4 chap. I I ) q u e _ p ~ u a - - - > u  h 

dans W~I'P/Q) fort pour  i ~ 17 . . .~n ;  ua 4rant la solution de (3.2) dans 
Xa c Vh~ espace de dimension fini associ6 au param~tre h-----(h i . . . .  , h~) de 
discr~tisat ion;  et u grant la solution du probli~me (3.1). 
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On se propose  ma in tenan t  de rdsoudre numdr iquemen t  le p rob lbme (3.2) 

diserdtisd en prgc i san t  chaque lois les convexes  X et Xh.  

I I I  - -  1. Probl~me 1: le convexe X est une boule. 

Posons  

l ' 1 i ~ 1  

On cherche u E X solution de 

(3.1) (Au, v - -  u) ~ ( f ,  v - -  u) ~ v ~ X  

pour  f donn4 dans  W - L  ~ (/~) avec 

A, t  = - -  Z 1 ) , ( ' , D , u  I , - ~ D , u )  - -  2A,t ~ > O. 

Darts un espace Va(Qh) de dimension finie (cf. [14]) (3.1) s~dcrit sous  la 

forme (3.2) avec 

Nous allons m a i n t e n a n t  r6soudre par  i tgrations le probl~me (3.2), (33).  
Posons  

st 
2 

S h u h - ~  ~ 2 V~uh. 
i~-.~l 

On mun i t  Vh(Dh) du nouveau produi t  scalaire 

[uh, vh] ---- (Sh uh,  *'h)l, ---- .Z (V~ uh,  17~ vh)L,(~) 

et de la norme  associde 

On ddfinit alors 

I 
ra si [ v a ] ~  1 

si [Vh] > 1 

et l 'on cherche une suite (u~) approehan t  la sola t ion uh E X• (Xh dtant  dgfini 
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par (3.3)) de l ' indquation 

(3 .2 )  (Ah uh, vh - -  '~h)h ~ ( f h ,  V~, - -  uh)~ 

a v e r  

(3.4) 

~ vh e Xh 

A , , , h = - -  5: 5: 

~OUS avons alors le 

(3.5) 
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TH~OR~ME 3.1. 1. La suite (u~) dgfinie par  l ' i t4rat ion 

= P ~  " s-~ (Ah ,~ --A)) u~ +I (uh-- e h 

X . ~ -  

D ~,~ONSTRATION. 

1. On vgrifie facilement la relat ion 

(3.6) (An  uh - -  A u  vh , uh - -  vh)h ~ ,~ [uh - -  vh] 2 

Caleu l  de C (.57). 

Supposons que [uh] ~ 2V, [vh] ~ z~ r. On a alors : 

(h~ ... h,,) p 2 

2 
la constante  N pouvant  ~tre prise 6gale t~ ~ - ~  I]fh ]!r,'ta)" 

i 2. De plus on a _Phuh--)-U dans 
h - +  0 ;  off u est la solution (3.1) avec 

W~ I'p (~) fort  i -~ 1, 0, . . . ,  n quand 

u lu E Wo Lp (~) ;  2~ II D, u HL~a)~ 1 . 
i = l  

On se place dans le cadre du th6or~me 1.1 chap. I. 

uh, vhE Vh. 

C ( N ) - ~ ( p - -  1) 

oh X~, et Ah sont donn~s par (3.3) et (3.4); converge vers Uh solution de 
(3.2) quand n---~ ca pour u ~  0, ~ ~ ~/C ~ ( N )  e t  
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Donc 

:Par ail leurs 

[Uh] N '  
I Vi Uh (X) l ~ (h i ... hn)ll2 - -  ~ x et  ~ i. 

I ( a .  uh - -  Ah vh ,  w,~b, ] < 

Ce qui donne 

En posan t  : 

(3.7) 

( ,~  tl lV,,,~ I ~-~ w,, ,~-  I V, v,, i~-~ v, v,, lib) ''~ (,=~ II v, ~o,, 115) '/~ 

+ ;~ z II v,(.,, - ~,,)I1~,, II v, w,, II.. 

I(Ah u h -  Ah vh, Wh)h I ~ :  C ( N ) [ " n -  v~] [wh]. 

c ( 5 , ) =  (_p - -  1) sT,p_= + ~. = (p _ 1) 
N p ~ 2  

p_~ + ) , .  

(h,  ... h . ) - ~ -  

+ 

Calcul de N.  

On a succes s ivemen t :  

]] V, Uh lily ~ (Ah Uh , "h)h ~ []A IILq ]1 U,, ]I:~P 

i~1 i~1 

off C i ( ~ )  est  une cons tante  ne ddpendant  que de l ' ouver t  ~2. 
Comme /~v ~ L2 avec une injection cont inue pour  1o ~ 2 ;  on a :  

p \lip 

Donc 5 r ~  c t* ind~pendante  de h. 
En  posan t  q-----2/Ce(N) les i t6rat ions (3.5) sont  convergentes  d~apr~s 

]e thfior~me 1.1 chap. I .  

2. Cette asser t ion  dficoule du thdorgme 1.4 chap. I I  de [14]. 

R~.~iArtQUE 3.1. 1. D~apr~s le th~or~me 1.1 chap. I on peu t  aussi  p r end re  

2 
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2. La  formuIe  (1.6) du chap.  I d o n n e  les m~jora t ions  de Verreur  s u i v a n t e s :  

oh C~(Q) est  une  cons tan te  ne d g p e n d a n t  que de F o u v e r t  D et 0 = 1 - -  

-- ~.~IO ~ (iv) 

- 2 Log I! ,,~ II + 2 Log 
3. S i n  co on a alors 

Log  0 

D a n s  la p ra t ique  ces majora t ions  son t  r4alis4es pour  d4s va leurs  de n 

b ien  inf~rieures.  

R E ~ x ~ Q u ~  3.2 : 1. Si ~ = (0, 1), h > 0 on mon t r e  pa r  u n  ca lcul  facile 

que l 'on  peu t  p rendre  selon la c o n v e n a n c e  

2 1 1 
N = ~ IIA }!- ou i v - -  [ [ f l ]~  avee  - -  + - -  ----- 1 

~o q 

et 
2u 

c (N) = (p -- l) -~-~_2 +x p ~ 2 .  
h~- 

2. Si ~9=(0,I)>< (0~i) et h i =h e=It on peut prendre 

N= ~ i 

et 
./-~T p- -2  

c (N) = (p -- i) ~ + 

3. D~autres es t imat ions  de 1~ c o n s t a n t e  N c o n d u i s a n t  ~ un  mei l leur  

coefficient de con t rac t ion  0 = 1 son t  poss ibles  (cf. chap.  I ,  1.2) 
C I (N) 

R~sul ta ts  numdriques : un exemple  unidiment~onel .  

On cherche  u E X C Wo ~' ~(0, 1) v~r i f iant  

(3.8) (Au~ v - -  u) ~ ( f ,  v - -  u) ~ v  s X pour  f donn4  dans  ~58] e (0,1) 
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a V e C  

a ( ~ulau  ~ _a~u 
dx ~ ~x ] -- ~ ax ~ 

1 I x =  . luCWo ~'3(o,U, ~ ~ 1  . 

Au problbme (3.8) on associe le probl~me diserdtis6 

I (A^ uh , vh - -  ~'h)^ ~>(J'n, vh - -  uh)h ~Vh ~Xh ;fh = f  

(3.9) l A h  Uh ~ -  - -  V ( [ VUa [ VUa) - -  ~ V ~ Uh 

t 

et Pitgration 

(3.10) 

n t t ~ O  

a v e c  

Su-------V 2 , a = ~  et C ( N ) ~  2t/h 

Cherchons une solution exacte de la forme 

u (x) ----- a (x - -  x 2) x r (0,1) a > o. 

Elle doit bien en tendu v~rifier Pdquation 

[ du\-I  ] ~2 
(3.11) ,, = 2~ ,, - ~ [ -  ~ )  (a,~ - - f )  ; ~ --  a ~  

Posons alors f ~ Au -{- 2 

ce qui d o n n e \  dx]  ( A u  - -  f )  ~-  - -  (x - -  x~). 

o r  

Ce qui donne 

P~ {u - os-1 (A,, - - f ) )  ---- P~ {(~+ 0)(~ -- x~)} 

d a ~ - 0  
[ ( a + e ) ( x - - x ~ ) ] = ( ~ + e )  ~ ( x - - x ~ )  ~ - -  W > 
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si on pose  :r ~ ~r~ on a alors 

p S  lu _ ~ S - ' ( A u  - - f ) }  -~ }/3(x - -  x ~) = u ce qui  vgrifie (2.4) 

~ o u s  p renons  done u ~ ]/3(x - -  x ~) comme so lu t ion  exac te  et  f ~ A u  + 2. 

N o u s  ca lcu lons  alors par  nos m6thodes  (u~) (h---)-0, n - - ~  r que  nous  com- 

p a r o n s  ~ la so lu t ion  u (x) = tf3-(x - -  x~). L ' o p 4 r a t e u r  Sh - -  - -  V 2 es t  invers6 

Paide  de la m6thode  bien connue  de Gauss -Se ide l  [16] ;  les i t4 ra t ions  inter- 
nes  d e v a n t  se poursu iv re  jusqu~i~ ce que  

(Z  l "'~+~ (i) - -  u m (i)I~)~/: . <  I o - ~ .  
I 

h 'ous  ob tenons  les rdsul ta ts  s u i v a n t s  p o u r  2 = 1 0 :  

II "~ - " I { ~ , =  2.1o-,~ pour h = 1/10 

I! u~ - - u  !!z,~--- 5 . 1 0 - '  p o u r  h----- 1/20. 

~ o u s  c o n s t a t o n s  que les r4sul ta ts  son t  un  peu moins  prgcis  que duns le 
probl~me 2 p o u r t a n t  plus compliqu4.  Cela t i en t  '~ la mani~re don t  on cal- 
cule  la projec t ion sur  Xh (cf. r e m a r q u e  3.4). 

P o u r  ce probl~me fi une  d imens ion  nous  n ' a v o n s  pus cherehd ~ obteni r  

des <~ pe r fo rmances  ~) num~riques  (cf. p robl~me 2 en d imens ion  n ~--2). 

RE)IARqUE 3.3. 1) L 'g tude  des ma jo ra t i ons  ~ priori  de la solut ion 

exac te  u, condui t  k une  mei l leure  e s t ima t ion  du  coefficient de con t r ac t iba  
0 c o r r e s p o n d a n t  aux i tgra t ions  et pa r  c o n s 6 q u e n t  a une  es t ima t ion  du 
n o m b r e  dq t~ra t ions  a effectuer pour  avo i r  [ u ~ - - u ] ~  pour  e donng 

Favance .  Si lyon a des r e n se i gne m e n t s  su r  la n o r m e  In], le hombre  dqt~- 
r a t ions  p o u r  avoir  la solut ion d iminue  g r a n d e m e n t .  Mais  le probl~me peu t  
t o u j o u r s  ~tre r4solu rien qu~avee des e s t ima t ions  ~ pr ior i  de [u] ob tenues  
'~ pa r t i r  de Pop~rateur  A. 

Nous  donnons  ~ t i t re  d ' exemple  F~volu t ion  du coefficient de contrac-  

t ion  p o u r  les i te ra t ions  (3.10) en fone t ion  de ~ pour  h fix~ h----~-~ selon 

que Iron es t ime In] par  

2 ilfl!L ' ce qui c ondu i t  ~ 0 t - - - 1 -  2~ ~ t =  T 
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N ~ =  IlJII~&l~ ce qui conduit ~ 0 ~ =  I -  
~2 

Nous voyons que la majoration [u] < N ~  est plus avantageuse pour 2 < 16. 
Pour ). assez grand les deux majorations h priori sont eqmvalentes. 

e= i 

o (~) 

I 
16~2 

2) Pour d'autres estimations de N cf remarque 3.5. 

Rdsultats numdriques : _Exemple bidimensionel. 

Soit 
~9 ---- (o , l )  x (o,1) 

on cherche 

l (2 2\1/2 I (3.12) ~ x =  ~ I ~  w~'3(~); ,zf lvi~ . )  <~  

v~rifiant P~quation 

(3.13) (Au, v - - u ) ~ ( f , v - - u ) ~ v E X  p o u r f  donn~ dans Z, 3/2 (D) 

avec 
2 

A u - ~ - - -  Z .DI([ .Diu[D~u)- - .~A ~ > 0  
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A u  prob lbme (3.13) on assoeie le p rob lbme discrdt isd  

(3.14) (Ahuh ,  vh - -  Uh)h > ( f h  , Vh - -  uhb ,  Mv~,  ~ X h  

avec  

l ( 2 2 ~1/2 t (3.15) Xh---~ ",,~V~I ,----,Z II V,,,,,il~.) ~ 1 

et  l ' i t d ra t ion  

(3.16) 

o/1 

2 2 

Ah .,,,,. = - z v,  ( I v,,,,,, I v,,, , ,)  - ~ z v~ .,,,,. 

"} :+ '  = ~x"h ("'?-,. - -  ~o,S[' (A,, . . , ,~ - -  A ) )  

i ~ l  ' ~ ' 

Les  m6mes  cons idgra t ions  q u ' e n  d imens ion  n == 1 (problbme 1) condu i sen t  
/~ p r e n d r e  comme solut ion exacte  

(3.17) u = 4 ~  (x - -  x 2) (y - -  ye)(x, y) E (0, 1) X (O, 1). 

Posons  alors 

(3.1s) .5, = f (x ,  y) ----- A u  -4- 2 (x ~ x~) + 2 tY ~ Y~). 

zNous ea lculons  par  (3.16) la sui te  (u~,) que nous  c o m p a r o n s  's u donnd 
pa r  (3.17). 

L ' o p d r a t e u r  S^ = - -  2 V~ est  inversd par  la m6 thode  de re laxa t ion  

seccess ive  cf. [16]. 

RE.~tAr~QUE 3.4. On a ehoisi la so lu t ion  exacte  telle que  [u] = 1. Q u a n d  
on calcule  In] par  l-'t mach ine  on t rouve  [u] = :r vois in  de 1 s u i v a n t  les 
va leu r s  du pas h. Auss i  darts les i td ra t ions  (3.16) on ddfinit  la pro jec t ion  
de la manii~re s u i v a n t e ;  

P o s o n s  : 
n n --1 A n 

vh = u~, - -  q S h  ( h u~, - -  f i , )  
Si 

Si 
[v~,] ~ :  a alors u ~ + l =  v~, 

[v~,] > ar alors  u ~ - l - - -  - v n 
" fv~] 

ee qui  dlimine l ' e r reur  sur  le ealcul  de la no rme  [ ]. 

10 
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:Nous o b t e n o n s  alors  les r & u l t a t s  su ivan t s  : 

1) P o u r  2 ~ 10, h = 1/10 on a 

II u'~ - u ][z,--- 4 - 1 0 - 5  avec  n = 70 i t&a t ions  
h 

2) P o u r  2 - - - - - 1 0 7 h = 1 / 1 5  on a 

[[ u ~  - -  u IlL, = 2 . 1 0  -~ avec n = 80 i te ra t ions .  

REMARQUE 3.5. ~ 0 u s  pouvons  aussi  am~liorer  l ' e s t ima t ion  du p a r a m & r e  
de la mani~re  s u i v a n t e :  

on a v u  que  
N 

q ~ 2 / C ( N )  avee C ( N ) ~ 2 ~ + Z  

et N eat  une  c o n s t a n t e  telle que [u] ~ h r. 

Nous  p o u v o n s  auss i  4cr i re :  

(3.19) e ---- ~/C (N') avec C (N ' )  ----- 2N" + h (el. fo rmule  (3.7)) 

a v e c  

Sup  [ V~ , ,~ ] ~ hr '  

nous  p o u v o n s  alors  p o s e r :  

(3.20) ~) ----- ~),,----- 2/C2 (N~,) C(N~) -~- 2hr', 27 ,i 

en p r e n a n t  

N,: = Sup  [ r  ] 

Ceci am~liore b e a a c o u p  les r~sul ta ts  puisqu~on a :  

pour  ~ - - - 1 0 7 h = 1 / 1 0  [ ]u~- -u{ lL , - - - - -8 ,4 .10  - ~  avec  n-----18 

i tg ra t ions  et apr~s,  les rgsu l t a t s  sont  s t a t ionna i res .  
L ' e r r e u r  r e l a t ive  es t  de Pordre  de 10 -5  . 44 s suffisent on C. D. C. 3600 

pour exdcuter 50 itdrations (compilat ion 27 exdcut ion) .  

I I I  - -  2. Probl~me 2 :  rdgularisation elliptique. 

O n  v e u t  r~soudre  dans  W~'a([3) l ' i ndga l i t6 :  

(3.21) (Bu, v - -  u) ~ (f7 v - -  u) 

a v e c  

~ v E X  

B,, = - D , ( I - , u  I ' , , , )  
i = l  

oil X est  donn~ p a r  (3.12). 
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Le thdor~me 4.1 chap. I de [14], mont re  qu' i l  suffirait  de r~soudre 
(3.13) pour  Jl assez petit.  

On alors u~---~u (solution de (3.21)) duns W~,3 (/2) fort.  
~.~0 

Nous utiliaona alora lea i tgrationa (3.16) en poaant  

k~ 
(3.22) q ~ ~" ~ 2N~ -~- k). avec A~,: ~--- S u p  I V i l * ~ - I  I 

oh k est  une constante  ~ choisir. 
(Ce param~tre  e est en fait  une va r i an te  de (3.20)). 
Nous obtenons alora lea rgsul ta ta  s u i v a n t s :  
Pour  h ~ l / t 0  (domaine h 100 points  int~rieurs). 
I1 suffit de prendre ;t ~ 1 / 1 0 0 ( K ~  1000) pour avoir  au bou t  de n ~ -  900 

i terat ions 

II - - I1 , = 1 , 1 o .  lO-  h, ~. 

oh u est la solution exacte de (3.21), (312). 
6 mn 25 a suffisent pour  le calcul de 1000 itdrations en C. D. C. 3600 

(exdcutiou~- compilat ion) .  
Nous avona donc en fait lea c0nvergences  su ivan tes  : 

1) u~,~ solution de (3.16) converge  vers ua,~ solution de (3.14) 

2) phuh.~ ~ o  u~0h u~es t  la solution de (3.13) 

3) u~ --~ u o~t u est  la solution de (3.21). 
).~0 

RE)I/kRQUE 3.6. Cet exemple  mont re  qu 'on  peu t  encore avec un ehoix 
op t imum du param~tre  ~ ~ , , s e  passer  encore des m4thodea ~ double 
i tdrations du chap. I pa rag raphe  I-3. 

I I I  - -  3. Probl~me 3 :  le convexe  X est c6ne. 

Soit E un compact  do .Q. Posons le m~ime probl~me que dans l 'exem- 
ple I I I  - -  1 eu p renan t  cet te  lois comme convexe :  

p . p  a u r  E } .  

Un probl~me analogue pour l 'opgra teur  du 2~me ordre eat pos6 
On mont re  faeilement que 

(3.23) X a - -  (uh ~ V~ I uh(x) ~ 0 p . p  sur  E}.  

I I  s ' ag i t  de t rouver  uh E Xh solution de 

(3.24) (Ah ~h ~ Vh - -  Uh)h ~ ( f h ,  Vh - -  Uh)h ~ Vh E Xh 

dans [10]. 
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i = 1  i = l  

Nous ddsignons par c~a le rdseau des points M de la forme 

M = (m i h i , ... , m,, ha) ; m i e n ,  

Nous posons 

O) M .~_ ~ mi 
h,q 2 

avec q~ entier positif non nul. 

eat la fonction 

i - . ~ l , . . . , n ;  h i > 0 .  

h,] 

I q l < l  h,q 

earactfiristique du pard de centre M de ebtds 
respectivement parall~les aux axes de coordonndes o x ~ , . . .  , o x ~ .  

Pour tout uh EVa on peut @rite:  

off 

Soit alors v h =  2 ~t W~-~- Z ~ W ~  alors 

vl, E Xh <--~> }~ ~ 0 p- p sur -Q~. 

PROPOSITION 3.1. Si uhE Va alors 

M 

si M E D~, 

si M ~ D,~ 

si M E ~ ,  

et ~ ~ 0 

et ~ < 0 

~ > 0 .  

h i ~ ... ~ hn 
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D~.~ONS'r~iTION. :Nous ~vons en effet ~t minimiser Pexpression 

II .~  - ~ ? = z I ~ - ~ I ~ + z I , ~  - , ~  I ~ 

t ce qui donne ~ l~ - - - -~  et 

D~oh le 
l ~0 ~ si r  

TB[]~ORh~IE 3.2. 1 - -  La suite (u~) ddfinie par  les i t4ra t ions :  

(3 .25 )  ,~;:+1 = P~ '  ( ~ -  e, s , -~  (A h ~2 - - f h ) )  Xh 

x h =  {,~h~ Vhl ,~h(x)~0  P ' r  su~ El  

converge vers Uh solution de (3.24) pour  u~ et S i convenables  (el. d4mon- 
s t ra t ion  du th4or~me). 

2 - -  De plus on a p i  u h - + u  duns W~ a,p(D) fort  quand h - - > 0 ;  off u 
h 

est la solution de (3.1) avec 

x = 1,, I,, ~ Wo ~'~ (~), u >_ o p.~, sur  E}. 

D~IONSTRATION. 1 ~ 

a) P o s o n s  S~ u~ = S~ uh = - -  .,~ V~ uh 
i = l  

et 

si  

a lors  o n  a 

/ ~ p - - 2  

e~----- oi = a / C [ ( Y )  avee C t (N)---- ( p -  1) p_~ + 

(hi ... h,,) - T  

N__. 
2 

;t f 7  ]].t',,l[~o si , , ~ = 0  

m 1 

et les i t4rations (3.25) convergent.  

b) si fn 1 = u~ - -  @1 S~ - I  (Ah u~, --f~,) g X h 
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alors  on  pose 

on d( imontre  f a c i l e m e n t  que 

e a r  

De m~me si 

o n  a :  

ce qu i  e n t r h i n e  

De m~me n o u s  a v o n s  

D~ofi 

I1 ' ~  II ~ =  ;,,~... h,  z I ,,,,. ( M )  I ~ 
M~ -'Qh 

M 

I v,,,,,~x!'< 

P a r  a i l l eu r s  

2 2 N  
___/u  

, ~ , . , , ~ - ~ , , o ~ , ~  Ift~,,,,.l~-~,,,~-l,:~,,,hl~-~-~,v,,ll~,~( ~ 11 ~,w,. ,t~7 '~ 

+~(,~t,~,/,~-v,,/,,7 ~(,-~,t~,wh,,7 ~ 
o~ pour l~ 1 ~ ~r,, I ~ 1 ~  ~T, ~, ~ ~e~s on ~ :  

co  

D o n e  

a v e e  

qui  d o n n e  

,~j + ~ ( ~ )  
~,:,= 2~o 

h~.( h i ... h,,)112 �9 
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D~oh 

(An uh - -  Ah vh , Wh),, ~ Cz (N o) [[ uh - -  V,, II II ~o~ [I 
avec 

+ 

(h~ ... h )--U 
;tki=~/-~ �9 

Alors les it6rations (3.25) convergent  d'apr~s le th6or~me 1.1 pour  

e~ = Q2 = ;(o/C~ ( N )  N = - -  
2 
t/~ ,If,, I!L, s i  , ,  = 0 

et d'apr~s la proposition 3.1, on sait  projeter  

f~  = u~--02 (A,~ u ; : - -L , )  suivant  la norme [] "'h i[n = [] uh ILL,, 

I ) ' o~ l  la ddtermination de u "+I  h l 'aide de ( 3 . 2 5 ) .  

De plus, on voit que les i tgrations (3.25) convergent  plus rapidement  
avec S ~ S  i e t  ~-~-o~ qu'avec le choix S~ . .~S  2 - - - I d  et ~ 2 .  

RE:H&RQUE 3.7. On peut  approcher  le probl~me 

(3.26) (Ah ua, Vh - -  Uh)h ~ ( fa  , vh - -  Uh)h V vh E Xa 
oh 

.,.v~,---_ {uh~ Vh[ i th~  0 I~'P sur E] 

par le probl~me 

(3.27) Ah uh -~- 1 , - -  Fu uh -----J), 
s 

oh , est  un paramhtre positif destin6 k tendre  vers 0 ;  et F~ est la d6ri- 
vSe de Gateaux de la fonctionnelle 

F h ( v , , ) = / v 2 H h d x  avee H h = l O s i v h ~ O  

~ 1 si v h < O .  

On sait alors (cf. th6or~me 6.1 de [14]) que uh,~ solution de (3.27) converge 
for tement  vers uh solution de (3.26) quand e--+ 0. 

I'r 3.8. Soit 2p une suite de r6els tels que )~ ~ 0 quand p- -+  co 

considSrons l'in6galit~f 

(3.28) (Ah 2th ~ ~)h - -  ~th)k ~ ( f h ,  Vh - -  |th)h ~ VU ~ X h  
oil 

A j, ,,~, = - -  ~ V, (I V, ~'h 7 -~  V, uh). 
i~1 
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Alors  la  su i te  (u~,+ol) ddfinie p a r  les i t@a t ions  : 

~'h,p ~ ~th, p - -  0~ S[-  Ah ~h, p ~h,p - -  
i----1 

c o n v e r g e  darts Va q u a n d  n - +  co e t  p - - +  co ve r s  Uh so lu t ion  de 
pou r  u~,.p = 0 0~ e t  S~ & a n t  choisis  c o m m e  dans  le th6or~me 3.2. 

(Cf. th6or~me 3.1 an  chap i t r e  I.) 

lore  expdrience numdrique.  

Soi t  ~ ~ (0, 1) X (0, 1) on cherche  

(3.30) u E X =  [uEW01,~ ( ~ ) l u  ~ 0 p . p  dans  ~} 

v6r i f ian t  P indgal i t6  (3.13). 

On  6cri t  a lors  les i t f i rat ions 

8i n rt . (3.31) 'tg~ +1  ~--- "eX  h (Ith - -  0i  S i  "-1 ( A h  igk - - J h ) )  ; 

avec  
2 2 

Ah uh ---- - -  2: V~ (I [:~ uh I V~ uh) - -  ~ 2: V~ uh 

= S - - l ( A u h ' f h )  E X h  off 1) Si f n  U ~ - - 0 2  2 n 

~' 2 

e t  

H 

alors  on ea lcu le  

u~ +~ = ~ '~  ( A )  = A  

2) Si ];, it Xa  a lors  on fair  S~ ~ S ~ - ~ - I d  et  

32 ~2 2V 8~l 
0~ ~-  O~ -~  22/C~ (5 r)  avec  C~ (N)  -~-- h~ + 

e t  u'~-I e s t  donn6  pa r  la fo rmule  

(3.2s) 

H 
N = T t l f l l~ ,  
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P o u r  l ' exp4r i ence  on se donne  c o m m e  so lu t ion  e x a c t e  

(3.32) 

e t  on pose  

u = ( x - -  x 2) (y  - -  y2)  

fh  = f  = Au  

On v6rifie alors que Fon a b ien  

% (u - -  qi S (  -~ ( A n - - f ) )  

N o u s  ca lcu lons  (,~) ( q u a n d n - - +  cx9 e t  h ~ 0) ~ l ' a ide  des itgrvotions (3.31) 
que  nous  c o m p a r o n s  i~ u donn4 p a r  (3.32). 

P o u r  ~tre stir que nous  avons  e f f ec t i vemen t  r4solu  l ' i n 4 q u a t i o n  (3.13) 
e t  non  Pdqua t ion  c o r r e s p o n d a n t e  (cas oh X =  V) on vgrif ie e n s u i t e  q u ' a v e e  
f que l conque  on ob t i en t  une  so lu t ion  u~ qui  rga l i se  les c o n t r a i n t e s  de X.  

N o u s  avons  pos4 h =  1 /20 ;  ce qui  donne  u n  d o m a i n e  D de 400 po in t s  
in t6 r ieurs .  P o u r  • = e~ la c o n v e r g e n c e  es t  assez  lente .  P o u r  e = 8 ~  (sure- 
st im4) la c o n v e r g e n c e  es t  n e t t e m e n t  p lus  rap ide .  

Enf in  p o u r  @ = 64@0 (el. cou rbe  n o 3a) on ob t i en t  au  b o u t  de  n ~---20 
i t4 ra t ions  tl u ~ - -  u IlL, = 2, 5 .10-5 ; en su i t e  les r4 su l t a t s  son t  s t a t i onna i r e s .  
L ' e x 4 c u t i o n  de 20 i t4ra t ions  en C . D . C .  3.600 d u r e  27,1s. 

E n  p o s a n t  NI. ~ = II u,,_z II e t  N2, ~-~- [u~_l] on es t  condu i t  s des  p a r a m ~ t r e s  
~.  ~ et  ~,~ 2 va r i ab les  avec  les i t4 ra t ions .  

10 -4 

COURBES n o 3 ~  

h = 1/20 

p = 64 Pi 

n it4rations 
I0-5 

2O3O4O6O8O 



154 ~I. SiBoy~: Mdthodes itdratives pour les gquatio~s 

2Ome ex~drience numdrique. 

P o u r  ~ ~ ( 0 , 1 ) •  (0,l) on cherche u v&if iant  (3.30) et  solution de lqn6- 
galit6 (3.13) avee  2 ~ 1. 

On pose ma in t enaen t  les it6rations : 

(3.33) 

a v e c  
2 2 

A,,  , , .  = - 2 v ,  (I v ,  u I.  - ~  v ,  ~) - ~ ~ v~ ,,,. 
i = l  i = t  

x h  = I~h ~ Vh I~h : ~  o} 

et o~l le pa ram~t re  Q~ varie avec les i tdrations. 
Un calcul de var ia t ions  montre  que l~on a :  

ce qui donne 

f f (~v ~ ~e lvl  2 a x ~  ,ff-x dx pour  v E H o  I(D) 

2 

o II ~' l ib ~ [v]~ = z II D, ~ l ib avee ~ ~ 2 ~  

Nous proc4dons ma in tenan t  de la mani~re su ivan te  
1) On pose dans (3.33) 

2 

s ,  = $2 = - -  z v ,  ~ ; ~o~ = ~ / e ~  (y, , )  a v e c  e~  (y~)  = - -  

si 

A = u~, - e~ ~ i  -~ (A ~ - - A )  e x~, 

alors u~+ 1 ---- fh  

2) S i f ,  E Xh alors on pose dans (3.33) 

2 ~  + 4, ~ .  --- [ ~  ] 

64N~ 84 

et  u~§ 1 est  donn4 par  la formule 

~7, +I = P x h  ( ~  - -  q? (Ah u~ - - A ) ) -  

P o u r  Uexp6rience num~rique on se donne une solution exacte  du probl~me 
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(3.13), (8.30) pa r  la f o rmu le :  

1 
(3.34) u (x, y) ----- -~- (x a - -  x 2) (y3 _ ye) 

e t  on pose  dans  (3.33) 

f h  - = f  = A u  = x (y3 __ y)2 (3x - -  1) 3x - -  2 ] 

J r - y ( x  a - x )  ~ ( 3 y - 1 )  3 y - - 2 ]  

- -  Jl [ ( 3 x  - -  1) (y3 _ .  y )  _1_ ( 3 y  - -  1 ) ( x  a - -  x)] .  

Nous  ea lcu lons  alors u'}, t~ l ' a ide  des i t e r a t ions  (3.33) pou r  

pe t i t  que nous  c o m p a r o n s  i~ u donng p a r  (3.34). 
P o u r  h-----10 -1 noun cons t a tons  qu 'h  p a r t i r  de la 8~me 

p a r a m ~ t r e a  t)~ et  ~ se s t ab i l i s en t  ~ l eu r  v a l e u r s  o p t i m a l e s :  

h suf f i sament  

i tdra t ions  les 

O~ ---- 0,798 et ~ ----- 0,249.10 -4. 

Le t a b l e a u  n o 3b donne l ' gvo lu t ion  de l ' e r r e u r  ;I u .  - -  u II/ll ~, II dans  L e (D) 
en fonet ion  de M =  1/h lo rsque  01 va r i e  ~ p a r t i r  de la 2gme i t e ra t ion  et  

O ~2 var ie  ~. p a r t i r  de la 50~me (pour  n < 50 O~ = .o.2 ~ - v a l e u r  thgorique) .  

L o r s q u ' o n  a u g m e n t e  la d imens ion  M ~  1/h  le t e m p s  de ealeul  dev ien t  
r a p i d e m e n t  61evg car  il eat  d i r e c t e m e n t  li4 au  n o m b r e  d ' i t 6 r a t i ons  n6ces- 
sa i r e s  p o u r  i nve r se r  le Lap lac i en  S ~ - ~ - -  A dans  les i t g ra t ions  (3.33) 
ainsi  pou r  

II H = 1 , 1 5 . 1 o - ,  

11I = 2 6  II u - -  u ~  II = 7 , 1 1 . 1 0  - s  
II tl 

la 40~me i t6rat ion.  
A lo r s  que le n o m b r e  to ta l  d ' i t g r a t i o n s  dana  les d ive r ses  i nve r s ion  du 

L a p l a c e i n  es t  
p o u r  

M ~ 20 N ~--- 1793 
p o u r  

M-~-  26 h r ~  2823. 

]] u , , -  u ~ - I  ][ dana Le t a b l e a u  n o 3c donne  l ' ( ivolut ion de l ' e r r e u r  de C a u c h y  II II 
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L 2 en  f o n c t i o n  de  M . ~  1/h p o u r  e ~ 10 - s  ( p r e c i s i on  d a n s  F i n v e r s i o n  du  

L a p l a c i e n )  e t  p o u r  un  n o m b r e  donnd  d ' i t f i r a t i ons .  

3+me expdrience numerique. Mdthode de pdnalisation. 

On rdsoud  F d q u a t i o n  (3.27)7 i~ Pa ide  des  i t g r a t i o n s :  

( 3 . 3 5 )  

off 

,~+~-.1.-1 ++~ On S n + n = - -  h (C'h % - - f h )  

2 2 ,2 1 F '  
0,~ u~ = ~ 2" V,: (J 17~ u,h [ V~ uh) - -  k 2'  r ~ u+,+, - F  ++,',+ t~vec ,l. ~ 2. 

vP 

p o u r  n ~ - 0 ;  1 , . . . , 1 0  on pose 

Ol = O0 - -  
2 
r ;  II:;, - q;~ (0)lr~ x = 2, 

p o u r  n > 10 on  pose  

q,+ = 2/C ~ (N,+) avec  C (Nn) = ~ 2-~-  

1 C s ~ n 
~ , + ,  = ~ 11:- ~ ,~,, II + + ~q II uh I[. 

P l u s  p r 6 c i s d m e n t  on proc~de de ]a manii~re s u i v a n t e :  

1) P o s o n s  h i ~ h 2 ~ h ~ 1 / 1 0 ;  on c a l c u l e  a lo r s  

n 
Uho,+~ i ~ 0 7 1 , . . ,  p o u r  e o ~ 2  on  p o s e  U~o '+~ ~ 0 .  

NOUS a v o n s  a l o r s  

p o u r  e t . ~ - 0 , 5  on p o s e  

I~ous a v o n s  a lo r s  

e0 Uho, 8o 

" ~ 0 ,  e 1 ~ I~0+ iO " 

n l i ra Uho ' +~ U~o ' ,, 
n~co 
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o n  r e f a i t  i e s  e a l c u l s  p o u r  e 2 = 0 , 1 2 5  

e s ----- 0 , 3 1 3 . 1 0  -1  ; 

e 6 = 0 , 4 8 8 . 1 0  -'~ ; 

ee  q u i  d o n n e  M o r s  

~4 - - - ~  0 , 7 8 1 . 1 0  -2  ; 

e 7 ~ 0 , 3 0 5 . 1 0  -4  ; 

l i ra  l i ra  u '~ 
h ~,  s ? t h  o 

~ 0 7t  - ~  C O  

e~ ---~ 0 , 1 9 5 . 1 0  - 2  ; 

e t  e a ~ 0 , 7 6 3 . 1 0  - 5  
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2) O n  p o s e  a l o r s  ht-~ h~ 
O a  i n i t i a l i s e  u~ ,o ~ u ~  ~--- i n t e r p o l a t i o n  l i n 6 a i r e  d e  Uao ; e t  o n  e f f e c t u e  

les  i t 6 r a t i o n s  (3 .35)  p o u r  e i ,  e~ . . . .  , e8 - 

3) Si  n o u s  p o s o n s  d a n s  ( 3 . 2 7 ) f ~  A u  o h  

u (x, y) = Px [2 (x ~ x2) (y ~ Y2) ( 1 - -  y) ( 1 - -  x)l 

o n  m o n t r e  f a c i l e m e n t  q u e  

d o n n e n t  les  

l i m  l i ra  u~ ~ u .  
E ~ { J  n ~ C O  

L e s  e x p 6 r i e n c e s  n u m ~ r i q u e s  e t f e c t u 6 e s  e n  d o u b l e  p r 6 c i s i o n  

r 6 s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

P o u r  h~ n o u s  o b t e n o n s  le t u b l e a u  s u i v a n t :  

p a r a m ~ t r e  e d e  p 4 n a l i s a t i o n  

el = 0 . 5 0 0  

e~ = 0 . 1 2 5  

ea ~ 0 . 3 1 3  

, , , . . ,  . . , .  , . , . .  

~ --~ 0 . 7 6 3 . 1 0  - ~  

e r r e . r  l[ ' , i  - -  u J] L, 

' ~  1 9  0 . 6 5 8 9 . 1 u -  

0 . 6 0 6 5 . 1 0  -19 

0 . 6 0 0 5 . 1 0  -19 

. . . . .  , . . . . . .  , . , 

0 . 3 5 9 3 . 1 0  -13 

~--- ~ - - ' u  IJL' = 0 , 8 6 . 1 0  -29 p o u r  l e s  m ~ m e s  P o u r  h t 1 / 2 0  n o u s  o b t e n o n s  ]! u z 

v a l e u r s  d u  p a r a m 6 t r e  e. 



10 ~ 

M. SI~Ot~': : M~tbodes ilgratives l)O~tr les &luations 

' [ ' & B L E A U  n o 3 b  

10 . 4  

n hO 

D 20 
a 30 

10 - 5  

-10-6 

Ilu~ - ull 

H - 11h ,. 10 
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I I I I I i I | I ! / I n I 
0 2 4 w 8 10 . 12 14 16 18 2 0  2 2  24  2 6  2 8  
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TABLEU n 0 3c 

10 -6 

10 .7 

10 -B 

ErreUr de Cauci%y 

10 -5 

2 4 6 8 

I ! ~ I I ! ! I I 

I 0  12 14 16 18 2 0  2 2  2 4  2 6  

~ : I  

~ : i 0  -6 

M = I / h  

n=10 
n=20 
n=~0 
n=30 

I 

~s 
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REMARQUE 3.9. On cherhe it r6soudre  le problbme (3.13) duns  

oh le convexe  X est  de la forme 

(3.36) x =  wl"( )l I ,1 1 dunsS }. 

le cas 

On app l ique  les i t6rut ions  (3.25) darts lesquels  Xh s igni f ie :  

D u n s  une  p remidre  drape on se donne  une  so lu t ion  exac te  

(3.37) u -~ ( x - -  x ~) (y ~ y2) 

et  on p o s e :  

fh  = f = Au.  

On calcule pa r  (3.25) u~ que l 'on compare  ~ u donnd  pa r  (3.37). 

1) P o u r  h = 1/10 et ~ = Qi. 

Nous  ob t enons  it par t i r  de n = 50 i tdra t ions  

11 u n ~ u [[r~, = 8 , 6 0 . 1 0  - ~  
h 

2) P o u r  h----- 1/15 fixd et ~o-~-4pi nous  ob tenons  ~ pa r t i r  de n = 2 0  

i t6rat ions)  l ' e r r e u r  su ivan te  : 

P o u r  les deux  cas le temps d'exdcution e)~ C.D.C. ) 3600 est de l~ordre do 

queIques secondes. 

P o u r  ~tre stir que nous  avons  e f fec t ivement  rdsolu l qndqua t i on  (3.13) 

sur  le convexe  X donnd par  (3.36);  en e f fec tuan t  les i td ra t ions  (3.25) nous  

avons  fair 
f a - - - f ( x ~ y )  que l conque  (----e ~u pour  Pexpdrience)  et  on  vdrifie que  la solu- 

t ion  u~, ob t enue  apr~s s ta t ionar i tb  des rdsu l ta t s  appur t i en t  b ien  uu c o n v e x e  X. 

I I I  - -  4. Probl~me 4. 

Un exemple unidimensionnel  : X est un  convexe sur lequel on ne salt 

pas  projeter  directement. 

On che rche  u E X  convexe  fermd de W~'P(0,1) vdr i f i an t :  

(3.38) ( a ,  v - -  u) ~ (f ,  v - -  u) ~ v E X f E W  -x'q (0,1) 
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oh 

(3.39) AU = ~ x  ~-~x dx]  ~ d - ~ '  ~ . > 0 ; p > 2  

(3.40) X - ~ - l u [ u E W  l 'p(071)i  d ~ x t ~ l p . p  sur (07 1)I. 
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Enfin 

l ~ re  mdthode.  

Posons 
S h  U h  ~-~ - -  ~72 ~t h . 

On muni t  Vh du nouveau produit scalaire 

[uh, Vh] = (~h uh 7 vh). ~ (Vuh, ~vh)L, 

et  de 1~ n o r m e  assor [,~.1 = II Vuh l[~,' 

(3.41) 

oh 

(3.42) 

(3.43) 

Posons 

m - - 1  i i i } 
uh ---~ .~ uh Oh, uh ~ R ; u~.~-  " 0 l t h  ~ t " 

i ~ O  . . . . .  , 

U h  - -  U h X -  

g uh (x) --- h 

- ~u~ (x) =- uh (x) - -  uh (x - - h )  
h 

Le probl~me (3.38), (3.39), (4.40) peut alors ~tre approch6 par 

(Ah u~, vh - -  uh)h > (fh, Vn - -  uh)h ~ Vh ~ X3, 

A h  uh ~ w V (I Vuh I ~-2 VUh) ~ ;t V ~ Uh p ~ 2, ;~ > O. 

x h =  ( , ,hfu ,~  v , , ;  ( v , ~ l ~ l  p . p } .  

Nous allons r4soudre num~riquement (3.41), (3.42), (3.41) par deux mgthodes. 

11 

Soient m un entier et h u n  parami~tre positif tel que mh ~ 1. 

On divise Pintervalle (0,1) en m intervalles:  (0, h), (h, 2 h), .... , 

((m 1) h 7 mh). Soit 0 ~ h la fonetion earaet~ristique de ] ih, (i --~ I) h[ 
pour i = 0 , . . . , m - - 1  
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On a alors la 

PROPOSITION 3.2. 1. La suite (u~) ddfinie par  les i tg ra t ions :  

(3.44) = s : i h  ~uh - -  ~ ~h ( A h  uh - -  fh) )  

off S h - - - - - -  i zu converge  dans Va vers  uh solut ion du probl~me (3.41), (3.42), 
(3.43) pour  

2 

et  

h 2 

2. De plus on a i ~ k u h ~ u  dans W0~'P(~) fort  quand h - - + 0 ,  oit u est  

es t  
pa r  

la solution du probli~me (3.38) (3.39), (3.40). 
P o u r  que les i tgrations (3.44) soient possibles num4r iquement  ; il 

ndeessaire de savoir  projeter  expl ic i tement  sur  le convexe Xh donn6 
(3.43). On se propose main tenan t  de rgsoudre  ce point.  

2Votations. 

Comme on est  dans Vh espace de dimension finie on dcrira d o r 6 n a v a n t  

uh (x) ---- u (i) ~ ---- 1, . . . ,  m 

fh (x) = f ( i )  i = 1 , . . . ,  m. 

Soit Th use  appl icat ion de Vh dans Vh' d6finie pa r  

Th u (i) = 2" h u ( j )  (~) 

l~OUS avons  alors 
A A 

Th V u (i) ---- v Th u (i) ---- u (i) ~ i .  

~ Z ? - -  1 A 

Donc Ta est  un  isomorphisme de Vh dans V~ d ' inverse  h ~ V. 

(~) C'est une int6gration discrete. I1 y a d'autres formu]es bien plus pr6cimes. Plus 

pr6cis~men~ l'inverse de ~r sofa ~ - 1  ~ (~7 - - s  ~ ) - - I  a v e c *  ~ O,e ~ O. 
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I1 s 'agit  maintenant  de calculer explicitement la projection sur X h  de 

J~ (i) = u,, (i) -- ~ s -~ h (Ah u,, (0 -- f (~)). 

On va projeter sur le convexe Xh et on se ramenera ensuite au con- 

vexe X h. Plus pr6cis4ment~ posons: 

Y,, = T; '(A) = {Jl I~ (~)I ~ ~ pour ~ = ~ .... , m} 

P'h = T;~ Sh Th =(771)  . (-- V ~) V'71(') 

Pour  n fix4 le calcul de 

v~,-- P ~  (A) 

4quivaut ~% r6soudre 

(Sh v , ,  w - -  v~) ~ ( S ~  in ,  W - -  V,,) 

Posons V n ~ T ~ ,  

(3.45) 

w ~ Xh �9 

w = 1 '~.  I1 vient alors 

Comme B v,,~---v,, pour h suffisamment peti t  la relation (3.45) s~gcrit alors 

(3.46) v~ -~- P~a(V'fn) 

on sait donc par (3.46) r4soudre la projection sur Xh off 

Xh~---{'~'~'[ I w(i) l g  1 p.p} 

On peut maintenant  combiner ]es deux formules it4ratives (3.44) et (3.46) 
en une seule. 

PROPOSlTIO~ 3.3. 1. La suite (u~) ddfinie par les it4rations 

(3.~7) ,q+l  = ~ [ ~  (~  f2)l  o~ T = ~ , -~  = (V - -  ~V~) - ,  ~ > 0 et ~ - +  0. 
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avec  
n n V2" f n = Uh eSF 1 (Ah Uh-- /h); Sh ----- -- 

Converge dans V h vers uh solution du probl~me (3.4:1): (3.42), (3.43) pour 

et 

,t~ = O, @ = A/O2(N) o~ C(IV)=(p--1) Np-2 7:T_2 + ~ 
h-T 

N =  -IIf  I1-, 

p > 2  

2. D e  p lus ,  o n a p h u h - - + u d a n s  Wo ~ '~(0 ,1)  for t  q u a n d  h - + 0 ;  u d t an t  

la so lu t ion  du probli~me (3.38), (3.39), (3.40). 

RE)IARQUE 3.10. P o u r  n fix4 (3'46) s '4cr i t ,  p o u r  i - ~ - 1 ,  ... , m  

Vf . ( i )  si - -  1 ~ V f , , ( i ) ~ l  

vn (i) = - -  1 si VJ~ (i) < - -  1 

h 

1 si gJ;,(i) > 1 

2Ome mdthode. 

P o s o n s  c o m m e  dans  la l~ re  m6 thode  

i ~  1, . . . , m  ou encore  Thu = V7 ~ T h u ( i ) =  Z hu ( j )  

P o s o n s  

Xh----{%l I v ( i )  l < : 1  p o u r  i - - - - 1 , . . . , m } .  

Le  p rob l~me  (3.41), (3.42), ( 3 . 4 3 ) 4 q u i v a u t  a lors  ~ r4soudre  

o~ 

= 2fA 

et (3.48) se r4soud alors p~tr it4rations. 
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3.4. 1. La suite (u~) ddfinie pus les i tdrat ions PROPOSITION 

et convergente  pour u~ -~- 0 et ~ ~ 0 convenable.  

2. La solution uh du probl~me (3.41), (3.42), (3.43) es t  donnde par  

(3.50) Uh ~ T (  lira u~). 
n ~ o o  

3. D e p l u s o n  a:  u - -  lira phuh duns W0~'~(0,1) 
h ~ 0  

t ion du problhme (3.38), (3.39), (3.40). 

R E ~ A R Q U E  3.11. Si on t ravai l le  avec  un 

Ph de Vh duns V conduisant  ~ Pindquation 

(3.51) ( A h U h , V h - - U h ) h ~ ( f h ~ v h - - U h )  ~ tVhEXh 

P~vec 

et 
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for~ oh. u est  la solu- 

opdra teur  de prolongement  

A ~ A A 

Ah uh = - -  V (1 V Uh [p--2 V uh) - -  2 V ~ ua 

x , , =  {,, ,e v,,I { v , , ~ l ~ l  p.~,}. 

A 1 
Alors le choix Th == V~ conduit  ~ Pindgalitd 

(3.52) (At) Uh, Vh - -  uh)h ~ (]'h) Vh ~ uh)~, 

I ~ v e c  

vh e Xh 

A~ ,,~ = T,r .a~ r~ 7,~ __~ I"', I ~-~ "', + aT,~ a > 0 

J~ (0 = 1'r, A (0 'i = 1, . . . ,  m 

L'indgal i td  (3.52) peu t  alors se rgsoudre  par  la formule i tdrat ive su ivan te :  

(3.53> ~+1 = p~ (7,s - ~  ( ~ , , ~  - ~ , ,  >1 
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qui converge 
En effet : 

M. S~BOS~" : Mdthodes itdrath~es pour les dquations 

pour u~----- 0 et ~ ~ 0 qu'il est main tenant  aisd de calculer. 

d'ofi e = ~/C~(lV') �9 

Rdsul ta t s  numdriques .  

On veut  r6soudre Pin4qnation : 

(3.54) (Au,  v - - u )  7 > ( f , v - - u )  ~ v E X  pour f donn~ duns ] S  2(0,1) 

a v e c  

Au ~--- d ( d~ du / d~u ~. 10 
--a-~ ~ ~ / -  ~d%-~; = 

x =  u ~ w 0 " ~ ( 0 , ~ )  ~ ~ l p . ~ o  . 

Au probl~me (3.54) on associe le probl6me 

(3.55) (Ah Uh , V~ - -  Uh)h ~ ( f h  , Vh - -  Uh)h 

~ v e c  

vh~Xh 

Ah uh ---- - -  17 ( ] V uh [ V uh) - -  2 V ~ "h 

Ce probl~me est alors r6solu ~ l'aide des i tdrations 

(3.56) u~+ 1 = V~- /)'~h (Vf~) avec u~ ~--- 100, t --~ 0 

n V~ f 2  = uh  - -  e ~ Z  ~ (Ah u~ - -  f h )  ; ~h  - -  - -  

4 

~h= {GfJGIKlp.p}. 
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Plus prdcisdment nous avons procddd de la manibre suivante : 

1) On se donne  une so lu t ion  exac te  

(3.57) u - ~ - x - - x 2 ;  x~ (0, 1) 

et  on pose 
f =  A u  

ce qui  donne  

_ps (u _ q S - l  ( A u  - f )) ~-- u ; car  u C X .  

La fo rmule  i tdrat ive (3.56) donne  alors  une  so lu t ion  (u~) que  l 'on  compare  

u donnd  par  (3.57). 
2) Pour  bien voir  si le p r o g r a m m e  de pro jec t ion  su r  Xh fonc t ionne  

bien~ nous  avons  donn6 comme premi~, 'e va leur  ini t iale u~, ~ 100 et il y a 

a lors  ndeessi t6 de projeter .  
3) I l  eat essent iel  pour  l ' exemple  (3.54:) de conna i t r e  la r6gion de 

Id 
a 

l ' i n t e rva l l e  (0,1) sur  laquelle on a ~ = 1. P o u r  cela on se donne  un se- 

cond  membre  f ( f  = exp (8x 3) pour  l ' expdr ience)  ; on calcule  u~ par  i tdrat ions  

j u squ '~  s tabi l i sa t ion  des r6sul ta ts .  
P o u r  n assez g rand  (cf. t ab leau  ci .dessous)  on a :  

et  

] g r a d u ~ ] < l  p o u r  0 ~ x < 0 , 7  

] g r a d u } ' l - - 1  pour  0 , 7 ~ x < =  1. 

1#ous ob tenons  les rdsul ta ts  n u m d r i q u e s  su ivan t s  : (sur C. D. C. 3.600) 

=Nombre d ~itdrations 

I h =3ool/1~ 
4,7 s 

h ~ 1/20 

700 

h ~ 1/40 

1 000 

h ~ 1/40 

2 000 

T e m p s  d ' ex@ut ion  I 30 s 3 mn  47s  4 mn 2 1 s  

E r r e u r  I l u ~ _ u ] l L  , 1,95.10 -3  9,85.10 -4  7 , 8 6 . 1 0 - '  6.31.10 -4  . 

RE~A.RQUE 3.12. Darts le t a b l e a u  ci dessus  on r e m a r q u e  que pour  
h = 1/40 pour  faire 1000 i td ra t ions  il a fal lu 3 mn  47 s et  pour  effectuer  

2000 i tdrat ions  seu lement  4 mn  21 s .  C e l a  t i e n t  ~ co  qu~au b o u t  d~un cer ta in  
n o m b r e  d~itgrations, la solut ion u~ eat  dans  le convexe  et le p r o g r a m m e  de 

p ro jec t ion  a dt4 gvitd. 
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COURBE8 n ~ 4 

10":' 

10-3 

! 

i 
! 

t 

! 

h = 1/10 

\ ', 

~ . ~  x h = 1/20 

h = II~0 

= solution exacte 

~ = solution approch~e 

P = PO = valeur th6orique 

((u~ - uI( = 1,95.10 -3 

&[- .I; = 9,a5. ;o-~" 

llu~- uj~ = 7,8.1o "k 

50 100 200 300 409 500 500 ?0() 

n it6rations 

800 
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Les  courbes  n o ~ donneu t  l ' gvo lu t ion  de l ' e r r eu r  I] u~ - -  u lit., en fonct ion 

du  n o m b r e  n d~itgrations et pour  h = 1 / i0 ,  h = 1/20, h ~ 1/40. 

I:~E~IARQUE 3.13. Quand  on effectue les i tdra t ions  en p r e n a n t  ~ = 4~o ~ 

~o ~ tau t  ]a va leur  thdorique,  on a une  

v e r g e n c e  : 

P o u r  
h ~ 1 / 2 0  et n ~ 5 0  on a 

P o u r  

h ~ 1 / 4 0  et n ~ 7 0  on a 

aec616ration tr~s n e t t e  de la con- 

il "" - "  I I .  = 9. x o - ,  h 

II - "  I I .  = 2 .  l o - ,  

( rdsul ta ts  i~ compare r  avec le t ab leau  ci-dessus). 

Z e  t e m r s  d'exdcution est inj'drieur ~ la minu te  (exdcu t ion-~-compi la t ion) .  

I I I - -  5. Un probldme n -d imens ionne l  : X est  tm convexe  sur  lequel on ne 

sa i t  p a s  pro je ter  exp l ic i tement .  

Soi t  c~ un  espace de H i lbe r t  su r  ~ n  et ~ uu  ouver t  bornd  de R" de 

f ront i~re  / ' =  0O suff isamment  r~guli~re. On  se donne  un  convexe  ferm6 X 

de c/g dgfini pa r  

(3.58) J f f = { a ~ c ~ [  I g r a d u l ~ l  p . p  aur  D}. 

PROBL~3NE 1. On  cherche  u ~ X tel que  

(3.59) (Au, v - - u ) ~ ( f ~ v ~ u )  ~ v e X  

pour  f donn4 dans  c~, et  A eat un  op~ra teur  non  ngcessa i rement  liu~aire 

v~rif iant  les hypo theses  H2) du  thdor~me 1.1 w I. 

P R O B L ~ .  2. On  se donne  un  op6ra t eu r  S E ~ ( c g ,  c ~ , ) v d r i f i a u t  les 

h y p o t h e s e s  H1) du th4or~me 1.1 w I.  

On cherche  u E X tel que 

(3.60) (Su, v - -  u) ~ (g, v - -  u) ~ v E X 

pour  g donn~ dana c~, et  X d o n n g  pa r  (3.58). 

l:)robl~me 2 et _projection sur  X su ivan t  une aortae associ~e ~ S. 

Le th4or~me 1.1 w I dit  que  la sui te  (u~) d~finie par  

(3.61) "~+l = PzS(u- - -  Q S -1  ( A , , ~ - - f ) )  
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converge  fo r tement  dans c~ vers u solution de (3.59). Mais la re la t ion (3.61) 

suppose  que 1'on sache calculer expl ic i tement  / ) s  (w) pour  w ~ X ;  la proje- 
ction sur  X donnd par  (3 .58)gtant  prise au sens d a  produi t  scalaire [u,v] 
= (Su ,  v). 

~ o u s  allons ma in tenan t  chercher ~ rdsoudre (3.60) pour  le convexe X 
donng par  (3.58) et pour  un certain op~irateur S. La  r~solution de (3.59) ne 
posera ensui te  aucun  probl~me. 

~)I~OPOSITION 3.5. 

1. Le probl~me (3.60) admet  une solution unique u E X. 

2. Toute  solution de (3.60) est solution de 

8 - - I  (3.62) u----- P ~ ( S  g) 

la project ion dtant  prise au seas de la norme [ u ] ~ =  (Su, u) et r~ciproque- 
meat .  

D~ONSTI~ATIO~. 1. Soit S ~ ~ ( ~ ,  ~ ' )  et vgrifiant 

On mun i t  alors c~ du nouveau produi t  scalaire 

[ u , v ] = ( S u ,  v) et de la aor tae  [u] 2 - - - (Su ,u) .  

On suppose  qu' i l  existe une constante  o > 0 telle que [u] ~ ~ o II ~ II ~ o~ II II 
est  la norme de c~ associ~e au produi t  scalaire  ( , ) .  

I1 suflit alors d~appliquer le thgor~me 1.1 w I.  

2. (3.60) est  ~quivalent  ~ (3.62) par  dgfinition de la project ion sur  X 
su ivan t  le produi t  scalaire [u, v]. 

Diser~tisation. 

Soit  h = (h i , . . . ,  h,,) un param~tre  posi t i f  de R" destin6 A tendre  vers  
0. On suppose  qu ' i l  existe une famille d ' approx imat ions  de l ' espace  c/g; 
{c~, Vh ,Ph ,  rh} s table  et  consistante,  cf. [1] off Vh est  un espace de d imen .  
sion finie. Ph es t  un prolongement  l ingaire cont inu de Va dans  c~ et  ra 

est une res t r ic t ion lingaire continue de c~ darts Vh. On note par  rh la 
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t ranspos6e de _p~. ~ous  avons alors le sch6ma su ivant  
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s 

Vh - - - ~  V~ 

On muni t  Vh des produits scalaires ( , )h  et [ ,  ]h et des normes associ~es 

I] et  [ 
P o s o n s  

~'i Uh (x) ---- Uh (X) - -  Uh (X - -  hl) i . ~ -  l ,  n ~ Uh E Vh 
hi "'" ~ " 

Le probl~me (3.58)~ (3.60) s'~crit alors en dimension finie sous la forme: 

(3.63) (Sh ?~h ~ Vh - -  i~h)h ~ -  (gh , Vh - -  llh)h ~ t  Vh ~ X h  

(3.64) X h = l u h  E Vh ,=1 ~ I ~ u " 1 2 ~ l  P / P f "  

I~E~XRQU~. 3.14. Si Uh est Solution de (3.63), (3.64) la quest ion de la 
convergence de p h u a  vers u solution de (358)~ (3.60) ne pose aucun pro- 
blame. Il est n6anmoins utile de discr6tiser le probl~me car sur un ordina- 
teur,  on ne peut  travailler qu'en dimension finie. 

Cas oi~ ~ est  u n  o u v e r t  de R e . 

~ ous  allons rdsoudre numgr iquement  en dimension n ~ 2 les probli~mes 
(3.63), (3.64). Par  commoditY, on supprime l ' indice h. On posera en parti- 
culier : 

Uh(X)~-u( i , j )  i ~ 1  . . . .  , l  i ;  j - - - - -17 . . . , l e .  

Le couple (i, j )  d~signant alors le point  g6n~rique d 'un r~seau c~h de R ~ 
associ6 au pas h. 

PROPOSITIO~ 3.6. Soit 0:  V ~  V X V d6fini par 

(3 .65 )  0u ~ ~ -  (i7~ u, V~ u). 

Soit T :  V X F - +  I r d6fini par  

(3 .66)  T (u t ~ u2) ~ A~ -1 u t -~- A~ -1 u~ 
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ot't 
A 2 A 

Ai = - -  e VI + Vt 

A 2 A 

A 2 - - - e V 2  Jr-V i : 
/ "  

avec des condit ions aux limites Duichlet  et  e dtan~ un p~tram~tre posi t i f  
. j 

a rb i t r a i r emen t  pet i t  destin~ ~t tendre vers  0. 
Posons  

w = I~l ~ =  (,,,, ,,,) I r'~ ,,~ = v ~  ,,,} 
/ -  

Z- = 17~ wI1,7;~ = I,,, P + I,,~ I ~ <:  1 .:/~101 

S = T*  S T  oh T* est  l ' adjoint  de T. 

On suppose  que g = T*g s W 
On muni t  alors W de ]a norme 

[1~.~]11. : (&~' U, 'U) 112 

Alors la solut ion du probl~me (3.63), (3.64) .s '4cri t  : 

(3.67) u -----Tu = TP,~(O S -1 g) 

oh la project ion sur  X est prise au sens de la norme [u], .  

DE~IONSTRATION Posons u----Tu,  v ~ T~ duns (3.63); il v ient  a lors  

(s T..  TT--  T7,) ~ (r"  .q, v --  ~) yY~ Y 
Donc 

(3.68) ( S ~ v - -  u ) ~  (g, v - -  u) V v E  2 

oh 

= T" ST, ~ = T'g 

Si on munit W de la norme [u~],-----(Su,u)'/2 d'apr~s la proposition 3.5 

probl~me (3.68) est  6quivalent  ~:  

les 

(3.69) u = p Z ( ~ - i  g~ 

oi~ la project ion sur  X est  prise au ~ sens de Ia norme [u]i .  
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TO u = T --I (VA ., V2 u) ___ u 
2 
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Alors 

(371) u (i,j) = T~"[(i,j) = A-~ ~ u i (i , j)  --I- A ? I  u z (i , j)  
/ 

est la solution du problgme (3.63, (3.64). 

DE~OgSTRiTION. Si 

" i f=  T *  S T =  I d  
alors (3.68 b 

ce qui 4quivaut  

(3.72) u =  P~i" (g) 

S -1 g = (T* ST )  -1 T* g --~ 0 S -1 g 

c a r  \ ,  

(T* ST) Cg = ~* g. 
D'oh  (3.67). 
En  ggngral ce que l 'on sait faire explici tement,  c~est projeter sur le convexe 

~'= 1,7E wl i ~71 ~ 1 p.p} 

suivant la norme usuelle lu I' 

PROPOSlTIO~ 3.7. On se place sous les hypotheses  de l~ proposition 

Si de plus on a " S =  T* S T  ~ - I d ,  alors on peut  calculer explici tement la 

solution u du probl~me 

cP'i = I u 12 = t u,  (i , j)  [2 .q_ I u2 (i,j)12 

"g = T *  g .~- (g t  , g2) 

(gi (i , j) ,  g2 (i,j)) si qvq ~ 1 

(3.70) u ( i , j )  (g~( i , j )  ge ( i , j )~  
t / ~  , -~,~ / si c,j > 1  
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oh la project ion est  prise cette lois au seas  de la norme usuelle  

i,~ i ~ = I, , ,  i ~ § I ,~  I s- 

:Pour (i , j)  fix6, le c'ovexe .~  est  un disque et Pon suit pro je ter  explici te-  

men t  sur  X su ivan t  la norme lu l .  D 'oh  les formules  (3.70), (371). 

S i " S = = T * S T : # : I d ,  on peut  seu lement  ca lcuter  la so lu t ion  de (3.63), 
(3.64:) avee des i terat ions.  

P lus  pr6eis~ment~ on a la 

PROI'OSlT10~ 3.8. On pose "S -~- T* S T  =~= Id  ; g --~ T* g ~ W ; alors 

1. La  sui te  (u~) dgfinie par  Pi t6rat ion 

(3.73) ~5+1 = P ~  (~.  - e (s~.5 _ ~ )  

oh la project ion est  prise au seas de la norme lu ]  est  convergen te  duns 

W for t  pour  u o (----- 0) et ~ > 0 convenables.  
2. La  solut ion u E X de Pin6quation 

s 'gcri t  alors 

(3.74) 

(Su,  v - -  u) ~ (g, v - -  u)  ~ v  ~ X 

u = T ( l i m  u~) 

D~MONSTRATION. On se propose de rgsoudre  (3.68) pa r  i t6rat ions : 
l~ous avons  : 

On pose "~----.k/C ~. D'apr~s  le th~or~me 1.1 chap. I la sui te  (u, ,)ddfinie 

par  (3.73) converge  fo r tement  duns W vers  u solut ion de (3.68) et p a r  dg- 

finition on a u - ~ - T u .  D~oh (3.74). 

R~.~XRQUE 3.15. Duns les i t6rations (3.73) le calcul explici te  de ~ est  
r v  

difficHe, mais  on peu t  toujours  prendre  Q ~ ~o, et appl iquer  les r e m a r q u e s  
du p a r a g r a p h e  1 - -  1.2. 

REM.~RQU~. 3.16. 1. Le fair de supposer  dans  la p ropos i t ion  3.7 

S ~  T* S T =  I d  est  raisonnable.  Voici un exemple  en dimension n ~---1. 

On pose T----~71 et S = - - ~  ~ - -  - -  d x  ~ ; o 5 V 7  = ( V  - -  * . 
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2. Si S ~ (T"  T) -1 d 'apr~s la proposi t ion 3.7 on peut  alors r~soudre 

expl ic i tement  et sans it6rations le probl~me (3.63), (3.64). 

R d s o l u t i o n  du probl~me 1 avec un opgrateur  A :~: S. 

La r6solution numgrique de Pin6quat ion : 

(3.75) (S~l, v - -  u) ~ (g, v - -  u) ~ v E X 

pour  
X = i u l l g r a d u ] ~ l  p .p}  

n ' e s t  q u ' u n  moyen pour rdsoudre l ' in~quat ion plus g~n6rale 

(3.76) (Au ,  v - -  u) ~ ( f i  v - -  u) ~v L v E X 

considdrge dans le probl~me 1. 
~ o u s  allons montrer  que dans ce cas Pop6ra teur  S de ( 3 . 7 5 ) e s t  

notre  disposi t ion et on pourrai t  le choisir  de mani~re que "S-~ T ~ S T - - - - I d ;  

ce qui pe rmet t ra  de rdsoudre (3.76) avec une formule  i t~rat ive unique. 

PROPOSITION 3.9. Soit A un opgra teur  non n6eessa i rement  lin6aire de 
Vh dans  V~ vgrifiant les hypotheses  du thdor~me 1.1 chap. I .  Alors 

1. I1 existe u ~ X =  {u [[ g r a d u  [< :  l p . p }  unique solution de 

(3.76) (Au, v - -  u) ~ (f ,  v - -  u) ~ v ~ X. 

2. La suite (u,,) ddfinie par  les i tdrat ions : 

(3.77) u,,+l = A O ~ x ( ' l n  - -  o~ S - 1  (x4_. u n - -  f ) )  

converge  dans  Vh vers  u solution de (3.76) quand  n---~ cxD pour  u 0 ( =  0) 
et 0 convenables.  

3. Posons  ]'~ = u,, - -  0S -1 (A.u. - - f ) .  Pour  calculer  expl ic i tement  sur  
le convexe  X 

p S  
~e,,+l = x ( A )  

il suffit alors de r4soudre 

(3.78) (Sun+l ,  w ~ u ,+l)  ~ (S f , , ,  w - -  u~,+l) ~ w e X. 

DF,~IONSTR~,TION. Les asser t ions  1 et 2 sont  4videntes.  D~montrons  3. 
On doit  calculer expl ici tement  u~+~ ~ pS ( f~ )  la project ion 4tant  prise au 
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sens  du  p r o d u i t  s c a l a i r e  [u, v] = (Su, v). I1 r e v i e n t  a l o r s  au  mSme do rgsou-  

d re  (3.78). On  e s t  a lors  d a n s  le c a d r e  du  p r o b l b m e  2 que  Pen v i e n t  de  rd- 

s o u d r e  en p o s a n t  g ~ Sf,, p o u r  n fixd. 

RE~IARQUE 3.17. P o u r  p a s s e r  d u  c o n v e x e  X au  c o n v e x e  X,  les  opdra-  

t e u r s  T et  0 s ' i m p o s e n t .  P a r  c e n t r e  le cho ix  de  l ' o p d r a t e u r  S es t  l ib re .  Si  

on pose  S ~ (TT*)  -~ d a n s  (3.78) on a u r a :  

donc 

avee  

O n  a a lo r s  

D)oh  la 

u,,+1= T~,,+I ; w = T w 

( " , , + 1 ,  w - -  " , ,+1)  ~ ( g , , ,  w - -  u , , + l )  

g. = T * ( T T * ) - ~  f . - - - ,  o / ; , .  

Un.~l --~- .P ~ (O fn)" 

PROPOSt'rION 3.10. La  su i t e  (u.) ddf in ie  p a r  les i t d r a t i o n s  

u +  t - - -  T P  2 ( O u  - - q T * ( A u  - - f ) )  
oh 

~ ~ = r ]' = [.~.wq I.,7l' I',, § I"~ ~ ] p ' p }  

et  oh la  p r o j e c t i o n  s a r  X e s t  p r i se  a a  sens  de  la  n o r m e  ] u ]  c o n v e r g e  d a n s  

Vh for t  p o u r  u 0 ~ 0 e t  ~ ) ~  k / C 2 ( N )  ver s  u h s o l u t i o n  de  

oh 
(Ah uh, vh - -  uh)h ~ ( fh ,  vh - -  Uh)h ~ vh ~ Xh 

P a r  a i l l e u r s  on a P h u h - - +  u dans  V f o r t ;  u d t a n t  la  s o l u t i o n  de 

oh 
(Au,  v - -  u ) : ~  ( f ,  v - -  u) ~ v E X 

X = i , e ~ V  llgradul~Ip.lol 

REMARQUE 3.18 On  s a i t  que  le p rob l~me  

oh 
(Ah uh ,  vh - -  uhh  ~ ( f h ,  vh - -  uh)h ~r vh ~ Xh 

~ Vi uh 
i = l  iml  

Xh = , , .  e V~ ; I 7 , , , h  I' ~ i p . p  
" \ i=l  
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est ~!quivalent au probl~me 

o~ 

- ~ ~ II ~,,,,, I l L -  (f, ~,~) 

La mgthode de la mire que noua avons in t rodai t  dana [14] permet de r~so- 
udre ce probl~me directement. 

L 'ut i l iaat ion d'une m6thode directe (m(~thode de la mire par exemple) 
semble s ' imposer chaque fois que le convexe Xh est tr~a ~ compliqu~* (cf. 
lea rdsultats  numgriquea dans [14]). 

I [ I - -  6. Rdsolution d'un probl~me de mdcanique. 

Soit i~ r~soudre Pingquation 

(3.79) (Au, v - - u )  i ~ ( f , v - - u )  ~v ~ v E X  

off 

X = i o E H 0 1 ( ~ ) ;  [ g r a d u l ~ : l  p . p  sur ~} 

~2 gtant  un ouvert borng de R ~' 
a v e c  

a2 
A=--A-------~=,Zax~ 

etf----- d* donn~e. 
L~inggalit~ (3.79) eat le problhme physique correspondant ~ la torsion 

~laatoplaatique (cf. [4]~ [14]~ [15]). C~eat en outre un cas particulier du pro- 
blame (3.59). 

On se propose maintenant  de r~soudre num~riquement  (3.79) par une 
mgthode simple. 

Plus  pr~cis~ment~ nous avons le 

(3.80) 

o~ 

TEOR~.'~E 3.3. (eft H. Brezia et M. Sibony [4]). 
N 

1. Le probl~me (3.79) ~quivaut a t rouver  u E X solution de 

~ ~  ~) ~ 7 , )  ~ ~  (Au, v - -  ~ ( f , , - -  - ~ v e X  

A . ~ - - A  

(x) ~ distance (x, ~ ) .  
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2. Les probl~mes (3.79) et (3.80) a d m e t t e n t  une solut ion un ique  et on 

a u ~ 7 ,  

3. La solut ion u de (3.79) est alors donn~e par  

A 
(3.81) u = P 2  ( A - '  f ) .  

RE~ARQUE 3.19. Le calcul numdr ique  de u solut ion de (3.80) peu t  se 
faire de plusieurs  mani~res :  

1. On calcule v - - - A - i f  par  la mdthode de Gauss-Seidel  [16] et on 

pro je t te  v sur  X su ivant  la norme [ ] ce qui donne u su ivan t  la formule  
(3.81). Mais en gdndral on ne sait  pas  proje ter  numdr iquemen t  s u i v a n t  la 
n o r m e  

2 \112 

2. On appl ique  la m6thode de Is  mire g la fonctionnelle 

i .~ II D , v  lit, - ( f ,  iv (v) = ~-  ~=t 

avec les cont ra in tes  vEX----- {vEHo ~ (~3); - -  ~ ~ v < :  ~ sur  ~}. Of. rg su l t a t s  
numdr iques  dans  [14] pa ragraphe  I I  - -  4. 

3. On peu t  aussi  ut i l iser  une mdthode i tdrat ive 

,,..+~ = P ,  (g~ - e~ (A ~ - - f ) )  
&VeC 

A = - - A  et . Y = { ~ E H o ~ ( ~ ) ;  1,71<,~ sur ~a}. 

La projection sur ~" dtant an sens de la norme II 1114" 

On montre alors que u'~ --+ u" solution de (3.80) dans //01 (Y2) 
n~co 

(voir les rdsultats numdriques). 

fort. 

4. On combine  1) et 3) dans les i tdrat ions 

8 i ~+, = e z  ( ~  - ~ , s _  ~ (~7~ - f ) )  
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en prenant  al ternativement 

& = S  i ~ - - A  et e l - - - - ~ t = l  si f , , = u , , - - ~ i s T l ( A u , , - - f ) E X  

et & = S  2 = I d  et ~-----~ si f i ~ X  

(Voir proposition 1.2 chap. I). 

R&ultats num&iques. 

1) Si f est tel que A - l f E X  la solution u de (3.79) est alors donn6 
par (3.81) qui s'~crit alors sous la forme 

(3.82) u = A - i f .  

L'0Pgrateur  A = - -  A 
connue de relaxations 
i tgrative suivante : 

(3.83) 

peut alors ~tre inversg A l~aide de la mgthode bien 
successives cf. [16] ou bien h l 'aide de la mgthode 

u , , + l  = u , ,  - -  ~ , ,  (Au,~ - - f )  

(Ave, v,~) 
avec u o = 0  et Q~----- {IAv,,t{ ~ oil v , , = u ~ - - u , ~ _ l .  

2) Si A - t f { X  alors la solution de (3.79) est calcuMe fi Paide des 
it6rations : 

(3.84) Un+l = P ~  (?~n - -  O~n(A{~n - - f ) )  

(Ave, v,~) 
a ec = 0 e t  Q n  = = - -  

2 + X calcul6 comme Pour  n ~ 5 nous prenons un param~tre ~ ~ ~ ----- (8/h~ + X) ~ 

darts les hypotheses du th6or~me 1.1 chap. I. 
57ous procgdons alors de la manii~re su ivan te :  
On se donne un param~tre h t ~ 1/10 de discr~tisation (ce qui corres- 

pond A un r4seau de 121 points associg g l 'ouver t  D = (0, 1 ) X  (0, 1)). On 
calcule u '* h Faide des it4rations (3.84)jusqu 'A stabilisation des r6sultats. h~ 

Ensui te  on fair h~--I hi/2-~-1/20 (ce qui correspond g u n  rgseau de 441 

points) on pose u~,-----u ~ h~ (Uh, gtant  Pinterpol6 de u~, pour un rgseau double) 

et on calcule alors u ~ ~ Paide (3.84:). h2 
Puis  on recommence le procgdg avec h a ~-h2/2 ; ce qui donne la solu- 

tion finale u" pour un rgseau associ4 ~ Pouvert  ~3 de 1.681 points. h, 
Le tableau 63 r6sume les expgriences faites. 
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TABLEAU n o 6a 

f = 5  

f ~ l O  

f .-~- 15 

Nombre d' itdrations 
pour h i ~-- 1/10 

70 

30 

10 

Nombre d' itdrations 
pour h s ~- 1/20 

150 

70 

50 

Nombre d' i t~rations 
pour h 3 - -  1/40 

530 

210 

110 

Les  t a b l e a u x  6b, 6e, 6d d o n n e n t  les  r g p a r t i t i o n s  des  c o n t r a i n t e s  p o u r  h----- 

-----1/10, h ~  1/20,  h ~  1/40. On a n o t s  (1) le p o i n t  (i , j)  de ~ oi~ u ( i , j )  
~ ~ d i s t a n c e  (x, agg). 

Ces p o i n t s  c o i n c i d e n t  ~ l ' in t~i r ieur  d u  d o m a i n e  ~9 a v e c  ceux  p o u r  les- 

que l s  I g r a d  u I ~ -  1. 
L a  dur~e  des  ca lcu l s  en  C . D . C .  3600 e s t  de  l ' o r d r e  de  1ram p o u r  100 

i t g r a t i o n s .  



~t in4quations auz ddrivg6s part~tles eto. 1 8 1  

T A B L E A U  n ~  6 b  

h ~ l / l O  f ~ o t e ~ 1 0  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

1 1 1 1 1 1 1 1  1 

1 1  1 1 1 1 1  1 1  

1 1 1  1 1 1  1 1 1  

1 1 1 1  1 1 1 1  

1 1 1 1  1 1 1 1  

1 1 1 1  1 1 1 1  

1 1 1 , 1 1 1  1 1 1  

1 1  1 1 1 1 1  1 1  

1 1 1 1 1 1 1 1  1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

T A B L E A U  n O 6C 

h ~ 1/20 f ~  c te  ~ 10 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

1 1 1 1 1 1 1 .1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  1 1  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1  1 1 1 1 1 1 1  1 1 1 1  

1 1 1 1 1  1 1 1 1 1  1 1 1 1 1  

1 1 1 1 1 1 . . . .  1 . . . .  1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1  . . . . . . .  1 1 1 1 1 1 1  

1 1 1 1 1 1 1 �9 . . . . . .  1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1  . . . . .  1 1 1 1 1 1 1 1  

1 1 1 1 1 1 1  . . . . . . .  1 1 1 1 1 1 1  

1 1 1 1 1 1 1  . . . . . . .  1 1 1 1 1 1 1  

1 1 1 1 1 1 . . . .  1 . . . .  1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1  1 1 1 1 1  1 1 1 1 1  

1 1 1 1  1 1 1 1 1 1 1  1 1 1 1  

1 1 1  1 1 1 1 1 1 1 1 1  1 1 1  

1 1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  1 1  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
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II 



et ~dTtatio~s a~tx ddrivdes ~artielles etc. 183 

B I B L I O G R A P H I E  

[1] AUBIN J. P. Approximatio~ des espaces de distributions et dee op~rateurs diffdrenticD. Bull. 
Socidt6 Math. France m~moire 12, (1967), 139. 

[2] AUBIS J.  P. Behaviour of tl~e error of the a~proximate eol~ltions of boundary value l~ro- 
blems for linear elli2tic o2erators by Galerkin's and fiT~ite difference ~lethods, Annali 
della Scuola Norm. Piss. (3) 21 (1967), 599-637. 

[3] BI~EZIS H. et SIBONY M. Mdthodes d'a:~proximation ct d'itJration_peur lee o~v~rateurs mono- 

tones. Archive for Rat. Meca. and Analysis 28 (1) (1968), 59-82. 
[~] BREZIS H. et SIBONY M. ~quivalence de de~x iltdquations variationuelles et applications 

(A paraatre Archive for Rat. Meca, and Analysis). 
[5] BREZlS H. et F. STA.MP.~CCH1A 8~r la rdgularit$ de la solution d'indquations clli2tiques 

Bull. Soc. Math. France 96, (1968), 153-180. 
[6] CEA J. Approximation variationnelle des probl~mss aux limites, hnnales  Inst. Fourier  

14 (1964) p. 345-44~. 
[7] CIARLET P. G. Variational methodes for non linear boundary value :problems (Th~so Case 

Inst i tute  of Technology 1966) 
[8] GOLDESTEIN A. _4. Minimizing functio~nals on Iitilbert 8paces Com~ztting ~cthods in opti 

misation problems. Acad. Press 1964. 
[9] LIO~S J. L. Probl~mes aax limitcs dana lea dquations auz ddrivde* partielles. Univorsit6 

de Montrtial 1962. 
[10] LIoNs J. L. ct STAMPACCHIA G. Variational inequalities. Comm. Pure  and Applied 

Math. Sept. 1967. t. 20, 493-519. 
[10'] J.  L. LIONS et R. TEMA~I U~e m~thode d~clatement pes opgrateurs ct des contraintes en 

calcul des variations. C. R. Acad. Sciences Paris, t. 263 (24 Oct. 1966) sdrio & 
563-564. 

[11] Mosco U. A r,mark oa a theorem of F. E. Browder. Journal  of Math. Analysis and 
Applications 20 (1) (1967), 

[12] PETRYSHIN W. V. 0)t the extension and the solution of  non linear oyerator equations. III.  
Journal  of Math. 10, (2) (1966). 

[13] S~oNY M. Minimisation de fonctionelles non diffdrentiables. (A paral t re  duns Isra~il 
Journal  of Mathematics) 

[14] SIBONY M. Bur l'a~prozimation d'dquations aux d~riv~es ~artielles ~mn lindaires de type 
monotone (A paraitro dana Journal  of Math. Analysis and applications). 

[14'] TEMAYi R. Sur la stabilitd et la convergence de la mdthode des ~as fractionnairss. Thhse 
�9 Sciences do Paris 1967. 

[15] T~N~: Elastic Plastic Rjorsion. Arch. Mech. Anal. t, 25 (1967): 
[16] ~/AaG~ R. S. Matri~t iterative analysis. Englewood Cliffs (Prentice Hal l  Series in auto- 

matic computation). 1962. 
[17] YANENKO N. N. Mdthods des pus fractionnaires pour la rdsolution numdriquc dee probl~mes 

de la physique mathdmatiqae (on russo), Novosibirsk (1966) et la bibliographic de 
co livre. 


