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SuMMARY - Let V7 be a reflexive Real Banach space and let 4 be an operator (mot
necessarily linear) form ¥ into its dual 7’. We shall suppose that X is a closed
convex subset of 7. We shall denote by (,) the duality relation between ¥ and V'.
For a fixed element f¢ ¥/’ we shall try to determine u ¢ X such that

68 (du,v —uw)y=(f,v —u)Jyve X,

Problems of type (1) occur in optimal control theory and contain a fairly large
class of type of linear and non linear partial differential equations (and inequations).
We use certain iterative processues to solve (1).

The muin method is based on the calculation of the operator Py (the projector on
the closed convex set X)
‘We consider two cases:

1) the operator Py is accessible, in which case we indicate how to obtain a nu-
merical solution.

ii) the operator Py is not accessible, in which case we indicate a variety of me-
thods to approximate the solution.

Introduction.

Soit V un espace de Banach réel réflexif, A un opérateur non néces-
sairement linéaire de V dans son dual V’. On se donne un élément fixe

— Ricevato il 1-11-1969.
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S€V’ et on cherche & résoudre dans V I’équation

1) Au = f.

On se donne maintenant un convexe fermé X de V. On désigne par
{,) 1a dualité entre V et V’.

Plus généralement on cherche « € X solution du probléme

(2) (Au,v —uw)y=(f,v—u)veE X,

Si X = V on retrouve ’équation (1) (ef [3], [14])

Par ailleurs, minimiser une fonctionnelle ¥ sur le convexe X est un proble-
me qui peut se ramer A résoudre une inégalité de la forme (2) (cf. [11] et [14].

Des problémes du genre (1) et (2) interviennent en théorie du contrdle
optimal et contiennent une classe assez large d’équation et inéquations
aux dérivées partielles linéaires et non linéaires.

Dans [14] nous assurons lexistence et ’unicité de u € X solution de
(2) et nous élargissons le cadre de l'inéquation (2) aux problémes d’optimi-
sation (cf aussi [13]).

Par ailleurs nous donnons toujours dans [14] de nombreux procédés
systématiques pour approximation de u solution (1) et (2).°

Ensuite nous approchons lespace V par des espaces de dimension
finie V3 ; ce qui revient & diserétiser le probléeme,.

Il reste alors & donner des méthodes constructives permettant de résou-
dre le nouveau probléme en dimension finie.

On utilise pour cela un procédé itératif valable d’ailleurs en dimension
infinie. Il est basé sur le calcul de Py (projection sur le convexe fermé X).

Nous distinguons alors deux cas:

ler cas

Lopérateur Px est accessible. Dans ce cas le calcul optimal de certains
parameétres, combiné éventuellement avec un changement de norme permet
d’aboutir & Ia solution numérique au bout de quelques itérations seulement.

2éme cas

I’opérateur Px est accessible.

Nous introduisons alors plusieurs méthodes.
1 — On peunt supprimer les contraintes X par « pénalisation » ; adaptation
d’une idée de Courant (cf. théordme 6.1 de [14] et bibliographie).

n
2 — On peut «éclater» le convese X == .ﬂl X; en plusieurs X; en adap-
=

tant une méthode de J. L. Lions et R. Temam (cf. théoréme 7.1 de [14]
et bibliographie).
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— On «mélange» 1 — et 2 — (cf. le paragraphe 1-7 de [14]).

— On peut transformer 4 et X par changement de variable.

— On peunt aussi caleuler Px par approximation.

— Enfin si Vopérateur 4 est un gradient, (1) et (2) équivalent & un probléme
de minimisation d’une fonctionnelle (cf. [14] § I-2, I-3); probléme que lon
peut résoudre par une méthode directe de minimisation, variantes des
méthodes des variations locales de Cenausko et Moiseiev et nettement
plus opérationnelles.

Dans le chapitre I nous exposons les méthodes théoriques d’approxi-
mation de lu solution des problémes (1) (2).

Aunx chapitres 1I et III nous mettons ces idées an application jusqu'au
résultats numériques sur de nombreux exemples d’équations d’inéquations
aux dérivées partielles et problémes d’optimisation.

Le plan est le suivant:

S T W

I — Quelques méthodes generales d’approximation.

I — 1. Une méthode itérative pour inégalité variationnelles.
1.1 — Itérations avec parametres fixes. P. 69
1.2 — Itérations oll le paramdire o est variable. P. 72
1.3 — Itérations avec changement de paramadtre et (e norme; P, 176

accélération de la convergence,

1 — 2. Méthode des changements de variables. P, 77

I — 3. Mdthodes itératives régularisantes. P. 83
3.1 — Méthode I: Régularisation et passage A la limite, P. 84
3.2 — Méthode II: Méthode itérative régularisante. P. 87
3.3 — Méthode III: Méthode mixte. P. 89

II — Equation aux dérivées partielles non linéaires et probléme d’optimisation
sur P’espace entier.

II — 1. Probléme 1. P. 93
~— Résultats numériques du probldme 1. P. 98

II — 2. Probléme 2. P. 101
— Influence du paramatre s. P. 102
— Influence du paramadtre p. P. 103
~— Accélération. de la convergence. P. 109
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II — 3. Probléme 3. P. 113
lare méthode : méthode de décomposition de l'opérateur 4, P. 114
28me méthode : méthode itératives directes. P. 120

II — 4. Probléme 4: régularisation elliptique. P. 126

II — 5. Probléme 5 : P. 129
— Une nouvelle estimation dn paramatre g. P. 130

1I — 6. Probléme 6. P. 132

III — Inequations aux dérivées partielles non linéaires et probléme d’opti-
misation sur un convexe ferme. P. 136

IIl — 1. Probléme 1: Le convexe X est une boule. P. 138
— Résultats numérigues: an exemple nnidimensionel. P. 141
— Résultats numériques: Exemple bidimensionel. P. 144

IIT — 2. Probléme 2: Régularisation elliptique. P. 146

III — 3. Probléme 3: Le convexe X est an coOne. P, 147
— 1%re expérience numérique. P. 152
— 2dme expérience numsérique. P. 154
— 33me expérience numérique; méthode de pénalisation. P. 156

IIT — 4. Probléme 4: P. 160
Un exemple unidimensionnel : X est un convexe sur lequel on ne sait pas
projeter directement.

— 1lare méthode. P. 161
— 2®me méthode. P. 164
— Résultats numériques. P, 166

II1 — 5. Un probléme undimensionnel: X est un convexe sur lequel on ne sait
pas projeter explicitement. P. 169
II1 — 6. Résolution d’un probléme de mécanique. P. 177
Résultats numériques P. 179

I. — Quelques methodes generales d’approximation.

I — 1. Une methode iterative pour inegalites variationnelles.

Soit 9 un Hilbert sur R muni du produit secalaire (,) et de la norme
||l Soit X un convexe fermé de % contenant l’'origine. On se propose de
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résoudre par une méthode itérative linéquation:

(1.1) (Au, v —u) = (f, v —u) Mfve X,
pour f donné dans 9’

ot A est un opérateur non nécessairement linéaire de Gf dans ‘.
Dans le cas ol Vopérateur 4 applique un banach ¥V dans son dual,
on se rameéne aprés discrétisation 3 une inégalité de la forme :

(1.2) (Anun , o — Up)a = (S ) Vn — Un)n F0r € X

pour f; donné dans Vy;

olt X, est un convexe fermé d’un espace de dimension fini V) associé au
parametre h de discrétisation. L’espace V, est muni du produit scalaire
{,)r et Vopérateur 4, applique V, dans son dual Vj.

Pour effectuer cette discrétisation on se sert du théoréme 5.1 de [14]
ou (’autres méthodes cf. [1}, [6].

I’inégalité (1.2) est alors un cas particulier de (1.1).

Dans de nombrenx cas le probléme (1.1) est posé dans un hilbert ¢
gous espace de

Hm(Q) = {u|ueL?(Q), DiucL?()|i|<<m)

£ étant un ouvert borné de 1R".

Dans ce cas on peut appliquer directement la méthode itérative qui
suit sans passer par l’étape de discrétisation (1.2).

La difficulté pratique de notre méthode est dans le calcul numérique
de Px(w) quand u ¢ X, ol Px est Vopérateur de projection sur le convexe X,

Dans 1a suite de ce chapitre nous donnons diverses méthodes permet-
tant de résoudre cette difficulté dans de nombreux cas pratiques cf. aussi
les paragraphes I.6, I-7 et I-8 de [14]. Dans le paragraphe I 8 en particu-
lier, nous donnons une méthode conduisant au calcul numérique de la pro-
jection sur un convexe quelconque de TR*.

1.1. Itérations avec paramétres fixes.

On se donne une application §€.2(%, ) vérifiant
H1) i) (Su, v) = (u)Sp) Nu, v €N

i) 3 une constante ¢ > 0 telle que (Su,u) > o || ]
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Posons [u]* = (Su,w); alors [u] définit sur 9 une norme équivalente

a -

On suppose que opérateur A vérifie Phypothése
H2) i) (Au — Avyu — ) =k [u — 2 Mfu,veH, k> 0.

ii) M N constante positive 3 une constante C(N) > 0 telle
que “fu,v€ 9 avee [u] << N,[v] << N alors

(Au — Av, w) << O(N)[u — v][w] FweH

LEMME 1.1. Si P est Popérateur de projection sur X au sens du
produit scalair [u,v] = (Sw, ) alors toute solution de (1.1) est solution de

(1.3) Piu— oS '(Adu —f)=u g>0

et réciproquement.
DEMONSTRATION. Posons g = ¢ (Au — f) avec ¢ > 0. Alors (1.3) s’6crit :
Pi(u— 871g)=w; ce qui équivaut & [— ST g,v —u]<< 0 YvEX

c’est-a-dire, (— g, v —u)<< 0 \fv€X ce qui équivant & (Auw — f,v —u) =0
FrveX, Dou le

THEOREME 1.1. On fait les hypotheses H1) et H2) alors
19 \WAfEY 3u€ X unique solution de

(1.1) (Au,v —uw) = (fyv —u) fve X
20) La suite (u,) définie par litération :
(1.4) Unpy = PJ (Un — 081 (Aup — f))

converge fortement dans % vers w pour ¢ > 0 et u, convenablement choisis
(4, = 0 par exemple).

DEMOSTRATION. 1% L’existence et 1’unicité de la solution résultent du
théoréme 1.1 de [14].

2°) PoSODS &1y == Un41 — . Par soustraction de (1.4) et (1.3) on a:
but1 = P (i — @ 5= (At — £ )) — PR (u — ¢ §~ (Au — 1))
(e 41 P= [Pk (n — ¢ 81 (Aup — f)) — P% (u — o 8~ (Au — f)]?
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ce qui donne:

(1.5) [ent1]? < [e, — 0 81 (Au, — Auw)]%
Or,
[ea — 081 (Au, — Au)j? = (Se,, &) — 20 (A, — Au, &) +
0% (Au, — Au, 871 (Au, — Au))
Donc

feup® << [en]? — 20 (Auy, — Au, &) + 0% [S—1 (Au, — Au)P.

¥
Soit N, tel que [u] giz—°. On fait I’hypothése de récurrence :

. N
[en) == [Un — u] << ~2—°, ce qui entraine, [1,]<< N, et d’aprés H2), 3 O(N,)=0C
tel que
(Aw, — Au, 871 (Aup, — Au)) << C[&,] [S7 (Aun — Au)).
De plus H 2) donne
(Atty — A, £2) = K [ea]?.

D’ou

(1.6) a1 P << (1 — 2 0k + 0® C?) [¢,]% = 6 [e.]?.

On choisit ¢ > 0 tel que 6 << 1 et ’hypothése de récurrence est véritiée.
Par conséquent ¢, — 0 quand n —> oo, ce qui achéve la démonstration.

JEMARQUE 1.1 1% En particulier la suite (u,) converge vers u pour
Uy =0

N, |f— A (o)], C=C(N,) et gopt="Kk/C?;

kYo
. k?
ce qui donne 9=1—ﬁ<1'

2%) Nous avons alors la majoration A priori de l’erreur :

Vo || tn —u|| < [un — u] < Bél_ [u] avec 63 =1 — k/C*(N).
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Si on prend S = 1Id on a
n
[ n —ul|<0f [ ul.

On voit alors que la convergence est d’autant plus rapide que le coefficient
fs est loin de l'unité. Un bon choix de lopératenr S assure ceci dans Ila
pratique (cf les exemples du chapitre II).

REMARQUE 1.2. On peut décomposer les itérations (1.4) en deux étapes
de la manitre suivante :

1l+—1— S
1.7) u 2= Px(u"— oS~ 1(4du™ — 1))
ol
(1.8) Ut = g =
“n+ ] = On

B

avec o = P3 (u* — o 8~ (Aur — f)) — u™.
(’est la décomposition d’Aitken. Cette méthode accélére trés nettement
la convergence {cf. chap. II, problem 2; (2.22), (2.23)).

REMARQUE 1.3. Le théoréme 1.1 ci-dessus généralise an cas des inéga-
lités non linéaires le théoréme 7.1 de [3]. De plus les itérations (1.4) sem-
blent plus opérationnelles que d’autres méthodes [12], telles que celles du
gradient et du gradient projeté [8). Comme on le verra dans les exemples
du chapitre II, les itérations (1.4) ont un domaine d’application trés large.

REMARQUE 1.4. Si Popérateur A monotone hemicontinn ne vérifie pas
Phypothése H 2) i) on s’y ramene moyennant une régularisation elliptique
cf. [14] théoréme 4.1,

Dans la suite de ce paragraphe nous allons définir des itérations o
les paramétres ¢ et S sont variables.

1.2, Itérations ow le paramétre ¢ est variable.

Tout d’abord nous faisons les remarques suivantes:
19 Dans les itérations (1.4) on peut poser

L (Auy —Aupy Uy — Up_1)
(1.9) e=0 = 8= (Atn — Aun_ )P

dans le calcul de uny; ou de u,i, et u,4, aprés avoir demarré les calculs
avec un paramétre ¢ fixe ou bien aprés n, itérations effectuées avec o fixe
donné par la remarque 1.1.



ot indquations aux dérivées partielles ete. 73
2% Si on fait X = ¥V on peut alors résoudre ’équation

(1.10) Au = f pour f donné dans 9/, avec A linéaire & aide des
itérations suivantes:

(1.11) Unp1 = Uy — On (A2y —f)

ol g, est un paramétre positif que nous allons déterminer.
Posons v, = Au, — f; il vient:

(1.12) Vng1 = Un — On Av,
on a alors

| ont1 lP =N vn [P — 2 on (Avn, va) + 0} |} A2 |?

(dva, vy,)
I Ava |*
Si par exemple 4 est un opérateur linéaire sur un Hilbert 9 et tel que

et || ¥4, > est minimum si g, =

(Avg, vy=a||va. |2 et || Ava|l << M v,
on a alors '

sl (1= ) o

ce qui assure la convergence des itérations (1.11).
3% Sous les hypothéses du théordme 1.1; on sait que la suite (uy)
définie par les itérations

(1.13) Unp) == Uy — 0 (AUn — f)
converge vers u solution de
(1.14) Au=f

pour u, et g convenables.

La convergence est d’autant plus rapide que le parameétre g est proche
de Poptimalité.

Dans certains cas le parametre ¢ fixé calculé a partir de majorations a
priori sur l'operateur (o = k/C? (¥)) conduit & un coefficient de contraction

0=1— trés voisin de l'unité; il faudrait alors plusieurs millions

k2
C*(N) _
d’itérations pour que le procédé converge ou bien la machine n’est pas
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assez sensible tout simplement & ce coefficient 8 trés voisin de 1. On opére
alors (avec succes!) de la maniére suivante :
1) On se donne u, et g, = 1 on calcule alors

up = uy — o, (Auy — f).

8i || Aul —f|| < || Auy — f|| on fait ¢, < ¢, (par exemple)
et on calcule
ul = uy, — o, (Auy — f)

Si || Au? —fi| < || Au?=t — f|| on fait gy < gp
et on calcule
uPtl = uy — gy (Aug — f).

2) Pour un certain g, on n’a plus d’amélioration. On pose alors

= ur
Uy = uf

et on reprend le calcul de

ul =u, — gp (Auy — f)
ce qui donne u, = u?
- S " .
et ainsi de suite jusqu’a u, == u? pour n assez grand.

4% TLes itérations (1.4) ou (1.13) convergent bien avec un paramétre
o =1k/C*(N) fixe et calculé & partir des hypothdses H2) sur Doperateur A.
Mais en surestimant ce paramétre g 3 partir de sa valeur théorique on
obtient nne convergence nettement plus rapide; (au lieu de quelques cen-
taines d’itérations, il suffit parfois de quelques dizaines) cf. les résultats
numériques du chap. II

5% Dans la remarque 1.1, nous avons vu que dans les itérations
(1.4) on pouvait prendre: u, =0 et

(1.15) o =g, = k/C*(N,) avec N, = —2—__ |f— A(o)]
k Vo

au lieu de poursuivre les itérations (1.4) avec p = g, on peut faire
(1.16) 0 = Ont1 = k/C*(Npyy) avee Nyp1 = [u,)
ou bien {(ce qui est justifié expérimentalement), on peut poser dans (1.4)

@ = @, jusqu’a n = n, puis poursuivre pour n >> n,
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avec
0 = gn donné par (1.16).
6% Dans la démonstration du théoréme 1.1 on a posé
(1.17) N,=2[u] u étant Ia solution exacte du probléme (1.1).

Nous allons donner une estimation de cette constante N, dans le cas ol
X=1".
Nous avons successivement :

[u] << [w — w] 4 [w"]

klu— P << (Adu* — Au, u® — u) << Vl-— I|f — Aws||* [u — u?)
g
Done

(1.18) [u] <L | f— Awr ||* 45 || ur ]

e

on peut alors poser

(1.19) No=- —Hf—Au"ll* + 2fo || ur |
{9

Nous avons alors

(1.20) lim N, =N,= 2 [u].

n -+ o

Dans la pratiqne N, co N, = 2 [u] aprés quelques dizaines d’itérations et
pour % > n, nous itérons avec le meilleur paramétre g = g, possible.
Sous les hypotheses H1) et H2) on démontre alors la

PROPOSITION 1.1. La suite définie par les itérations
(1.21) Upp1 == Uy — 0y 871 (AUn — f)

avec

0n =k/C*(N,) et N, = f—Au,| 4+ 2Vo || ual|

— |
k V;
converge vers la solution » de I’équation

(1.22) Au=1.
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7% Dans le cas ot X =V les itérations (1.4) deviennent

(1.23) Unty = Up — @ 871 AUy — f) = Upn — 09

avec
gn = 871 (Aun — f)

Il g’agit alors de minimiser ’expression
(1.24) p@) =ty —ul? =ty — % — g gu1]]?
u étant la solution de 4du =f ce qui donne

(Gn—1 Wn — W)

(1.25) o= T0 P

Nous pouvons alors poser dans (1.23):

(Gn—1 5 Un — Un_1)
1.26 = 0, =
(20 e=e =

on peut toujours demarrer les itérations (1.23) avec un paramétre o fixe.

1.3 Itérations avec changement de paramétre et de norme; accélération de
la convergence.

On fait les hypothéses H1) et H2) du paragraphe 1.1.
Si on pose 8= Id on a alors les itérations

(1.27) w,,, = Py(u, — o, (Au, — 1)) avec g, ="k, /Cra/(N).
Si on pose S 3= Id on a alors les itérations
(1.28) Un gy = Px (0 — 0s) st (Au, — f)) avec pg;== k,,/C’f (V).
Les itérations (1.27) impliquent que la projection suivant (,) est accessible.
Les itérations (1.28) impliquent que Von sache projeter suivant le pro-
duit scalaire [, ].
Nous avons alors la
PRoOPOSITION 1.2. Supposons que Von sache projeter suivant (,) et non

suivant [,] et que les itérations (1.28) soient plus rapidement convergentes
que les itérations (1.27). Alors, il existe un opérateur 8; et un paramétre
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o; tels que les itérations

(1.29) Upp1 == P;;" (n — 0: 8: (Au — f)) soient possibles.

De plus les itérations (1.29) sont plus rapidement convergentes que (1.27).

DEMONSTRATION. Posons dans (1.29) S;= S et g; = g;.
Si fa=up — 0:871 (Au, — f)€ X alors

(1.30) Uny1 = P§ (fn) = Ja

et les itérations (1.29) sont plus rapides que (1.27).
Sifon=1ty — 0,871 (du, — )¢ X

On pose S;=Id et g;= g1 et on est conduit aux itérations (1.27)
qui sont accessibles.

REMARQUE 1.5. On peut aussi faire S;= [d jusquw’d = =mn, et a par-
tir de ce rang n, on aura toujours f, € X. On poursuit alors avec les ité-
rations (1.29). Pour les applications cf. théordme 3.2 § III-3.

I — 2. Methode des changements de variables.

Le théoréme 1.1 donne une méthode itérative
(2.1) Unyy = PE (4, — 08~ (Aths — f)
permettant de résoudre numériquement le probléme :
(2.2) (Au,v —w) = (f,v —u) M vEX;

ol X est un convexe fermé de .

En général on ne peut calculer explicitement

P3 (u) pour u¢ X que pour un nombre restreint de convexes que nous
appellerons les « bons convexes ».

Nous allons donner deux méthodes permettant de résoudre trés simple-
ment le probléme (2.2) dans de nombreux cas oit X n’est pas un «bon
convexe ».

Dans la premiére méthode, on « calcule » Px par transformation de X

en un convexe X sur lequel on sait projeter numériquement.
Dans la deuxiéme méthode on transforme Vinéquation (2.2) en une iné-
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quation de la forme

AT D= v FeX

X étant un convexe sur lequel on sait projeter explicitement. La solution
weEX de ce probléeme peut alors étre calculée A D’aide des itérations tounjours
possibles :

'"'n—H:P;(un _}:'S——l (Eiz—f))-

Plus précisément on fait ’hypothése suivante:
H.3) Il existe un isomorphisme 7 (pour la structure hilbertienne)

de ¥ dans Gf tel que X = T—1(X) soit un «bon convexe ».
(une hypothdse plus faible est donnée dans la remarque 2.2)
Nous avons alors le

THEOREME 2.1. On se place dans les conditions du théoréme 1.1. De
plus on suppose H.3). Posons f, = u, — ¢8~! (4du, —f), n fixé; alors
1%) La suite (vn) définie par les itérations ;

(2.3) Upir = Py (v — F (B vy, — 1), v fixé

ot B = T* ST et f, = T* §f, converge fortement dans 9¢ vers un élément

v pour vy (=0) et g > 0 convenablement choisis.
20 La suite (u,) définie par Vitération

(2.4) Uy = T (2%)

converge fortement dans 9 vers u solution de (2.2) pour u, =0 et o=
= k/C%(N).

DEMONSTRATION. Il g'agit de rendre possible les itérations
(2.5) Ung1 = Px(tn — @8 ™ (At — f)) = P3 (f2)

on part de 1, = 0 par exemple. Or projeter f, suivant le produit scalaire
[, v] = (Su, v), équivaut & résoudre :

(2'6) (Sun+1 y W — un-i-l) = (an y W — un-{-l) VYweE X

Posons unpyy = Tv", w==Tw pour n fixé.
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Il vient alors

(ST W, T (0 — v) = (§fn, T (w0 — %) ¥ we X

ce qui équivaut a
(2.7) B, — )= (Fa, w— ) MV weX

en posant B=T*8Tet }V'n = T*95f,.
1équation (2.7) se résoud alors a laide des itérations suivantes :

~. ~

(2.8) U1 = P (o — ¢ (Bon — fa)

qui convergent pour v; =0 et ¢ > 0 convenablement choisi, vers %, ne
dépendant que de Plindice n.
Les itérations (2.5) deviennent maintenant possibles et s’écrivent :

u,;.‘.'l = T(’U").

D’apres le théoréme 1.1, on a u,—u dans 9 fort quand » —> oo, pour
uy (= 0) et o =k/C*(N); » étant unique solution du probleéme (2.2).

REMARQUE 2.1. 19 Si lopérateur linéaire B = T* ST vérifie
Bu,w) =l u|f et (Buv)<o| ul]l 7]
on peut prendre alors dans (2.8), E= a/C2.
On peut aussi faire E=Z§" (cf. les remarques du paragraphe 1.1, 1.2),
2% Dans la méthode précédente, pour résoudre Iinéquation

(2.9) (Au,v — u) = (f, v —u) MY veX

avec A non linéaire et X = convexe fermé sur lequel on ne sait pas pro-
jeter explicitement, & ’aide des itérations;

(2.10) Unyy = Px (uy — 08 (Aun — 1))
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On se raméne & résoudre A chaque itération =», une inéquation de lIa
forme :

~

(2.11) Bur—w=(fv—u)VoeX

ot B est un opérateur linéaire et X est un convese fermé sur lequel on
sait projeter.
Bien entendu on peut résoudre aussi (2.11) avec des itérations analo-
gues a (2.10).
3% Si Y = V; nous avons bien entendu wu, — u; avec u; solution
d’an probléme discret :

(Apup, Vo — up)h = (fra, 0o — unpln M V1€ Xj

et de plus on a pu,—ru dans V fort quand A —> 0 ott u est la solution
du probleme continu :

(Au, v —u) =>(f,v —u) MfvedX

avec A opérateur cette fois d’un Banach V dans son dual V’ qui dans la
pratique est un espace de distributions ; cf. [14].

THEOREME 2.2. Opn se place dans les conditions du théoréeme 1.1. De

plus on suppose H3). Alors
1% Toute solution u de (2.2) s’éerit

(2.12) w=Tu

ol % est solution de I'inégalité

213) (Au,v—w)=(Fo—u) M veX avec A = T* AT, f=T*f, X=T(X)

et réciproquement
2%) La suite (u,) définie par les itérations

~

(2.14) U = Pty — @ 81 (A w4 — 7))

converge fortement dans % vers u solution de (2.13) pour ﬁ:) (= 0) et Z> 0
convenablement choisis,
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Di:MONSTRATION, 1°) Posons dans (2.2) u = T u, v = T% il vient alors

~

(2.15) (ATw, T —w)=(f, T{v —u) ¥oeX

ce qui équivaut a (2.13).

20y Comme T est un isomorphisme alors Vopérateur A vérifie les
bypothéses du théoréme 2.1, ce qui assure la convergence de la suite (u':.)
vers u solution de (2.13).

REMARQUE 2.2. Plus généralement on peut remplacer I’hypothése H3)
par H4)
H4) i) 1l existe une application 8 de 9 dans 9 < 9 linéaire continue
et injective telle que 9(X)=:f soit un « bon convexe »,

ii) 11 existe une application 7 de 9 >< 9 dans < linéaire continue

et surjective telle que 70 = Identité.

Nous verrons au paragraphe III-5 un exemple ol cette hypothése est
fort utile et simplifie la résolution d’un probléme.

REMARQUE 2.3. 1% Comme on ne suppose pas X borné, notre méthode
g’applique au cas o X = % et permet de résoudre simplement l’équation
Au=f.

2% Un choix judicieux des opérateurs S et T peut conduire a un
probléme

Aur—m=(fv—mu VreX
treés facile & résoudre. C’est ce que nous verrons dans les exemples du

Chapitre II.
3% Chaque fois que l'opérateur 4 est linéaire auto-adjoint, en pre-

nant S = A et [u]® = (Au, ) Pitération
(2.16) Upgpy == P3 (u, — o 81 (Au, — 1))

devient
u==Px (A7 f) (car g =1)

ce qui permet de trouver u sans passer par le itérations (2.16).
Cela suppose bien entendu que 'on a une autre méthode plus simple
pour inverser l’opérateur A (par exemple 8i 4 = — A).

Si A est auto-adjoint alors A=T*AT Vest. On prendra alors § =4

[}



82 M. SiBoNY : Méthodes itératives pour les equations

~

et [27]2 = (4 u,u) et Vitération

(2.17) g1 = P2 (un — o 81 (X 10, — 7))
devient

(2.18) W= P} (A7) =P} (11 41 /).
Don

(2.19) u = TPg (T-1 A1 7).

REMARQUE 2.4. Soit F une fonctionnelle sur un convexe X d’un espace
de Hilbert 9 sur R. On pose le probléme numérique suivant: trouver ue€X
tel que

(2.20) Fu)<< F(v) \ ve X.

1% Si F est différentiable au sens de Gateaux on a vu cf. [14] que
toute solution de (2.20) est solution de

(2.21) (B (u)yv—u)=0 MoveX

et réciproquement.
Pour résoudre numériquement (2.21) on applique alors les méthodes
des paragraphes I-1 et I-2.
20) Si F n’est pas différentiable, on a vu que (2.20) pouvait se met-
tre sous la forme

(2.22) (Ay w0, —u) = (f1,v, —u) Mo, €X, cf [14]

et on applique ensuite les méthodes précédentes pour résoudre (2.22) nu-
mériquement.

Dans le chapitre II et dans [14] nous donnons de nombreux exemples
d’inéquations variationnelles et de problémes d’optimisation et les formes
(2.20) correspondants.

REMARQUE 2.5. Pour résoudre numériquement Vinéquation (2.22) il
est essentiel de savoir projeter explicitement sur le convexe

X, ={v|v,=AleX <R, G@)<i).

La proposition qui suit traite un cas particulier important.
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PROPOSITION 2.1, Soit % un Hilbert sur R de norme || ||.
On pose

(2.23) Xy ={v v, =, €¥ X< R;[v]} <]

ou [ ] est une norme hilbertienne quelconque.
Alors pour tout v, = (v,,A)¢§ X, on a:

(2.24) Px, (v) = (0v,, p)
(2.25) p= 0[]

et 6 est solution de V’équation :

, o [P — 20 [oP\ Lol _
(2:26) o+ o[ ) — iy =

avee O <1 et 0%[v 2 >1,.

DiMONSTRATION. Soit v, = (vy, 40 ¢ X, .
Comme la norme [ ] est hilbertienne la projection sur X, de v, est
dans le méme plan que #,. On a done:

Px, (v,) = (60, , ).

Nous allons déterminer les constantes 6 et u. On a [By]? = u.
Il s’agit maintenant de minimiser la distance :

@ = (0 — 1 || 9 >+ (n — 20)%;

@ = (0 — 1) v ||® 4 (82 [v,F — 4p)%

ce qui donne

On doit avoir
a4’ = 0.

ce qui donne:

oull — 23l _ el _
oL — =

La racine qui convient est celle pour laquelle on a
<1 et O[v,?>1,.

I — 3. Methodes iteratives regularisantes.

Dans ce paragraphe, nous étudions plus particuliérement ’approximation
de la solution d’équations aux dérivées partielles non linéaires. Tous ces
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résultats se généralisent facilement au cas des inégalités variationnelles
non linéaires.

On se propose de résoudre dans un espace de dimension finie V, I'é-
quation
3.1) Ay up = fr pour f» donné dans Vj

ot A, est un opérateur non nécessairement linéaire qui applique V, dans
Vr . Les hypothéses faites sur l’opérateur A4, seront plus générales que
celles considérées dans le théoréme 1.1 de ce chapitre et dans le théoréme
7.1 de [3].

Si par ailleurs on se donne un espace de Hilbert V et un opérateur
A non nécessairement linéaire de V dans son dual V’; notre méthode per-
mettra de résoudre directement et sans passer par I’étape de discrétisation,
I’équation

(3.2) Aw = f pour f donné dans V.

Dans ce cas les conditions supposées sur l’opérateur A seront les mémes
que celles que nous allons supposer sur Vopérateur A, de I’équation (3.1).

3.1 Méthode I: Régularisation et passage & la limite,

On fait les hypotheses suivantes :
H5) Soit Sy € L(Vs, Vi) tel que

i) (Sn un, va)s = (Un, SpVa)a  %n, V€ Vi
ii) Il existe une constante ¢ > 0 telle que
(Snun, wnd = [wal? =0 || un [ln
[us) sera alors une norme équivalente & || ua ||
H6) A, est hemicontinu de Vj dans V) et vérifie:
(Anun — Anon, un— v == (9 (| wn [l — @ ([ oa [[2) (] 2 [l — [} on [[a)
avec ¢ : R — R strictement croissante et tel que
lim ¢ (r) = + 0.

r—+co

H7) Soit B: V,—> Vi linéaire (continue bornée si V,== % de dimension
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infinie) tel que
i) (Bruny wahh =k [unl, &> 0

ii) quelle que soit la constante N >0 3 C(N) tel que si [us]<<N,
[va] << N, on a pour tout 1> 0:

(A;. Up, ~— Ap vy ’ Wala + i (Bh (up, — vh), wh) <C (N) [u;. —_ ’Uh] [wh] N owp € V.
Nouns avons alors le

THEOREME 3.1. On suppose HS5), H6), HT) alors
19 L’équation (3.1) admet une solution unique u,€ V.
2% La suite (u? ,) définie par Vitération

(3.3) uptt = up , — 0 85t (Anuh p + & Brtih p — fa — 5 1)

converge dans V; vers u, quand n—»oco et p—» oo pour tout g, donné
dans V, (¢, étant une suite de réels tendant vers 0 quand p —> o0), pour
ud =10 et o =k/C*(N).

DivMoNSTRATION. 1% L’hypothése HG6) assure lexistence et l’unicité
de la solution uz€ V, de (3.1).
2% Fixons l’entier p. Alors Popérateur A, -+ ¢, B, vérifie les hypo-
théses du théorme 1.1 (il suffit de faire X = V3). Donc la suite (uj,)
definie par I’équation (3.3) converge vers la solution u, , de l'equation

(3'4) Ah uh,p"l" &p Bh “h,p::fh + ep gr

et d’aprés le théoréme 4.1 de [14] on a:
Up, p —> U quand p — oo, u, étant la solution de 1’équation (3.1).

REMARQUE 3.1. 1% Le théordme 3.1 est encore valable si on remplace
¥V par un espace de Hilbert et I’étape de discrétisartion est inutile.
Nous donnons dans le chap. II paragraphe II-1 un exemple pour illus-
trer cette sitnation. Nous verrons que bien que Von soit obligé d’opérer
une certaine «diserétisation» aun stade de ’exploitation numérique, on peut
prendre le parameétre h aussi petit que l’on veut (suivant les possibilité de
la machine) et 1’erreur de discrétisation devient ainsi nulle, Kn général on
obtient une trés haute précision.
2% Les itérations (3.3) sont indépendantes des conditions aux limites
(Dirichlet, Neumann ou mixtes) pourvu que Pon ait un schéma de discréti-
sation convergent, ce qui rend inutile de recourir aux opérateurs p, et r;
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A’ AUBIN (cf. [1]) qui sont trés difficiles & expliciter dans le cas de conditions
aux limites de types Neumann par exemple.

REMARQUE 3.2. L’algorithme de calcul (3.3) consiste a fixer p et a ité-
rer en n jusqu’a la solution wu, , de (3.4), en prenant w,,= 0 par exemple,

N llfit oo — 40— Balo)h ot o= KO*N)
[+

Puis aprés avoir diminué &, on reprend les itérations (3.3). Bien entendu
on peut faire le tout en une seule itération en prenant & = ¢, — 0 quand
n—> co et la formule

(3.5) uptt =l — o Syt (A up & ey By uh — fo — &5 ga)

mais des considérations techniques sur la rapidité de convergence condui-
sent a préférer la méthode (3.3) avec &, §= ¢, . En effet nous avons:
(3.6) fupt! — up ?]2 <0, [(u , — u’,:—;]z avec 0, =1— e2/C2 (N).
Pour que 6, ne soit pas dés le débubt des itérations, trés voisin de I'unité;

il est nécessaire dans le calcul des premieres solations u , (p = 0,1, 2,...)
que le paramétre & ne soit pas trop petit.

REMARQUE 3.3. 1% Si nous prenons & priori g, == Bj ux les équations
(3.1) et (3.4) deviennent identiques et en posant ¢, = ¢, , les itérations

(3.7) up™ =l — 9 877 (An up + &5 Bruy — fr — & By un)

conduisent directement & la solution =, de (3.1).
Ceci montre l'intérét technique de Vestimation & priori de Bj u .
L’opérateur B, choisi devra donc vérifier H7) et permettre si possible
cette estimation.

2% On aura aussi intérét & utiliser g == gn cf. les remarques de I-1, 1.2,

REMARQUE 3.4. Toujours dans le cadre du théoréme 3.1, on peut relier
Perreur sur la discrétisation ||p,up — u| = (k) & Verreur sur Pitération.
Plus précisément on a:

| o2 s — || << || pa wn — pawn || + || pa r — || <

L

SV_O— [u? — w,] + 0 (h), u; = 0.



et indquations aux dérivées particlles etc. 87

Donc

12
(3.8) Ip,ur —u| < P: 02 [uy] + & ().
o

Il suffira donc de prendre

2 C2 ()
k2

(3.9 n oo avec 0 =1 —k*/C2(N)

pour avoir ||p, u? — u || oo 8 (h).

3.2 Méthode II: Méthode itérative régularisante.

Nous allons donner maintenant une autre méthode itérative directement
suggérée par la remarque 3.3.

Son but essentiel est de se passer de "hypothese (assez restrictive pour
certains opérateurs non linéaires) du théoréme 1.1, sur Popérateur A, :

(3.10) (Apun — dpva, w — o= alun— o llh, «>0.

Plus précisément nous supposerons seulement que l’opérateur A, vérifie la
condition :

(8.11) (Apun—Anovn, un — va)a = (o (|| a8} — @ ([, va [[) (|| wa |l — || va [[a).

Cette condition est plus faible que (3.10) et entraine l’existence et 'unicité
de la solution u, € V), de Péguation :

(3.12) Apun =f,r pour f, donné dans V,.

Dans la méthode I on avait des difficultés techniques quand £— 0. Dans
la méthode IT on régularise lopérateur 4, en lui ajoutant un opérateur
ABj ol 1 est une constante quelconque; si bien que la difficulté du ¢— 0
disparait. Nous avons alors le

THEOREME 3.2. On fait les hypotheses H5), H6) et
HS8) By: Vi— V) est linéaire et tel que
1) (Bnua, s << M [ua) [va)] 5

(Bh Uy, Uph =k [u;.]z avec % <1
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ii) Quelle que soit la constante N > 0, 3 C(N) tel que si

[uh]ng [vh]s N
on a pour A > 0

(Ap un — Ap vp , wa)p + A (By (up — v8), wp)s << C (V) [u;. — U] [wh] M wr€ V.

Alors
19 L’équations A ux = f, admet une solution unique wu,€ V,

2% La suite (u}) définie par Vitération

(3.13) Apur + ABrur = fo 4+ ABrup
converge dans V, vers uj .

DEMOMSTRATION. 19 L’existence et I’unicité de la solution résulte de
Phypothése H6).
29) L’itération (3.13) a un sens puisque Vopérateur A -} A B, vérifie
les hypothéses du théoréme 1.1.
Pour u) donné on peut caleuler u. & ’aide de la formule :

(3.14) Uh, mts = Uh,m — @ Sh " (A U m - A By wh m — fr — 4 By )
en prenant o =k/C?(N) ol & et C(N) sont donnés par I’hypothése HS8) et
V= %Hﬁ. AByul — 4y (0) — 1B4 (0)]| (si ud = O).
Par ailleurs nous avons successivement :
Apur + AByup =fn + AB up !
Apup + ABrup=fr + A By up .
En posant & = u} — u, il vient:

(Apuh — Apun, en A (B ek, enn = A (Bren *, enl -
D’aprés H8) on a:
n M n—11 (1
[sh] = _k_ [61. ] ( )'

(1) Si au lien de H5) on suppose (3.10) on obtient alers 'inégalité [a’,:] = ;% [,;:—1

ce qui termine la démonstration si %Sl.
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M
Si —k]y£< 1, le théordme est démontré. Si %— = 1 alors [&}] << cte, donc

[u?] << cte N+ n. Donc suivant un ultrafiltre ¢ on a: v} — &, dans V,. De
la relation

(3.15) (Anwhy uh) = (fa, i) 4 An (B uh ' — By up , up

avec A, — 0 gqnand # — co on en déduit que lim sup (Ax ux, un)n << (fa,Enla-
U

I1 en résulte que A, & =Jf}.
D’on &, = u, d’aprds V’unicité de la solution.
ce qui démontre le théordme.

REMARQUE 3.5. L.e théordme 3.2 est encore valable si on remplace V,
par un Hilbert % ; les opérateurs 4, et B étant remplacés par 4 : ¥ — 9’
et B: 9 — Q¢ vérifiant H5), H6 et HS). On démontre comme précédem-
ment que Von a:
w* —u dans 9 faible.

A partir de H6) on montre que || u™|— ||« ||; ce qui donne
w'—u dans 9 fort.

Dans V, de dimension finie on a évidemment directement la convergence
forte.

3.3 Méthode III: « Méthode mixte ».

La méthode qui suit a les mémes avantages que la précédente. La ré-
gularisation de l'opérateur A4, consiste essentiellement & lui ajouter V’opé-

rateur —Z—I ; les parametres ¢ et & jouant un réle particulier. Les hypothe-

ses sur A, seront bien entendu moins restrictives que celles du théoréme 1.1.
Plus précisément nous avons le

THEOREME 3.3. Soit 7 un paramdtre fixé et N un entier. On se donne

k
deux parameétres e — 0 et k = %;— — 0 de fagcon que vy —> 0. On suppose

H6). De plus A, est lipschitzien sur les ensembles bornés. Alors
19 la suite u? définie par les itérations

(3.16) Ayl 4 ~;—u: =i + —;— ui™l (avec u = 0)
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1 ¥ .
est telle que — 2 w;—> u, dans V, fort ol w, est la golution de I’équation

N n=1
(3.17) Ah Up =fh .
2% Pour n fixé, la suite (u} ) définie par les itérations:
& &
(3.18) U gy = Yo — 0 ((A;. + 7«:_) wy o —Jn— - u’,:—l)

converge fortement vers u? quand m —» co pour u}*, convenable et

e O ()
BOW) +— & (WF

f=

ot C(N) est la constante de Lipschitz de lopérateur 4, |on peut prendre,

. & € -
st ur =03 N=—£— S+ < L — 4, (0) ) et C, (h) et C,(h) sont deux

constantes assurant équivalence des normes :
Cy (B[ wn [ln <[ o << G (B) || ffa -

DEMONSTRATION., 1° On se donne deux espaces de Hilbert V et H
Ve H avec injection continue on muni V de la norme | || et H de la
norme | |. Nous allons démontrer le théoréme dans le cas ol V=V =
espace de Banach.

a) Véquation (3.16) s’écrit alors

(3.19) Aw* 4 % w = f -+ —;— w1 (49 = 0) avec ; donné dans V.
Or (3.19) équivaut a

(3.20) (Aw",v— u®) + —ii- (W — w1l p—um) = (f, v —u") MoE V.
Faisons v =0 dans (3.20) on a:

— (dur, ) — 5870 (Jur P — =t Pt Jut — w =t ) = — (")
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or

(Auv— A0} 1) =(p([|ul])—@O)]«l.
Done

v Pt P [ — =t ) < [ | (7] 4 9 0+ 1] 4 0) )
—Jw e ()

or l'application r— & 7 — ro (r) est borné dans R, pour a€ E. Dol

@.21) 2w et P [ — et =

On en déduit

(3.22) %{ |ur [P < €, = O,N
et
N
(3.23) 2k =z S jur — w1 P 0, = C,N
1 ¥
b) posons u, = —l—\fni u* et montrons que || u,| est borné.

La relation (3.20) équivaut &

(3.24)  (Av, v — um) % (U — =1y — ) = (f, v — u") \fveE V.

Sommons (3.24) de n =1 & n = N divisons par ¥ et faisons » = Y oona:

2
U, U e X n n—
(A—z“a 2) (f72) ﬁ"£1(|1¢"|2—[1¢"—1|2+|u — un—1]?)
e ¥ '
+ﬁn£1 (w* — w1, u,)

ce qui donne:

Do |ju, ]l < C,.
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¢) montrons que w,—> % dans V fort w étant la solution de Au = f.
Suivant un ultrafiltre ¢ on a u,—> & dans V faible quand ¢ k— 0 avec
kje — 0.

En passant & la limite dans

N
(3.25) (Ao, v —u)+ g I (@ —wt, ) —

n=1
__;T%‘(IunIZ_|un-—1‘2+’un_un—l |2)2(f’ v — u‘).

On a compte tenu de (3.21), (3.22), (3.23):

(Av, v —8=(fiv—§ MveV
ce qui équivaut a

(3.26) At =7

comme ’équation Awu = f admet une solution unique € V; il résulte que
E=u.

Puisque #, — u dans V faible alors w, = Ye —; v —> u dans V faible.
Posons v = 1w, dans (3.25); on en déduit lim sup (dw,, w, — u) << 0.
Or
(@ (llwel]) =@ ([[u]l) (JJwe]] — || u]]) < (dw. — Au, w, — )
< (4w, , w, — u) — (Au, w, — u) — 0.
Donc

we—>u et |Jw, || — | u|

et alors w,— u dans V fort.
Il en résulte que u, — u dans V fort
2% On applique les itérations du théordme 1.1 a Péquation (3.16),
ot n est fixé.

REMARQUE 3.6. Daps les théordmes 3.1 et 3.2 les constantes k et
C(N), N et par conséquent le paramdtre o dépendent du pas k de discré-
tisation. Ceci provient d’équivalence de deux normes || ||» et | | sur espa.
ce V.

En général les constantes C;(h)— co quand h —> 0.

Dans la pratique le probléme discrétisé est résolu au stade numérique
avec h petit et fixé 4 Vavance. I1 ne reste plus donc qu’a faire le passage
3 la limite pour » grand.
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REMARQUE 3.7. 8i on suppose ¢/k— 0 quand n — oo.

On pent montrer que la suite (u") définie par (3.19) converge fortement
vers u solution de Véquation Au = f.

Nous avons en effet

&

(327 (dwmw) < (0 — 5

(e 2 = |t o e — et

De (3.27) et (3.21) on déduit que " est borné.
Donc suivant un ultrafiltre U on a u* — & dans V faible. Or (3.20) peut
encore g’écrire :

(3.28) (4v,v —u™) 4+ _’f_ (ur — w1, p) — 5‘% (|ur lz . |un—1 lz +

+ [wr — W P) = (f, v — ).
En passant a la limite suivant ¢ on a

(v, v — §=(f,v — &) Y vEX.
D’ol
(3.29) AE =f et E = U
On montre encore que

lim sup (du , ™) << (f, u).

ce qui donne:

(@l ) =@l (ur]] — || ]]) < (Aw, u* — w) — 0.
Done
[l i —> ] w .
D’ou
u — u dans V fort.
II — Equations aux derivees partielle non lineaires et problemes

@’optimisation sur I’espace entier.

II — 1. Probléme 1.

Soit H§ (0,1) = u|u€ L%(0, 1),%&112 (0,1);u(0)=wu(1)=0 }ladérivée

étant prise au sens des distributions. On désigne par H—1(0,1) le dual de
du

dzx

H;0,1) et on munit Hy (0,1) de la norme || %] =

L’.
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On cherche € H, (0, 1) vérifiant
(2.1) w' = f(x, u) ()
on fait les hypothéses suivantes
i) f(z,w)eC0(0, 1] X R)
ii) Il existe une constante y > 0 telle que

J 2y ) —f (2, uy)

U, — u =—y>— 7% u U, Yae[0, 1] ety = 0.
1 U

iii) Quelque soit N > 0, 3 une constante C (N ) telle que si |4, |<< N,
|uy| =N on a

S (@, u) — f (2, u,)

< a(N)< 4 oo pour u, == u,, M x€[0,1].

Nous avons alors le

THEOREME 2.1. On suppose i), ii) et ii{) alors

1 — I existe u€ H, (0,1) unique tel que w’’ == f (&, u)
2

d .
2 — Posons Au= — "’ + f(z,u); Su = — ﬂ? alors la suite (u,)

définie par les itération :
(2.2) Upp1 = Un — 08—1 Au,

converge dans H(,1 (0, 1) fort vers la solution « de (2.1) pour u;=0 et o> 0
convenable donné par (2.5).

DEMONSTRATION. L’opérateur Au = — u'' -+ f(x, w) applique Hy(0, 1)
dans H—1(0, 1). Vérifions Jes hypothéses du théoréme 1.1 paragraphe I — 1.
Posons [u]= || «||. D’aprés (i) on a:

(Au — Av,u — v) = || v _"’,“33’0, p 7 I u— v”%,(o’l).

(1) Ce probldme a 6té étudié dans [7} par d’antres méthodes,
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Il résulte du caleul des variations que

1

f[v'[2 dx
Inf S
ve”l o,
v ]]fv |2 de
0

. 1 ’ 1
10 By <= 19 [y 0 € (0, 1)

7% =

Donc

Doui
(2.3)  (Au— Av,u— o) >k[u— P aveck =1 —-j_fg;o <y <.
D’apres ii) et iii), 8i |u|<< N, |v|< N nous avons
| f@yu)y—~flo,v)| << |w—2| sup (Ja(N)|,|7])
Supposons que [u]<C N et [v] << N. Alors

| (Au — A2, w) | <[ @ — 0" ||z ][ 0" |l + || f (@ 0) = il o) || oo |l
Dol

(2.4) |[(Au—Av,w)| << C(N)[u — v][w] avee O(N)—-1+ Sup (J«l, 7))
Les hypothéses dn théoréme 1.1 chap. I sont donc vérifies. Si on pose:
X =H,(0,1); uy =0, N_—HA )| et o=k/C*(N)
REMARQUE 2.1. Les itérations (2.2) convergent pourvu que o vérifie:

2% 1
(2.5) 0, <9<09(N) onk=1— 2;O(N>=1—i- = Sup (el |7]); 0<y <a%

Nous allons montrer maintenant que la discrétisation n’introduit aucune
erreur dans le probléme et pourvn que lon prenne un paramétre h > 0
suffisamment petit; tout se passe comme si on itérait effectivement dans
Pespace de DHilbert H, (0,1). Ceci est d’aillears valable chaque fois que
le probléme aux limites est bien posé dans un Hilbert quelconque 9.
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Soit N un entrier et & un parameétre > 0 tel que Nk = 1. On divise
Vintervalle (0,1) en N intervalles (0, k), (k, 24)... (N — 1) h, Nk). Soit 0 la
fonetion caractéristique de [ih, (1 +1)h[;i=0,..., N — 1.

Posons :

N—1

= = i gi 0 = N1
V= uh}uh-—‘__z(‘) w 0L, ut € Ryu) =ui1=0

V), est un espace de dimension finie que nous mettons en dualité avec
Vi 4 Paide du produit scalaire

¥y—1
(U, e = h = w} v},
$=0

Posons
h
up (.z: +—2—> — uh(ac —-—’2—L—>
Vius (@)= h s Vaup = Vn (Vs un)-
1 N—1 .
Soit X, =—6°. On pose P, up= 3 ui¥»06 (o0 le signe » désigne le
B ok Pl A

produit de convolution)
rat (@) = u (ih), pour €k, (i + VDR, i=1,.., N — 1.
PROPOSITION 2.1. Posons |
Fa (@, w) = 74f (z, ) wn € Va, € HY(0,1)
(2.6) Apup = — V,z, un = fa (@, uz).  Alors
Il existe u;€ V, unique tel que
(2.7) Ayup=20.
De plus on a pp u; —>u dans Hé (0,1) fort u étant la solution de (2.1).
PROPOSITION 2.2. La suite (u) définie par les itérations
(2.8) uptl = up — o 87 A u

o S = — V2 et A, donné par (2.6) converge vers wu; solution de (2.7)
pour u? =0 et o >>0 donné par (2.9).
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DEMONSTRATION. Nous avons en effet:

(Apvup— Apo,up — o)== (A ppup — APrvp, Prtth —PrVn) =X

7\, @ Y
X > (1‘*77>Ha(1’h Up — Ph Vp) H‘ZLI= (1 —;2—) || Viup — Vi Uh“%’-

D’ou

(Aprun — Apvn, un — vA)a = I [up— 2 avee k=1 -—'nlz.

Si on pose [up] = | Vrun| 1a-
De méme on a:

. (Apu — Apvn,wp) << C(N) [up — vr][wi]
ol

1
C(N)= 1+;ﬁ Sup (ja], |y
Il suffit donc de poser

2
(2.9) W =0, N=—|| 4 (0) |lz2 et o = k/C* (V).

REMARQUE 2.2. 1. — Nous avons donc u} — up dans Vi et
Pty — u dans H, (0, 1) fort;
u étant la solution de (2.1).

2. — Come le parametre ¢ est indépendant de %, il résulte que l’on
peut prendre h aussi petit que Uon veut; ce qui annule Uerreur de discrétisation.

3. A priori nous avons les majorations de lerreur suivantes :

1
I — LG IVaug — Vol < 0" || Vau |
1

o O, est une constante de l'ordre de n® d’aprés un calcul de variation
« discret ».

2
0=1— k

1
i F=1 = CW) =145 Sup a(¥), 9

et
2
N = 7 “f(.'L‘, 0) ||L'-

En ce qui concerne l'erreur sur la convergence de p,u, vers % nous avons
a priori la majoration || pr us — v || << Cyh.
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En effet d’apres la remarque 5.3 chap. I de [14] nous avons
o —u || < s |l o v — wl)
On montre dans [2] que si v€ H?(0, 1) on a:

|| pnrnw —u “H’”(o, = Cuht—m g=m, 0,>0,

Comme " = f(x,u) €C® ([0,1] < R); il résulte que =€ H?(0, 1). Done
|| o0 wn — u || << Gy ke

Résultats numériques du probléme 1.

On cherche u € Hy (0,1) vérifiant :
124 1
(2.10) u' = ?(u—l—x-}— 1)3, z €0, 1].

Ce probléme admet pour solution exacte

(2.11) u(x)=2iw —2—1 of[7].
Posons
Au=—n" %(u—{—w—{-l)“.
On montre facilement que
(Au— Av,u — o) =>[u— o> avec [u]=| o |20, 1)-

Si [uj<< N et [#]<<N on a:

(Au — Av, w) << C(N)[u — v] [w] ¥ we Hy (0, 1)

3 (N 4-2\2
oun C(N)=1+ —2—( _f: ) et Von peunt prendre
N o|l@41)
2 10, 1)

Au probleme (2.10) on associe alors le probléme discrétisé

(2.12) A,u, =0 avec A4, Up = — pe Up + —;— (u;, + th + 1)3
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t=0,1,..,p ol p est un entier reel tel que ph = 1. Alors la suite (u}) dé-
finie par Pitération

(2:13) wytl =up — o814, w} avee uf = 0
olt
S, =—V2et p=1/C*(N)

converge vers u solution de (2.10) pour n suffisamment grand et h suffisa-
mment petit.

Nous inversons lopérateur S & l'aide de la méthode bien connue de
Gauss-Seidel cf. [16] en réinitialisant chaque fois & zéro, pour les itérations
internes. :

Nous donnons ci-dessous les résultats numériques de

| gt —wliza,ny €t | —ulge0 g

en fonction du pas kb apres stabilisation des résultats dans les itérations (2.13

h I u;:—uHL, || — ]| oo
1/10 1,965.10—3 2,8.10—3
1/20 5,214.10—4 6,8.10—4
1/40 1,325.10—* 1,8.10—¢
1/80 3,356.10—5 4,6.10-°

REMARQUE 2.3. L’exemple numérique ci-dessus a été traité par Ciarlet
dans [7] par d’autres méthodes.

Notre méthode s’applique bien entendu pour des dimensions supérieures
(cf probléme 2).

Les courbes n® 1 donnent Vévolution de ||« —u|z» en fonction de
n (itérations) pour A= 1/10, h = 1/20, h = 1/40 et h = 1/80.

Temps de caloul.

Le temps de calcul (compilation + exécution) pour h=1/20 et 500
itérations en C.D.C. 3 600 est de 55s8. Il y a lieu de signaler que les
résultats se stabilisent complétement dés la 400&me itération.
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CourBES n? 1

h=1/20

h=I/40

h=I1/80

s n
10 I I S S : 1 " ‘

100 200 300 400 500 600 itérations
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II — 2. Probléme 2.

Cet, exemple généralise le précédent au cas de la dimension n = 2. La
théorie est analogue & celle du probléme 1.
Soit
Q=1(0,a) < (0,a), «>0 un ouvert de R

On cherche u € Hy (§2) solution de
(2-14) Au =f(x) ¥ u (2, )] (:L‘, 3/) €02

olt f est une application non linéaire de 2 < IR dans TR on pose:

2 12
(v} = (_Z || Diw HL,) = (Su,u) avec §=— 4
pour =
‘ ¥ S 2@y
Sy =2 (a—:—y ("+ + - - 1))_(_—05——1 — w)y)2

la solution exacte de (2.14) est donnée par

@ —x—Yy 1

. e e — —1 2.
(218)  w@y= Ty —l— e D —Da>
Posons alors

(2.16) Av=—Au 4 f(z,y,u)=0

au probléme (2.16) on associe le probldme discrétisé

(2.17) Apup=0 avec h =h,=h

et Pitération :

(2.18) wptt = up— 087 (Au}) avee uh =0
avece

(2.19) 0o=1/C*(N)

ot C(N)=14 “2(52) avee a(N)= (?1_?2—)2 (N-{— 411)2 et

N=2 Hf(x,y.O “L,

*Le paramétre g est calculé comme dans le probléme 1.
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On sait que uy
golution de (2.14).
Dans les itérations (2.18) on résoud en outre 1’équation :

~—> uy et que ppup — u quand A —> 0 ou u est la

— 00

(2.20) — A(Apuy) =0=—Ag, en pesant g=A,u;,
4 laide des itérations internes (de Gauss-Seidel cf. [16]):

1
(2.21) gpyi (2, y) = = (9p-+1 (@—Ry ¥) 4 gp (2R Y) + Gpp1 (X, y—D) 4+ gp (z, ¥ -+ F)).

A chaque itération prineipale n, il est beaucoup plus rentable d’ntiliser comme
valeur initiale de g, dans (2.21) la valeur finale du calecul précédent qui
peut étre trés voisine du nouveau résultat.

Nous prenons comme test d’arrét pour les itérations (2.21):

19541 — 95 1| <e& & donné.
“ Jo+1 “
on prendra pour || || = ||z®« qui nécessite moins d’opérations que | ||z,

ou || ”301 .

Influence de paramétre e cf. courbes n® 2a, n® 2b et n° 2e¢).

Le nombre d’itérations nécessaires pour inverser le laplacien augmente
bien siir lorsqu’on diminue Verreur tolérable ¢. Comme le temps de calcul
est directement 116 au npombre d’itérations, il est avantageux de choisir &
pas trop petit. Afin de mettre en évidence cette valeur suffisante de e, les
courbes donnant ||u, — u||/||#]| en fonction de s ont été tracées.

1
On constate qne pour M = = 10 @ =5, g == 0,796068 ;

I1 suffit de choisir 10—% < e << 10—¢ . (¢f. tableau n® 2a).
Pour

1
]k{=7=20, «=2>5, p==0985;

il suffit de choisir 10~7 <C¢ < 2.10—% (cf. tableau n°® 2b).

Un tel choix permet d’obtenir dés les premidres itérations une meilleure
précision que celle qui est obtenue lorsque les résultats deviennent station-
naires.
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Ainsi: (¢f. tableau n® 2a)

pour
M=10 o=0,796068, =10

on a
| g — w]|/]| % || = 1,611.10—4  dés Vitération 10 ;

alors que pour g = 1077

on a
M%{(—’”ﬂ — 9,205.10—* aprés 40 itérations.
Di
pour
M= 20, o = 0,985, ¢ = 10~¢ (tableau n° 2b)
on a:

Mﬁtj = 3,70.10—° dés la 3dme itération.
1
alors que pour &= 10-1°

on a
|| o — /]| %]} = 5,84-10=5 aprés 90 itérations.

REMARQUE 2.4. I1 est possible de déterminer cette valeur suffisante

de ¢ en calculant D, = | u, — u, || /|| 6, || pour ¢ =10"1, 10-2,1072 ..
Lorsque

D, — D,

——D——‘— < 10~2, la valeur de ¢ est suffisante.
Influence du paramétre ¢ — cf. courbes n° 2d, n® 2e ct tableau n® 2c).

On a constaté que || w, — %a—y ||/ || .|| décroit d’autant plus vite que
o est plus proche de la valeur de o optimale, pour décroite plus lentement
des que la stabilisation est obtenue.

Pour g petit la stabilisation est obtenue tard

Pour o trés grand (9 =2 2)| u, —ul|/| || décroit puis oscille sans se
gtabiliser.

Entre ces cas extréme on peub obtenir une valeur de g optimale pour
laquelle la stabilisation a lien dés les premiéres itérations et sans oscilla-
tion.

Pour
M=10, o = 5, ¢ = 10—%, o = 0,987

la stabilisation est obtenue dés la 4éme itération.
On est donc amené a chercher de fagon plus précise cette valeur opti-
male de ¢ (ef. chap. I proposition 1.1).



équations

Méthodes itératives pour les

M. SIBONY

104

LoTt $9L ceg c6¥ L9% 1LE 00% < geT < erI < 86 <  suOlBINYI P
exqu
2i—01'689°C {1—O0L'61F'¥ [0i—01'960°¢ | s—0T1'RG6'G | s—01°26G'G L30°G GOL'T | o—0T'TF0'8 | ¢c—0T'60T°6 | +—0T'668'S 414
§8¢'1 LGL'T 9I¥V'1 6881 160'T [ ,—01°00€'6 | 9—0T1'660°8 | s—0T'6%9 € | +—O0T'0IZ'? | e—0T'L9L G 08¢
10T 9TP'G [0v—0T €899 | e—0T'83T'9 | 3—0T 168G gLIT 68TV G8%'¢ £9¢'1 L86'Y 0681 St
1—OT'LOT'E | . —O0T'BOT'E | ,—OT'OIT'E | L—OT'ELS'G | L—OT'LB8E | 9—O0T'8FE'9 | c—0T'628'G | »—01°0CL'E ¢88'¢ 00¢°3 0T
e—O0T'G8T'T | ¢—OT'GEL'T | e—O0T'GET T | e—0T'GET'T | e—0T'SET'T | e—0T9EI'T | e—OT'LGT T | g—OTL6T'T | ¢—0T'GST'L LO6'¥ <
e—0T'IV0°E | e—0T'TF0'S | c—QTU IT0'E | z—O0L'@PO0'E [ s—0T'GFO'E | z— 0L FF0'E | a—0T'690°8 | 2—0T'LEL'E | e—0T'086'€ [ 2—0T'GGT'6 €
70T IZY'T | 7—O0T'IGY'T | y—O0T'IG9'T | +—OT 1G9 T | 5—O0T'IG9'T | s—01'€E'T | +—O0T'FEY'T | —0T'€69'T | +—OT'8YL’T | 1—0T°003'3 [4
07—0T 6—0T g— 01 1—0T ¢—01 ¢—-0T »—0T1 g—0T z—01 01
1 ¥n) . |} 7" — “n || Lyoney eageier zuesry
905G 602G ¢0G'G €06'G 806G 881G 660G RAAN GG0'T | e—01'8LYE'S 454
G0G'% ¢0%'e ¢0c'G ¥0G'G 961°G Gor'e 86C'T | »—0T'TF9'T | ¢—OT'FIL'} | 3—01°075°G (24
S0C'6 G0G'G G0G'3 005'c P91°G ¥re1 (4450 G0¢'1 868°L 8ST'T at
9055 90G'G G0%'¢ L6T°G L6613 119°1 £€69°¢ ¥22°¢ 170'¢ 816'T [28
y—OT'GL'Y | y—O0T'GLB Y | »—O0L'PL8 ¥ | s»—0T'998'F | s—0L'98LY | s—0T'¥G6°€ | s—OT 95T} 1R RY 021°'g G91°¢ g
e 0TI9IV L | e—O0T'TIV'L [ e—OT'T9%'L | ¢—0T'09%°L | s—O0T'GSP'L | s—0T'G8E°L | e—0T'019°9 [ e—0T1'033°S { 2—0T'€GO"L 868'¢ 4
+—0T°966°T | v—O0T'986'T | v—0T'966'T | s—0T'986'T | +—O0T'LE6 T | 7—OT L86'T | 4—OT'FF6'T | —01°S00°% | —01'9869'C | v—0T'ELY'S T
1091
0—01 §—0T §—0T +—0t 9—01 01 s—01 s—0T1 z—01 —01
89096L0 =3 Hall / Jin—"n|l orejoy eamgeres anmexzg
c =%
on=n
¥g oU AVHAIUY],



105

tielles ete.

érivées per

tons aux d

t

4

inéyua

et

W—O0T"9TEG Ljoy 01°G68G T{6—0T LGGOH 1O LG0T 9—0T'8Y0T T c—0T'GRGT T ¢—0T'G8ZL 9 3—0T'619L° L] e—0T1'9868'T 06
11—0T'9888°6|or—01 18GEL'E| s—0T'LIET'E =0T P8PE €| .—0T'BOLE €] 9— 0T ¥RGT S| c—0OT'SOTT 8|3 —0T'80S T G c—0T 0SS 5 c—0T'8660°6 ¥
11 —01'GE96°6{o1—0T'G8V0°C| ¢—OL EEVR'T|3—0T°6096 %[ .— 0T’ €68L F| 9—0T°9000°G| c—0 T’ LGEG F{s—01°COFE €] e—0T'9L68'6[z—0T'GLIC'T 0g
py—01 996 ' Tj03—0T1'G¥E6°L| 6—O0T'CTLY L|g—0T"  L¥'L|,—O0T 6985 Ll s 0T '886% L] c—0T TZIE L]5—0T $980°S e—0 1 CZR0'Y) z—0T'FEETg| ST
0v—01'900€ T|o3—0T° 18656 aloﬂ.omwb.w_mloﬁ.:é@.w t—01" 9€'819—01" 15838 0T GEGE"8+—0T LTV 16°Ge—O0T'GOTT Ll z:—OT 6TFG ot
6—01°€918'8 m|oa.mw.5.~“w 6—0T'8006'8 s—0T"8915'6|,—0T"LLLI 6} 9—0T 6S6£6| c—0T 0F6S 6{s—0T LF90 Ll e—01°29S88|:—0T1'2F0%"9 g
¢—0T'9800 &[ ¢—0T°LEO0'G|c—0T'9700°G| c—0T'9780°G| c—0T"08SE"G| c—01"9LE80"9! ,— 0T GC0 1|5 —01"199¥°6|s—0T 688 T 6{2—01'820C" L 4
t—01'639E'F| e—0T' 6398 F|c—0T'€8IEF| e—O0T ELIEP| e—O0T LLOT | e—OT CLIE F| ;—01°99C0° T :—0T'RILS T}2—0T'6ECE'T, z—0T'8814°6) 4
1031
ov—0L e—01 s—0T —01 g~~0T s—0T =01 =01 =0t —0T
¥l /] ¥ — "n|| :&youwy oswmejer imexxg

0S¥P8'G L¥¥g°¢ 9IP8'¢ 0€0¢ ¢ 9960'8|»—01'3096'¢ €689°G 0TL6'G|—01°GLS9'8 06

6778°¢ (AR 97¢eR'e 8CgL’L QLE8 P ¢—0T 0P106 8818 1) g—0T1'L89G 8] z—0T'BSLL'6 ¢999°g oy

67¥78'¢ GerR'¢ 1088°¢ £L89°¢ GRET'Y 9L6%°'T TPE6’T ovig't 98¢t 03L8'¢ 0g

8V¥8'¢ 6%78°¢ L828°¢ 1619°¢ GG86°8 PLRE'G 0638°G g86L'T T¢P6°'L 0919°4, q1

[F¥8°C LEV8'G 1168°S 0165°¢ ¥GSR'E T69L'% 8603°¢ 1L60°C gVv0G'G 968’9 01

8FFRG yeve'g G818°¢G 0996 [He )Y LE0G'8 1789°'¢ LREE'G LLEP'C 1661°L g
e—0T'0TE8°G c—0T'08T8°G c—0T'BLIR'G| ¢—0TI'15SG'C| c—0T'660L°E] +—01'6988'¢ P0G8'S 0F6%°C L639°G 0G99°L g
e—0T'STEY'P|e— 0T 'SICH ¥ e—O0T LIGP 7| e—O01'8EET ¥| e—O0T 9T 9 | s—OL'FG99 ¥| ¢—OT' LEET L c—OL TLIOF| +—0T' 1C98°Z| +—0T'9GL6 L T

"Toy
0—0T 601 g—01 +—0T 9—01 s—0T —0T g—01 z—01 —01
€860 =0 Hall /) »—"n|| :opegoy eaywier xuexrsy
C =P
0c =
qQF oUW NVEIAY],



106 M. SiBoNyY : Méthodes itératives pour les dquations

CoOUuRBES n’ 2a

lu -y */ al?

}

M
a

10
5

Erreur relative totale

en fonction de ¢
(précision dans

1'inversion du Laplacien)

p = 0.796068

10°2]

10" a2 i A n A A A " A

v 10t 102 103 104 108 68 107 10® 109 0
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CoOUrRBES n® 2Db

fu~uj 5/ pul
[} n L2 L2
L
10-2,‘;.
M =10
—tn=3 a =5
e=I0 p = 0.796
5 Erreur relative totale
© + en fonction du nombre
d'itérations : n
8
104
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CoURBES n? 3¢

[ .. T
Vsl sl
‘ [¢] ‘o M= 20
a =95
p = 0.905
n=1
Erreur relative totale
en fonction de ©
(précision dans
1'inversion du Laplacien)
i
103 |
w4}
£
10'5 - i i 2 1 e e B Iy 4 -
1 10 102 103 10* 105 10® 107 108 10? 1010
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Partant de u, =10
Uy == Un—1 — Q@ (Un—) — Gu—y) aVEC Agn—y = [ (&, ¥ Un—1)
donne
uy = og, avec Ag, ==f(z,y,0)
done
Ny —uiji/jjujl=9ole

est une hyperbole.

Le minimum g de || %, — u||/|| »|| est atteint pour

0 =1(dy,%)/(9q, 90)

Ne connaissant pas u on est amené & rechercher une valeur approchée de
ce minimum,

On ne peut en fait que rechercher le minimum de |[uy— w,|[/ [l u, ||
ce qui donne une localization assez précise de Qmin.

Accélération de la convergence.

Posons
@ () =uh — oS5 (Anur), wh=0
l, = — QS;,_I (Ajwy) = G (up) — uy

On étudie alors la convergence de la suite u} définie par (cf. chap. I
remarque 1.2)
(2.22) u’,:+1/2 =G u}), up=0

12
2.23 wtl = g — —
( ) h ! ln+1/2 - ln
Un seul résultat suffit 4 montrer 1’énorme supériorité de cette deuxitme
méthode par rapport aux itérations (2.18).
Pour
M=1/h=10,0a =15, e=10"5,p = 0.796

On obtient le résultat:
up —ull/llul]=2,205.10—4

aprés 37 itérations par la 28me méthode
et 77 itérations par la lére méthode.



110 M. SiBony : Méthodes itératives pour les équations
TABLEAU 2¢
M =10
a= 5
=10
0.55 1.0686.10—1 4.4234.10—1 1.7228.10—* 5.1265.10— 1080
0.60 2.8164 3.9219 9.4836.10—3 3.1408 984
0.67 2.4307 3.2129 3.6354 2.4414 869
0.74 2.0013 2.5038 1.0085 2.3434 769
0.8 1.5925.10—2 1.8961 4.6716.10—* 233852 691
0.84 1.2860 1.4910 3.0128 2.3348 640
0.9 8.0996.10—2 8.8352.10—2 2.3814 2.3348 542
0.92 6.3578 6.8117 2 3471 2.3349 535
0.94 4.5508 47903 2.3368 2.3349 505
0.96 2.6794 21758 2.3348 2.3350 468
0.97 1.7259 1.7785 2.3348 2.3350 445
0.98 7.9530.10—3 8.2045.10-3 2.8348 2.3350 412
0.982 6.2911 6.4920 2.3349 2.3351 402
0.983 5.5431 5.7132 2.3349 2,3351 395
0.984 4.8868 5.0188 2.3350 2.3352 387
0.985 4.3650 4.4485 2.3350 2.3352 375
0.986 4.0318 4.0548 2.3357 2.3356 335
0.987 3.9370 3.8918 2.3350 2.3352 337
0.988 4.0988 3.9879 2.3350 2.3352 381
0.989 4.4909 4.3259 2.3347 2.3350 393
0.990 5.0613 4.8555 2.3347 2.3350 402
0.995 9.1928 8.8698 2.3349 2.3351 423
1.00 1.4048.10—2 1.3605.10—2 2.3352 2.3353 431
1.02 3.4960 3.3524 2.3358 2.33538 458
1.05 6.8455 6.3807 2.3249 2.3350 529
1.1 1.2954.10—1 1.1441.10— 2.1382 2.3358 577
1.2 2.7547 2.1568 2.56698 2.3874 712
1.3 4.6476 3.1697 3.0083.10—3 2.4369 907
1.4 7.2004 4,1827
1.75 3.4093 7.7282 2.7662.10—1 7.7161.10—2 2264
1.85 6.9638 8.7412 51209 2.6360.10—!
1.95 3.8615 9.7542 8.8592 7.8801.10—*
n=2 n=1 n=>5 n=10 nombre total
d’ itérations
N i ST Sl i o orsans

IENIR:#

IE2R: 5

statioonnaire
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CouRrRBES n’ 2d

fombre d'itérazic...

A [

2000 }.

1500 1

1000 4

Nombre d'itérations
nécessaires pour
obtenir uhe erreur

(yu = uf / tui)

stationnaire
en fonction de o

s00 L ¥ =10
a=5
e = 1078
0
° 4 + A it
05 1 15 175

111
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COURBES n® 2e

ol /Ml

1 [e] Q
\
Vi
<
10t
7
Y 2
< V]

102 S ]
103

EZrreur relative iloisle

Nl -1
b sl /Il
o) c

en foncticon de o

=10

a = 5

€ = 10—8
o p—

a5 15
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Ceci correspond & un temps de calcul identique si le phénomeéne suivant
n’avait pas lieu:

Alors qwa Vitération 2; ||u} —u || /|||l = 3,76.10~2 par la premiére
méthode ;
on a dés Ditération 1; ||ul — u|| /| u||==1,056.10"4par la deuxitme mé-

thode ! Ceci résulte aussi du bon choix de s.
Je remercie M. J. F. Boutemy pour avoir effectué la programmation
de ce probleme.

II — 3. Probléme 3.
Soit 2 = (0,1) < (0,1) un ouvert de R% On cherche

w€ W3 (Q)={u|ueL?(Q), Diue L}(Q)i=1,2]
vérifiant 1’équation
(2.24) Aw = f pour f donné dans I312 (Q)
avec

2
Adu= 2 D;(|Diu|Diu)— 24 u, 2 > 0.

Au probiéme (2.24) on associe comme dans [3] et [14] I’équation discré-
tisée.

(2.25) Apup=fn;h=(h,, hy)

étant le paramdtre de discrétisation d’un réseau K5 associé i Vouvert 0,
avec

Apuy = — iZ:l Zil|pivn | piwn) — 4 5«:7? Un
ol
uh(x-i-";l) — “h(“‘ — %‘)
piwn (@) = W i=12
Si

. ks h
i=1lona: u;,(ao-}-?>=uh(wi—l— —21,502).
De méme nous avons

_ (@ 4 b)) 4 up (2 — he) — 20y, (@)
o h?

piuy (x)
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Pour Pétude détailiée de la discrétisation du probldme (2.24) ef. [3] et [14]).
On se propose maintenant de résoudre le probléme (2.25) & Paide des
méthodes itératives du chapitre I

lére méthode : méthode de décomposition de Uopérateur Ay.

Nous allons appliquer ici la méthode de la remarque 7.3 du chap. I
de [14] en décomposant uniquement Vopérateur 4, . cf [107],[147], [17].
Plus précisément posons:

(2.26) A=A, + A} et fi=Ffa+ 1o
avee -
Ay, = — V(| Vi | Viug) — Wi, i==1,2.

Soient ¢ et k¥ deux paramétres >0 et N un entier tel que kN =1. On

1 k
suppose que ¢ —» 0 et k=—l—v——>0 etT-—-» 0.

On applique alors la méthode de décomposition donnée par les for-
mules :

£ £
Apult 4+ W Wl =f 4 e #{® (on prend u{l) = 0)

Ai u;‘l) + % “;,1) =f,+ .708. 14;}/2)
(2.27)

£ &
A;L u(’f’lz)—i" .k_ ufﬂ) =-fi + .—k_ ’u(}:)

e &
A2 uld + ud = f, | - ul3?  ete.

Comme les opérateurs (A}, + —]—i— I) et (Ai + —’;- I)

vérifient les hypotheses du théoréme 1.1 chap. I sur les itérations;
on peut donc procéder comme suit: (on supprime Vindice & pour simplifier).
1) On se donne % ==0
2) On calcule «(/? donné pour (2.27) & Vaide des itérations :

. . _ (1/2) € €
(2.28) u:}_/if{ =yl — o, 81 (A1 w4+ - w1/ — f, — - u(°))
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avec
i

\f 1T = 0

S, = — Pl et o = 35 W)/ =0

(ll/h H“LE)

Ls

on a: lim u;lﬂ) = /2
(]

n— oo

3) Puis on calcule «" donné par (2.27) 4 l'aide des itérations:

(2.29) “nl-)n = u — 05 Sy (A2 “S.I) + _Z. u(?}) —fy — _% u(l/z))
avec
Yl
S2 —_ — V2 ; 92 = 4 k o
(7 14+ = 2+ )
et u%l) = 0,
On a alors lim. u{) = 4l
n—-oa

4) On sait alors que

1
N (@ 4 w12 - 4B by —>

et .
1
¥ () 4= u® - u® 4 L) —

Si on suppose & priori que la solution exacte du probléme (2.24) est don-
née par la formule (en vue d’une expérience numérique):

(2.30) u=(x—a%)(y—y?) ()€

On en déduit, d’aprés (2.24):

fi=—D,(|Dyu|D,u) — 1D u
(2.31)
fo=— Dy (| Dyu| Dyu) — i Diu.

Inversement on pose dans (2.27) f, et f, données par (2.31) et on calcule
. | . .
F(“(o)+ w2 B ) =

(2.32) et

_I_Z\_T_ (u(l) ..I... u® + u®) —I—- ...) =1
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Les fonctions v;, et wj; sont A comparer ensuite avee u solution de (2.24)

donnée par (2.30).
Les résultats numériques sont les suivants:

1
1) Si on pose ).=20,°h=ﬂ)-;e=10“1;k=10—3; on a:

k
— =10"2 et .N"—=l=103
£ k

itérations a effectuer par les formules (2.27).

Chacun des termes u(?) de cette sommation est obtenu comme limite d’une
suite (P (n — oo) définie par les formules itératives (2.28) et (2.29).

Plus précisément le calcul de v, et w; donné par les formules (2.32)

nécessite deux sommations, 103 fois 'inversion des opérateurs (A}, -+ —,8;- I) et

e . - . 3
<A?. +7I> et dans chacune de ces inversions, il y a linversion d’un

Laplacien en dimension une et & chaque itération.
Le choix initial de u{” et u(?) est toujours identiquement nul. Nous
obtenons alors

1
|6 — p [z, = 8,307-10~5 (h - _—)

1
| — wp, ||z, = 5,312-10—5 <h=——>.

L’exécution et la compilation du programme entier en C. D. C. 3600 ont
duré 6 mn 54 s.

2) Pour 1=10,h=10-1,e=10-1,%k =103,

nous obtenons les résultats suivants :

—k— =10-2 et N =102
-4

| 4 — v ||ga= T,7-10~¢ (h =1/10)

Hu—wh||p= 7,4'10_4 (h—_—'-]./lO)
u étant la solution exacte dn probléme initial (2.24).

Temps de Calecul =1 mn 6 s (compilation 4 exécution) en C. D. C. 3600.

Nous donnons maintenant pour A = 20 et A == 10; k == 10! fixé; Vevo-
lution des erreurs

B =|u—wy|zs et By = u— 0]z
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en fonction de n itérations; ou

1 N—1 1 N—1
V= — u"+1/2 et w;, = 2 ut
R N— h
4Y n==0 n—0

Dans les courbes n® 3a on a fait:e=10"1, k=10"3, et N = 1000,
(h = 1/10).
Dans les courbes n® 3bon a:e=10"1, %k = 10-2, et N =100, (h = 1/10).

REMARQUE 2.5. Nous avons montré que

N-1

vy = Z L"+1 23, et wy, = 2 P —>

1 175
N, N
oll u; est la solution du probléme (2.25)

On peut montrer les convergences suivantes :

(2.33) lim wt2 =, et lim " = u,

n-+0 n -+ oo

Numériquement, la convergence (2.33) est réalisée pour n << N ce qui est
trés avantageux.

REMARQUE 2.6. La méthode (2.26) de décomposition de D'opérateur
4; rameéne donc un probléme de dimension # =2 a deux problémes de
dimension n = 1.

Nous pouvons encore augmenter la compétitivité de la méthode en
opérant comme snit:

A chaque étape, nous avons a résoudre les équations:

n 3 . ., 3
A uh+1/2-f— Y 1;;,'*'”2=j1 + 5 b

[>)

(2.34) ol
Apu=—V,(|d,u||du)—AFiu
Ayt T =gy

(2.35)

ol

Au=—Vy(|P,u|Fyu)—aVsu
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COURBES n? 3a

R2 \ ”‘“1 - vfl”LZ ’ ”u - Wh”LfZ

10

1074

A =20

0 100 2'00 300 400 500 600 700 800 900 x
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CourBEs n? 3b

R
1
. ”J"‘VhHLZ ’ ”4 - wh“LZ
2 Ry = fu- "hle
i Ry = fu- “h‘Lz
w02 )]
A =10
A =20
1031
Rl o R2
R1 ") R2
0t + + - + ~+ + + ' .
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Au lien de résoudre ces deux équations & Paide des itérations internes
(2.28), (2.29) on peut aussi remplacer (2.27), (2.32) par

& £
(2.36) -V, v, w7, u’;:+1/2) — AVZ iz 4 + u;:+1/2 =f,+ T uy
2 2 ntl £ . L
(2.37) — V(| Voupt2 | Py uitly —dpguy™ + - wrtl = f, +7 uptliz,

Les deux équations (2.36), (2.37) se résolvent alors trés rapidement par la
méthode de Gauss.
Cette méthode semble générale.

2éme méthode : méthodes itératives directes.

1) Cas ow le paramétre o est fixe.

On résoud le probléeme (2.24) par la méthode itérative suivante :
(2.38) S, gt =8, ur —o (4, ut — f)
avec
2
8p=— 3 Vi et o= A/C*(N)
=1
avec

2
N=V—l—“fh|[p ot 0(N)=2% + 4, ul = 0.

On suppose a priori que la solution exacte s’écrit :
{2.39) = (x — z% (y — y2.
On prendra alors
Sa=f=—D,(|D,u|D;u)— Dy(|Dyu|Dyu)— 14du.

Les itérations (2.38) permettent alors de calculer (up) pour h fixé, que
Pon pourra comparer & » donné par (2.39).
A chaque itération principale (2.38) nous inversons lVopérateur

2
8y = — 3V} par la méthode bien connue de Gaus-Seidel cf [16] d’ailleurs
Z

moins rapide que la méthode de « relaxation successive » [16] utilisée dans
la premidre méthode pour linversion de ce méme S, .
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Dans les itération internes de Gauss-Seidel on réinitialise chaque fois
& 0. Le tablean suivant résume les résultats numériques de cette expérience
pour 1 = 20.

h le —nuzll g, Temps d’exécution en C.D. C.3 600
1/10 ! 6,34.10—5 30,398 pour 60 itérations
1/20 2,43.10—3 | 6mn 268 pour 150 itérations
L’évolution de l’erreur ||u — u™||z» pour h = Lot n 1 en fonction
h 10 20

du nombre n d’itérations est résumée dans la courbe n° 3c.
Dans les calculs précédents, nous avons posé

vt 2,5+ v (i — 2,5)— 2u(i,j)

(2.40) Viu(,j) = 0
et une formule analogue pour Vj u (i, j).
Quand on pose:
-~ y 1 N ;o 1 . _2 . .
(2.41) P2 i, ) = o (t+1,)) +u (;‘2 yJ) — 2u (4, 5)

et une formule analogue pour /V\g w (i,j); nous obtenons les courbes n’ 3d
et bien entendu les limites de convergences sont exactement les mémes;
mais le temps d’exécution est approximativement divisé par deux.

Pour h = 1/10 on effectue 60, itérations en 11 s.

Pour h =1/20 on effectue 150 itérations en 3 mn 28s.

2) Quelques remarques.

1 — L’équation (2.38) peut encore s’écrire

(2.42) wit = 8 (8 up — o (An up — fi)-

Comme on inverse 'opérateur §), par la méthode itérative de Gauss-Seidel,

on peut prendre comme valeur initiale de w}*%! pour m = 0 le vecteur «} de

Pitération précédente. Ceci améliore grandement la convergence (le Laplacien
est alors inversé en quelgues itérations seulement) et le temps d’exécution
du programme,
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CourBES n? 3¢
$lk -yl
h L2
3
w03l
104]
h =1/10
h = 1/20
108 P . ; »
0 20 40 60 100 200
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CourBEs n?® 3d

123

| n
I
103 L
2
whl h = 1/10
155 i A . e —tn Y- + =
o .20 40 60 80 100 200 3C0
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2 — L’équation (2.42) peut encore 8’écrire

(2.43) upt =y = 087 (A ui — fi)-

Sous cette forme, les erreurs d’arrondi interviennent moins dans l’exéeution
des caleuls.

Compte tenn de la remarque précédente, et si de plus on fait f, = 4, u
dans (2.43) on obtient pour 1 =10, h=1/15 au bout de n = 500 itérations
|| ? — t||a==T-107'2 soit & peu de chose prés la solution exacte. Les cal-
culs ont duré (compilation 4+ exécution) 2mn en C.D.C. 3600.

. : N 1 12
3 — Si on fait g = A/C(N)avec C(N)=2 T + 1et N=(2—1ﬁ|]fI|L3/2)

la convergence est plus lemte. On peut la rendre plus rapide en surestimant
le paramétre p.

Les courbes n® 3e donnent I’évolution de lerreur || u? — w||zs en fonc-
tion du nombre d’itérations = pour k= 1/10 et pour p =g, 0 == 40 g,
0 =>50p, et o =160, (on a fait f, = f).

Nous avons alors les résultats suivants: (b = 1/10, 2 = 10).

On pose

E=|u} —n|g.

N = nombre d’itérations & partir duquel on obtient la stabilisation
des résultats

T = temps de calcul (compilation 4 exécution) en C.D.C. 3600.

0 40 o, 500, 60 o,
E 1,12,10-5 1,12.10-° 1,12.10-5 1,12.10-5
N 480 80 100 80
1mno09s 13 s 158 14 s
T pour 500 pour 100 pour 100 pour 100
itérations itérations itérations itérations
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CourRBES nd 3e

102 Tup = ul A=10 ;3 h=1/10
p = /cP(N)
_ 2N - 1 1/2
C(N) % +h,N= (21/3 “fuL3/2)

1074}

60 p

50 p
w0

L0 p
10~G n PO N 1 L n

¥
,20 40 60 80 100
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3) Cas o le paramétre o est variable avec les itérations n.

Les itérations (2.43) peuvent aussi étre effectuées avec un parametre o
variable donné par

- (Aruy — AUpy_qy Uy = Up_g)
= [8—1 (Aup — Awun_1)]?

Nous avons fait I’expérience pour b =1/10, 1 =10, f, = d;,u.
Au bout de n =400 itérations on a: | u}—u | = 3,59.1071 soit

pratiquement une erreur relative de ordre de 10-1°.

Le temps de calecul (compilation 4 exécution) en C.D.C. 3600 est de
2 mn 68 pour 400 itérations.

II — 4 Probléme 4 : régularisation elliptique.

On cherche u € Wy * () vérifiant Pequation

(2.44) Bu = f pour f donné dans L32(Q)
avec
2
Bu=— 3 D;(|D;u| D;u).
=1

Au probléme (2.44) on associe alors le probléme (cf. théoréme 4.1 de [14]).

(2.45) Auw =y
avec
2
Au=— 3 Di(|Dinu|Diu) — 2 du = Bu — 2 du
=1
avec

A > 0 destiné & tendre vers O.

Nous reprenons alors le probleme diserétisé (2.25) sous la forme

(2.46) Apttn=rh =7
et les itérations

(2.47) uptl = up — on 8 (An uh — f)
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avec

2 b
= —23 Vi

=1

2 2
2
Adpup=—23 V.-(|V.-u;|l7;u;:)—}.z Viun
i= =1

1

no__ n—1 ,n __ an—l1
(4, up — A, up=hup — up=1)

(83 (Ap up— A up HP

On =

On sait alors qu’on a les converges suivantes: (ef. théoréme 4.1 de [14])

up ——>uy, 4, étant la solution de (2.46)
n—oo

P Un =>4, étant la solution de (2.45).
—00
Enfin U U étant la solution du problédme (2.44).

Pour approcher la solution » du probleme (2.44) nous allons résoudre (2.47)
pour n suffisamment grand, 1= 1/50 et A =1/10.
On se donné une solution exacte du probléme (2.44):

(2.48) u=(r — ) (y —y?)

on pose alors
Jfn=f = Bu.

On calcule (u} ) & l'aide des itérations (2.47) et on compare le résultat avec
% donné par (2.48). Nous obtenons an bout de u = 360 itérations ’erreur
suivante :

|y , — v l|z,= 5,289.10—°

pour N = 360 les résultats sont stationnaires.

Le calcul (compilation -} exécution) en C.D.C. 3600 a duré 2mn 123
pour n = 500 itérations.

Dans la courbe n° 4 nous donnons pour h = 1/10 ’dvolution de ler-
reur || u® — u||;, en fonction des itérations n.



128 M. SiBOXY : Méthodes itératives pour les équations

CoUurBES n? 4

b g - wll
h L2
h = 1/10
(AW - A n=1 - n-I)
03] o Apup = Ay oy Ty
n =1 n n=1,2
(5, (A, = Ay, )
104l
5 1 | \ n itérations
107 ki d { i i i P

o 100 200 300 400 500 600 700



et indquations aux dérivées partielles etc. 129

II — 5. Probléme 5.

Soit
Q=1]0,1]x1]0,1[.

On cherche u€ Wy *(Q) vérifiant Véquation :
(2.49) —du+|u|u=f ou fe L¥(Q)

Le probldme discrétisé s’éerit dans lespace V. (cf. [14])
(2.50) — I Viw || =1
i=1
La suite (v7) définie par litération

(2°51) W = uf — oSy (A uh — f)

X,

ou

n
Adpu,=— 3 V? wp - | up | un
i=.1

&=—iﬁ
(2.52) 0= 1/ (1 +M§'L—H>2.

Converge vers u; solution de (2.50) et on a pj, n, —h—-0—> u solution de (2.49);

ol p, est Vopérateur de prolongement de V; dans V= Wo? (Q).
Nous savons alors qu’on a la relation: (cf. théoréme 1.1 chap. I)

(2.53) | wptt — un F<<6 | up —ur1?
avece
(2.54) 0=1—o

6 est alors le coefficient de contraction des itérations (2.51).
Nous voyons alors que

pour h=1/10 o==1,510~2 et 6= 0,985

pour h=1/20 o=4,3410-% et 6 =0,995
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la convergence est done trds mauvaise pour k= 1/10 (domaine de 100
points) et impossible matériellement pour h = 1/20 (réseau 2 400 points).
Pour la dimension n = 1 cette méthode était encore suffisante

Une nouvelle estimation du paramétre g.

Dans 1a formule (2.52) on peut encore écrire

(2.55) 0=1/C2(N) avec C(N)=1 4 WL;
et
(2.56) N=Vz||fall-

Par ailleurs on sait que (¢f. Théoréme 1.1 chap. I)
(2.57) N=2[m] =212 up|z,-
Le meilleur choix de la constante N est bien entendu 2 [u;] = 2 V2 || 1a |z, ol

u;, est la solution inconnue de (2.49). L’estimation (2.56) est trop large par
rapport a l’estimation

(2.58) N = 2[uy).
Mais
(2.59) (w,) = (4} — w4 ul] << [u, — w}] 4 [ul].

Par ailleurs

[ — P << (A, ud— A u,wr— )<< || A, 0, — A, " flu, — ||
Mais
[, — wf] .

| %, —up]l = et Ay u, = fj.
Donce e

= VR 1 Ay I L, )
Soit
(2.60) [v, — W] < M

£
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Les formules (2.59) et {2.60) donnent:

1, . — .
[un) < stllfh — A 4+ 12| w.

On pose alors
(2.61) No=V2||fi — Anun ]l + 2V2 ||ui].

Et d’aprés (2.55) on a:

P 7 2 n
(2.62) o=on=1 /(1 + “fh 4, uhh” + 2] up H)z

On prendra u) = 0.

REMARQUE 2.7. Dans (2.61) on voit que lim N, = N, =2 [u;] qui es$

n—oa

la meilleure estimation possible.

REMARQUE 2.8. On peut donc effectuer les itérations (2.51) de plusieurs

manieéres :

a) utiliser ¢ fixe donné par (2.52); ce qui est encore possible quand
h=1/10.

b) utiliser p = g, donné par (2.62).

¢) utiliser ¢ == g, jusqu’d n = p itérativos et continuer avec ¢o =g,
fixe.

d) on peut aussi faire p itérations avec g fixe donné par (2.52) et
poursuivre avec (ou reprendre les calculs avec)

2N,

(2.63) 0 ==0p,=1/C%*(N,) avec O(N,)=1 —{—m

et Npy=2 [u;:].

Nous avons essayé toutes ces méthodes. Nous notons par R,, R,, R., Rs les
résultats obtenus par les procédés a), b), ¢), d) successivement.
On se donne une solution exacte de (2.49)

(2.64) u (@, y) = (@ — 2°) (y — ¥°).
Ce qui donne
(2.65) f=2(@—a)+ @y — )+ @— 2?4 (y — y??

on pose dans (2.51) f;, =f et on calcule u? & l'aide de (2.51) que lon
compare 3 u donné par (2.64).
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Nous avons les résultats suivants pour h = 1/10 (domaine de 100 points

intérieurs) :

Nombre Exécution -+
3 . -
s . | wr — || g, compilation
@ itérations en C. D. C. 3600
Résultats R, 250 —
b= 1/10 Ia convergence 7,48.10 9 mn
se poursuit
90
Résultats R
aats S aprés résultats 1,59.10-11 3mn 18 s
h=1/10 ’
stationnaires
Résultats R, 80 4 mn
p =40 aprés résultats 9,80.10—12 pour 40 -+ 80
h=1/10 stationnaires itérations

REMARQUE 2.9. Dans la meéthode b) de la remarque précédente, le
coefficient de contraction des itérations (2.51) est donné par la relation

II — 6 Probléme 6.

0=1—p,
pour n=10; 0,,==20,981
pour n=10; By, = 0,640.

Soit £ un ouvert borné de R" suffisament régulier. On munit Pespace
Wy'?(2) de la norme ||u| =]V u llz,@ avec

n 1/2
Vu=(2 |D¢u|2) ,

=1

qui en fait un Banach uniformément convexe. On cherche u € W,'? (L) vé-

rifiant

(2.66)

Au=f pour f donné dans W —19(Q),

1
?

1
+‘é-=1;
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avec
du= Z D;(|V ul?P=2 Din)

=1

on sait (cf. [14] chap. II, § II — 3) que le probléme (1.66) admet une so-
lution unique.

Nous lui associons alors comme dans [14] ’équation discrétisée avec
les notations habituelles:

(2.67) Apup=pfi, wp€V,
avec

n n 1/2
Apwpy=— 2 V(| P |P7200,) on Viw, = (2 | Viup |2)
i=1

. 1 .
I = 4 [f O da.
2

Nous allons maintenant résoudre V’équation (2.67) & 'aide d’une méthode
itérative en nous placant dans le cadre du théoréme 3.1 chap. I.
Posons

n
2
Shuh= — Ahuh= -2 V,-u;,.
=1

On munit V, du produit scalaire (uj, v;)r = (45, v3)z, et d’une mnouvelle
n

norme [u;]2= 3 ||Viuy ||z 6quivalente & | uy, i == (g, 4a)n -« Soit By up = Ay up.
=1

Nous avons alors la

ProrosiTiON 2.3. La suife @‘}:+,1) définie par Vitération (u) = 0)

n4-1 n —1 n n .
(2.68) Up,r =Up,r—Q Sn (4 Up, r + e Ay s — fro— & gn)

avec g, donné dans V,; converge vers la solution w; de 1’équation (2.66),
quand n, r— oo {(avec & —> 0 quand r — oo).

DEMONSTRATION. Les hypothéses H5), H6) du paragraphe I — 3. chap.
1 sont trivialement vérifiées. Nous allons vérifier H7) en caleulant explici-
tement les paramdtres k, N, C(N) et enfin p.

Posons
Lh Up, r = Ah Up, r — & Ah Up, r -
Nous avons alors

a) (Lp Up, r — Ly vp, vy tp, r— Vp,r) =& [Up, + — On, ]
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ce qui donne

k=¢,.

b) Supposons que [uy, ,) << N et [v,, ] << N; il vient:

n n
[p, 2= Z || Viwn,r[o= = hy by, Z |Viwy, (M)
=] t=1 MEQ;’

Done

| Viup, » () | = (7{[% =

Par ailleurs

(2'69) I (Ah Up, r — Ah Vh,ry Wp, r)h | <

D

n n 1/2
g(.z | Pt |P=2 Pitt 5 — | P v o | 2= Viv,,,,||2) ><(2 I Viwh,,H?) .
=1 =]

On montre facilement que si
|ai| < N’, |Bi|<<N’; aiy, fi véels i=1,..,n.
On a Pinégalité :

p—2 p—2

n n -2 n
(2.70) (i a?> ’ o — (iz ﬁ?) : /Bi: <(p — l)inN'p—2 -fl ag— Bif -

En posant o= V;up, . (@); fi="Vivp »(2), (2.69) devient :

' p=2
(2.71) l (Aptp » — Ay op, Wp, +)h [ <(p—1)n? N?2 [uh, r — Up, r] {05, 1']-

Ce qui donne:

(2.72) (Lnvp, r — Ly vp, ry w0p, ) << C(N) [, = Vn,+] 05, 4]
avec
2
(p—1)n 2
(2.73) oy =2=D2" ypay,

(.. h)?
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Calcul de N.

Nous avons successivement

n /2
|V,-uh]glfﬁ(2|muh|2> i=1,..,n
=1

" pt2 pt2
Z [Vowlig, <n* ||[Va up||f, =n? (Anun, tan.
=

D’aprés une inégalité de Poincaré:
n » ifp
il < 0@ ( 2 17w )125)

ot O, () est une constante ne dépendant que de 'ouvert 2. On en déduit

que
n ifp o2
(2 17emzs) " < €@ 0 1t o on o

or L, < L, avec injection continue pour p = 2. Donc

n o 12 p+2
[up] = (.21 |7 “hHU) < (C,(Dn 2 || fut e gnllz ).
Dol
p_+_2
(2.74) N=(C,(Qn? | fut & gnllz)?”-
Enfin en posant
uh,r=0 et Q=€r/02(N)

nous avons la proposition.

REMARQUE 2.10. 1. £ = (0, 1) nous avons

N=|fu+ e gnlL?
et
p—2
—2 + &

h 2

CN)y=(p—1)

enfin
o =&/C* ().
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2. Nous sommes aussi dans les hypothéses du théoréeme 3.3 chap. I.

On a les itérations:

& 4 —1
Ay uy, -+ T up = fn+ - uy

ebl
N ey
k

—_—>

&

0 et IV est un entier tel que kN = 1.

I
3 wup —> u;, solution de (2.67); ol &¢—>0, k— 0 (s k> 0) avec

3. Il peut étre avantageux de prendre un paramétre o = p, variable

avec les itérations. En particulier on peut poser ¢ = ¢ et g,
par (2.74) jusqu’a n ==n, et pour n ==mn, on pose:

ont1 = ¢/C*(Ny)

avec

CW)=(p—Dn? Nr24e

et

,{=qu[ViitZl

ou éncore

Ont1 = 8/02 (Nn)

avec

C(N,) =

et

= p donné

III. Inequations aux dérivées partielles non linéaires et probleme @’op-

timisation sur un convexe ferme.

Soit £ un ouvert borné de R de frontidre I = §f2 suffisamment ré-
guliere. On note par z=(2,,..,2,) un point de R". On désigne par
Wiz (Q), 1 < p<<+ oo Vespace des (classes de) fonctions u € L? () telles que

ou

D.-u::;—ﬁLP (£2); les dérivées étant prises au sens des distributions.

€T

W,'? (Q) désigne Dadhérence de D (R2) dans W2 (Q)

On note par W—L4(£), —;—

1, le dual de Wy'?(£).
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Posons V = W,"? (). On sait (cf. [9]) que, V coincide avec I'espace

{w|weL?(Q), Diu€L?(Q), i=1,..,n; u|r =0}

et
7= W@ ={flr =tk 2 Dt S, i L @)
Muni de la norme || u || = (2 | Div |7, m>, , V est un espace uniformé-
i=1 '

ment convexe.
Soit X un convexe de V contenant lorigine.
On pose:

Ay = — g Di(]Dm\P—2Dut)——1Au A>0 p=2

i=l]
et Pon cherche u € X tel que
(3.1) (Auyv — W)= (f,v—u) MoveX

pour f donné dans V.

Nous avons montré dans [14] chap. 1I, que le probleme (3.1) admettait
une solution unique. Le probléme (3.1) se discrdtise alors (cf. [14] chap. II)
sous la forme:

(3.2) (Apvp, o — W = (fn, Y — Unlh Y W€X,

avec

i=1,

n n
(Ahuh,vh)h= 2z flVilth\p—zViuhV;'Uhd.)f—*—l 2 /‘ViuhVivhdx
=] i
[

b 7y
uy, (:1: + —2—> — Uy, (x -+ —;—-)
h,'

V.' Up (.’E) =

1
In = [ ¥ Offdw ot 0, est la fonction caractéristique d’un pavé
P
el
de centre x et de cotés h,,..,h, respectivement paralléles aux axes de
coordonnées Oz, ... Ox, .

Nous avons vu dans [14] (ef. théoréme 1.4 chap. II) que p; u, —ru,
dans W7 (Q) fort pour t=1,..,n; u, étant la solution de (3.2) dans
X, € Vy, espace de dimension fini associé au paramétre b = (b, ..., Is) de
discrétisation ; et » étant la solution du probléme (3.1).
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On se propose maintenant de résoudre numériquement le probléme (3.2)
discrétisé en précisant chaque fois les convexes X et X .

III — 1. Probléeme 1: le convexe X est une boule.
Posons
n
X =u | uE ‘Vol'p(.g); > ” D;u ||2Lz\g‘) =< 1.
i=1
On cherche « € X solution de
(3.1) (Au, v —uw) =(f,v—u) MveX

pour f donné dans W—17(£) avec
Auv= — 2 D;(| Dyu|P~2 D;u) — Adu 1> 0.
=1

Dans un espace V3 (£2,) de dimension finie (cf. [14]) (3.1) s’écrit sous la
forme (3.2) avec

n
(3.3) X =up | un €V (20); 3 || Vown Ty < 1% -
=1
Nous allons maintenant résoudre par itérations le probléme (3.2), (3.3).
Posons
R p2
Spup=— 3 Viuy.
t=1

On munit V3 (£2;) du nouveaun produit scalaire

n

(up s vn] = (Spup, v = 2 (Viun, Vivn)sg

i=1
et de la norme associée

n 2 1/2
[un] = (fl 17 sun HL-) :

On définit alors
Up si [vh] <1
Pgh (’Uh) Uy

[—17;:]- si [’Uh] >1

et Pon cherche une suite (u;) approchant la solation u;€ Xj, (X; étant défini
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par (3.3)) de Vinéquation

(3.2) (Apun, v — W =(fo, v — . VYV €X,
avec
(3.4) Ahuh= —_ Z V.( | Vizahlp‘2 Vi‘ll«h) — A 2 V?uh.

=1 =1

Nous avons alors le
THEOREME 3.1. 1. La suite (u?) détinie par Vitération
(3.5) uptl = P;: (uh — 0 8y (Ap w4k — fa))

ou X; et 4, sont donnés par (3.3) et (3.4); converge vers u;, solution de
(3.2) quand n— co pour u) =0, ¢ = 1/C* (V) et

2
iye

2. De plus on a pjuy—u dans WP (2) fort i = 1,0, ..., n quand
h— 0; ou u est la solution (3.1) avec

la constante N pouvant étre prise égale a || fn |z -

X ={u|ue W"? (Q); 2 || Diu Eaay < 1§ .
=1

DEMONSTRATION. On se place dans le cadre du théordme 1.1 chap. I
1. On vérifie facilement la relation

(3.6) (Apup — Apvn, up — vp) == A [un — v up, v € Vi

Calcul de C(N).

Supposons que [uz] << N, [vp] << N. On a alors:

[upP = 51 | 7oun|[zs = 51 hyobn 2| Viup (@) 2.
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Donc

[Viuh(x)]g#}zn—)lﬁ:l\f’ Mx et Mt

Par ailleurs

[(Apup — Apvp, wih | <<
n 9 1/2 n 9 1/2
S(Z [ Viup|P=2 Fiuy — | Vv, |22 V5w, ”L’) <2 [ Viwp HL’> +
=] i=}

+ A 'é‘l ” Vi(uh - 'vh) ”L” ” V‘ Wh ”L"

Ce qui donne
| (Ah up— Ap vy, IOh)h I < C (N) [llh — vh] [wh].
En posant:

, . Nr2
(37 OWM)=(p— DN fA=(p—1) —— +1

(hy oo hy) 2

Calcul de N.

On a successivement:

2 | Vounllze < (Anwn, wde < || fa |l o 1| |l 0
1p L » \'7
2 I Piunllfo << C1F (D] fallpe ;}7:1 | 7ivn |z e

ol 0, (£2) est une constante ne dépendant que de I'ouvert £.
Comme L?c L® avec une injection continue pour p = 2; on a:

n 9 1j2 n A ip alp llp
d = (2 7o) < (2 07 125) < 08 @ A1

Donc¢ N = ¢* indépendante de k.
En posant o = 1/C%(N) les itérations (3.5) sont convergentes d’aprés
le théoré¢me 1.1 chap. 1.

2. Cette assertion découle du théoréme 1.4 chap. II de [14].

REMARQUE 3.1. 1. D’aprés le théoréme 1.1 chap. I on peut aussi prendre

N = == lulls avee o tel ave [ =0l unf

WWo
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2. La formule (1.6) du chap. I donne les majorations de Uerreur suivantes:

C, ()] up —u, H2L2 < gl | Voup—V, u Hizg on || un H?L,

i h

ot C,(Q) est une constante ne dépendant que de Pouvert 2 et 6 =1—
—— 12/02 (N)

— 2 Log|lur||+2 Log e

Log 6 on a alors

3. Si neo

Hun—w, |, <e/C (Q) et 21 WP oup—V, u, 12, <e.

n=

Dans la pratique ces majorations sont réalisées pour dés valeurs de n
bien inférieures.

REMARQUE 3.2: 1. S8i Q =(0,1), » > 0 on montre par un calcul facile
que Pon peunt prendre selon la convenance

2 : 1 1
N=—|/ulz ou N=||/llZ &Vecy‘%—q‘: 1
et
N—‘2
CNy=(p—1) 5= +14 pP=2.
h2
2. 8i Q=(0,1) =< (0,1) et h, = h, = h on peut prendre
V2 1 Ry
N="r|falle ou ¥ =zl fallg
et
Nr—2
CWN)=(p—1) 35 +14
3, D’antres estimations de la constante N conduisant & un wmeilleur
2
coefficient de contraction 6 =1 — O—f(W_) sont possibles (ef. chap. I, 1.2)

Résultats numérigues: un exemple unidimentionel.

On cherche u€ X ¢ Wg'*(0,1) vérifiant

(3.8) (Au,v — ) =(f, v — u) \fv € X pour f donné dans L3* (0,1)
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avec
d du
Ay = — —
( dx

du azu
d?

du

X = gu lue W (0,1),

Au probléme (3.8) on associe le probléme discrétisé

(Anwny on — wn = (fa, o0 — W Vor € Xy 5 o =
(3.9) Apup = —p (|pun|pun) — A p? us

Xn = {un € V|| g |21

et litération

untl = P§Z (ur — o S (A up — £i) 5 up =0
(3.10) avec
A _ 4 e
Sp=—p? 0= — et C(N 2

Cherchons une solution exacte de la forme
w(x)=a(@®—2*xe(0,1)a>0.

Elle doit bien entendu vérifier I’équation

(3.11) H = PX

du az
u-—g(—%> (Au——f)]; S=W.
Posons alors f= Adu 4 2
. du\—!
ce qui donne [— T (Au — f) = — (z — 2%,

Ce qui donne
P$ {u — o8 (4u — f)) = P% |(a+ o) (& — 27)

a+9
V3

or

[l + o) (@ — #%)] = (« + o) “ @—a|
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si on pose o =1}3 on a alors
P3[4 — o8~ (Au — f)} =Y3(x — 2?) = u ce qui vérifie (2.4)

Nous prenons donc u == 3 (x — z%) comme solution exacte et /= Awu -+ 2.
Nous calculons alors par nos méthodes (u}) (h — 0, n —> c0) que nous com-
parons & la solution u {x) = I'3(x — #?). L’opérateur Sy = — p? est inversé 2
I’aide de la méthode bien connue de Gauss-Seidel [16]; les itérations inter-
nes devant se poursuivre jusqu’a ce que

(] w1 (3) — wm (3) P2 << 1079,
1

Nous obtenons les résultats suivants pour i = 10:

|| up — u||za=2-10— pour h=1/10
|| up —u llpp==5-10—* pour h = 1/20.

Nous constatons que les résultats sont un peu moins précis que dans le
probleme 2 pourtant plus compliqué. Cela tient 4 la manidre dont on cal-
cule la projection sur X, (ef. remarque 3.4).

Pour ce probleme a une dimension nous n’avons pas cherché a obtenir
des «performances » numériques (cf. probléeme 2 en dimension n = 2).

REMARQUE 3.3. 1) L'étude des majorations 2 priori de la solution
exacte u, conduit 4 une meilleure estimation du coefficient de contraction
6 correspondant aux itérations et par conséguent & une estimation du
nombre d’itérations a effectuer pour avoir [u} —u]<(e pour & donné 2
Pavance. Si 'on a des renseignements sur la norme {u], le nombre d’ité-
rations pour avoir la solution diminue grandement. Mais le probléme peut
tonjours étre résolu rien qu’avec des estimations & priori de [«] obtenues
a partir de Popérateur A.

Nous donnons 2a titre d’exemple ’évolution du coefficient de contrac-

1
tion pour les itérations (3.10) en fonction de 1 pour k fixé (h = —1—0) selon
que l'on estime [u] par
12

4 3 2
(Tyﬁ 1 11w + 1)

2
N =2/l ce qui conduit & 6, =1 —
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ou par
12

(s, +4)

N, =S|z ce qui conduit & 9, =1 —
3/2

Nous voyons que la majoration [u] < N, est plus avantageuse pour 1 <C 16.
Pour 1 assez grand les deux majorations a priori sont équivalentes.

A B8 (}\)

0,()

0, (\)

-} —S

18,2

2) Pour d’autres estimations de N c¢f remarque 3.5.

Résultats numériques : Hxemple bidimensionel,

Soit
£ = (0,1) < (0,1)
on cherche
2 12
(3.12) w€X=1lu|u¢ Wol"s(Q);(ZH D;u ”2Lz> Sli
=1

vérifiant ’équation
(3.13) . (Au,v — u)=(f,v — u) Vv € X pour f donné dans L2 ()
avec

2
Auw = — X Di(|Diu|Diu)— 24 Ai>0

T==1
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Au probléme (3.13) on associe le probléme discrétisé

(3.14) (Apvn, v — uph = (f1, on — ?lh)_h Mo € X
avec
2 g \12
(3.15) X, = {-uhEVn l( Z || Vi !lm) = 1§
=1
2 2 .
Apup=— 2 V,( \ V;"tt;,‘ Viuy)— 41 2 Vi up
i=1 i=1

et D’itération
(3.16) wptt = Pyt (uh — oSy (i uh — /)
ol

2 2
W =0,8=— 3 P} o=1/C*) et C(N)=—l—];:2—llﬁ;||r,.+l

h =1

Les mémes considérations qu’en dimension n==1 (probléme 1) conduisent
A prendre comme solution exacte

(3.17) 1w =VY45 (x — 2?) (y — ¥*) (@, y) € (0, 1) >< (0, 1}.
Posons alors
(3.18) fi=r(2,y)=Au+ 2@ — 2%+ 2@y — ).

Nous calculons par (3.16) la suite (x}) que nous comparons a « donné
par (3.17).
2
L’opérateur Sy = — 2 F; est inversé par la méthode de relaxation

=1

seccessive cf. [16].

REMARQUE 3.4. On a choisi la solution exacte telle que [¢] = 1. Quand
on calcule {#] par la machine on trouve [u] =« voigin de 1 suivant les
valeurs du pas k. Aussi dans les itérations (3.16) on définit la projection
de la maniére suivante;

Posons :

o vh = uh — oSk (An1h — fi)
i
[vp] << walors upt!l =,
Si

o
[vg] > a alors up+!= v} [7;:—]—

ce qui élimine Verreur sur le caleul de la norme [ ].

10
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Nous obtenons alors les résultats suivanfs:
1) Pour A=10, » =1/10 on a

|4 — w ||p=4-10—% avec n = 70 itérations

2) Pour 21 =10,h=1/15 on a

Il up—u |lze = 2-10—F avec n = 80 itérations.

REMARQUE 3.5. Nous pouvons aussi améliorer I’estimation du parameétre
o de la maniére suivante:
on a vu que

o =121/C(N) avec C(N)=2TJ\LT—-I—}.
et N est une constante telle que [u] << N.
Nous pouvons aussi écrire :
(3.19) o= A1/C(N’) avee C(N’)= 2N’ + L (cf. formule (3.7))

avec
Sup | Viup | << N’

pous pouvons alors poser:
(3.20) 0=0,=4C*(N,) C(N;)=2N,+1

en prenant
N, =Sup |Viup"|

Ceci améliore beaucoup les résultats puisqu’on a:
pour A =10, h=1/10 | u} — u||z,= 8,4-10~" avec n =18

itérations et apres, les résultats sont stationnaires.
L’erreur relative est de Vordre de 10—%. 44 s suffisent on C.D. C. 3600
pour exécuter 50 itérations (compilation 4 exécution).

IIT — 2. Probléme 2: régularisation elliptique.

On veut résoudre dans W},’a(.Q) P’inégalité :

(3.21) (Bu,o—u)=(f,v—u) MNvrveX
avec
Bu = — > D,;(ID;"M’_D,;’M)

f===1

ol X est donné par (3.12).
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Le théoréme 4.1 chap. I de [14], montre qu’il suffirait de résoudre
(3.13) pour 1 assez petit.

On alors u, — u (solution de (3.21)) dans W} 3 (Q) fort.
A—+0
Nous utilisons alors les itérations (3.16) en posant

kA

3. =02 = 727 T 7.5
(3.22) C= =N T KA

avec N, = Sup |V;ui~1|

ol k¥ est une constante & choisir,

(Ce paramétre o est en fait une variante de (3.20)).

Nous obtenons alors les résultats suivants:

Pour A = 1/10 (domaine & 100 points interieurs).

Il suffit de prendre A = 1/100(K == 1000) pour avoir au bout de n =900
itérations

i up L —u ||z,=1,10-10—°

ol u est la solution exacte de (3.21), (312).

6 mn 25 s suffisent pour le calecul de 1000 itérations en C.D.C. 3600
(exécution+4 compilatio n).

Nous avons donc en fait les convergences suivantes:

1) u* , solution de (3.16) converge vers uy, ; solution de (3.14)

h,4
2) ppupa ) ou u, est la solution de (3.13)

3) w o ou u est la solution de (3.21).

REMARQUE 3.6, Cet exemple montre qu’on peut encore avee un choix
optimum du paramdtre o = g, se passer encore des méthodes A double
itérations du chap. I paragraphe I-3.

III — 3. Probléme 3: le convexe X est cOne.

Soit E un compact de 2. Posons le méme probleme que dans Vexem-
ple III — 1 en prenant cette fois comme convexe:

X={u|ueWs*(Q), u=0 p-p sur EJ.

Un probldme analogue pour l’opérateur du 23me ordre est posé dans [10].
On montre facilement que
(3.23) Xy =|{upn€ Vs |up(®) =0 p-p sur E}.

Il s’agit de trouver uy€ X, solution de

(3.24) (Apupy O — Uphy = (fr) V4 — Un)n W vp € Xy
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avec
n n

Ahuh=~—2 V.-(IV,-uh|P—‘2V,-uh)—AZV?uh 1>0‘

= i=1
Nous désigrions par ‘R le réseau des points M de la forme
M= (m hy,u,mhy); meZ, i=1,..,n; >0
Nous posons

a)’lgq = 11} {(mi— qtj 1) h;, (mi-}—q_i_g—._.l_) hi}

avec ¢; entier positif non nul.

on = VW on, et Q=[MIMER,, g/

Vi = {1&;,])&1{:113; Ear Wiy, §MER] ot Wy
L R

est la fonction caractéristique du pavé de centre M de codtés &, ...

respectivement paralléles aux axes de coordonnées oz, , ..., 0, .
Pour tout u, € V;, on peut écrire:

= 2 by Wy+ 2 nquWu

Me.()}l .Me.Q}z
ou QL = (M| MRy, o N B = &)
R=0,—0.

Soit alors v, = 3 &y Wy -+ 2 5y Wy alors
Meql, MeQ?

v, € Xjy<—=>Ey=>0p-p sur Q).
ProrosITION 3.1. Si u,€ V3, alors
na si Me}
Pr,(un)={¢ty si MeQ, et &y>0

0 s8i MefQ, et &y<0

y B
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DEMONSTRATION, Nous avons en effet &4 minimiser Vexpression

[un—on|P= 3 |&x—EulP+ = |ny—n)yl?
Mel Meo?

ce qui donne %) =7, et

éu siéy=0
=
0 si&y<O
D’onr le
THEOREME 3.2. 1 — La suite (u7) définie par les itérations:
(3.25) wptt = Pyl (uh— o, 871 (4, up — f)
ol

Xy={up € Vi, up () =0 p-p sur H

149

converge vers w; solution de (3.24) pour u) et S, convenables (cf. démon-

stration du théoréme).

2 — De plus on a pj u, —u dans Wh7(Q) fort quand h—0; ol u

est la solution de (3.1) avec
X={u|ueWy?(Q), u=0 p-p sur E}.

DEMONSTRATION. 19)

a) Posons §;uy, = 8, u, = — .5 72uy,
i=1
2 yr-2
0i=90, = 1/C1 (¥) avec 01(N)=(p——1)—*——-—p—_—2—|—l
(hy woe ha) 2
et
¥= || ulles si 9y =0
Ao RN T

si

fa=r—o 87 (Auh—fr)€ X
alors on a

=13
et les itérations (3.25) convergent.

b) si fl=up—o S7H(4,up—f)E¢X,
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alors on pose

Siup = 8y up = wy et [w,] = || up ||z,
on démontre facilement que

(Apup — Apvp, wp — o) = Ao || up — v |2
car

[u'h]2 =i£1 H Vi uy, ”Lg =0 ” L HZ .

De méme si

[unll < Ny et || onfl < N,
on a:
g |P= Ty b 5 [ un (M) 2
ME.Qh

ce qui entriine
Jup|P=hy . by S;l{p | wp (M) |?
De méme nous avons
. 2
| Vs up ko) << "y Sup | uy () |.
i iy
D’on

| Vi up (@) << T N,

2 =2
(g ves Bp)12 Ry

(g oee h)V2 -
Par ailleurs

n n 1/2
(Apup— Ay vy, w0 S(’Zl NViun P72V — [V 0, [P20 50, Hg)”z( Z |V ]]2)
== i=]

n 12 / n \1/2
+4( 2175 0 — o ||2) (Z 17 e)

or pour |a|<< N’ |[B]|<< N’ a, f réels on a:

[Ha[PPa—|g]72 8| <(p — 1) N'*=?|a — B
ce qui donne

S| Viun |22V swg — | Vivp [P Vivn || < (p — 1) I NP2 ||V (up — 03) ||
=] t==1

Donc
(Ah uh—Ahvh,wh n < G(N,)“ ’Mh—’l)h“ “ wh”

Oy (V') = (p — 1)(§ 4 -«——Mz{p*ﬂ))m- ( 5 i)m +1 (}: i)

; A 2 .
i=1 R =1 Jo i e

avec

, 2N,
¥ T hi(hy e Ry
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D’onr
(Apup — Ap vpy wp)y << Cy (N || e — vn ]| || 208 |
avec
20 n 1 1/2 noo4 \1/2 no4
TN 1 p—2 S =
Cy(N)=(p—1)N; ;_»—_2(.-5[ h?p—2> <:£ h?) + l(‘_fl h?) .

(By i b ) 2

Alors les itérations (3.25) convergent d’aprés le théorgme 1.1 pour

2 .
Q"=92=10/022(N) N = Wf'lfhlllﬂ siw =20

et d’apres la proposition 3.1, on sait projeter

2= ut—g, (4, w} — f,) suivant la norme | wn o = | wn]lz,.

D’olt la détermination de w*t! A l'aide de (3.25).
De plus, on voit que les itérations (3.25) convergent{ plus rapidement
avec S;==8, et g;=p, qWavec le choix §;= 8, = Id et o; =g, .

REMARQUE 3.7. On peut approcher le probleme

(3-26) (Ah Up ’ vy — uh)h2 (fh, vy — uh)h V oA € Xh
ol
Xy={up€ Vi =0 p-p sur E}

par le probléme
1 .
(3.27) Ay wy + Py Fyup = f

oll ¢ est un paramdtre positif destiné & tendre vers 0; et F, est la déri.
vée de Gateaux de la fonctionnelle

0 si 0
Fh ('U;,) = ’U‘;z; Hk dx avec Hh= 81 Up =

) 1 s8iv,<<0.

On sait alors (cf. théoréme 6.1 de [14]) que wu; . solution de (3.27) converge
fortement vers u; solution de (3.26) quand ¢ —> 0.

REMARQUE 3.8. Soit 4, une suite de réels tels que 4, — 0 quand p—r oo
considérons 1'inégalité

(3.28) (Apup, Vvh— = (fn, Vo — Ul N vp € Xy
ol

Apup = ——_Z Vi (l Viug lP—2 Vi up).

=1
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Alors la suite (ILZ"'@I) définie par les itérations :

(3.29) ’llh p = P " (Nh p— S <Ahuh p— }u 2 V 'll/h » fh))
=1

converge dans Vj, quand n-—co et p-—oco vers u; Solution de (3.28)
pour u) =0 g et §; étant choisis comme dans le théoréme 3.2.
(Cf. théoréme 3.1 au chapitre I.)

1ére expérience numérique.

Soit £ = (0,1) > (0, 1) on cherche
(3.30) WEX={neWl3(Q)|u=0 p-p dans L}

vérifiant P’inégalité (3.13).
On écrit alors les itérations

n 8
(3.31) upt = Py, (uf, — 0, 87" (As uh~—fh))
avec

Ay = — ZV(IVuhlV up,) — A Z V2 uy,

i=1

Xp = {uh £V, I Up = O}

1) Si fu=uj— 0, 87 (Au} — f,) € X5 ol

2 2
S,=— 2 v @=1CWMN); CyN)=-N+1
et

alors on calcule
upt = P (fu) = fa

2) 8i fa & X; alors on fait §; =8, = Id et

9¢=91=21/012(N) avec Oi(N)“Sth:N+h2 N=?V§“f“1&

et u™t! est donné par la formule

uptl = Py, (u? — o, (4, u? — f,)).
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Pour Vexpérience on se donne comme solution exacte

(3.32) u=(x —a?) (y — ¥?)

et on pose
Jo=fF=Au

On vérifie alors que ’on a bien

%= P;‘ (w — 0: St (Au — f)).
Nous calculons (v3) (quand # — co et h—>0) A l'aide des itérations (3.31)
que nous comparons & w donné par (3.32).

Pour étre sfir que nous avons effectivement résolu linéquation (3.13)
et non ’équation correspondante (cas ol X = V) on vérifie ensuite qu’avec
J quelconque on obtient une solution «} qui réalise les contraintes de X.

Nous avons posé h == 1/20; ce qui donne un domaine 2 de 400 points
intérieurs. Pour ¢ = g; la convergence est assez lente. Pour g = 8p; (sure-
stimé) la convergence est nettement plus rapide.

Enfin pour g = 64p, (cf. courbe n® 3a) on obtient au bout de n = 20
itérations || uj — u ||z, = 2,5.10~5; ensuite les résultats sont stationnaires.
I’exécution de 20 itérations en C.D.C. 3.600 dure 27,1s.

En posant Ny n=|| un—_1 || et Ng, »=[1,—1] on est conduit & des paramétres
e, et o}, variables avec les itérations.

CourRBES n 3a

o b ”L2

h =1/20

P=61&pi

 J

5 n itérations
W ——a o

20 20 40 €0 80
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2¢me expérience numérique.

Pour £ = (0,1) < (0,1) on cherche % vérifiant (3.30) et solution de U'iné-
galité (3.13) avec A=1.
On pose maintenaent les itérations:

(3.33) Wt = PS5 (ur — or 871 (Ap w2 — fi)
avec
2 2,
Apup=— ZV(|Piu|P2Vu) — A ZViu
i=1 t==1

X;,:(u;,& Vkiuh20}

et olt le paramétre o7 varie avec les itérations.
Un calcul de variations montre que lon a:

“2[§'3124$$]!2—:02

2
oo <[P = §1|| Diu|zs avec o = 2n®

dz pour v€ Hy (2)

ce qui donne

Nous procédons maintenant de la maniére suivante
1) On pose dans (3.33)

S_S=—}Jl7.2,92_l/02 N, avec C%(N,) = +AN_.[u;:

i=1
si
Ja=up —op S (A u —fu)EX,

alors wptl = f,
2) 8i f, € X, alors on pose dans (3.33)

64N, . 82
8; = 8, = 14, Q’l' = 10/0% (Ny) avec C,(N,)= i + ok N,= H Uy, H

et 2+l est donné par la formule

uptl = Py, (u} — ot (4, w} — fa)h

Pour Vexpérience numérique on se donne une solution exacte du probléme



el indquations aux dérivées partielle ete. 155
(3.13), (8.30) par la formule:

(3.34) uw(x,y) = — (@ — 2% (y® — y?)

o)~

et on pose dans (3.33)
fo=f=Au=1x(@—y?@Be—1) 32— 2|
+y@® —a2)P @By —1)|3y — 2|
— A8z — 1) (° — y) + By — 1) (&® — =)].

Nous calculons alors ) A l'aide des itérations (3.33) pour & suffisament
petit que nous comparons & u donné par (3.34).

Pour h = 10"! nous constatons qu’a partir de la 8eme itérations les
parametres o7 et o} se stabilisent & leur valeurs optimales:

o7 = 0,798 et o} = 0,249.104,

Le tableau n°3b donne l'évolution de Verreur |u, —u||/||«| dans L?(Q)
en fonction de M = 1/h lorsque o7 varie & partir de la 2&me itération et
o} varie a partir de la 50éme (pour n < 50 g} = g, = valeur théorique).
Lorsqu’on augmente la dimension M == 1/h le temps de calcul devient
rapidement €levé car il est directement lié au nombre d’itérations néces-

saires pour inverser le Laplacien S, = — 4 dans les itérations (3.33)
ainsi pour
m=go 2=l 15.10-s
fiwll
r=oeld =2l _711.10-5
[l

4 la 40eme itération.
Alors que le nombre total d’itérations dans les diverses inversion du
Laplacein est
pour
M= 20 N =1793
pour
M= 26 N = 2823.

|ty — Un—

Le tableau n” 3¢ donne P'évolution de l’erreur de Cauchy o] ol dans
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L? en fonction de M = 1/h pour e= 10—*% (précision dans Vinversion dun
Laplacien) et pour un nombre donné d’itérations.

3éme expérience numerique. Méthode de pénalisation.

On résoud I’équation (3.27), A l'aide des itérations:

(8.35) Wit = — ga S (Ch % — fi)
ol
2 2 2 2 1
On Uy — — 2 |7,; ([ l7,' Uy, [ V;, uh) — i V;' Uy, + — K Up avec 1= 2.
=1 i=1 &
S 2
Sh =—2 Vi
i=1

pour n» =03 1,..., 10 on pose
2 . . -
91=90=_‘,—”fh""0h (0) |1 Ai=2 o=2
Ao
pour n > 10 on pose

on =1/ (V) avee 0N =21 414 &

1 . € ¥ n
Mgy = I;_/E”j_ Gy, i " + Vo || wi Il

Plus précisément on procéde de la maniére suivante :
1) Posons h, = h, = h° =1/10; on calcule alors

n
Upo

i=10,1,.. pour & =2 on pose u} = 0.

) & hO, &

Nous avons alors
1 n ——
lim wp, =,
n-— o
pour ¢ == 0,5 on pose
0 —
uho‘ o= uho’ P
Nous avons alors

i n .
”1_1.12 uhol 61 .—— choi 5
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on refait les calculs pour ¢, = 0,125

£y == 0,313-101; £, = 0,781.102; g5 = 0,195-10-2;

g = 0,488.10—%; ¢ =10,305.10"4; et g =0,763-10-3
ce qui donne alors
hm lim wp, | =,
€—-0 n-ro0

2) On pose alors k! = h0/2 = 1/20.

Oun initialise w), o = Une == interpolation linéaire de w0 ; et on effectue
les itérations (3.35) pour &, , &, ..., -

3) Si nous posons dans (3.27) f= Au ol
1 1

on montre facilement que
lim lim ) =u.

£E=-0 n— 0

Les expériences numériques effectuées en double précision donnent les
résultats suivants:
Pour A% =1/10 nous obtenons le tableau suivant:

paramétre ¢ de pénalisation erreur || wyp — ul| g,
e = 0.500 0.6589.10—1¢
& = 0.125 0.6065.10—19
& = 0.313 0.6005.10—19
& = 0.763.10—° 0.3593.10—13

Pour h' ==1/20 nous obtenons | u? — u|/zs = 0,86-10~' pour les mémes

valeurs du paramaéfre e.
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TABLEAU n® 3b

b .
Iuh =~ uf P
iuu
M=1/nh= 10
|
3
10 +
w04 L
n = 10
n = 40
n = 20
3 n = 30
103 4.
h
108 . . . . s —-— .

o 2 4 -] 8 10 . 12 14 % 18 20 22 24 26 28
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TasLEU n?® 3¢
t
Erreur de Cauchy
A=
e = 10-6
= 1/h
5
w0~ L
n =10
n = 20
n = ko
n = 30
08 §
w0’ )
w08 - ety + e e 4 + + e >
Q 2 4 6 0 12 14 16 B8 20 22 24 26 28

9
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REMARQUE 3.9. On cherhe & résoudre le probléme (3.13) dans le cas
ol le convexe X est de la forme

(3.36) X={ue Wy (@Q)| |u|<1 p-p dans Q).

On applique les itérations (3.25) dans lesquels X, signifie:
Xy={un€Vy| |uy| <1p-p}.

Dans une premiére étape on se donne une solution exacte

(3.37) u = (z— 2% (y — 9

et on pose:
fh -——-f = Awu.

On calcule par (3.25) v} que Von compare & » donné par (3.37).
1) Pour h = 1/10 et p = p;.
Nous obtenons a partir de n = 50 itérations

“ u;: — U “L’= 8_,60.10—5

2) Pour h = 1/15 fixé et o = 4p; nous obtenons & partir de n = 20
itérations, Verreur suivante:

“ ’ll/Z — U ”Ln: 6,34.10—5.

Pour les deux cas le temps dd’exécution en C.D.C., 3600 est de Uordre de

quelques secondes.
Pour étre siir que nous avons effectivement résoln Vinéquation (3.13)
sur le convexe X donné par (3.36); en effectuant les itérations (3.25) nous

avons fait
fn=f(x,y) quelconque (= e® pour Dexpérience) et on vérifie que la solu-
tion »} obtenue aprés stationarit® des résultats appartient bien au convexe X.

IITI — 4. Probléme 4.

Un exemple unidimensionnel: X est un convexe sur lequel on ne sail
pas projeter directement.

On cherche u € X convexe fermé de W, ”(0,1) vérifiant:

(3.38) Av—uwy=(fv—u MveX few12(0,1)
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ol
a {1du P2 du a?u
(3.40) X = uluEWol'p(O,l);lg—Ziglp-p sur (0, 1);.

Soient m un entier et 2 un parameétre positif tel que mh = 1.

On divise 1 intervalle (0,1) en m intervalles: (0, h), (h, 2 &), ...,
((m — 1) h, mh). Soit 6; Ia fonction caractéristique de | ih, (i 4 1) [
pour 1 =20,...,m —1

m—1
. .
Vi = guh |up = 2 up0p, uph €R; up= 1wy = 02.

=0 s .

Posons
h
Uy (x—}-—;b—) — Uy (x-——é—)
4 Up, (.’L) = 7

V2up =V (V uy).

Enfin
Pup @) =" (@) —un (@ —h)

h

Le probléme (3.38), (3.39), (4.40) peut alors étre approché par

(3.41) (Aptpy O — ) = (fiy %6 — Upn N 00 € Xy

ol

(3.42) Apup = —V (| Vup P2 Vu,) — A P2 u, p=2 1> 0.
(3.4:3) Xh= {uh[uhE Vh? {V’U/hISI pp}

Nous allons résoudre numériquement (3.41), (3.42), (3.41) par deux méthodes.

1ére méthode.

Posons
Spup = — Vzuh.

On munit ¥V, du nouveau produit scalaire
[y va] == (Sp uny VA = Vg, Vop)za
et de la norme associée [u,] = || V'uy ||z,.

11
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On a alors la

PRrOPOSITION 3.2. 1. La suite (x}) définie par les itérations:

(3.44) wptt = P (ufy — o Si” (Ap wh — f3)
olt §;, = — p? converge dans V, vers u; solution du probléme (3.41), (3.42),
(3.43) pour

. 2
1¢%=0, Q=l/02(N) o XN =7”th0

et

Nez-2

CN)=(p—1)—z +i;p=2.

=2
h 2

2. De plus on a p; ¥, — u dans W(,]”’(,Q) fort qgnand h — 0, ot u est
la solution du probléme (3.38) (3.39), (3.40).

Pour que les itérations (3.44) soient possibles numériquement; il est
nécessaire de savoir projeter explicitement sur le convexe X;, donné par
(3.43). On se propose maintenant de résoudre ce point.

Notations.

Comme on est dans V;, espace de dimension finie on écrira dorénavant
up (®) = w (i) =1, .,m
H@=fG i=1,..,m

Soit 7 une application de ¥V, dans ¥V, définie par

Ty (i) = 2‘ ha (i

Jj=1
Nous avons alors
TV u) =V Tpu i) =u () Vi

. . . 1 5
Donc T, est un isomorphisme de V; dans V; d’inverse T~ =V.

() C’est une intégration diserdte. Il y a d’antres formules bien plus précises. Plus

. . A A4 A Ay —1
précigément inverse de |7 sera V', = (I — s ?)" " avec s ~ 0, > 0.
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Il s’agit maintenant de calculer explicitement la projection sur X; de
S (8) = w0, (3) — 0 8" (A n (1) — ().

On va projeter sur le convexe X, et on se ramenera eunsuite au con-
vexe Xj. Plus précisément, posons:

X, =T, (X ={w| |w@)| <1 pour i =1, ..., m]
By=T* 8, Tr =P (— 72 P
Fo=T% Su fu
Pour n fixé le calcul de

vu= P (1)

équivaut a résoudre

(Shvnyw_vn)z(shfn)w—‘vn) VWEX},.
Posons v, = TE. w = Tw, Il vient alors
(3.45) By vy w— 0 =(Fo, w—1y) MWEX,.

Comme B, 7, pour % suffisamment petit la relation (3.45) s’écrit alors

~

(3.46) vy = Px,,(V Jn)

on sait done par (3.46) résoudre la projection sur Xh ol
Xy=(w] |w@)|<1pp)

Ou peut maintenant combiner les deux formules itératives (3.44) et (3.46)
en une seule.

PRroPOSITION 3.3. 1. La suite (u}) définie par les itérations

(347) wpt =T [P, (Vf;, Jou T =P = — sVZ)— e>0 et e— 0.
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avece
fi = un— oS (A up— fu); Sp=— "V~

Converge dans Vj vers u; solution du probleme (3.41), (3.42), (3.43) pour
\ No-t
h 2
et
2
N=— 2.
=17z

2. De plus, on a pj, 4, —> u dans WJ"”(O, 1) fort quand A — 0; u étant
Ia solution du probléme (3.38), (3.39), (3.40).

REMARQUE 3.10. Pour n fixé (3:46) s’écrit, pour i=1,..,m

Phti) si — 1<V fali)<1

= (_1 si Trl)<—1
1 si T AO>1

2éme méthode.

Posons comme dans la lére méthode

i
Thu(@y= X hu(j) ¢=1,..,m ou encore T)u = ot .
j=1
Posons

X =D |76 |<1 pour i=1,..,m

Le probleme (3.41), (3.42), (3.43) équivaut alors & résoudre

(3.48) (A un, o — 1) = Fay 0 — tn) N 04 €Xn

N

ou
Du=Tt T =P (|77 0 2 PP W)

+ AP, A0

o= Ti*fu

et (3.48) se résoud alors par itérations.
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PROPOSITION 3.4. 1. La suite (572) définie pas les itérations

(3.49) uZ‘H = Pfh (u? — o (Ap wy — fn)

et convergente pour ;g =0 et Z > o convenable.

2. La solution %, du probléme (3.41), (3.42), (3.43) est donnée par

(3.50) up = T ( lim ).

n—+oo

3. Deplus on a: u= lim p,u; dans Wq'7{0,1) fort ol » est la solu-
h—o

tion du probléme (3.38), (3.39), (3.40).

REMARQUE 3.11. Si on travaille avec un opératenr de prolongement
p, de Vi dans V conduisant a l'inéquation

(3.51) (Ap o — upn == (o) 0 — ) % 04 € X4
avec '

Apupy = — f7\(]/-l7\u;, |p—2 l;'\uh) —AV%u,
et

Xp={uae V| |[Vup| <1 p-p}.
Alors le choix T, == P conduit & I'inégalité

(3.52) (Aptp, o — W = (Sry tn — tdn M €L,
avec
:ih "l?h =T} A4, Th;\t‘h o> l';h lp—Z;:h -+ 1;7;,1 >0

Fa)=T% ful) i=1,..,m

=[] || <1 p-p)

L’inégalité (3.52) peut alors se résoudre par la formule itérative suivante:

(3.53) uptt = P_(up — o (Anwn —Ja)
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qui converge pour ;‘1;’; =0 et ’Z) > 0 qu’il est maintenant aisé de calculer.
En effet :

(thh_zha;gh—&)hzl ”?"‘h_ ';z’lsz
Si|un||<< N et || o] <N on a:
(Aprun — Aoy, 10) < O() [fun — 3 || || || avee O (N) = (p — 1) N?—2 42

dot o = A/C2(N).

Résultats numériques.

On veut résoudre l’inéquation :

(3.54) (Au, v —w) = (f, v —u) “ v€X pour f donné dans L32(0, 1)

avec
d (|dw] du a%u
= — — — | ] — A==} = 10
Au dz (‘ dz dx) Al
1,3 du
X ={ue Wy" (0,1)’ ’— <1 p-p‘.
dx
Au probléeme (3.54) on associe le probléme
(3.55) (Aptun, v — U == (o, O — tn)h W U € Xy
avec
Apup=—TV (|7 up |V up) — AV2uy

Xp={up€ Vp| |V up| <1 p-pl

Ce probléme est alors résolu a l’aide des itérations
(3.56) wptt =P Py (Pfy) aveo up=100, &¢—0
fo=uh— o8 N (Apuh—fu); Sp=—"F>

0=1C*(N) et 0(N)=}% | follze + 2

X = [ﬁ’hHWﬂSl p-pl-
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Plus précisément nous avons procédé de la maniere suivante :
1) On se donne une solution exacte

(3.57) u=x—2x%>; €(0,1)
et on pose
J=Au
ce qui donne
Piu— o8 (Au—f) =wu; car uclX.

T.a formule itérative (3.56) donne alors une solution (”Z) que Von compare

u donné par (3.57).
2) Pour bien voir si le programme de projection sur X, fonctionne

bien, nous avons donné comme premidre valeur initiale up =100 et il y a

alors nécessité de projeter.
3) 11 est essentiel pour lexemple (3.54) de connaitre la région de

Vintervalle (0, 1) sur laquelle on a

du
7 = 1, Pour cela on se donne un se-
ar

cond membre f (f == exp (82%) pour 'expérience); on calcule u} par itérations
jusqu’a stabilisation des résultats.
Pour n assez grand (cf. tableau ci-dessous) on a:

|gradu}| <1 pour 0 <z<0,7
et
|gradu}!|=1 pour 0,7<<xr<1.

Nous obtenons les résultats numériques suivants: (sur C. D. C. 3.600)

h=1/10 | h=1/20 | h =1/40 | h =1/40
Nombre d’itérations 300 o 700 1 000 2000
Temps d’exécution - 4,78 308 3mn 478 { 4 mn 218
Erreur ||} —u |z 1,95.10-3 :,85.1 0—4 | 7,86.10—4 | 6,31.10—* |

REMARQUE 3.12. Dans le tableau c¢i dessus on remarque que pour
h = 1/40 pour faire 1000 itérations il a fallu 3 mn 478 et pour effectuer
2000 itérations seulement 4 mn 21 8. Cela tient & ce qu’au bout d’un certain
nombre d’itérations, la solution w} est dans le convexe et le programme de
projection a été évité.
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COURBES n® 4
}

1 = solution exacte
n
\

Y, = solution approchée

=
- ——
-

P = py = valeur théorique
\

-
-

h =

1/10

huy = ull = 1,95.1073

h =

1/20 ﬂu,:— uff = 9,85.10-1‘){
T ————
h=asko ST
Tu, = ul = 7,8.107%
n  itérations
300 400 500 500 Taa

800
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Les courbes n° 4 donnent I’évolution de Uerreur || u} — u ||, en fonction
du nombre n d’itérations et pour h == 1/10, h = 1/20, h = 1/40.

REMARQUE 3.13. Quand on effectue les itérations en prenant g = 4g,,
g, étant la valeur théorique, on a une accélération trés nette de la con-
vergence :
Pour
h=1/20 et n=050 ona [u}—ul,==9-10"4
Pour
h=1/40 et n=70 ona [u}—u|,=2-10"*

(résultats & comparer avec le tableau ci-dessus).
Le temps dexécution est inférieur a la minute (exéeution 4 compilation).

III — 5. Un probléme n-dimensionnel: X est un convexe sur lequel on ne
sait pas projeter explicitement.

Soit Y un espace de Hilbert sur ™ et £ un ouvert borné de R" de
frontitre "= 9£2 suffisamment régulitre. On se donne un convexe fermé X
de ¢ défini par

(3.58) X={ueH||gradu|=<<1 p-p sur Q}
PROBLEME 1. On cherche u € X tel que
(3.59) (Au, v —uw)=>(f,v—n) MveX

pour f donné dans ¥’ et A est un opérateur non nécessairement linéaire
vérifiant les hypotheses H2) du théoréme 1.1 § I.

PROBLEME 2. On se donne un opérateur S¢€.L(%, ¥’) vérifiant les

hypothéses H1) du théoréme 1.1 § I.
On cherche u € X tel que

(3.60) Su,v —u)y=(g,v—u) MoelX
pour g donné dans G’ et X donné par (3.58).

Probléme 2 et projection sur X suivant une norme associde a S.

Le théoréme 1.1 § I dit que la suite (,) définie par

(3.61)  Upgp = P2 (up — 087! (Attn — £))
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converge fortement dans 9 vers u solution de (3.59). Mais la relation (3.61)

suppose que l’on sache calculer explicitement Pr3 (w) pour w¢ X; la proje-
ction sur X donné par (3.58) étant prise au sens du produit scalaire [u,v]=
= (Su, v).

Nous allons maintenant chercher 3 résoudre (3.60) pour le convexe X
donné par (3.58) et pour un certain opérateur S. La résolution de (3.59) ne
posera ensuite aucun probleme.

PROPOSITION 3.5.
1. Le probléeme (3.60) admet une solution unique € X,
2. Toute solution de (3.60) est solution de
S o1
(3.62) u=Px (8 g)

la projection étant prise au sens de la norme [u}]* = (Su,u) et réciproque-
ment.

DEMONSTRATION. 1. Soit S€.L(9, ) et vérifiant
(Su, v) = (u, Sv) M u, vE L.
On munit alors 9% du nouveau produit scalaire
(v, v] = (Su,v) et de la norme [u]® = (Su, )

On suppose qu’il existe une constante o > 0 telle que [u]>? =0 | u | on || ||
est la morme de 9 associée au produit scalaire (, ).
Il suffit alors d’appliquer le théoréme 1.1 § L.

2. (3.60) est équivalent & (3.62) par définition de la projection sur X
suivant le produit scalaire [u, v].

Discrétisation.

Soit h =(h,, ..., h,) un paramétre positif de R" destiné & tendre vers
0. On suppose qu’il existe une famille d’approximations de l’espace % ;
[, Vi, Dn,rs) stable et consistante, cf. [1] olt V} est un espace de dimen,
sion finie. p; est un prolongement linéaire continu de V, dans % et r,

B 5
est une restriction linéaire confinue de 9¢ dans V;. On note par r;, la
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transposée de p,. Nous avons alors le schéma suivant

% — o
T
Vh S V;:

On munit V, des produits scalaires (,), et [,]n et des normes associées

| {ln €t { In-
Posons
-~ uy (X) — 4y (2 — hy)

Viup (x) = 7 t=1,..,0 N uz€ V.

Le probleme (3.58), (3.60) s’écrit alors en dimension finie sous la forme:

(3.63) (Shtpy v — Up)h =2 (gny v — Wn NV U E€Xy
(3.64) X = ,“h EVLE 2 I’V\ Uy {2 <1 b B A
f==1

REMARQUE 3.14. Si u;, est solution de (3.63), (3.64) la question de la
convergence de p,u, vers u solution de (3.58), (3.60) ne pose aucun pro-
bleme. Il est néanmoins utile de discrétiser le probléme car sur un ordina-
teur, on ne peut travailler qu'en dimension finie.

Cas on £ est un ouvert de RZ2.

Nous allons résoudre numériquement en dimension n =2 les problémes
(3.63), (3.64). Par commodité, on supprime l’indice . On posera en parti-
culier :

wy()=u@,j) i=1,..,1; j=1,..,10.

Le couple (i, j) désignant alors le point générique d’un réseau ¥, de R?
associé au pas h.

PROPOSITION 3.6. Soit 6: V— V > V défini par

1 ~ ~

5 Vo, Vyu).
-

Soit T: V xx V— V défini par

(3.65) fu =

(3.66) T (uy, ug) = A7 uy + A7 u,
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ol
Ay=—ceVi 4V,
A2=—8I‘;§+V’. )

avec des conditions aux limites Duichlet et ¢ étant un paramatre positif
arbitrairement petit destiné A tendre vers 0.
Posons

T=eW||uE=]wP+|uF<1p7]
N = T* 8T ot T* est Vadjoint de 7.

On suppose que 3 =T*e W
On munit alors W de la norme

~ ~ A~ A

[“‘/tlx = (8 u, u)!/?

Alors la solution du probléme (3.63),(3.64) s’écrit :

(3.67) w=Tu = TPx(0 8~ g)

ot la projection sur X est prise au sens de la norme [u], .

DEMONSTRATION Posons u = Tu,v = Tv dans (3.63); il vient alors

(S Tu, To — Tu) = (T* 9,7 — u) o€ X
Donc

(3.68) Btyo— )= (7,7 — u) v e X
ol
S=7T"8T,g="T"g

~.

Si on munit W de la norme [u], = (Su, u)2 @aprés la proposition 3.5 les
probldme (3.68) est équivalent a:

(3.69) u = Py(§-1 )

ol la projection sur X est prise au«sens de la norme [u], .
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Par ailleurs, on a:
1 ~ -~
70 v = T—Z—(Vi , Vou)=1u
et
8910 = (T*8Ty "1 T*g=68"1yg
car v
(T* 8T) g = T* g.
Do (3.67).
En général ce que Von sait faire explicitement, c’est projeter sur le convexe
X=ew|iu| =1 p-p)

suivant la norme usuelle |u|.

ProrosiTION 3.7. On se place sous les hypothéses de la proposition

Si de plus on a §=1T*8T = Id, alors on peut calculer explicitement la
gsolution # du probleme

@i =02 = uy (5, ) |2+ | 4y (5,5) 2

;=T*g=(!/ugz)

( (g4 (5, 0)y 95 (5,5) 81 @y <<1

~

(3.70) u (i, j) (gi (1,) @ (i,j)) Sy > 1
——— y k%
V‘Pif M

Alors

(371) w (iyj) = T (5, §) = AT  wy (3,5) + A7 w5 (5, )

est la solution du probleme (3.63, (3.64).

DEMONSTRATION. Si
§S=T*8T=14
alors (3.68),
(1,0 — u) = (g, — u) YueX
ce qui équivaut 3

(3.72) w =Py (9)
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ot la projection est prise cette fois au sens de la norme usuelle

[l =] u P4 | %

Pour (z,j) fixé, le covexe X est un disque et on sait projeter explicite-
ment sur X suivant la norme |?Z| Dol les formules (3.70), (3.71).

Si¥ = T*8T == Id, on peut seulement calcuter la solution de (3.63),
(3.64) avec des itérations.
Plus précisément, on a la

PROPOSITION 3.8. On pose S=T* 8T == Id; g = T* g€ W; alors

1. La suite (1?,1) définie par Vitération

~

(3.73) Ung1 = Py (it — @ (Sun — 9)

ol la projection est prise an sens de la norme || est convergente dans

W fort pour 170(= 0) et E > 0 convenables.
2. La solution u € X de Vinéquation

(Su, v —u) = (g, v — u) MvelX
8’éerit alors
(3.74) w=T(lim u,)

n — 0

DEMONSTRATION. On se propose de résoudre (3.68) par itérations:
Nous avons:

Su, )< Clu||v] et Bu,u)=5k|ul.

On pose p =k/C% D’aprés le théoréme 1.1 chap. I la suite (u,) définie
par (3.73) converge fortement dans W vers u solution de {3.68) et par dé-
finition on a w = Tu. Dol (3.74).

REMARQUE 3.15. Dans les itérations (3.73) le calcul explicite de Z; est

difficile, mais on peut toujours prendre g =’§,, et appliquer les remarques
du paragraphe 1 — 1.2,

REMARQUE 3.16. 1. Le fait de supposer dans la proposition 3.7
§ = T* 8T = Id est raisonnable. Voici un exemple en dimension n=1.

a2

. "l;—l__[’; .f7‘2_1
—gEi oV =W —ebHT.

On pose T =/l;;'1 et S= —?2 o~
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2. 8i S=(T*T)! ®aprds la proposition 3.7 on peut alors résoudre
explicitement et sans itérations le probléme (3.63), (3.64).

Résolution du probléme 1 avec un opérateur A == 8.

La résolution numérique de l’inéquation :

(3.75) (Suy v — u) = (g, v — u) MreX

pour
X={u||gradu|<1 p-p}

n’est qu'un moyen pour résoudre l'inéquation plus générale
(3.76) (Auy v — w) = (f, v — u) MrelX

considérée dans le probléme 1.
Nous allons montrer que dans ce cas lopérateur § de (3.75) est a

notre disposition et on pourrait le choisir de maniére que S=T*ST= Id;
ce qui permettra de résoudre (3.76) avec une formule itérative unique.

PROPOSITION 3.9. Soit A un opérateur non nécessairement linéaire de
V), dans V¥V vérifiant les hypotheses du théorgme 1.1 chap. I. Alors

1. 11 existe u€ X = [u||grad u | << 1 p-p} unique solution de
(3.76) (Au, v —w) = (f, v — u) Mre X.

2. La suite (u,) définie par les itérations:
(3.77) Unpr =P§(u,, — oS (A u,—f))

converge dans V), vers u solution de (3.76) quand n - oo pour u,(=0)
et ¢ convenables.

3. Posons f; = u, — oS~ (4u, — f). Pour calculer explicitement sur
le convexe X

Unyr = Py (fu)
il suffit alors de résoudre

(3.78) (Stntyy 0 — Ungp1) = (S8, W0 — Ung)) MYwelX,

DEMONSTRATION. Les assertions 1 et 2 sout évidentes. Démontrons 3.
On doit calculer explicitement u,; = P3( Jfa) la projection étant prise au
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sens du produit scalaire [u, v] = (Su, v). Il revient alors au méme de résou-
dre (3.78). On est alors dans le cadre du probldme 2 que l'on vient de ré-
soudre en posant g = §f, pour n fixé.

REMARQUE 3.17. Pour passer du convexe X au convexe X’, les opéra-
teurs T et 0 s’imposent. Par contre le choix de 'opérateur S est libre. Si
on pose S = (TT*~!dans (3.78) on aura:

~ ~
Unpr = Tuyyy; w=Tw

done
("n—{-l y :;Z’ —:;n-H) ={gn, w — 'un+l)
avec
gn=T*TT*" f,=0F,.
On a alors
Upyp) = PX (Bf‘n)'
Dou la

ProrositioN 3.10. La suite (u,) définie par les itérations
. =TPy(Ou, —oT"(Au, —f)
~ o~ WA
F=(Wew| [WP=|u P+ u0,P<1pp]

et ol la projection sar X est prise au sens de la norme |'17| converge dans
V) fort pour u, =0 et o =%k/0%(N) vers wu,solution de

. (Arttny V0 — Up)n = (fny O — Un)n M€ X,y
! Xy = (un € Vi || Viun [P+ [Py P <1 p-p}.
Par ailleurs on a P,u,— v dans V fort; w étant la solution de
(Auy v —w) = (f,v —u) MrelX
X={(ueV||gradu|<<1p- p}

ol

REMARQUE 3.18 On sait que le probléme
i (Antuny Vo — Wnn = (i) ¥ — Un)n N vp€ Xy
ol

n n
Ah1t;‘=‘—.2 V‘-(]V‘-uh|1’-2l7.~uh)—l.2‘ V?u;,
i=1

imx]

n 1/2 ,
Xh=§uh€ Vh;(lei“h|2> Slp‘P2
. i=1
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est équivalent au probldme
Fy (up) << Fp(vr) N vp € X
ol

1 n l n
Fr(y)=—2 ||Viu, HLP,, + =2 || Vi ”i‘ — (f, uz) .
P i= 2

La méthode de la mire que nous avons introduit dans [14] permet de réso-
udre ce probléme directement.

L’utilisation d’une méthode directe (méthode de la mire par exemple)
semble s’imposer chaque fois que le convexe X, est trés « compliqué » (cf.
les résultats numériques dans [14]).

III' — 6. Résolution d’un probléme de mécanique.

Soit & résoudre l'inéquation

(3.79) (Au, v —w) > (f,v—u) MovelX
oll _
X={vEH01(Q); gradu|<<1 p.p sur £

Q étant un ouvert borné de R»
avec

et f = ¢ donnée.

L’inégalité (3.79) est le probldme physique correspondant i la torsion
élastoplastique (cf. [4], [14], [15]). C’est en outre un ecas particulier du pro-
bléme (3.59).

On se propose maintenant de résoudre numériquement (3.79) par une
méthode simple.

Plus précisément, nous avons le

TEOREME 3.3. (cf. H, Brezis et M. Sibony [4]).

1. Le probléme (3.79) équivaut a trouver we X solation de

(3.80) Au, 9 — W)= (f,o—u) MveX
ol
XT=(veH, (2| —d<v<3 sur Q
A=—4
8 (&) = distance (z, §52).

i3
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2. Les problémes (3.79) et (3.80) admettent une solution unique et on
= u.

au
3. La solution % de (3.79) est alors donnée par

(3.81) %= P; (A7 ).

REMARQUE 3.19. Le calcul numérique de % solution de (3.80) peut se
faire de plusieurs manidres :

1. On calcule v=A-1f par la méthode de Gauss-Seidel [16] et on

projette v sur X suivant la norme [ ] ce qui donpe w« suivant la formule
(3.81). Mais en général on ne sait pas projeter numériquement suivant la
norme

n 2 1/2
el = (2 1D )"
2. On applique la méthode de la mire & la fonctionnelle

1 n ’ ~
Fo)=-5 2 | Divl|lt, — (£, )

i=1

avec les contraintes p€ X = [’?\;EHOI (2); —d<<v< 8 sur Q). Of. résultats
numériques dans [14] paragraphe II — 4.

3. On peut aussi utiliser une méthode itérative

tngs = Py (tty — 0n (4 U — £)
avec

A=—4 et X={ueH (2; |u|=<8s sur Q)

La projection sur X étant au sens de la norme I |lzae
—> u solution de (3.80) dans H} (2) fort.

n - O

(voir les résultats numériques).

On montre alors que u,

4. On combine 1) et 3) dans les itérations

~ S; — ~
Ung1 = Py (un — @i 87 (A — f)
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en prenant alternativement
8;i=8,=A e g=¢o,=1 s fo=1u,—09, S (Au, —f)€X
ot Si=28,=1Id et g=rg, si fulX
(Voir proposition 1.2 chap. I).

Résultats numériques.

1) 8i f est tel que A~1f¢ X la solution u de (3.79) est alors donné
par (3.81) qui s’écrit alors sous la forme

(3.82) w= 41 f.

L’opérateur A = — A peut alors étre inversé a I’aide de la méthode bien
connue de relaxations successives cf. [16] ou bien a l’aide de la méthode
itérative suivante:

(3.83) Ung1 = Un — on (Attn — F)

(Avn y ¥n)

TP

2) 8Si A-1f£X alors la solution de (3.79) est calculée a l’aide des
itérations :

avee u, =0 et o, = oll ¥y = Uy — Up—q «

(3.84) Unt1 = Pﬁ (1 — On (Au, — 1)

avec u, = 0 et gn=%% Oll ¥y = Uy ~— Up_—1 .

P 5 &t ———2 + 4 calculé comme
our # < 5 nous prenons un parametre g, =g == @R Fap

dans les hypothéses du théorgme 1.1 chap. I.

Nous procédons alors de la maniére suivante :

On se donne un parameétre kb, = 1/10 de discrétisation (ce qui corres-
pond A un réseau de 121 points associé i Vouvert £ =(0,1) < (0,1)). On
caleule u} & Vaide des itérations (3.84) jusqu’d stabilisation des résultats.

Ensuite on fait &, _h1/2 == 1/20 (ce qui correspond & un résean de 441
points) on pose u;’h= "21 (uh1 étant Vinterpolé de uy pour un réseau double)
et on calcule alors up 4 Daide (3.84).

Puis on recommence le procédé avec hy = 7,/2; ce qui donne la solu-
tion finale uy pour un réseau associé & Pouvert Q2 de 1.681 points.

Le tableau 6e¢ résume les expériences faites.
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TABLEAU n® 6a

Nombre d’itérations Nombre d’itérations Nombre d’itérations
pour hy =1/10 pour hi, =1/20 pour hy=1/40
f=25 70 150 530
f=10 30 70 210
f=15 10 50 110

Les tableaux 6b, 6¢, 64 donnent les répartitions des contraintes pour » =
=1/10, k = 1/20, h =1/40. On a noté (1) le point (i, j) de 2 ol u (i, j)=
= § = distance (z, 39). ’

Ces points coincident 3 lintérieur du domaine £ avec ceux pour les-
quels |gradu|=1.

La durée des calculs en C.D.C. 3600 est de ’ordre de 1mm pour 100
itérations.
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TaBLEAU n? 6b

h=1/10

cte =10
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.1 11
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TABLEAU 1n? 6¢

h=1/20

cte = 10
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