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NiiherungslSsungen der nichtstation iren Wiirmeleitung 
Vo n  Ul r ich  Grigull,  J o s e f  B a c h  m i d  H e i n r i c h  S a n d n e r ,  Miinchen  *) 

A u s  einer erneuten numerischen Berechnung des eindimensionalen Temperaturausgleichs mi t  Hilfe 
ele]ctronischer Rechenmasehinen geht hervor, daft man  die 1Vdherungen ]i~r lcleine und ]i~r grofle Fourier- 
zahlen in einem grSfleren Bereieh anwenden kann, als bisher angenommen wurde. Dami t  ergeben sich 
]iir die praktische Berechnung yon Au]heiz- und Ablci~hlvorgdngen einfache, leieht zu handhabende Aus-  
dri~cke. M i t  ihrer Hil /e  lassen sich auch die Temperatur]elder und die i~bertragenen Wdrmen bei mehr- 
dimensionalen K6rpern berechnen. 

1. E i n l e i t u n g  

Zu don  G r m i d p r o b l e m e n  der  n i c h t s t a t i o n ~ r e n  W ~ r m e -  
le i tmig  gohSr t  de r  e ind imens iona le  T e m p e r a t u r a u s g l e i e h  in  
, , e in faehon"  KSrpe rn ,  d. h.  der  e b e n e n  P l a t t e ,  d e m  Zyl inder  
m i d  de r  Kugel .  Diese P r o b l e m e  w u r d e n  e r s tma l s  v o n  J .  B.  
Fourier [1] m i t e r  B e n u t z u n g  der  n a c h  i h m  b e n a m i t e n  
R e i h e n  b e h a n d e l t .  N u m e r i s c h e  LSsungen  s ind  w iede rho l t  
i m  S c h r i f t t u m  mi tge t e i l t  w o r d e n  [2 bis  7]. E s  h a n d e l t  s ich 
u rn  LSsmigen  de r  Di f fe ren t i a lg le ichmig  

~ 0  
~--~= ~ A  a . . . . . . . . . . . . . . .  ( ~ )  

m i t  de r  A n f a n g s b e d i n g u n g  ~ = ~c ffir t = 0 m i d  der  R a n d -  
b e d i n g u n g  

- -  ~ ~ x  w 0r . . . . . . . . . . .  ( l e t ) .  

D a b e i  b e d e u t e n  t die Zei t ,  x die v o n d e r  Mi t t e l ebene  des 
KSrpe r s  aus  gez~hl te  L A n g e n k o o r d i n a t e  in  W ~ r m e s t r o m -  
r i e h t u n g ,  a die T e m p e r a t u r l e i t f g h i g k e i t  m i d  2 die ~Vgrme- 
lo i t f~higkei t  des Kbrpe r s ,  v a die ~ 3 b e r t e m p e r a t u r  a n  de r  
Stello x zur  Ze i t  t f iber  die lYmgebmig,  V~w d e n  W e r t  y o n  
a n  do t  KSrperoberf l&che (der W a n d ) ,  V~c den  im g o s a m t e n  
K S r p e r  k o n s t a n t e n  A n f a n g s w e r t  y o n  ~9, cr d e n  W g r m e -  
t ibergangskoef f iz ien ten ,  A den  Laplaceschen Dif fe ren t ia l -  
o p e r a t o r  m i d  der  I n d e x  w W e r t e  a n  der  Ober f lgche  (Wand) .  
Die  R a n d b e d i n g u n g  gem~I~ G1. ( l  a) m i t  e inem end l i ehon  
W~rmef ibe rgangskoe f f i z i en t en  a w i rd  a u c h  R a n d b e d i n g u n g  
d r i f t e r  A r t  g e n a n n t .  Der  Sonderfa l l  a ~ co oder  ~gw = 0 
hoil~t a u e h  R a n d b e d i n g m i g  e r s te r  Ar t .  

Die a l lgemeine  LSsung  ffir das  T e m p e r a t u r f e l d  ~ (x, t) 
l a u t e t  

~=1 f~ (~k) e -oi Fo fe ( ~  x/X) (2) 
~c k= 

m i t  k = 1 bis  oo als den  na t f i r l i chen  Zahlen ,  X als e iner  
k e n ~ z e i c h n e n d e n  Liinge (bei der  e b e n e n  P l a t t e  die h a l b e  
Dieke) ,  F o  = a t / X  2 als der  Four i e rzah l ,  ($k als den  Eigen-  
w e r t e n  des  P rob lems ,  die s ich aus  t r a n s z e n d e n t e n  B es t im-  
m m i g s g l e i c h m i g e n  als F u n k t i o n e n  de r  B i o t z a h l  B i  = a X / 2 ,  
der  KermgrSl~e des W~irmef ibergangs  1), e rgeben,  sowie m i t  
f l  a ls  e iner  F u n k t i o n  n u r  v o n  ~$~ u n d  f2 als e iner  F u n k t i o n  
y o n  (~k x / X .  B e i m  Zyl inder  u n d  bei  de r  Kuge l  t r i t t  die 
rad ia le  Koordinate  r an die Stel le  yon  x; die kennze i eh -  
n e n d e  L~nge  is t  de r  I - ta lbmesser  R des Zy l inders  bzw.  de r  
Kugel ,  so d a b  d a l m  die Kenngr6 i~en  d u r c h  die Gle ichmigen  

*) Mitteilung aus dem Institut ffir Technische Thermodynamik der Tech- 
nischen I~ochschule Mfinchen. 

~) Bedeutet ~ die W~irmeleitf~higkeit des strSmenden Mediums, so 1st die 
Bezeichnung 51u (l~ui~eltzahl) an Stelle yon Bi fiblich. Dieser Fall liegt 
bier nicht vet. 

Fo  ~ at /R  2 u n d  Bi  = o~ R/2  def in ie r t  s ind.  D a n a c h  l~I~t 
s ich G1. (2) a u e h  ir~ der  F o r m  

v~ c = f z ( F o ,  B i ,  x / X )  oder  ~ c = f 4 ( F ~  

schre iben .  F t i r  die be iden  ausgozo ichne ten  ~ b e r t e m p e r a -  
t u r e n  ~gm in  der  Mi t re  be i  x = 0 oder  r = 0 m i d  #w a n  de r  
W a n d  bei  x = X oder  r = R gil t  

,9 m r w 
~9c - - f a ( F ~  u n d  ~-c = f 6 ( F ~  

Aus  d e m  T e m p e r a t u r f e l d  liil3t s ich die in  der  Zei t  t f iber-  
gegangeno  Wi~rme Q be reehnen .  M a n  erh~tlt die L 6 s u n g  in  
de r  F o r m  

Q 
- -  = f7 ( F o ,  B i )  , 
Qe 

we lm Qe die au f  die U m g e b u n g s t e m p e r a t u r  bezogeno 
A n f a n g s e n t h a l p i o  des K 6 r p e r s  b e d e u t e t .  

D a  die b i she r  b e k a n n t e n  n u m e r i s e h e n  L 6 s u n g e n  tmte r -  
o inandor  n i c h t  v611ig f i b e r e i n s t i m m t e n ,  w u r d e n  die ~ b o r -  
t o m p e r a t u r e n  Z~m u n d  v~w sowie die f ibe rgegangene  W ~ r m e  Q 
ffir die ebene  P l a t t e ,  den  Zy l inde r  u n d  die Kuge l  e r n e u t  
m i t t e l s  e l ek t ron i sche r  R e c h e n a u t o m a t e n  b e r e c h n e t  [8]. 
H ie rbo i  s te l l te  s ieh heraus ,  d a b  m a n  in  wei ton  Bere iehon  
do t  I~elmgr6i3en N ~ h e r u n g s l 6 s l m g e n  b e n u t z e n  ka lm,  ohne  
e inen  v o r g e g e b e n e n  zul~ssigen F e h l e r  zu  f iberschre i ten .  
I-Iierauf wi rd  im fo lgenden  n ~ h e r  e ingegangen .  

2. N i i h e r u n g e n  f i i r  grofie W e r t e  de r  F o u r i e r z a h l  

Die Re ihe  n a c h  G1. (2) k o n v e r g i e r t  ffir die ebene  P l a t t e ,  
den  Zy l inde r  u n d  die Kugol  z ieml ich  rasch ,  so dab  fiir 
n i c h t  zu  kleine W e r t e  der  F o u r i e r z a h l  Fo  das  ers te  Glied 
aus re ichen  k a n n .  Dieses V e r h a l t e n  de r  R e i h e n  wa r  s ehon  
lange  b e k a n n t ,  j edoch  wul3te m a n  n i c h t  genau ,  welcher  
F e h l e r  d u r c h  B e n u t z o n  a l le in  dos e r s t e n  Glieds e n t s t e h t .  
D a h e r  wurde  bei  de r  N e u b e r e c h n l m g  [8] ffir jede  Tempe-  
r a t u r  der  d u r c h  die Gle ichung  

A = I(~l /ac)  - : s  (alac) I 

def in ier te  abso lu te  B e t r a g  des au f  die A n f a n g s - ~ b e r -  
t o m p e r a t u r  V~e bezogenen  Feh le r s  b e s t i m m t .  H ie rbe i  bedeu-  
t e n  V~l/V~e das  ers te  Gl ied u n d  X #/#e  die S u m m e  al ler  boi 
der  R e c h n u n g  b e n u t z t e n  Gl ieder  der  F o u r i e r - R e i h e n  (ach t  
bzw,  ffinf Glieder  de r  r e e h t e n  Seite yon  G1. (2)). Ff i r  die 
T e m p e r a t u r  in  der  Mi t t e  ( I n d e x  m)  u n d  die W a n d t e m p e -  
r a t u r  ( I n d e x  w) h a t  m a n  die Fehle rbe t r&ge  Am u n d  Aw zu 
un t e r s ehe iden .  Bi ld  1 bis  3 zeigen K u r v e n  Am = k o n s t  u n d  
Aw = k o n s t  in  e inem Fo,  B i - D i a g r a m m .  I n  d e m  Bere ich  
o b e r h a l b  e iner  F e h l e r k u r v e  b l e ib t  der  F e h l e r  be im  Be-  
n u t z e n  n u r  des e r s t e n  Glieds V~l/v~c dot  Re ihe  k le iner  als 
der  a n  die K u r v e  angesch r i ebene  W e r t .  
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Bild 1. Fehlerkurven fiir die ebene Platte. 
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Bild 2. Fehlerkurven fiir den Zylinder. 

des o rs ten  Glieds de r  R e i h e  fOr v~/~ c in  d iesem Be re i ch  die 
gr613ten A b w e i c h u n g e n  v o m  w a h r e n  W e f t  zu  e r w a r t e n  h a t .  

B e i m  B e n u t z e n  des e r s t e n  Glieds  de r  R e i h e n  e n t s t e h e n  
for  die dre i  e i n f achen  K 6 r p e r  die G le i chungen  

I ~ m / ~ c  = C m  o - E  F o  . . . . . . . . . . . .  (3), 

~ w / a r  = C w  o - E  Fo . . . . . . . . . . . .  ( 4 ) ,  

Q/Qc = 1 - -  C q e  - E F ~  . . . . . . . . . .  (5) 

m i t  Cm, Cw, Cq u n d  E als K o n s t a n t e n ,  die n u r  v o m  e r s ton  
E i g e n w e r t  ~1 u n d  d a m i t  n u t  y o n  Bi  a b h g n g e n .  Diese  K o n -  
s t a n t e n  s ind  in  de r  g e n a n n t e n  Ver6 f f en t l i eh tmg  [8] g r a p h i s e h  
u n d  t abeUar i seh  wiedergegeben.  

Soforn  die T e m p o r a t u r e n  ~m u n d  ~w in  de r  Mi t re  trod 
a n  dor  W a n d  h i n r e i e h e n d  g e n a u  v o m  e r s t e n  Gl ied de r  
l~e ihen  wiedergogebon werden ,  kaxm mar t  dies a u c h  m i t  
S iche rhe i t  for  allo dazwischen  l i egenden  T e m p e r a t u r e n  
a n n e h m e n .  M a n  e rhg l t  da rm fiir  e inen  b e s t i m m t e n  Zei t -  
p u n k t  t ffir die obono P l a t t e  m i t  de r  Dieko 2 X das  Tem-  
po ra tu r f e ld  gomgl~ 

0 (x) = cos (~1 X) (6), 
~ m  . . . . . . . . . . . .  

for  den  Zy l inde r  m i t  d e m  H a l b m e s s e r  R das  T e m p e r a t u r -  
fold gem~i~l 

I~(r)V~m = j 0 ( ~ I R )  . . . . . . . . . . . . .  (7 )  

u n d  for  die Kugol  m i t  d e m  H a l b m e s s e r  R das  T e m p e r a t u r -  
fold gemgI3 

# (r) sin (a l  r/R) 
( s ) .  

*}m (~1 r/R 
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Bild 3. Fehlerkurven fiir die Kugel. 

Bi ld  1 his 3. A b h g n g i g k e i t  des r e l a t i v e n  Feh le r s  Am u n d  Aw 
de r  ~ - b e r t e m p e r a t u r  in  de r  Mi t re  bzw.  a n  de r  W a n d o b e r -  
f l~ehe be i  V e r w e n d u n g  n u r  des e r s t e n  Glieds de r  R e i h e  
gomgl~ G1. (2) y o n  de r  F o u r i e r z a h l  ~ o  u n d  de r  B i o t z a h l  Bi .  

Die F e h l e r k u r v e n  in  Bf ld  1 bis  3 h a b o n  e inen  sohr  ~hn-  
l i chen  Ver lauf .  Ff i r  k le ine  W e r t e  v o n  Bi  (kleine K f i h l u n g  
odor  kleino He izung)  genf igt  das  e rs te  Gl ied der  Four ie r -  
R e i h e  se lbs t  b is  zu  sehr  k le inen  W e r t e n  y o n  F o  (kleino 
Ze i ten) .  Lgi3t m a n  z. B.  be i  de r  e b e n e n  P l a t t e  0 , 1 %  F e h l e r  
zu,  so k a l m  m a n  ffir B i  = 0,01 be re i t s  ffir F o  ~ 0,07 a l le in  
m i t  d e m  e r s ton  Gl ied r e c h n o n  (Bi ld  1). FOr viele p r ak t i s cho  
Fgl le  ge l t en  abe r  a u c h  F e h l e r  y o n  1 %  oder  m o h r  d u r c h a u s  
a ls  zulgssig. 

Auff~ll ig s ind  die M a x i m a  dor  K u r v e n  fiir kloino F e h l e r  
i m  Bero ieh  B i  ~ 1. D a  die Differenz zwisehen  den  e r s t e n  
u n d  den  zwe i t en  E i g e n w e r t e n  61 bzw.  ~2 boi B i  ~ 1 e in  
M i n i m u m  aufwoist ,  i s t  do r t  de r  Einflula des zwe i t en  Glieds 
a m  gr6Bten.  Dies b e d e u t e t ,  dal~ m a n  b e i m  B e n u t z e n  a l le in  

D a b e i  b e d e u t e n  (~1 wieder  den  e r s ton  E i g e n w e r t  des  be-  
t r e f f e n d e n  P rob l ems ,  de r  als F u n k t i o n  y o n  1/Bi aus  Tafol  1 
h e r v o r g e h t ,  sowie J0  die Bes se l funk t i on  n u l l t e r  Ordnung .  
Zu r  b e q u e m e r e n  A u s w e r t u n g  w u r d e n  G1. (6) bis  (8) in  
B i ld  4 bis  6 au fge t ragen .  Vor  ih re r  A n w o n d u n g  mul~ m a n  
a n  H a n d  y o n  Bfld  1 bis  3 prfifen,  for  welcho Boreicho de r  
Four ie r -  u n d  do t  B i o t z a h l  die N g h e r u n g  boi  e i n e m  vor-  
gegebonon Feh le r  zul~ssig ist .  

Tafel  1. E r s t e  E i g o n w e r t e  ~1 f f i r  d i e  e b e n e  P l a t t e ,  
d e n  Z y l i n d e r  u n d  d i e  K u g e l  a l s  F u n k t i o n  d o r  r e z i -  

p r o k e n  B i o t z a h l  1/Bi. 

rezlproke 
Biotzahl 

1/Bi 

0 
0,1 
0,2 
0,5 
0,8 
1 
2 
5 
8 

10 
20 
50 
80 

100 

die P la t~  

1,570796 
1,428870 
1,313838 
1,076874 
0,930757 
0,860334 
0,653271 
0,432841 
0,346354 
0,311053 
0,221760 
0,140952 
0,111571 
0,099834 

erster Eigenwert 6x fiir 

I denZylinder I 

2,404826 
2,179497 
1,989815 
1,599449 
1,365882 
1,255784 
0,940771 
0,616975 
0,492290 
0,441682 
0,314262 
0,199501 
0,157867 
0,141245 

die Kugel 

3,141592 
2,836300 
2,570431 
2,028757 
1,715507 
1,570796 
1,165561 
0,759307 
0,604780 
0,542280 
0,385368 
0,244459 
0,193407 
0,173031 
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Bild 4. Temperaturverlauf in der ebonen Platte. 

\ 

o,o& 

q9 

42 

\ \ 

\ 0,1 

o o/ 42 o,a o,q o,5 o~ o,7 q8 o,9 7,o 
bezogeneP Abs/and ~/f 

Bild 6. Temperaturverlauf in der Kugel. 
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3. N~iherungen flit kleine Werte der Fourierzahl 
Fi i r  k le ine  W e r t e  de r  F o u r i e r z a h l  Fo,  also a u c h  fiir k le ine  

Ze i t en  t n a e h  e iner  s p r u n g h a f t e n  ~ n d e r u n g  der  U m g e b u n g s -  
t e m p e r a t u r ,  v e r s a g t  die B e r e e h n u n g  de r  T e m p e r a t u r f e l d e r  
m i t  Hi l fe  de r  Fou r i e r - Re i hen .  A u c h  bei  u n e n d l i c h  v ie len  
Gl iede rn  k o n v e r g i e r t  die R e i h e  ftir F o  -~ 0 n i c h t  gegen d e n  
W e r t  eins.  F i i r  die ebene  P l a t t e  k a n n  m a n  da rm das  Tem-  
p e r a t u r f e l d  des h a l b u n e n d l i c h e n  K Sr pe r s  als N ~ h e r u n g  
b e n u t z e n ,  4 a  ftir k le ine  Ze i t en  die t h e r m i s c h e  E i n w i r k u n g  
wesen t l i ch  au f  den  Ober f l~chenbere ich  b e s c h r ~ n k t  b le ib t .  
F t i r  den  Zy l inde r  u n d  die Kuge l  i s t  e ine y o n  S.  Goldstein 
[9; 10] angegebene  N~he rungs lSsung  de r  F o u r i e r g l e i c h u n g  
b r a u c h b a r ,  die er  m i t t e l s  e iner  R e i h e n e n t w i c k l u n g  fiir 
k le ine  F o - W e r t e  gewarm.  ]) iese 2qi iherungen scion fiir die 
W a n d t e m p e r a t u r  u n d  d e n  W ~ r m e v e r l u s t  de r  drei  e in fachon  
K S r p e r  im fo lgenden  b e h a n d e l t ;  i n sbesonde re  w i rd  de r  
Ansch lu~  a n  die LSsung  mi t to l s  F o u r i e r - R e i h e n  u n d  a n  die 
N ~ h e r u n g  fiir grol3e F o - W e r t e  (erstes  Glied de r  Four ie r -  
Reihe)  u n t e r s u c h t .  

F i i r  die W a n d t e m p e r a t u r  v~ w l a u t e t  die N ~ h e r u n g  y o n  
S. Goldstein fiir die ebene  P l a t t e ,  den  Z y l i n d e r  u n d  die 
Kuge l  

B i l d  4 Ms 6. T e m p e r a t u r v e r l a u f  i m  I n n e r n  e infachor  K S r p e r  
fiir ve r s ch i edene  W e r t e  der  B i o t z a h l  Bi.  

x und r Abstand yon der Plattenmitte bzw. radialer Abstand bolm 
Zylinder und bei der Kugel, X und B halbo Plattondicko bzw. Zyllnder- 
und Kugelhalbmesser, ~9 (x) und ~9 (r) zu x bzw. zu r gehSrigo ~ber- 
temporatur, ~gm ~bertemperatur in der Platten-, der Zylinder- odor 

der Kugehnitte 

0o - F ( ~ ) + ~  ( 1 - 2 ~ 2 )  F ( ~ ) - ~ +  . . . .  (9). 

I n  G1. (9) b e d o u t o n  ~ eine k o m b i n i e r t e  Kenngr6Bo  ~ = 
Fol/2 B i  = cr V~]~ ,  die ke ine  Li~ngenkoordina to  e n t h g l t ,  
F (~) = [1 --  G (~)] ev = die A b k i i r z u n g  fiir e ine b ie r  h~uf ig  
v o r k o m m e n d e  F u n k t i o n  m i t  G (~) als d e m  d u r c h  die 
Gle ichung  

~7 

G (~) = e-~ '  d ~  

0 

de f in i e r t en  Gauflschen F e h l e r i n t e g r a l  (in d e m  ~ die l au fende  
Ver~nder l i che  beze iehne t )  sowie ~0 eine K o n s t a n t e ,  die  m a n  
axis Tale1 2 e n t n e h m e n  k a n n .  F i i r  die e b e n e  P l a t t e  m i t  
~0 = 0 is t  G1. (9) iclentiseh m i t  de r  Gle ichung  ftir die W a n d -  

T a f e l 2 .  W e r t o  d e r  K o n s t a n t e n  
i n  G1. (9) u n d  (10) .  

KSrper Konstante  Konstante 

P la t te .  0 1 
Zylindor.  1/2 2 
Kugel 1 3 

t e m p e r a t u r  des h a l b u n e n d l i c h e n  I (S rpe r s  n a e h  e iner  sp rung-  
h a f t e n  ~ n d e r u n g  de r  W a n d t e m p e r a t u r  [7]. 

Aus  d e m  ze i t l ichen  Ver lau f  do t  W a n d t e m p e r a t u r  Ow l~13t 
sich be i  b e k a n n t e m  W~rme i ibe rgangskoe f f i z i en t en  ~ die in  
de r  Zei t  t i i b e r t r agene  Wf i rme  Q n a e h  de r  Gle iehung  

t 

Q o ~ F ~ g w d t  
o ~ ~gw 

- -  - -  J - -  dT . . . . .  (10)  
Qc o c~ V v% B i  #c 

o 

bereermen.  H i e r i n  b e d e u t e n  F die w ~ r m e d u r e h s t r 6 m t e  
Fli~cho, V das  V e l u m  des K6rpe r s ,  Qc ~ o cp V 0e d i e  
A n f a n g s e n t h a l p i e  des  K 6 r p e r s  (bezogen au f  U m g e b u n g s -  
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t e m p e r a t u r ) ,  0 die D i c h t e  u n d  c~ die spezif ische W ~ r m e -  
k a p a z i t ~ t  des  K b r p e r s  bei  k o n s t a n t e m  D r u c k  p ,  V = .FX /V  
fiir die P l a t t e  bzw.  y~ = 2' R / V  fiir d e n  Zy l inde r  u n d  die 
K u g e l  e ine K o n s t a n t e ,  die ebenfa l l s  in  Tafel  2 aufgef i ih r t  
ist ,  u n d  ~ = F o  Bi  2 = ~2 at/t2 : 72 eine dimens ions lose  
Zei t .  

l~aeh  A u s f i i h r u n g  de r  I n t e g r a t i o n  in  G1. (10) e rh~ l t  m a n  

Qc--Bi ~ F(7)-- i-5~-~ --vCFo[2F(7)+I] 

oder,  w e n n  m a n  G1. (9) fiir #w/V~c v e r w e n d e t ,  

Q ~,(~w 2_~) 
Qc--Bi ~-~-c - I +  + 

+ N - ~ 2 F ( 7 ) - 2 + ~ - 7 ~  . . . (12). 

Fi i r  die R a n d b e d i n g u n g  e r s t e r  A r t  (Bi = o% /~w = 0) 
entsteht der  e infache  A u s d r u e k  

Q m=oo ---- ~ F~ -- ~ ~ F o  . . . . .  (13). 

D a r a u s  b e r e c h n e t  s ich fiir die ebene  P l a t t e  (~0 = 0 ) 
die in  de r  Ze i t  t i i b e r t r agene  W g r m e  gemgB [7] zu  

(11) 

7,o 

o,8 

~7 

o~ 

o; 

o 
10-#2 

2 2,V -  0V7 (14) Q =~-~V~c . . . . . . . . .  

4. Berechnung der Funktion F (U) 
Bei  de r  n u m e r i s c h e n  A u s w e r t u n g  de r  in  A b s c h n i t t  3 

b e h a n d e l t e n  NKherungen  fiir k le ine  F o u r i e r z a h l e n  sp ie l t  
die s chon  in  G1. (9) v e r w e n d e t e  F u n k t i o n  

F ( 7 ) = [ 1 - - G ( 7 ) ] e T '  . . . . . . . . .  ( 1 5 )  

eine besonde re  Rolle .  Diese  F u n k t i o n  i s t  fiir g r ebe  7 - W e r t e  
schwer  zu  b e r e c h n e n ,  well  d a n n  die E x p o n e n t i a l f u n k t i o n  
s eh r  g r ebe  u n d  de r  A u s d r u c k  in eckigen K l a m m e m  sehr  
k le ine  W e r t e  a n n e h m e n .  Diese  Schwier igke i t  l~Bt s ich u m -  
gehen ,  werm m a n  die b e i d e n  fiir das  Feh l e r i n t eg r a l  b e k a n n -  
t e n  R e i h e n e n t w i c k l u n g e n  fiir k le ines  u n d  grol~es A r g u m e n t  
gl iedweise m i t  de r  E x p o n e n t i a l f u n k t i o n  mul t ip l i z i e r t  [10; 
11]. D a n n  e rh~ l t  m a n  fiir 7 ~ 1 die Re ihe  

74 7 e 78 
F ( 7  ) = I + 72 + -~  + - ~ + ~ +  . . .  

2 8 77 16 79 

u n d  fiir 7 ~ 3 die Reihe 

1 / 1  1 3 15 105 
F ( 7 ) = V - ~  273  + 4 7 5  877  -~ 1679 

(16) 

945 
3-y~  + . .  -) 

�9 . ( 1 7 ) .  

Fi i r  7 < 3, also sowohl  i m  Zwischenbere ich  v o n  G1. (16) 
u n d  (17) wie im Ge l tungsbe re i eh  v o n  GI. (16), lgflt  s ieh 
F (7) aus  Tafo lwer ten  fiir G (7) b e r e e h n e n  [11], sofern  diese 
e ine  h in r e i chende  S te l lenzah l  aufweisen.  

F i i r  d e n  g a n z e n  Bere ich  0 > 7 > oo k a n n  m a n  F (7) 
a u e h  n a c h  e iner  N ~ h e r u n g s f u n k t i o n  b e r e c h n e n ,  die d u r c h  
V e r e i n f a c h e n  eines im S c h r i f t t u m  [12] a n g e g e b e n e n  K e t t e n -  
b r u c h s  e n t s t a n d e n  ist.  Diese Ni~herungs funk t ion  l a u t e t  

1 

F (7) -- V~"~'7 + A )  . . . . . . . . . . .  (18) 

m i t  de r  A b k i i r z u n g  

A = 
1 (18a), 7 ( ~ -  2) ( 2 -  B) + 

i n  de r  B d e n  A u s d r u c k  

B = 
1 

7 •  ~__._~__/~ . . . .  (18b) 

1 + ~+------~ + 2 k ~ +  3 /  

\ 

\ 

\ 
\ 

\ 

5 10-32 5 10 -2 2 5 70 -12 5 10 ~ 2 5 70 z 2 702 2 5 103 
Kenngm~e r] 

Bild 7. Abhgngigkeit der Funkt ion F (7) gem~i~ GI. (15) 
yon der  aus  de r  F o u r i e r z a h l F o  und der  B i o t z a h l B i  

z u s a n u n e n g e s e t z t e n  K e n n g r 6 ~ e  7 = Fol /2  Bi.  

b e d e u t e t .  Die  F u n k t i o n  F (7) i s t  in  B i ld  7 u n d  in Tafel  3 
wiedergegeben .  I n  Tafel  3 w u r d e  die S te l lenzah l  so be-  
messen ,  d a b  b e i m  B e r e c h n e n  de r  bezogenen  Oberf l~ehen-  
~ - b e r t e m p e r a t u r  ~w/Oc u n d  de r  bezogenen  WKrme Q/Qc der  
Kuge l  (als d e m  in  d iesem Z u s a m m e n h a n g  ung i in s t i g s t en  
Fal l )  n a c h  G1. (9) u n d  (1!) de r  abso lu t e  Feh le r  k le iner  als 
1 ~o b le ib t .  F i i r  7 ~ 0,5 f i nde t  m a n  e inhe i t l i ch  dre i  S te l len  
angegeben .  T r o t z  de r  h o h e n  S te l l enzah l  fiir k le ine  W e r t e  
y o n  7 lassen  s ich aus  den  R e i h e n  n a c h  G1. (16) u n d  (17) 

T a f e l 3 .  W e r t o  d e r  F u n k t i o n  F (7) = [1 - -  G (7)] e~ .  

Kenn- 
grSBe 

1 .  10 -5 

1 �9 1 0  - 4  

2- 10 -4 
5" 10 -4 
8 �9 10 - 4  

I �9 10 - 3  
2 .  10 - 3  
5 �9 10 - 3  
8" 10 -3 

0,01 
0,02 
0,05 
0,08 

0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

Ftmktion 
F@) 

0,99998 

0,99988 
0,99977 
0,99943 
0 , 9 9 9 0 9  

0,99887 
0,99774 
0,99438 
0,99103 

0,98881 
0,97782 
0,94599 
0,91576 

0,89646 
0,8090 
0,7346 
0,6708 
0,616 
0,568 
0,526 
0,489 
0,457 

8 7 1 6 3  08  

71721 
43642 
60604 
95367 

2620 
724 
30 
66 

55 
6 
0 

Kenn- 
grSBe 

I 
1,0 
1,2 
1,4 
1,6 
1,8 
2,0 
2,2 
2,4 
2,6 
2,8 
3,0 
3,5 
4,0 
4,5 
5,0 
6,0 
7,0 
8,0 
9,0 

10 
20 
5O 

100 

Funk~ion 

F (7) 

0,428 
0,379 
0,339 
0,306 
0,279 
0,255 
0,236 
0,218 
0,204 
0,191 
0,179 
0,155 
0,137 
0,123 
0,111 
0,0928 
0,0798 
0,0700 
0,0623 

0,0561 
0,0282 
0,0113 

0,00546 

1000 I 0,00056 4 
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fl i t  kloine u n d  g rebe  ~ -Wer te  e infache  N~hor tmgsausd r i i cke  
gem/~B fo lgender  Aufs t e l lung  v e r w e n d e n :  

2 
F (~) = 1 - - ~  ~ + ~ 

fiir den  Bere ich  0 ~ ~/ ~< 10 -2,  

2 4 

fOr den  Bero ich  10 -2  ~ N ~ 10-1 u n d  

1 

F (~) V~ n 

fOr don  Be re i ch  5,0 g ~ < oo. 

DaB die N i ihe rungsg le iohungen  for  k le ine  F o u r i e r z a h l e n  
a u c h  p rak t i s cho  B e d e u t u n g  h a b e n ,  sei a n  o inem Zah len -  
beispiel  [7] gezeigt .  E ino  B e t o n m a u e r  y o n  2 X = 0,8 m 
Dicko ki ihlo s ich n a c h  e iner  s p r t m g h a f t e n  ~_nderung de r  
U m g e b u n g s t o m p e r a t u r  d u r c h  freio K o n v e k t i o n  bei  e inom 
W~rmef ibe rgangskoe f f i z i en t en  ~ ~ 12,6 W/m~ g r d  ab.  Ge- 
s u c h t  i s t  die bezogeno ~ b e r t ~ m p e r a t u r  V~w/V% der  W a n d -  
oberf lgcho n a c h  t = 1 h.  D e r  B e t o n  h a b e  eine W/ i rme-  
le i t f~higkei t  A ~- 0,7 W / m  grd,  eine D ich to  @ = 2000 k g / m  S, 
oine spezifischo Wgrmekapaz i t /~ t  e = 1,13 k J / k g  grd u n d  
eine Tempera tu r l e i t f i i h igko i t  a = 0,310 �9 10 -e  mU/s. D a m i t  
e rgebon  s ich die Kermgr6Ben  Bi  = o ~ X / , ~  = 7,2 u n d  
F o  = a t / X  2 = 0,00697. I n  d iosem Bere ioh  de r  K e n n g r 6 B e n  
is t  es seh r  schwierig,  die Ober f l /~chen tempera tu r  mi t to l s  
F o u r i e r - R e i h o a  zu  be rechnon .  Dagogen  k a n n  m a n  die 
N~iherung for  kleino F o u r i e r z a h l o n  h e r a n z i e h o n  u n d  G1. (9) 
m i t  9 ---- 0 anwonden .  Mi t  ~/ = Fo i l  ~ B i  ---- 0,602 erh/~lt m a n  
aus  Tafel  3 don  W e r t  #w/Be = 0,567. A uf  die Beroiche ,  in  
denen  s ich das  eino oder  das  a n d e r e  B o r e c h n u n g s v o r f a h r o n  
ompf ieh l t ,  soi im  fo lgenden  A b s c h n i t t  genauor  o ingegangon.  

5. G e l t u n g s b e r e i c h  de r  N~ ihe rungen  f i i r  g r e b e  u n d  k l e i n e  
Wer~e  de r  F o u r i e r z a h l  

Z u r  p r a k t i s c h e n  A n w e n d u n g  do t  in  Abschn i~ t  2 bis  4 
boschr iobonon N ~ h e r u n g s l 6 s u n g e n  muB m a l l  de ron  Foh lo r  
gogoniibor de r  e x a k t o n  L 6 s u n g  u n d  insbesondero  don  
Gol tungsbe re ich  dor  N i the rungon  im Bero ich  m i t t l e r o r  
Four io rzah lon  konnon .  H io rzu  w u r d o n  in  Bi ld  8 bis  13 die 
bozogeno O b e r f l ~ c h o n - t 3 b e r t o m p o r a t u r  V~w/~c u n d  die 
bozogeno fibor~ragono W ~ r m o  Q / Q e  ffir clio ebono P l a t t e ,  
don  Zy l inde r  u n d  die Kugol  als  F u n k t i o n  y o n  F o u n d  Bi  
aufgot ragon.  D a b e i  b e d e u t o n  die K u r v o n  I die Ni~herungen  
fOr ldeino Four io rzah lon  n a c h  G1. (9) bzw.  (11), die K u r v o n  I I  
die L 6 s u n g  n a c h  de r  Me t hodo  de r  Fou r i e r - Ro i hon  m i t  a c h t  
Gl iodom fOr clio ebono P l a t t e  uncl ffinf Gl i ede rn  fOr d e n  
Zyl indor  u n d  clio Kugol  ( auch  , ,oxakto L 6 s u n g "  g e n a n n t  [8]) 
sowio die K u r v e n  I I I  die L 6 s u n g  bei  V o r w o n d u n g  n u r  des  
e r s t e n  Gliods dor  F o u r i e r - R e i h e n  gom/~B G1. (4) bzw.  (5). 

Bf ld  8 bis  13 in  h a l b l o g a r i t h m i s c h e r  Aufg ragung  f iber-  
d e c k e n  d e n  gesamton  p r a k t i s c h  in  Bo t r achb  k o r n m o n d o n  
Bore leh  dor  KonngrSBen .  M a n  e r k e n n t ,  da~  die N~horungs -  
k u r v o n  I u n d  I I I  n a h e z u  v611ig i no inande r  i ibergohon,  so 
d a b  n u r  fOr sehr  genauo  R e c h n u n g e n  e in  tde iner  Bore ich  
f ibrig b le ib t ,  in  dom m a n  clio exak to  L 6 s u n g  m i t  Four ie r -  
R o i h e n  (Kurvo  I I )  b r a u e h t .  I n  vielon p r a k t i s c h e n  Anwon-  
dungsf / i l len  wi rd  m a n  auf  die K u r v o  I I  ganz  v o r z i e h t e n  
kSnnen .  Dor  d a d u r c h  begangono  re l a t ive  Foh lo r  lgBt s ich 
fOr a]lo B i o t z a h l e n  aus  Tafel  4 e n t n e h m e n .  I n  Tafel  4 
b o d o u t e t  Fo*  jene  Four ie rzah l ,  bei  de r  m a n  y o n  dor  K u r v o  I 
au f  die K u r v o  I I I  f iboI 'gehen sell, ohno  den  angogobonon 

Tafel  4. M a x i m a l e  r e l a t i v e  F e h l e r b e t r g g o  Amax f i i r  
a l l o  B i o t z a h l o n  b e i  d o r  F o u r i o r z a h l F o *  f i i r  d e n  

~ b o r g a n g  y o n  K u r v e  t a u f  K u r v o l I I .  

K6rper 
Fourier- 
zahl o) 

Fo* 

bei Fo* 
ftir t~',,l~e 

auftretender 
maximaler 

relativer 
Fehlerbetrag 

~max 

bei Fo* 
far  Q/Q~ 

auftretender 
maximaler 

relativer 
Fehlerbetrag 

~max 

ebene Platte 0,30 0,5 % 0,5 % 

Zylinder 0,14 1,4 % 1,4 % 

Kugel 1,9% 0,09 J 1,0% 

~ Es gelten jeweils die Werte yon Fo* sowohl fiir die relative Ober- 
fl~chen-~bertemperatur @w/'B'c als aueh fiir die relative W~rme Q/Qc. 

ro l a t i ven  F e h l e r b e t r a g  A max zu  f iberschre i ten .  Dies  bedeu-  
t e t  also, d a b  G1. (9) u n d  (11) fOr F o <  F o *  bzw.  G1. (4) 
u n d  (5) fOr F o  > F o *  verwende~ w e r d e n  sollen.  Die  in  
Tafel  4 a~gegebenen  Max ima l feh le r  Amax t r e t e n  n u t  in  

?0 2"F/r /7 

i! el ",'! 
/ 

/ 

~ o,2 

?0-3 2 5 10 -2 2 5 10 -7 2 5 lO ~ 2 5 701 2 
[ ~  foudeezahl ,co 

~ 0,,7 ..~ rf 

10-52 5 lO-q 2 5 10-32 5 10-22 5 10 -# 2 5 10 ~ 2 5 107 2 5 702 
FouHepzahl ,Co 

Bild 9. Abh~ngigkeit der bezogenen iibertragenenW~rme Q/Qe 
yon der Fourierzahl Fo bei verschiedenen Werten der Biot- 

zatfl Bi. 

Bild 8 mad 9. Verg le ich  n a c h  vo r sch iodenonVor fah ren  
be roc tmotor  E r g e b n i s s e  fiir die ebono P l a t t e .  

I Ngherung ftir kleine Fourierzalflen naeh G1. (9) bzw. (11), 
I I  L6stmg naeh der Methode der Fourier-l~eihen mit aeht 
Gliedern fiir die ebeuo Platte (,,oxakte L6stmg"), I I I  Verlauf 
for das orste Glied der Fourier-Reihen gem~lB G1. (4) bzw. (5) 

Bfld 8 (links). Abh~ngigkeit der bezogenen Oberfl~ehen-]~ber- 
tempera~ur @w/@c yon der Fourierzahl Fo bei verschiedenen 

Werten der Biotzahl Bi. 
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7,0 I r .  , I  

io,,7 I;# - 
lit 

10 5 2 5 10 q 2 5 10 -a 2 5 10 -e 2 5 10 -~ 2 5 10 o 2 5 707 2 5 102 
fouz,ie/,zahl ,Co 

7'~ I i i  f 

4e i I i 
I (tl I 

.~ o,~ e,=7/ o, qOl- 

i 1 i 

10-3 2 5 10 -2 2 5 10 -z 2 5 10 ~ 2 5 10 # 2 5 102 
four/erz~hl ,Co 

Bild l l .  Abh~ngigkeit der bezogenen iibertragenen Wiirme Q/Qc yon 
der Fourierzahl ~o bei verschiedenen Werten der Biotzahl Bi fiir den 

Zylinder. 

g 

Bild 10 (links). Abhiingigkeir der bezogenen Oberfl~chen- 
lJ~bertemperatur @w/@c yon der Fourierzahl Fo bei versehie- 

denen Werten der Biotzahl Bi ftir den Zylinder. 

0,s 

i: 

10-5 2 5 N -q 2 5 10 -3 2 5 10 -2 2 5 10 -1 2 5 N O 2 5 10 # .2 5 10 2 
fouPiez,zahl ,Co 

Bild 12. Abh~ngigkei~ der bezogenen Oberfl~chen-~]bertemperatur 
@w]~c yon der Fourlerzahl Fo bei verschiedenen Werten der Biot- 

zahl Bi fiir die KugeL 

u n m i t t e l b a r e r  U m g e b u n g  y o n  F o *  auf  u n d  er re ichen  schon  
bei lde inen U n t e r s c h i e d e n  der  Four iorzahl  gegen  diesen 
Grenzwer t  F o *  so kleine W e r t e  (vgl. Bild 8 bis 13), dab  
sie im R a h m e n  der  Zeichengertauigkeit  n ich t  m e h r  auf- 
ge t ragen  werden  k6nnen .  Die Be rechnung  y o n  Anheiz-  u n d  
Abki ih lvorgi ingen wird  du rch  alleiniges Vorwenden  der  
K u r v e n  I u n d  I I I  sehr  er le ichter t ,  da  sich dieso K u r v e n  
d u t c h  einfache,  m a t h e m a t i s c h  leicht  zu h a n d h a b e n d e  Aus-  
dri ieke erfassen lassen. 

B i l d  10  bis  13. Vergle ich n a c h  ve r sch iedenen  Ver-  
f ah ren  be rechne t e r  Ergebn i sse  fiir den  Zyl inder  

und  die Kugel .  

I N~herung for kleine Fourierzahlen nach G1. (9) bzw. (11), 
II LSsung nach der Methode der Fourier-l~eihen mit fiinf 
Gliedern fiir den Zylinder und fiir die Kugel (,,exakte 
L6sung"), III  Verlauf fiir das erste Glied der Fourier-Reihen 

gem~s G1. (4) bzw. (5) 

Bild 13 (unten). Abh~ngigkei$ der bezogenen fiber~ragenen 
W~rme Q/Qc yon der Fourierzahl Fo bei verschiedenen 

Werten der Biotzahl Bi fiir die Kugel. 

. r  ~.Ar. 
?e 

" / /1//  
71 / 1~ - Bi:qo1 

10-3 2 5 I0 -2 2 5 I0 -I 2 5 10 ~ 2 5 10 ~ 2 5 10 2 
Foueierzahl ,Co 

6. Mehrdimensionale Probleme 
Die LSsungon fiir den  e ind imens iona len  T e m -  

pera turausg le ich  lassen sich auch  auf  zwei- u n d  
dre id imensionale  P rob leme  a n w e n d e n  [13; 14]. 
Bed eu t en  X ,  Y, Z die ha lben  Dieken obener  P l a t t e n ,  
R den  Ha lbmesse r  eines Zyl inders  sowie x, y, z die 
Abs t~nde  yon  den  Oberf l~ehen ha lbunend l i ehe r  
KSrper ,  so karm m a n  t in ter  der  Bedingung ,  dab  
die  Begrenzungsfl&chen senkreeh t  au fe inander  
s tehen ,  die in Tafel  5 aufgef i ihr ten  IV~odelle bi lden,  
die in Bild 14a bis i pe r spek t iv i sch  wiedergegeben  
shad. 

Der  Tempera tu rausg le ieh  im I n n e r n  oder  auf  
den Oberf l~ehen diesor Modelle l ~ t  sich als Pro-  
d u k t  der  Einzel lSsungen berechrten,  dio mart  m i t  
jo einer  der  kermzeictmertden L&ngen gewonnert  
ha t .  Fi i r  jede  Oberfli~che n i m m t  die Bio tzah l  u. U.  
einen artderert W e r t  an ;  sie mu6  jodoch auf dert 
be iden  gegeniiberl iegendert  Oberf l~chen einer  
ebenen  P l a t t e  die gleichen Wor te  habert.  Die U m -  

g e b u n g s t e m p e r a t u r  m u d  tiberall  gleich sein. I s t  eino Ober- 
fl~cho einer  ebenen  P l a t t e  w/~rmeisoliert, so h a t  m a n  in Fo  
u n d  Bi die gartze P l a t t end i cke  als kermzeic lmonde Lgnge  
einzusetzen.  

Als ers tes  Beispiel werde  die T e m p e r a t u r  der  Ecko eines 
grol3en, rechtwinkl ig  begrenztort  KSrpers  aus Chromnickel-  
s tah l  zur  Zeit t = 1 h = 3600 s n a c h  der  sprurtghaftort  
~ n d e r u n g  der  U m g e b u n g s t e m p e r a t u r  berec tmet .  Die Stoff- 
grSi~en be t r agen  A ~ 14 ,5W/m grd  u n d  a = 3,85 �9 10 - e  m2/s. 
Auf  der  zur  x-Achso senkrech ten  Oberfli~che her rsche  der  
W~trmeiibergangskoeffizient  a x =  15,0 W / m  2 g rd ;  fiir die 
be iden  anderen  Oberf l~chen mSgen  die Koef f iz ien ten  
C~y ~ 20,0 W / m  2 grd  u n d  c~z ~ 25,0 W / m  2 grd  gelten.  D a  
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T a f e l 5 .  M o d e l l o  z u r  m e h r d i m e n s i o n a l e n  W g r m e -  
l e i t u n g .  

Bild- kermzeichnende 
hummer Lgngen gemgI3 

Bild 14a bis i 

14a 

14b 

14e 

14d 

14e 

14f 

14g 

14h 

14i 

X, Y 

X, R 

Modell 

rechteckiger Stab 

Zylinder endlieher Lgnge 

x, R Ende eines langen Zylinders 

X, x Ende einer Platte 

x, y rechtwinklige Kante eines groBen 
K6rpers 

X, Y, Z Quader 

X, It, x ]Ende eines rechteekigen Stabs 

X, x, y reehtwintdige Eeke einer Platte 

x, y, z recbtwlnldige Eeke eines gro~en 
K6rpers 

"~ . . . . . .  ~ - ~ . ~ 7  ~-Z 

Bild 14a  bis i. Modelle  zu r  m e h r d i m e n s i o n a l e n  W g r m e -  
le i tung .  

x, y und z rechtwinklig kartesische Koordinaten senkrecbt zu K6rper- 
oberfl~chen, X, Y mad Z halbe I)icken (bzw. halbe Kantenl~ngen), 
R Zylinderhalbmesser; sonstige Erl~uterungen fiber a) bls i) in Tafel 5 

be i  dora  als groI~ v o r a u s g e s e t z t e n  K 6 r p e r  v o m  EinfluI~ de r  
i ib r igen  B e g r e n z u n g e n  a b g e s e h e n  w e r d e n  k a n n ,  i s t  ffir allo 
dre i  R i c h t u n g e n  die L 6 s u n g  ffir die W a n d t e m p e r a t u r  des  
h a l b u n e n d l i e h e n  K 6 r p e r s  n a c h  G1. (9) m i t  ~0 = 0 h e r a n -  
zuziehon.  Die  A r g u m e n t o  ~ u n d  die aus  B i ld  7 oder  Tafe l  3 
abge l e senen  F u n k t i o n s w e r t o  F ffir die dre i  e i n d i m e n s i o n a l e n  
:Fglle l a u t e n  

v ~  = ~ Vh~/~ = 0 ,~22 ,  

~y ~ ay U~ /2  = 0 ,162 ,  

~z = az ~ / 2  = 0 ,203 ,  

F (~?x) = 0 ,877 ,  

F (~y) : 0 ,842 ,  

F (~z) : 0 ,807 .  

I ) a r a u s  erh~ilt m a n  ffir die ~Yber tempera tur  ~E de r  Ecke  

~E/v~c = F (~x) F (~y) F (~z) = 0 ,595 .  

Bei  f iberal l  g le ichen Wgrmef ibe rgangskoe f f i z i en t en  is t  die 
r e l a t ive  ~ b e r t e m p e r a t u r  e iner  r ech twink l igen  K a n t e  gleieh 
F 2 (~) u n d  die e iner  r ech tw ink l igen  Eeke  gleieh F 3 (~). 

] ) a s  zwei te  Beispie l  be t r i f f t  die ~ b e r t e m p e r a t u r e n  in  do t  
Mi t re  u n d  auf  d e n  Ober f lgehen  eines Zy l inders  m i t  d e m  
D u r e h m e s s e r  2 R = 0,6 m u n d  de r  H 6 h e  2 X = 0,5 m aus  
C h r o m n i c k e l s t a h l  (mi t  den  Stoffgr61~en des e r s t en  Beispiels)  
zu r  Zei t  t = 1,5 h : 5400 s n a c h  de r  s p r u n g h a f t e n  ~ n d e -  
r u n g  de r  U m g e b u n g s t e m p e r a t u r .  Auf  d e n  S t i rn f lgchen  
he r r s ehe  der  Wgrmef ibe rgangskoef f i z i en t  ~ x  = 40 W / m  2 g rd ;  
ft ir  die Seitenfl/~che gel te  de r  W/~rmef ibergangskoeff iz ient  
aR : 60 W / m  2 grd.  ~r d iesen W e r t e n  w e r d e n  folgende 
Kenngr613en gebi lde t  : 

: F o x  : a t / X  2 : 0 ,333 ,  B i x  : ccx  X / A  = 0 ,690 ,  

:FoR = a t / R  2 = 0 , 2 3 1 ,  BiR = C~R R / A  : 1,242. 

Die  Kenngr613en l iegen in  e inem Bere ich ,  in  d e m  das  ers te  
Gl ied  der  F o u r i e r - R e i h e  v e r w e n d e t  werden  k a n n .  M a n  
e rhg l t  aus  GI. (3) u n d  (4) fiir die bezogenen  U b e r t e m p e r a -  
t u r e n  #m u n d  #w in  de r  Mi t re  u n d  auf  der  Oberf lgehe  einer 
e b e n e n  P l a t t e  y o n  de r  Dieke  2 X (zusgtz l icher  I n d e x  X)  

v ~ m x / ~ c  = 0,905 , ~wx/~c  = 0,665 

sowie ffir die e n t s p r e e h e n d e n  ~) -ber tempera turen  des Zyl in-  
ders  m i t  d e m  H a l b m e s s e r  R (zusgtz l ieher  I n d e x  R) 

~m~/~c  = 0,812 , V~wR/V~e = 0 ,476 .  

Aus  d iesen v ie r  bezogenen  ~ ) b e r t e m p e r a t u r e n  lassen s ieh 
d u r c h  P r o d u k t b i l d u n g  ffir den  Zy l inde r  end l i che r  L/ inge in 
d e r  Mi t re  die bezogene  U b e r t e m p e r a t u r  

O i  ~" VqmX ~mR/~2c = 0,735 , 

i m  M i t t e l p u n k t  de r  S t i rn f lgche  die bezogene  ~ b e r t e m p e -  
r a t u r  

02  = ~ w x  ~mR/#~ = 0 ,540 ,  

a n  der  R a n d l i n i e  die bezogene  ~J-bertempera~ur 

0 3  ~ ~ w  x ~ w  R/Z~2c : 0,316 

sowie in  der  Mi t re  de r  Zy l indermanto l f lgeho  die bezogono 
~ b e r t e m p e r a t u r  

0 4  ~- ~ m x  ~ w R / ~  = 0,430 

b e r e e h n e n .  F e r n e r  g i l t  a u e h  fiir die P r o d u k t l 6 s u n g ,  daft die 
T e m p e r a t u r p r o f i l e  a n  d e n  Ober f lgchen  auf  aul3erhalb des  
K S r p e r s  ge legene  R i e h t p u n k t e  weisen,  de ren  A b s t g n d e  s x  

u n d  SR y o n  der  Ober f lgehe  s e n k r e e h t  zur  x-Achse  bzw. yon  
de r  Z y l i n d e r m a n t e l f l g c h e  d u t c h  die Gle i ehungen  

s x  -~ 2 / a x  : X / B i x  : 0,363 m 

u n d  

SR : 2/aR = /~/BiR = 0,242 m 

gegeben  sind.  Mi~ Hflfe dieser  R i c h t p u n k t a b s t g n d e  gel ingt  
es, die dre i  T e m p e r a t u r p r o f i l e  m i t  me i s t  h i n r e i e h e n d e r  
G e n a u i g k e i t  zu  ze iehnen,  wie es Bi ld  15 v e r a n s e h a u l i e h t .  

E s  sei e r w g h n t ,  d a b  die P r o d u k t l 6 s u n g e n  a u e h  ffir j eden  
be l i eb igen  P u n k t  im I n n e r n  eines K6rpe r s  ge l t en  u n d  s31bst- 
v e r s t / i n d l i c h  n i c h t  auf; die N g h e r u n g s l 6 s u n g e n  b e s c h r g n k t  
s ind ,  die h ie r  be i  den  A n w e n d u n g s b e i s p i e l e n  b e n u t z t  
wurden .  

Aus  d e m  T e m p e r a t u r v e r l a u f  in  m e h r d i m e n s i o n a l e n  
K 6 r p e r n  lgl3t s ieh a u c h  die i i be r t r agene  W g r m e  Q bereeh-  
nen .  B e z e i e h n e t  Qc die A n f a n g s e n t h a l p i e  eines K6rpe r s  
end l i che r  A b m e s s u n g e n  v o m  V e l u m  V, so gi l t  ffir j eden  
Z e i t p u n k t  

Q l f o  Qcc = 1 --  ~ -  ~ d V  . . . . . . . . .  (19). 

v 

Forsch. Ing.-Wes. 32 (1966) Nr. 1 17 



I tl 

~e 

�9 2 R  - -  

\ 

l 

\ \  
I I l ~ _  , , 

0'a 0,7 08 0'~ 0'q ~ 0,2 ~ 0 
bemgeoe Ybez/empera/u/" r 

B i l d  15. Tompera turprof i le  for den  Zyl inder  endlichor 
L~nge als zweitos Boispiel eines mehrd imens iona len  

Problems.  

R und X Halbmesser bzw. halbe H6he des Zylinders, I Zylinder- 
stirnfl/iche0 sR und ax RiehtpunktabstAndo der Skalen-Nullpunkte 
von der Mantel- und dor Stirnflficho des Zylindors, a Verlauf der 
bezogenen Stirnfl~chen-l~bertemperatur, b lind e Verlauf der bezoge- 
nen Achs- bzw. Manteltemporatur des Zylinders, O~ bis 04 im Text 
orl~uterte ausgezeichnete Werte dor bezogenen ~'bertcmperatur ~]0e 

Die  bezogeno L~bortomporatur v~/v~ e gehoreht  der P r o d u k t -  
15mmg. Fi i r  den  droidimensionalen KSrper  endl icher  Ab-  
messung,  den Quadcr,  gilt  also 

ao - ag . . . . . . . . . . . . . .  (2o), 

wenn Oz, 0u, Oz die ~ b e r t e m p e r a t u r e n  bei e indimensionaler  
W~rmet iber t ragung in x-, y- und z-Richturtg bodouten.  
Da  diese l~ber tempera turen  nur  yon oinor Koord ina tc  ab-  
hfingen, kann m a n  G1. (19) mi t  GI. (20) auch  in dor F o r m  

X Y z 

fo fo  O-c = 1 -- ~c dx Oc dy 
- x  - Y  --Z 

dz  . . . (21) 

schroiben. Das Volmn des Quaders botr~gt  V = 2 X  2 Y 2Z. 
Foz~er gi l t  for  ein Tei l integral  von  G1. (21) die Bez iehung  

x 
1 f Oz Qx ! -~ d x  = 1-- Q--~ . . . . . . . . .  (22), 2 A  ~" 

- x  

wenn Qx  die boi e indimcnsionalem W~trmestrom allein in 
x -Rich tung  i iber tragene W~rme bodeutet .  Da  for die beidon 
anderon R ich t tmgen  ontsprechende Ausdrticko m i t  Q r  u n d  
Qz als dot  in y- bzw. z -Richtung i iber t ragenen W~trmo 
gelten, erh~ilt m a n  aua GI. (21) fOr die i iber t ragene W h r m e  
des Quaders 

Bezeichnen im al lgemeinen Fal l  01, 02, Q3 die bei ein- 
d imer~ionalem Warmes t rom in drei verschied.enen R ich -  
tungen f iber t ragenen W/irmen,  so e rg ib t  sich for  K S r p e r  
endlieher A b m ~ s u n g e n  die Bez iehung  

Q1 Q3" 
Q e  " " 

Die Bedeu tung  von  Q1, Q2, Q3 trod Qe geh t  aus  Tafel  6 
hervor .  

T a f e l  6. B o d e u t u n g  d o t  G r 6 B e n  in  G1. (24) f i i r  d i e  
W ~ t r m e t i b e r t r a g u n g  i n  m o h r d i m e n s i o n a l e n  

K 6 r p e r n .  

Modell 

Quader 

Zylinder end- 
licher L~age 

reehteekiger 
Stab 

in G1. (24) 
einzusetzendo 
iibertragene 

W~i.rmo 
an Stelle von 

Ot [ O, [ O3 
I 

Qx I Qr Qz 
[ 

QR 0 Qx 

Qx Qr 0 

in Gl. (24) 
olnzusetzender 
Ausdruek fiir 
die Anfangs- 

cnthalpie 
Q~ 

Bemerkung 

2X2Y2ZeOc X, Y,Z 
gegebon 

R 2 2 X c 1~c R, X gegeben 

2X2Y2Zcv~r X, Y gogcben, 
Z beliebig 

Als Boispiel sei der Zyl inder  endlieher  LKngo aus Chrom- 
nickelstahl  bo t rach te t  (vgl. Bild 15). Mit  don hiorfor vor-  
s tehond beroits berochncten KenngrbBon erh~ilt m a n  

Q~/Qe = 0,363 und  Qx/Qc = 0,175.  

D a m i t  ergibt  sich nach Gl. (24) 

( Q 1 -  1 QR Q-~ = - ~  1 - - - ~ c  = 0 ,475 .  

[10] 

[11] 

[12] 

[13] 

[14] 

7. Schr i f t tum 
[1] Fourier, J. B.: Thdorie ana ly t ique  de la chaleur.  Par is  

1822. Deutsche l~borsetzung yon  R. Weinstein. Berl in 
1887. 

[2] GrSber, H.: Die Grundge~etze der  W~rmele i tung  und 
des Ws Ber l in :  Springer-Verlag 1921. 

[3] GrSber, H.: Die Erw/~rmung und Abki ihhmg einfacher  
geometr ischer  K6rper .  Z. V D I  69 (1925) Nr.  21 
8. 705/10. 

[4] Gurney, H . P . ,  u. J. Lurie: Charts  for es t imat ing  
t empera tu re  dis t r ibut ions  in hea t ing  or  cooling solid 
shapes. Indus t r .  Engng.  Chem. 15 (1923) Nr.  11 
S. 1170/72. 

[5] Bachmann, H.: Tafehl  fiber Abki ihlun~svorg~nge ein- 
fachor KSrper .  Ber l in :  Springor-Verlag 1938. 

[6] Heisler, M. P.: Tempera tu r e  charts  for induct ion and 
eons ta~ t - tempora turo  heat ing.  Trans.  Amer .  Soc. 
mech. Engrs .  69 (1947) Nr. 3 S. 227/36. 

[7] GrSber, H., u. S. Erk: Die Grtmdgosotze dor W~irme- 
i ibertragung.  3. Aufl. bearb,  von  U. Grigull. 3. Neu- 
druek.  Berlin/GSttingon/Hoidelborg: Springer-Verlag 
1963. 

[8] Grigull, U.: Tempera tu rausg le ich  in einfachon KSr- 
pern.  Be r l i n /GS t t i ngen / i e i de lbe rg  : Spr inger-Verlag 
1964. 

[9] Goldstein, S.: The appl icat ion of Heavis ide ' s  opera-  
t ional  m e t h o d  to  the  solut ion of a problem in hea t  
conduct ion.  Z. angew. Math.  Mech. 12 (1932) Nr.  4 
S. 234/43. 
Goldstein, S.: On the  ca lcula t ion of the  surface tem-  
pera ture  of geomet r ica l ly  simple bodies. Z. angew. 
Math.  Mech. 14 (1934) Nr.  3 S. 158/62. 
Jahnke, E., u. F. Erode: Funkt ionen ta fe ln .  2. Aufl .  
Leipzig u. Ber l in :  B. G. Teubne r  1933. 
Parry, J., u. J. Keller: Zur Berechnung des Fehler-  
integrals.  Numer .  Math.  fi (1964) Nr. 2 S. 89/97. 
Berger, F.: l~ber die Berechnung  des Tempera tu r -  
vorlaufs in e inem R e c h t k a n t  beim AbkiLhlen und 
Erwii rmcn.  Z. axLgew. Math.  Mech. 8 (1928) Nr. 6 
S. 479/88. 
Newro~n, A. B.: Hea t ing  and  cooling rec tangular  and  
cylindrical  solids. Indus t r .  Engng.  Chem. 28 (1936) 
Nr.  5 S. 545/48. 

Eingegangen am 6. Miirz 1965 F 1 6 9 7  

18 Forsch. Ing.-Wes. 32 (1966) Nr. 1 


