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Niherungslosungen der nichtstationiren Wirmeleitung

Von Ulrich Grigull, Josef Bach und Heinrich Sandner, Miinchen *)

Awus einer erneuten numerischen Berechnung des eindimensionalen Temperaturausgleichs mit Hilfe
elektronischer Rechenmaschinen geht hervor, dafl man die Ndaherungen fiir kleine und fir grofe Fourier-
zahlen in einem groferen Bereich anwenden kann, als bisher angenommen wurde. Damit ergeben sich
fir die praktische Berechnung von Aufheiz- und Abkiihlvorgingen einfache, leicht zu handhabende Aus-
driicke. Mit ihrer Hilfe lassen sich auch die Temperaturfelder und die dibertragenen Warmen bei mehy-

dimensionalen Kéorpern berechnen.

1. Einleitung

Zu den Grundproblemen der nichtstationiren Wirme-
leitung gehort der eindimensionale Temperaturausgleich in
»einfachen’ Korpern, d. h. der ebenen Platte, dem Zylinder
und der Kugel. Diese Probleme wurden erstmals von J. B.
Fourier [1] unter Benutzung der nach ihm benannten
Reihen behandelt. Numerische Lésungen sind wiederholt
im Schrifttum mitgeteilt worden [2 bis 7]. Es handelt sich
um Loésungen der Differentialgleichung

o9
E:aAz‘) N ¢ )
mit der Anfangsbedingung ¢ = 9, fiir ¢ = 0 und der Rand-
bedingung

(1a).

Dabei bedeuten ¢ die Zeit, z die von der Mittelebene des
Korpers aus gezihlte Léingenkoordinate in Wirmestrom-
richtung, a die Temperaturleitfdhigkeit und 4 die Wirme-
leitfahigkeit des Korpers, ¢ die Ubertemperatur an der
Stelle x zur Zeit ¢ iiber die Umgebung, #w den Wert von 4
an der Korperoberfliche (der Wand), ¢ den im gesamten
Koérper konstanten Anfangswert von #, « den Wérme-
itbergangskoeffizienten, A den Laplaceschen Differential-
operator und der Index w Werte an der Oberfliche (Wand).
Die Randbedingung gemif Gl. (1a) mit einem endlichen
Wiirmeiibergangskoeffizienten « wird auch Randbedingung
dritter Art genannt. Der Sonderfall & = co oder @y = 0
heillt auch Randbedingung erster Art.

Die allgemeine Losung fiir das Temperaturfeld @ (z, t)
lautet '

& k=
5 = kgl f1(6p) e 0k O gy (Spa/X) . . . . . (2)

mit k = 1 bis o als den natiirlichen Zahlen, X als einer
kennzeichnenden Linge (bei der ebenen Platte die halbe
Dicke), Fo == at/X? als der Fourierzahl, d; als den Eigen-
werten des Problems, die sich aus transzendenten Bestim-
mungsgleichungen als Funktionen der Biotzahl Bi = « X/4,
der Kenngrofle des Wiarmeiibergangs?l), ergeben, sowie mit
f1 als einer Funktion nur von J; und fs als einer Funktion
von 6; x/X. Beim Zylinder und bei der Kugel tritt die
radiale Koordinate » an die Stelle von x; die kennzeich-
nende Linge ist der Halbmesser R des Zylinders bzw. der
Kugel, so daB3 dann die KenngriéBen durch die Gleichungen

*)y Mitteilung aus dem Institut fiir Technische Thermodynamik der Tech-
nischen Hochschule Miinchen.

1) Bedeutet 4 die Wirmeleitfahigkeit des stromenden Mediums, so ist die
Bezeichnung Nu (NuBeltzahl) an Stelle von Bi {iblich. Dieser Fall liegt
hier nicht vor.
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Fo = at/R? und Bi = x R/A definiert sind. Danach 148t
sich GI. (2) auch in der Form

4 9
— = f3 (Fo, Bi, z/X) oder 3= f4 (Fo, Bi, r/R)
(4

c

schreiben. Fiir die beiden ausgezeichneten Ubertempera-
turen #y in der Mitte bei = 0 oder » = 0 und ¥y an der
Wand bei ¢ = X oder r = R gilt

? ¥
-2 = f5 (Fo, Bi) und — = £ (Fo, Bi) .
e e

Aus dem Temperaturfeld 188t sich die in der Zeit ¢ iiber-
gegangene Wiirme ¢ berechnen. Man erhélt die Losung in
der Form

Qe _ f, (Fo, Bi),

[

wenn Q. die auf die Umgebungstemperatur bezogene
Anfangsenthalpie des Koérpers bedeutet. ’

Da die bisher bekannten numerischen LJsungen unter-
einander nicht vollig tibereinstimmten, wurden die Uber-
temperaturen 9 und dy sowie die iibergegangene Wérme @
fiir die ebene Platte, den Zylinder und die Kugel erneut
mittels elektronischer Rechenautomaten berechnet [8].
Hierbei stellte sich heraus, daB3 man in weiten Bereichen
der Kenngrofen Naherungslosungen benutzen kann, ohne
einen vorgegebenen zulissigen Fehler zu iiberschreiten.
Hierauf wird im folgenden niher eingegangen.

2. Niherungen fiir groBe Werte der Fourierzahl

Die Reihe nach Gl. (2) konvergiert fiir die ebene Platte,
den Zylinder und die Kugel ziemlich rasch, so da3 fur
nicht zu kleine Werte der Fourierzahl Fo das erste Glied
ausreichen kann. Dieses Verhalten der Reihen war schon
lange bekannt, jedoch wullte man nicht genau, welcher
Fehler durch Benutzen allein des ersten Glieds entsteht.
Daher wurde bei der Neuberechnung [8] fiir jede Tempe-
ratur der durch die Gleichung

= f(ﬁl/ﬁc) — = (ﬁ/ﬂc)}

definierte absolute Betrag des auf die Anfangs-Uber-
temperatur 9. bezogenen Fehlers bestimmt. Hierbei bedeu-
ten. 91/9. das erste Glied und X #/9. die Summe aller bei
der Rechnung benutzten Glieder der Fourier-Reihen (acht
bzw. fiinf Glieder der rechten Seite von Gl. (2)). Fur die
Temperatur in der Mitte (Index m) und die Wandtempe-
ratur (Index w) hat man die Fehlerbetrige Ay und 4y zu
unterscheiden. Bild 1 bis 3 zeigen Kurven 4, = konst und
Aw = konst in einem Fo,Bi-Diagramm. In dem Bereich
oberhalb einer Fehlerkurve bleibt der Fehler beim Be-
nutzen nur des ersten Glieds 91/8. der Reihe kleiner als
der an die Kurve angeschriebene Wert.
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Bild 1. Fehlerkurven fiir die ebene Platte.
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Bild 3. Fehlerkurven fiir die Kugel.

Bild 1 bis 3. Abhéingigkeit des relativen Fehlers Ay, und Ay
der Ubertemperatur in der Mitte bzw. an der Wandober-
flache bei Verwendung nur des ersten Glieds der Reihe
gemif Gl. (2) von der Fourierzahl Fo und der Biotzahl Bi.

Die Fehlerkurven in Bild 1 bis 3 haben einen sehr #hn-
lichen Verlauf. Fiir kleine Werte von Bi (kleine Kiithlung
oder kleine Heizung) geniigt das erste Glied der Fourier-
Reihe selbst bis zu sehr kleinen Werten von Fo (kleine
Zeiten). LafBt man z. B. bei der ebenen Platte 0,1 9, Fehler
zu, so kann man fir Bi = 0,01 bereits fiir Fo = 0,07 allein
mit dem ersten Glied rechnen (Bild 1). Fir viele praktische
Falle gelten aber auch Fehler von 1 9%, oder mehr durchaus
als zuléssig.

Auffillig sind die Maxima der Kurven fiir kleine Fehler
im Bereich Bi ~ 1. Da die Differenz zwischen den ersten
und den zweiten Eigenwerten d; bzw. d3 bei Bi &~ 1 ein
Minimum aufweist, ist dort der EinfluB des zweiten Glieds
am grofBten. Dies bedeutet, daB3 man beim Benutzen allein
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des ersten Glieds der Reihe fiur #/d. in diesem Bereich die
groflten Abweichungen vom wahren Wert zu erwarten hat.

Beim Benutzen des ersten Glieds der Reihen entstehen
fiir die drei einfachen Kérper die Gleichungen

Sm/Fc = Cm e—E Fo . (3),

Su/Bc = Oy o—E Fo (@),

QQc =1 —Cqe~EFo .. .. (B
mit Cp, Cw, Cq und E als Konstanten, die nur vom ersten
Eigenwert §; und damit nur von Bi abhiingen. Diese Kon-
stanten sind in der genannten Veréffentlichung [8] graphisch
und tabellarisch wiedergegeben.

Sofern die Temperaturen 9m und 9y in der Mitte und
an der Wand hinreichend genau vom ersten Glied der
Reihen wiedergegeben werden, kann man dies auch mit
Sicherheit fiir alle dazwischen liegenden Temperaturen
annehmen. Man erhilt dann fiir einen bestimmten Zeit-
punkt ¢ fiir die ebene Platte mit der Dicke 2 X das Tem-
peraturfeld gemif

. (6),

fiir den Zylinder mit dem Halbmesser B das Temperatur-
feld gemaB
3 (r)
Pm

=h@%..u..”.”..m

und fir die Kugel mit dem Halbmesser R das Temperatur-
feld gemil
9 (r) _sin (61 r/R) 8
Fm 7R e e e (8)

Dabei bedeuten J; wieder den ersten Eigenwert des be-
treffenden Problems, der als Funktion von 1/Bi aus Tafel 1
hervorgeht, sowie Jy die Besselfunktion nullter Ordnung.
Zur bequemeren Auswertung wurden Gl. (6) bis (8) in
Bild 4 bis 6 aufgetragen. Vor ihrer Anwendung muf3 man
an Hand von Bild 1 bis 3 priifen, fiir welche Bereiche der
Fourier- und der Biotzahl die Néherung bei einem vor-
gegebenen Fehler zuldssig ist.

Tafel 1. Erste Eigenwerte d; fiir die ebene Platte,
den Zylinder und die Kugel als Funktion der rezi-
proken Biotzahl 1/Bi.

reziproke erster Eigenwert 6, fur
Biotzahl
1/Bi die Platte den Zylinder die Kugel
0 1,570796 2,404826 3,141592
0,1 1,428870 2,179497 2,836300
0,2 1,313838 1,989815 2,570431
0,5 1,076874 1,599449 2,028757
0,8 0,930757 1,365882 1,715507
1 0,860334 1,255784 1,570796
2 0,653271 0,940771 1,165561
5 0,432841 0,616975 0,759307
8 0,346354 0,492290 0,604780
10 0,311053 0,441682 0,542280
20 0,221760 0,314262 0,385368
50 0,140952 0,199501 0,244459
80 0,111571 0,157867 0,193407
100 0,099834 0,141245 0,173031
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Bild 4. Temperaturverlauf in der ebenen Platte.
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Bild 5. Temperaturverlauf im Zylinder.

3. Niherungen fiir kleine Werte der Fourierzahl

Fir kleine Werte der Fourierzahl Fo, also auch fiir kleine
Zeiten ¢ nach einer sprunghaften Anderung der Umgebungs-
temperatur, versagt die Berechnung der Temperaturfelder
mit Hilfe der Fourier-Reihen. Auch bei unendlich vielen
Gliedern konvergiert die Reihe fiir Fo — 0 nicht gegen den
Wert eins. Fiir die ebene Platte kann man dann das Tem-
peraturfeld des halbunendlichen Koérpers als Néiherung
benutzen, da fiir kleine Zeiten die thermische Einwirkung
wesentlich auf den Oberflichenbereich beschrinkt bleibt.
Fir den Zylinder und die Kugel ist eine von S. Goldstein
[9; 10] angegebene Niherungslosung der Fouriergleichung
brauchbar, die er mittels einer Reihenentwicklung fiir
kleine Fo-Werte gewann. Diese Ndherungen seien fiir die
Wandtemperatur und den Wirmeverlust der drei einfachen
Korper im folgenden behandelt; insbesondere wird der
Anschlufl an die Losung mittels Fourier-Reihen und an die
Niherung fiir groBe Fo-Werte (erstes Glied der Fourier-
Reihe) untersucht.

Fir die Wandtemperatur &y, lautet die Ndherung voﬁ
S. Goldstein fur die ebene Platte, den Zylinder und die
Kugel
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Bild 6. Temperaturverlauf in der Kugel.

Bild 4 bis 6. Temperaturverlauf im Innern einfacher Korper
fir verschiedene Werte der Biotzahl Bi.
z und r Abstand von der Plattenmitte bzw. radialer Abstand beim
Zylinder und bei der Kugel, X und R halbe Plattendicke bzw. Zylinder-
und Kugelhalbmesser, & (z) und & (r) zu z bzw. zu r gehorige Uber-
temperatur, ¢ Ubertemperatur in der Platten-, der Zylinder- oder
der Kugelmitte

v

27
Be =1

=T+ 5|0 —2AF@ -+ @

In Gl. (9) bedeuten 7 eine kombinierte Kenngrofe n =
Fol/2Bi =« ]/07{/)., die keine Léngenkoordinate enthilt,
T (g) =[1 — G ()] e die Abkiirzung fiir eine hier haufig
vorkommende Funktion mit G () als dem durch die
Gleichung ‘

7
2
G (n) :ﬁfe_?dé
é

definierten GaupBschen Fehlerintegral (in dem & die laufende
Verinderliche bezeichnet) sowie ¢ eine Konstante, die man
aus Tafel 2 entnehmen kann. Fir die ebene Platte mit

= 0 ist Gl (9) identisch mit der Gleichung fiir die Wand-

Tafel 2. Werte der Konstanten
in Gl (9) und (10).

Kérper Konstante | Konstante
} ® ¥
Platbo .. .. ..ooviiniii i 0 1
Zylinder............. ..o, 1/2 2
Kugel......covviiiiviiinnnann. 1 3

temperatur des halbunendlichen Kérpers nach einer sprung-
haften Anderung der Wandtemperatur [7].

Aus dem zeitlichen Verlauf der Wandtemperatur ¢ 148t
sich bei bekanntem Wirmeiibergangskoeffizienten « die in
der Zeit ¢ iibertragene Wirme @ nach der Gleichung

t
o F [y de
2 (10)

berechnen. Hierin bedeuten F die wirmedurchstromte
Fliche, V das Volum des Kérpers, Qe = gcp V & die
Anfangsenthalpie des Korpers (bezogen auf Umgebungs-
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temperatur), ¢ die Dichte und ¢, die spezifische Wirme-
kapazitit des Korpers bei konstantem Druck p, yp = FX/V
fiir die Platte bzw. y = F R/V fiir den Zylinder und die

mit der Abkiirzung
1

— . (18a),
Kugel eine Konstante, die ebenfalls in Tafel 2 aufgefithrt n{m—2)(2— B)+Vr (182)
ist, und 7 = Fo Bi2 = &2 at/4% == %2 eine dimensionslose
Zeit. in der B den Ausdruck
Nach Ausfithrung der Integration in Gl. (10) erhélt man 1
B = (18b)
@ v ( 3¢ 27 i 1 n
Q. = Bi L+ 57 |[F @ —1 +V¥E]_"’¢F°[2F(’7)+1] 1+ 7=+ 3 + ?(VE+3)
(11)
oder, wenn man Gl. (9) fiir #w/9. verwendet, » g
»
Q Y (Vw 27
Q. 1“37(0——1+y;)+ »
4 v
ve — 20 e =
+ Bi2{2F(n) 2+ V= 1 } . (12). S \
S¥
Fr die Randbedingung erster Art (Bi = oo, # =0) I
entsteht der einfache Ausdruck S \
Q 2 @
hd N\
— = —= Fol/2 _. F 13).
(Qc)Bi=°° V= o v ¢ Fo (13) Q2 \
o AN
Daraus berechnet sich fiir die ebene Platte (¢ = 0) 0 ™~
die in der Zeit ¢ ubertragene Wirme gemdf [7] zu w¥2 5 Wiz s w2z 5 wl2 s5mw°2 5 w2 5 w2 5 ¥
HKenngroBe
Q = l_,«,xc F]/ Aep o V? (14). Bild 7. Abhingigkeit der Funktion F (7) gemi Gl (15)
Vﬂ-‘ von der aus der Fourierzahl Fo und der Biotzahl Bi

4. Berechnung der Funktion F (%)

Bei der numerischen Auswertung der in Abschnitt 3
behandelten Néherungen fiir kleine Fourierzahlen spielt
die schon in Gl. (9) verwendete Funktion

F) =[1-—GC@mle”

eine besondere Rolle. Diese Funktion ist fiir groBe 7-Werte
schwer zu berechnen, weil dann die Exponentialfunktion
sehr grofle und der Ausdruck in eckigen Klammern sehr
kleine Werte annehmen. Diese Schwierigkeit 148t sich um-
gehen, wenn man die beiden fiir das Fehlerintegral bekann-
ten Reihenentwicklungen fiir kleines und grofles Argument
gliedweise mit der Exponentialfunktion multipliziert [10;
11]. Dann erhélt man fur < 1 die Reihe

(15)

1]4 776 ,78
= g o

Fm=1+n+5++5r+ .-

2 273 445 897 1617°
"'—V§<"+ 3 7715 T 105 " 9dp +) (16)
und fiir = 3 die Reihe
F __1_ 1 1 3 15 105 945 )

(7])—]/1? 1]—27)3+4175—8177 16179_321711:]:"'
(7).

Fir n < 3, also sowohl im Zwischenbereich von Gl. (16)
und (17) wie im Geltungsbereich von Gl. (16), 148t sich
F (n) aus Tafelwerten fur G () berechnen [11], sofern diese
eine hinreichende Stellenzahl aufweisen.

Fiir den ganzen Bereich 0 > # > oo kann man F ()
auch nach einer Naherungsfunktion berechnen, die durch
Vereinfachen eines im Schrifttum [12] angegebenen Ketten-
bruchs entstanden ist. Diese Nédherungsfunktion lautet

F @)= (18)

1
Vr (n +A4)
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zusammengesetzten KenngroBe = Fol/2 Bi.

bedeutet. Die Funktion F () ist in Bild 7 und in Tafel 3
wiedergegeben. In Tafel 3 wurde die Stellenzahl so be-
messen, dal beim Berechnen der bezogenen Oberflichen-
Ubertemperatur dw/#. und der bezogenen Wirme @/Q. der
Kugel (als dem in diesem Zusammenhang ungiinstigsten
Fall) nach Gl (9) und (11) der absolute Fehler kleiner als
19, bleibt. Fir n = 0,5 findet man einheitlich drei Stellen
angegeben. Trotz der hohen Stellenzahl fiir kleine Werte
von 7 lassen sich aus den Reihen nach Gl. (16) und (17)

Tafel 3. Werte der Funktion F(n) =[1 — G (5)]e".

Ke}}“n- Funktion Kefg;‘ Funktion
groBe gré
F
n (m 7 Fp

1:10-5 0,99998 87163 08 1,0 0,428

1.2 0,379
1-10-4 0,99988 71721 1,4 0,339
2-10-4 0,99977 43642 1,6 0,306
5°10-4 0,99943 60604 1,8 0,279
8-10-4 0,99909 95367 2,0 0,255

2.2 0,236
1-10-3 0,99887 2620 2,4 0,218
2-10-3 0,99774 1724 2,6 0,204
5-10-3 0,99438 30 2,8 0,191
8-10-3 0,99103 66 3,0 0,179

35 0,155
0,01 0,98881 55 4,0 0,137
0,02 0,07782 6 4.5 0,123
0,05 0,94599 0O 5,0 0,111
0,08 0,91576 6,0 0,0928

7,0 0,0798
0,1 0,89646 8,0 0,0700
0,2 0,8090 9,0 0,0623
0,3 0,7346
0,4 0,6708 10 0,0561
0,5 0,616 20 0,0282
0.6 0,568 50 0,0113
0,7 0,526
0,8 0,489 100 0,00546
0,9 0,457

1000 0,00056 4

Forsch. ing.-Wes. 32 (1966) Nr. 1



fiir kleine und grofle n-Werte einfache Ndherungsausdriicke
gemil folgender Aufstellung verwenden:

2
=] - —=

Ve

fir den Bereich 0 < 5 < 10-2,

F (n) 7 + 72

4 3
VE’?

fir den Bereich 10-2 <5 < 101 und

2
F(ﬂ)=1—V—‘;n+n2—-3

1
F = ——
(n) V;n
fiir den Bereich 5,0 < 5 < co.

Bild 8 bis 13 in halblogarithmischer Auftragung iiber-
decken den gesamten praktisch in Betracht kommenden
Bereich dér Kenngrofen. Man erkennt, dafl die Néherungs-
kurven I und III nahezu voéllig ineinander iibergehen, so -
daB nur fiir sehr genaue Rechnungen ein kleiner Bereich
iibrig bleibt, in dem man die exakte Losung mit Fourier-
Reihen (Kurve IT) braucht. In vielen praktischen Anwen-
dungsfillen wird man auf die Kurve II ganz verzichten
konnen. Der dadurch begangene relative Fehler 148t sich
fur alle Biotzahlen aus Tafel 4 entnehmen. In Tafel 4
bedeutet Fo* jene Fourierzahl, bei der man von der Kurve 1
auf die Kurve III tibergehen soll, ohne den angegebenen

Tafel 4. Maximale relative Fehlerbetrige Amax fiir
alle Biotzahlen bei der Fourierzahl Fo* fiir den
Ubergang von Kurve I auf Kurve III.

Dafl die Naherungsgleichungen fiir kleine Fourierzahlen
auch praktische Bedeutung haben, sei an einem Zahlen-
beispiel [7] gezeigt. Eine Betonmauer von 2 X = 0,8m
Dicke kiihle sich nach einer sprunghaften Anderung der
Umgebungstemperatur durch freie Konvektion bei einem

Wirmeiibergangskoeffizienten & = 12,6 W/m?2 grd ab. Ge-
sucht ist die bezogene Ubertemperatur ¢w/9. der Wand-
oberfliche nach ¢ = 1 h. Der Beton'habe eine Wirme-
leitfidhigkeit 4 = 0,7 W/m grd, eine Dichte p = 2000 kg/m3,
eine spezifische Wiarmekapazitit ¢ = 1,13 kJ/kg grd und
eine Temperaturleitfadhigkeit @ = 0,310 - 10-6 m?/s. Damit
ergeben sich die KenngréBlen Bi =« X/4 = 7,2 und
Fo = a#/X2 = 0,00697. In diesem Bereich der Kenngrofen
ist es sehr schwierig, die Oberflichentemperatur mittels
Fourier-Reihen zu berechnen. Dagegen kann man die
Néiherung fir kleine Fourierzahlen heranziehen und Gl. (9)
mit ¢ = 0 anwenden. Mit n = Fol/2 Bi = 0,602 erhilt man
aus Tafel 3 den Wert dy/dc = 0,567. Auf die Bereiche, in
denen sich das eine oder das andere Berechnungsverfahren

bei Fo* bei Fo*
fiir Ow/fe fur Q/Qc
Fourier- auftretender auftretender
Korper zahl °) maximaler maximaler
Fo* relativer relativer
° Fehlerbetrag Fehlerbetrag
A max A max
ebene Platte 0,30 0,5% 0,5 9%
Zylinder 0,14 1,49, 1,49%
Kugel 0,09 1,9% 1,0%

°) Es gelten jeweils die Werte von Fo* sowohl fiir die relative Ober-
flichen-Ubertemperatur &/ als auch fiir die relative Wirme Q/Qc.

relativen Fehlerbetrag Amax zu iiberschreiten. Dies bedeu-
tet also, daB Gl (9) und (11) fir Fo < Fo* bzw. Gl (4)
und (5) fiir Fo > Fo* verwendet werden sollen. Die in
Tafel 4 angegebenen Maximalfehler Amax treten nur in

empfiehlt, sei im folgenden Abschnitt genauer eingegangen. w0 e
: » A3 /
b. Geltungsbereich der Niherungen fiir groBe und kleine 5 ﬁ ’ 7/
Werte der Fourierzahl N I fyiﬂ
Zur praktischen Anwendung der in Abschnitt 2 bis 4 R ¢7
beschriebenen Naherungslosungen muf3 man deren Fehler § / /
gegeniiber der exakten Losung und insbesondere den g 06 I; LI '
Geltungsbereich der Néiherungen im Bereich mittlerer § 5 / / '
Fourierzahlen kennen. Hierzu wurden in Bild 8 bis 13 die £ 4 / //
bezogene Oberflichen - Ubertemperatur #y/#. und die _§ o
bezogene iibertragene Wirme Q/Q. fiir die ebene Platte, I P/// / 17/
den Zylinder und die Kugel als Funktion von Fo und Bi § 03 /
aufgetragen. Dabei bedeuten die Kurven I die Ndherungen B/’=07 / I /
fiir kleine Fourierzahlen nach Gl. (9) bzw. (11), die KurvenII S 42 o % TV § gl
die Losung nach der Methode der Fourier-Reihen mit acht L1 ﬁ{ / 7
Gliedern fiir die ebene Platte und finf Gliedern fiir den o . I 7T
Zylinder und,. die Kugel (auch ,,exakte Losung‘‘ genannt [8]) 0 ] -
sowie die Kurven III die Lésung bei Verwendung nur des w32 sw?2z 5 wlz 5 W2 5 W2 5 W
ersten Glieds der Fourier-Reihen gemi Gl. (4) bzw. (5). Fourigrzah Fo
0 Bild 9. Abhiingigkeit der bezogenen iibertragenen Wirme@/Q.
T~ T Ll on der Fourierzahl Fo bei verschiedenen Werten der Biot-
Q;‘grg - \\\’\ /4 = = d v zahl Bi.
o . . . .
S Bi=10" TN\ ﬁ/—7 Bi=gr B/sqgi
S LI N\ A . . .
§ o Gl /AN 4 Bild 8 und 9. Vergleich nach verschiedenenVerfahren
S N\ berechneter Ergebnisse fir die ebene Platte.
é » T I Niherung fiir kleine Fourierzahlen nach Gl (9) bzw. (11),
S \ II Lésung nach der Methode der Fourier-Reihen mit acht
§ Gd \ Gliedern fiir die ebene Platte (,,exakte Lésung*‘), III Verlauf
& AL |\ fiir das erste Glied der Fourier-Reihen gomi$ Gl.(4) bzw. (5)
© Bi=100~N \ \
3 71
2y A an-NEEE
0 i EM)Y\\ \ Bild 8 (links). Abhéingigkeit der bezogenen Oberfléichen-Uber-
-5 - - Z ——= temperatur &y/#; von der Fourierzahl Fo bei verschiedenen
mrwsia s wéz 5 Wiz 5 7%; Ifieﬁmi/ g) T2 5 w02 5 W2 50 ® Werten der Biotzahl Bi.
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Bild 10 (links). Abhingigkeit der bezogenen Oberfléchen-
Ubertemperatur #/#. von der Fourierzahl Fo bei verschie-

T

denen Werten der Biotzahl Bi fur den Zylinder.
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Bild 10 bis 13. Vergleich nach verschiedenen Ver-

8
/
/

fahren berechneter Ergebnisse fiir den Zylinder
und die Kugel.

2
7

\ I Naherung fir kleine Fourierzahlen nach GL.(9) bzw. (11),

II Lésung nach der Methode der Fourier-Reihen mit fiinf
Gliedern fiir den Zylinder und fir die Kugel (,,exakte

3 8 %
3
SIZe
/!

<]

&
N
|

Losung*‘), ITI Verlauf fiir das erste Glied der Fourier-Reihen
\ gemi Gl. (4) bzw. (5)

bezogene Oberflichen-Ubertemperatur ¥,/

o N 7T\
ReArTAWENG
- " = " - Bild 13 (unten). Abhiingigkeit der bezogenen iibertragenen
w2 5wtz 5wz 5 7[0[3 Z i]/;—o T2 s wt2 s w2 5w Wirme @/Q. von der Fourierzahl Fo bei verschiedenen
ourierzatil £o Werten der Biotzahl Bi fiir die Kugel.
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Bild 11. Abhéngigkeit der bezogenen iibertragenen Wirme @/Q. von
der Fourierzahl Fo bei verschiedenen Werten der Biotzahl Bi fiir den

6. Mehrdimensionale Probleme

Die Losungen fiur den eindimensionalen Tem- -
peraturausgleich lassen sich auch auf zwei- und

dreidimensionale Probleme anwenden [13; 14].

Bedeuten X, Y, Z die halben Dicken ebener Platten,
R den Halbmesser eines Zylinders sowie z, ¥, z die

Abstinde von den Oberflichen halbunendlicher

Zylinder.
0 ‘
i — I — };T [ N
’ Bi=1 8273\ B"=g7>\§<[ Bi-gor
07 N \ X\\\ \ \
"™ ANEEN

Korper, so kann man unter der Bedingung, daf3
die Begrenzungsflichen senkrecht aufeinander

pd
\.N
N

stehen, die in Tafel 5 aufgefuhrten Modelle bilden,

&
A

v LIl

Y
~x

die in Bild 14a bis i perspektivisch wiedergegeben
sind.

\
B/= 70>“\ \\[

-

\
A\

Der Temperaturausgleich im Innern oder auf

LT
A
By

den Oberflichen dieser Modelle 148t sich als Pro-

bezogene Qverfvhen-Uberfemperatur B/

dukt der Einzellosungen berechnen, die man mit
jo einer der kennzeichnenden Lingen gewonnen

hat. Fir jede Oberfliche nimmt die Biotzahlu.U.

93 \
492
' h ) NI\
97 ™ ye 7
A LI \
02 502 5 wI2 5 W22 5 w72 5 ¢ 2 5 1072 5 w2
Fourierzahl Fo

Bild 12. Abhingigkeit der bezogenen Oberflichen-Ubertemperatur
Pw/Pe von der Fourierzahl Fo bei verschiedenen Werten der Biot-
zahl Bi fir die Kugel.

unmittelbarer Umgebung von Fo* auf und erreichen schon
bei kleinen Unterschieden der Fourierzahl gegen diesen
Grenzwert Fo* so kleine Werte (vgl. Bild 8 bis 13), da8
sie im Rahmen der Zeichengenauigkeit nicht mehr auf-
getragen werden kénnen. Die Berechnung von Anheiz- und
Abkiihlvorgéngen wird durch alleiniges Verwenden der
Kurven I und III sehr erleichtert, da sich diese Kurven
durch einfache, mathematisch leicht zu handhabende Aus-
driicke erfassen lassen.

16

einen anderen Wert an; sie muf3 jedoch auf den
beiden gegeniiberliegenden Oberflichen einer
ebenen Platte die gleichen Werte haben. Die Um-
gebungstemperatur muf} iiberall gleich sein. Ist eine Ober-
flache einer ebenen Platte wirmeisoliert, so hat man in Fo
und Bi die ganze Plattendicke als kennzeichnende Linge
einzusetzen.

Als erstes Beispiel werde die Temperatur der Ecke eines
groBen, rechtwinklig begrenzten Korpers aus Chrommnickel-
stahl zur Zeit £ = 1 h = 3600 s nach der sprunghaften
Anderung der Umgebungstemperatur berechnet. Die Stoff-
gréBen betragen A = 14,5 W/m grd und a = 3,85 - 10-6 m?/s.
Auf der zur z-Achse senkrechten Oberfliche herrsche der
Wiirmeiibergangskoeffizient xz= 15,0 W/m2 grd; fir die
beiden anderen Oberflichen moégen die Koeffizienten
oy = 20,0 W/m2 grd und «; = 25,0 W/m?2 grd gelten. Da

Forsch. Ing.-Wes. 32 (1966) Nr. 1



Tafel 5. Modelle zur mehrdimensionalen Wirme-

leitung,
Bild- 11":3;2522&2‘? Modell
TUMMEr | Bjlq 144 bis i

148 X, Y rechteckiger Stab

14b X, R Zylinder endlicher Léinge

14c z, B Ende eines langen Zylinders

14d X,z Ende einer Platte

1l4e x, Y rechtwinklige Kante eines groBen
Korpers

14f X, Y, Z Quader

14¢ X, Y,z Ende eines rechteckigen Stabs

14h X,z,9 rechtwinklige Ecke einer Platte

141 x, Y, 2 rechtwinklige Ecke eines groBen
Korpers

F1697.14 a-i ]

Bild 14a bis i. Modelle zur mehrdimensionalen Wirme-
leitung.

#, y und z rechtwinklig kartesische Koordinaten senkrecht zu Kérper-
ob'erfli.ichen, X, Y und Z halbe Dicken (bzw. halbe Kantenldngen),
R Zylinderhalbmesser; sonstige Erlauterungen iiber a) bis i) in Tafel 5

bei dem als groB vorausgesetzten Koérper vom Binflu der
iibrigen Begrenzungen abgesehen werden kann, ist fiir alle
drei Richtungen die Lésung fiir die Wandtemperatur des
halbunendlichen Koérpers nach Gl. (9) mit ¢ = 0 heran-
zuziehen. Die Argumente 7 und die aus Bild 7 oder Tafel 3
abgelesenen Funktionswerte F fiir die drei eindimensionalen
Fille lauten

Nz = &z Yat/d = 0,122, ¥ (5,) = 0,877,
Ny = oy Vatfd = 0,162, T (ny) = 0,842,
7z = oz YatfA = 0,203, F (5;) = 0,807 .
Daraus erhiallt man fur die ijertemperatur 9g der Ecke

Buffe = F (n2) F () F (n;) = 0,595 .
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Bei iiberall gleichen Wirmetibergangskoeffizienten ist die
relative Ubertemperatur einer rechtwinkligen Kante gleich
F2 (5) und die einer rechtwinkligen Ecke gleich F3 ().

Das zweite Bsispiel betrifft die Ubertemperaturen in der
Mitte und auf den Oberflichen eines Zylinders mit dem
Durchmesser 2 B = 0,6 m und der Hohe 2 X = 0,5 m aus
Chromnickelstahl (mit den StoffgréBen des ersten Beispiels)
zur Zeit ¢ = 1,6 h = 5400 s nach der sprunghaften Ande-
rung der Umgebungstemperatur., Auf den Stirnfldchen
herrsche der Wirmetibergangskoeffizient « x = 40 W/m2grd ;
fur die Seitenflidche gelte der Wirmeiibergangskoeffizient
ap = 60 W/m?2 grd. Mit diesen Werten werden folgende
KenngroBen gebildet:

Fox = at/X2 = 0,333, Bixy = axx X/A = 0,690,

Fogr = at/R? = 0,231, Big = xr B/ = 1,242.
Die KenngréBen liegen in einem Bereich, in dem das erste
Glied der Fourier-Reihe verwendet werden kann. Man
erhilt aus Gl. (3) und (4) firr die bezogenen Ubertempera-
turen 9, und 9y in der Mitte und auf der Oberfliche einer
ebenen Platte von der Dicke 2 X (zuséitzlicher Index X)

Fmx/[Bc = 0,905, Gyx/dc = 0,665

sowie fiir die entsprechenden Ubertemperaturen des Zylin-
ders mit dem Halbmesser R (zuséitzlicher Index R)

Smp/dc = 0,812, Byr/de = 0,476.

Aus diesen vier bezogenen Ubertemperaturen lassen sich
durch Produktbildung fiir den Zylinder endlicher Linge in
der Mitte die bezogene Ubertemperatur

01 = dmx Omr/Ps = 0,735,

im Mittelpunkt der Stirnfliche die bezogene Ubertempe-
ratur

O3 = Pwx Fma/0F — 0,540,
an der Randlinie die bezogene Ubertemperatur
O3 = Py x Pwr/F¢ = 0,316

sowie in der Mitte der Zylindermantelfliche die bezogene
Ubertemperatur

04 = I x Fwr/9: = 0,430

berechnen. Ferner gilt auch fir die Produktlésung, daB die
Temperaturprofile an den Oberflichen auf auBerhalb des
Korpers gelegene Richtpunkte weisen, deren Abstéinde sx
und si von der Oberflédche senkrecht zur z-Achse bzw. von
der Zylindermantelfliche durch die Gleichungen

sy = Aox = X/Bix = 0,363 m
und
sgr = Mar = B/Bigp = 0,242 m

gegeben sind. Mit Hilfe dieser Richtpunktabstinde gelingt
es, die drei Temperaturprofile mit meist hinreichender
Genauigkeit zu zeichnen, wie es Bild 15 veranschaulicht.

Es sei erwdhnt, daB die Produktlésungen auch fiir jeden
beliebigen Punkt im Innern eines Korpers gelten und sslbst-
verstidndlich nicht auf/ die Ndherungslésungen beschrinkt
sind, die hier bei den Anwendungsbeispielen benutzt
wurden. :

Aus dem Temperaturverlauf in mehrdimensionalen
Korpern 168t sich auch die iibertragene Wirme @ berech-
nen. Bezeichnet . die Anfangsenthalpie eines Korpers
endlicher Abmessungen vom Volum ¥V, so gilt fiir jeden
Zeitpunkt

Q 1i s
(X:1—7f§;d17 . (19).
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bezogene Ubertemperatur B/4}.
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FT6975 bezogene Uberiemperatur /8,

Bild 15. Temperaturprofile fiir den Zylinder endlicher
Lénge als zweites Beispiel eines mehrdimensionalon
Problems.

R und X Halbmesser bzw. halbe Héhe des Zylinders, I Zylinder-
stirnfliche, sr und sx Richtpunktabstinde der Skalen-Nullpunkte
von der Mantel- und der Stirnflicho des Zylinders, a Verlauf der
bezogenen Stirnflichen-Ubertemperatur, b nnd e Verlauf der bozoge-
nen Achs- bzw. Manteltemporatur des Zylinders, @, bis @4 im Text
erlduterte ausgezeichnete Werte der bezogenen Ubertemperatur #/9.

Dio bezogeno Ubertemperatur #/8. gehoreht der Produkt-
l6sung. Fiir den dreidimensionalen Kérper endlicher Ab-
messung, den Quader, gilt also

F BBy D

B0 (=0
wenn &, 9y, #; die Ubertemperaturen bei eindimensionaler
Wirmeiibertragung in z-, y- und 2-Richtung bedeuten.
Da diese Ubertemperaturen nur von einor Koordinate ab-
héngen, kann man Gl. (19) mit Gl. (20) auch in der Form

Y

Q X V4
1 [ 8 [19,, ff)z
I I R ¥ ekl
Q. Vfacd"‘, 3.3 | 542
-Z

s -y

(21)

schreiben. Das Volurn des Quaders betriagt V = 2X 2Y 2Z.
Ferner gilt fiir ein Teilintegral von Gl. (21) die Beziehung

X

1 Bz Qx

2—‘\;‘[0—0(]1:1—@ (22),
-X

wenn @Qx die bei eindimensionalem Wirmestrom allein in
z-Richtung tibertragene Wirme bedeutet. Da fiir die beiden
anderen Richtungen sntsprechende Ausdriicke mit @y und
Qz als der in y- bzw. z-Richtung iibertragenen Wirme
gelten, erhilt man aus Gl. (21) fir die iibertragene Wirme
des Quaders

R

Qe ‘ Qe Qe Qc )
Bezeichnen im allgemeinen Fall @, @2, Q3 die bei ein-
dimensionalem Wéirmestrom in drei verschiedenen Rich-

tungen iibertragenen Wirmen, so ergibt sich fiir Kérper
endlicher Abmessungen die Beziehung

o= (=gl - @)

(23).

(24).
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Die Bedeutung von @i, @2, @3 und Q. geht aus Tafel 6

hervor.

Tafel 6. Bedeutung der GréBen in Gl. (24) fiir die
Wirmeubertragung in mohrdimensionalen

Koérpern.
in Gl. (24) in Gl (24)
einzusetzende einzusetzender

uibertragene Ausdruck fir
Modell Wirme die Anfangs. Bemerkung
an Stelle von enthalpie
Q| Q | Qs Qe
Quader Qx ! Qyr 1 Q2 | 2X2Y 2Zc¢d¥. | X, Y, 2
gegeben
Zylinder end- | Qg 0 @x | tR22X cB. R, X gegeben

licher Linge

rechteckiger | Qx | @y 0 2X2Y2Zc¢d:| X,Y gegeben,
Stab zZ belicbig

Als Beispiel sei der Zylinder endlicher Lénge aus Chrom-
nickelstahl betrachtet (vgl. Bild 15). Mit den hiorfir vor-
stehend bereits berechneten KenngroB8on erhélt man

Qr/Qc = 0,363 und Qx/Q. = 0,175.
Damit ergibt sich nach Gl. (24)

g1 (1 - (e - ) = o5
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