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1 Introduction ct r6sultats 

1.I Le th6or~me principal 

Le probleme du prolongement de fonctions holomorphes avec contr61e de crois- 
sance, d'une sous-vari6t6 d'une vari6t6 complexe, fi cette vari6t6 tout enti6re, 
a donn6 lieu depuis une dizaine d'ann6es fi un certain nombre de travaux dont 
la plupart des r6sultats semblent pouvoir ~tre 6tendus tr6s naturellement aux 
cas off ce sont des sections holomorphes de fibr6s hermitiens, poss6dant 6ventuel- 
lement certaines propri6t6s de positivit6, que l 'on cherche fi prolonger. Nous 
donnons ici, en particulier, une g6nbralisation en codimension quelconque d'un 
th6or6me dfi, dans un cas tr6s particulier, fl Ohsawa et Takegoshi [O-T], g6n6ra- 
lisation qui peut ~tre 6nonc6e de la faqon suivante: 

Th6or6me 1 Soient X une varidt6 de Stein de dimension n, E un fibr6 de rang 
d sur X ,  s une section holomorphe de E gdn6riquement transverse fi la section 
nulle, et 

Y= {xeX, s(x) = O, A~ ds(x)  , 0}. 

Soit ~z: P ( E ) ~  X le f ibrd en espaces projectifs des droites du f ibr6 E: s ddfinit 
d la fois une section de ]P(E) au-dessus de X \ s - l ( O ) ,  et une section, que l'on 
notera a, de l'image rdciproque sur X \ s - ~ ( O )  du fibr6 en droites tautologique 
o~,(- 1) sur ~(e) .  

On suppose CE.(--1) muni d'une m6trique hermitienne, et X d'une (1, l)- forme 
positive fermde ~2 telle que 

~z*f2>ic(CE,(-- 1)) sur IP(E). 

Soit ators L un fibr6 en droites hermitien sur X tel qu'il existe un r6el s tr iae-  
ment positif  ~ pour lequeI 

1 
7z* ic(L) >= ~z* s + ic(CE.( -- 1)). 
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Supposons de plus E muni d'une m&rique hermitienne telIe que Is]<Kla], o~t K 
est un rOel strictement positif, et munissons L |  (det E)-  ~ de [a mOtrique hermitienne 
associke. 

Alors pour toute fonction ~ plurisousharmonique sur X ,  tout rOel strictement 
positif  fl et route section holomorphe g sur Y de Kv | L |  (det E)-  ~ telte que 

iln-d~2 I - :~S e :~g,g} < + ~ ,  
Y 

il existe une section holomorphe G sur X de K x |  telle que G]y=g A (Ands), 
et  

e-r  G} 
i"z ~ x 1~12a 2(l +l~r]2)t+e<=Mi{"-a? ~e-~{g,g},  

Y 

of* M est une constante numkrique ne dOpendant que de d, r fl et to. 

Remarque 1 Etant donn6 un fibr6 holomorphe hermitien E sur une vari6t6 de 
Stein X, il existe toujours une (1, 1)-forme positive fermhe Q sur X telle que 
sur IP(E), 

7t* Q > ic(CE.(--1)), 

condition bien stir de supposer que la m6trique hermitienne consid6r6e sur 
CE . ( -1 )  admette une courbure n6gative sur les fibres de ~, ce que l 'on peut 
toujours faire. En effet, sous cette condition, soit ch une fonction strictement 
plurisousharmonique exhaustive sur X, et Z une fonction convexe croissante 
sur ~,+. Alors ~2=id'd"(Zo~) convient si 7, est suffisamment croissante. Plus 
pr6cis6ment, si X,=q~ 1([-0, nD, X ~ + l \ X ,  est compact  par hypoth6se, donc 
il existe des r6els m,, n e N ,  tels que 

i c (OE . ( - l ) )<=m.~* id 'd" (  p sur X . + I L X . ,  

et comme id' d"()~o(a)=i(z"oqS) d' ~ A d" (a + i(z 'o~) d' d" (a >=i(z'oga) d' d" (a, il suffit 
de supposer que pour tout entier n, x'(n)>=m., ce qui est toujours possible. 

De  la meme far 6tant donn6e une section g sur Y de K v | 1 7 4  (detE)-1,  
on peut  munir L d'une m6trique dont la courbure v6rifie l 'hypoth~se de l'6nonc6 
prac6dent, et pour  laquelle g soit int6grable sur Y relativement au poids e ~. 

Remarque 2 Le r6sultat pr6c6dent s'etend directement au cas des formes diff6ren- 
tidies D"-ferm6es de bidegr6 (0, q): si X est munie d'une metrique k/ihl6rienne 
co, on obtient les estimations L 2 suivantes, qui ne sont cependant plus intrinse- 
ques : 

e-~lGl2dVx ~ . 
e-r  dVy ,  

off dVx et d V  v d6signent les 616ments de volume k/ihl6riens de X et Y. On obtien- 
drait ainsi des r6sultats d'extension pour les q-formes D"-ferm6es en degr6 q > 0 
quelconque. 

On a not6 {, } l 'accouplement sesquilin6aire naturellement d6fini sur les for- 
rues ~ valeurs dans un fibr6 en droites hermitien 5r et ~i valeurs dans les formes 
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scalaires, de la faqon suivante:  soit U un ouver t  de trivialisation de 5 ~ et 2 
une section de 50 ne s ' annulant  pas  sur U; si # et f sent  des formes fi valeurs 
dans S ,  qui sur U s 'ecrivent 

6 = ~ r |  et f = t |  

alors {& "~}lu = 1212~ A f. 
Rappe lons  6galement  que la connexion de Chern  D de L~' est l 'unique conne-  

xion den t  la part ie de type (0, 1) s'identifie sur toute trivialisation h o l o m o r p h e  
de 50 ",i l 'opera teur  d", et hermit ienne,  c'est-fi-dire telle que pour  toutes formes 

et f fi valeurs dans  50, 

d{ff, ?} = {De,  ?} + ( -  1)a~gn {if, Dr}. 

1.2 Cas d'une variOtO projective 

Soit N Y le fibre n o r m a l / t  Y, que definit la suite exacte 

0 ---, T Y ~  TXIy ~ N Y - ~  0, 

et considerons  la suite exacte duale tensorisee par  E 

O ~  N Y *  @ EIr-+ T* X | EIr-*  T* Y |  EIr ~ O .  

La differentielle ds est une section de T* X |  qui, s e tant  nulle sur Y, s'identifie 
en fait 5, une section de N Y * |  la supposer  de rang d implique qu'elle 
definisse un i somorph i sme  des fibres N Y  et E[y. De  plus, Adds appara l t  c o m m e  
une section h o l o m o r p h e  sur Y du fibre en droites ( d e t E ) |  
= K x | K r ~ |  E. Si g est une section h o l o m o r p h e  sur Y d 'un fibre en droites 
hermit ien L, et s i s  est pa r t ou t  t ransverse  /t la section nulle, il existe donc  une 
unique section h o l o m o r p h e  ~ sur Ydu fibre Ky | L |  K x i | (det E ) -  1 telle que 
g = ~ , |  

En util isant la propr ie t6  classique du complementa i re  d 'un diviseur ample  
d 'une variet6 projective, d 'etre une variete de Stein, on peut  ainsi obtenir ,  pour  
une variet6 projective, la surjectivit6 des morph i smes  de restriction des sections 
d 'un fibre en droites fi une sous-varidte definie par  une section d 'un fibre holo- 
m o r p h e  pa r tou t  t ransverse  /t la section nulle, sous des hypotheses  de courbure  
que nous  affaiblirons en une hypothese  purement  algdbrique:  

Corollaire 1 Soient X une variOtO projective, E un fibrO holomorphe de rang d 
sur X ,  s une section holomorphe de E partout transverse gtla section nuIle, et 
Y= s -  1 (0). Soit n: IP(E) ~ X le f ibre des droites de E, (5e, ( - 1 ) le f ibr~ en droites 
tautologique sur IP(E), et [c)E,(d ) la d-iOme puissance tensorielle de son dual. 

Alors si L e s t  un f ibre  en droites holomorphe sur X tel que n * ( L |  K*)  | (gE, (d) 
soit ample sur ~(E),  le morphisme de restriction Hq(X,  L)--+ Hq(Y, L) est surjecti f  
pour tout entier q > O. 

Preuve. Suposons  X et L munis  de metr iques  hermitiennes,  et munissons  (_ge,(d) 
d 'une met r ique  telle que p o u r  la met r ique  associae, n* (L |  K * ) |  (9E,(d) admet te  
une courbure  s t r ic tement  positive. 
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Soit X '  le compl6mentaire dans X d'un diviseur ample: s i t  est une section 
holomorphe sur X du fibre en droites ample associ6 fi ce diviseur, - log lt] 
est une fonction strictement plurisousharmonique exhaustive sur X',  qui est 
donc une vari6t6 de Stein. 

Soft H est un fibr6 en droites ample sur X, muni d'une m6trique hermitienne 
de courbure strictement positive: l 'hypoth6se faite sur r implique que la 
courbure de (ge,(-1) est n6gative sur les fibres de n, donc qu'il existe un entier 
positif k tel que 

* (kic (H)) >= i c ((-gw, ( - 1)). 

Comme rr* ic(L|  K*)+ ic((5~,(d)) est strictement positive sur IP(E), qui est com- 
pact, il existe un r6el ~ > 0 tel que 

1 
~Tt* ic(L|  K]) > ocrt*(kic(H)) + ic(CE, ( -  i)). 

On peut donc appliquer sur X'  le th6or6me 1, et toute (0, q)-forme D"-ferm6e 
sur Y ~ X '  fi valeurs dans L se prolonge /t X', avec estimations U.  Enfin, le 
prolongement obtenu 6tant D"-ferm6 et localement L 2 en dehors d'un sous 
ensemble analytique de X, en l 'occurence X - X ' ,  se prolonge lui m~me en une 
forme D"-ferm6e sur X tout enti6re [Del ,  lemme 6.9]. 

Remarque 3 Lorsque E est nef (au sens off le fibr6 en droites CE(1 ) sur P(E*) 
est num6riquement effectif), on peut 6galement, pour  q > 0, d6montrer la surjecti- 
vit6 du morphisme Hq(X, L) -~ Hq(Y, L) au moyen du complexe de Koszul associ6 

0--* AdE* ~ ... ~ E* ~(gx--,i,(gy--,O, 

off i est l'injection de Y dans X. Si l 'on note $1, ..., Sd- ,  les faisceaux noyaux 
des morphismes de ce complexe tensorise par L, celui-ci se r6duit aux suites 
exactes courtes 

0--*SL ~ ( g x |  Cr | L--* 0, 

O--~S~+I--*AiE*@L--~S~---+O, l<_i<_d-2, 

0-~ AdE* | L ~  Aa-l E * | L", 'S,-1 -*0. 

I1 suffit, pour  6tablir la surjectivit6 du morphisme de restriction Hq(X, L) 
~Hq(Y,L),  de v6rifier que Hq+I(X, S1)=O. Mais l 'hypoth+se selon laquelle 
~*( / -~  Kx*) | (SE,(d) est ample sur ]P(E) implique que s = L |  K* | (det E)-  ' 
est lui-m~me ample sur X. Si E e s tne f ,  une 16g6re variante d 'un th6or6me 
de Le Potier [LP] donne 

Hk(x ,  AiE. | L)=H, ,k(X,  A n. 1E | 5( ' )=0 

si k > i. II s'ensuit que H k (X, Si) = H k + 1 (X, Si + 1) si k > i, donc, par  une r6currence 
imm6diate, que H q+ ' (X, $1) = 0  si q>0 .  

Cependant,  la surjectivit6 du morphisme de restriction en degr6 z6ro ne 
semble pas pouvoir  atre d6montr6e de cette mani6re; notons que le r~sultat 
de Le Potier est optimal:  si X est l 'espace projectif d 'un espace vectoriel complexe 
V de dimension n +  1, E le fibr~ quotient sur X, de rang d=n, alors E est 
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nef puisque quotient d'un fibr6 trivial, son fibr6 d6terminant est ample, et l'on 
peut v6rifier que 

H"' "-  k (X,/X k E | (det E) k) = (det ~k + 0. 

Le groupe H ~ (X, $1) peut donc a priori ne pas s'annuler, le corollaire prec6dent 
impliquant cependantque l'image par l 'homomorphisme cobord de H~ L) dans 
ce groupe est nulle. 

Le th6or~me qui pr6c6de sera d6montr~ en trois temps: on 6tablit d 'abord 
pour les sections d'un fibr6 hermitien sur une vari6te k/ihl6rienne des estimations 
proches de celles qui permettent d'obtenir des th6or6mes d'existence de prolonge- 
merits L2; on munit ensuit les ensembles de sous-niveaux de X relatifs fi une 
fonction exhaustive strictement plurisousharmonique donn6e, de metriques kS_hl- 
6riennes compl6tes; on montre enfin que les hypoth6ses faites sur les fibr6s 
impliqu6s permettent, sur ces ensembles de sous-niveau, de ramener les estima- 
tions pr6c6dentes /~ celles qui impliquent effectivement l'existence de prolonge- 
merits. 

2 Preuve du th6or~me principal 

2.1 Une estimation g~nkrale 

L'object de ce paragraphe est de donner une version ad6quate, pour un fibr6 
hermitien, des estim~es de Donnetly, Fefferman et Xavier [D-F, D-X], telles 
qu'elles ont 6t6 utilis6es par Ohsawa et Takegoshi I-O-T]: les m6thodes de ces 
derniers auteurs se transposent ici directement. 

Lemme 1 Soit F un fibrO en droites hermitien sur une variOt~ X munie d'une 
m~trique kdhlkrienne, soit ffg~ C ~ (X, JR); on munit l'espace des formes fi support 
compact C~'q(X, F) du produit hermitien 

= e - *  {u,  �9 
X 

ofi*est I'opkrateur de Hodge relatif d la mktrique consid~r~e sur X. On suppose 
donn~es sur X des fonctions rI~C~(X, IR +*) et 7~C~ IR) telles que 

Vx~X ,  7(x)>=max(ld"tl(x)l,~(x)). 

Alors VuEC~'q(x, F), 

tt 2 2(ll~,ull~ + II~D"ull~)>=(~ [ic(F)+ id'd"q~, A] u, u)~) 

- ( [ id 'd"q ,  ,4] u, u)~-I1u11~, 

off 6'~ est l'adjoint formel de D" pour le produit hermitien d~fini ci-dessus. 

Preuve. Si l'on multiplie la m6trique de F par e -'~, le fibr6 hermitien F~ obtenu 
admet pour courbure 

=ic(F~)+ id'd" dp, 
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ce qui permet de se ramener au cas off qS=0. Soient alors (5' et (5" les adjoints 
formels des op6rateurs d' et d" pour le produit hermitien (,)o d6fini sur les 
formes fi valeurs dans F. Les op6rateurs de Laplace-Beltrami 

A"=D"(5"+6"D", 
A'=D'IS' +(5'D', 

sont li6s par la relation de Bochner-Kodaira-Nakano 

(1) A " - A ' =  [ic(F), A]. 

On effectue alors les transformations suivantes: 

(2) D"rl6"+b"~D" = [D", q] b "+  q [D", (5"3 + [#' ,  r/] D" 

=(d"~l) b"+qA'--(d"q)*D", 
(3) D'tl(5'+b'~D' =[D',  q] 6' + r/[D', 6'] + [(5', r/] D', 

=(d'q) (5' + qA'-(d'tl)* D'. 

En soustrayant ces 6galit6s, et en tenant compte de l'identit6 (1), on obtient 

(4) D" tl (5" + 6"qO"- D' tl6'-(5'qD' 
=q[ic(F), A~ +(d" q) b" +(d' q)* D'-(d" q)* D"-(d'q) 8'. 

De plus, l'identit6 de Jacobi permet d'ecrire 

ED", [d'q, A~] - [d'~, EA, D"]] + EA, [D', d't/~ ] =0, (5) 

c'est-fi-dire 

(6) - [-D". i d " , ) * ]  - -  - [ i  d' d".1. A ]  + [6' .  d' ~3. 

Si u~C"~'qX, F), (d'tl) u=0,  et (6) implique que 

(7) ((d'q) 6'u, u)={[id'd"q, d] u, u)-(D"u, (d"q) u)-(u, (d"q) cY'u). 

Appliquons fi pr6sent l'identite (4) /l la forme u, en remarquant par exemple 
que 

(D"n (5"u, u)= 11~ ~ cS"uIJ 2, 

et que D'u=O pour des raisons de dimension: il vient 

(8) ]lq~c~"u]12+I[q~D"~tllz-t]~l~O'u]lZ=(q[ic(F),A]u,u)+((d"q)(5"u,u) 
- ( D ' u .  (d" n) u) - ( id ' , )  (5' u. u). 

donc d'aprhs (7), 

(9) Ilrl~ 6"ulJ2+[ltl~ O"ul[2>(q[ic(F),A]u,u)-([id'd"GA]u,u) 
+ ((d" q) 6" u, u) + (u, (d" q) 6" u). 

De plus il est clair que la somme des deux derniers termes de l'inOgalit6 qui 
pr6c6de, fi savoir 2Rei(d"q) 6"u,u), est en valeur absolue major6e par 
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21l{d"~/)O"ull x ]lul ~ l l (d ' q )  a 'u l l2+l lu l l  2. Si ~' majore  ~ la fois ~ et Id"~h on 
d6duit donc  f inalement de (9) l 'es t imat ion 

(10) (r I [ic(F), A] u, u)--( [id' d" tl, A] u, u) 

< ~/~ 6"u112 + I !~  D"u l l2+  II(d"~/)6"ull2 + Ilull 2 

<2(1176"u112+ IlyO"ull2)+ Ilull 2, 

ce qui n 'est  autre  que l'in6galit6 annonc6e. 

2.2 Un prolongeme~t C ~ 

La varidte X 6tant de Stein, il existe une fonction q5 rdguli6re, exhaustive,  stricte- 
ment  p lu r i sousharmonique  sur X telle que ]es ensembles  de sous-niveaux 

x,,={xcx,~(x)<c}, 

soient re la t ivement  compac t s  dans X. R e m a r q u o n s  de plus, c o m m e  Ohsawa  
et Takegoshi ,  que l 'on peut  supposer  que Y=s  ~(0), au t rement  dit que Ands 
ne s 'annule  pas sur Y, quitte ~ se placer dans le compldmenta i re  d 'une hypersur-  
face H contenan t  le lieu des zdros de Ands, et fi effectuer ensuite un p ro longement  

t ravers  H c o m m e  an corollaire 1, ce que les es t imat ions  L 2 permet ten t  de 
faire. 

Soit 7:: IP(E)--.X le fibr6 en espaces projectifs des droites du fibre E. La 
section s d6finit au dessus de X \ Y  une section de ce fibr6, dont  l ' image X 
a p o u r  adh6rence X u a - l ( Y ) ,  ainsi qu 'une  section de la restriction ",i 2; du 
fibr6 en droites tau to logique  C'~.(-1).  On notera  6 cette restriction, de sorte 
que si y~Z, 

•(y) =(y ,  so~(y) )e6E. ( -  1)y, 

et l 'on no te ra  a = s * 6  son image r6ciproque sur X \ Y  
Soit alors Z une fonct ion d6croissante de classe C ~'~ de IR + d a n s  lit, telle 

que Z = I  sur [0, �89 Z = 0  sur [1, + oo[, et 111<3. La vari6t6 X 6tant de Stein, 
la section gA(Aeds)  de K x |  sur Y admet  un p ro longemen t  h o l o m o r p h e  G 
fi X tout  entiere, et l 'on  posera  

G~=Z(~: ~1< =) GeC,,~:o(X\Y,L), 
v~D" G~ =8-2Z'(E-21612) {6, Da} A G eCL( 1 ( X \  Y~ L), 

off l 'on a not6 D l a  connexion de Chern  associ6e sur X \  Y fl la m6tr ique hermi- 
tienne donn6e sur ( ;E.(-1) .  

2.3 Une m4trique kiihl&ienne complOte sur X,, \  Y 

Pour  atre en mesure  d'util iser la th6orie de Hodge  L 2, nous aurons  besoin  de 
disposer  sur X c \ Y  d 'une m6tr ique kfihl6rienne compl6te,  qui sera donn6e par  
une expression de la forme 

c%,~=id 'd" [ -6  l o g ( c -  q~) + 7p(loglal2) + 13 log(1 + terlZ)] +/JQ,  
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oti 6 et 7 sont des r6els str ictement positifs, et p une fonct ion de classe C ~ 
convexe et croissante sur 1R. 

Lemme 2 Si =*f2<ic(6~. ( -1))  sur IP(E), on peut choisir la fonction p de telle 
sorte que Iorsque 0 < 7 < 6, coa,,e dOfinisse une mdtrique kiihlerienne complOte sur 
X~\  Y,, avec 

(11) I{o o, ~} I~,~ _-< fi- ~ Iol (1 + I~l~). 

Preuve. 

�9 a)a. ~ d~finit une m~trique kgihlkrienne 

En effet, la connexion de Chern D de s*CE. ( -1 )  6tant hermitienne, l 'identit6 
de Schwarz 

i{~, ~}{~,~}__>i{o~, ~} ^ {~, oo} 

implique la minora t ion  

(12) i d ' d " log ( l+ la l z )=( l+[a l z ) - l i ( {Da ,  Da} - { i s*c ( (Pe . ( -1 ) )a ,  rr}) 

- ( l  +l~rlZ)-zi{Oa, a} ^ {o-, Do} 

>_-I~l-Z(1 + Iol2)-Zi{Da, o-} A {a, Dry} 

- ( 1  + I<=) -1 {is* c ( r  i)) o, o}, 

de sorte que l'inSgalit6 7z* f2 <ic((9E. ( -  1)) implique que sur X \  y 

(13) O+ id'd" log(1 + I<Z)_-> 0. 

Si/~ = logla] 2, on aura  de plus, p 6tant suppos6e convexe, 

(14) id'd"(po#)=(p'o#)id'd"#+(p"op)id'l~Ad"#>->_(p'ot*)id'd"#. 

D'apr6s l '6quation de Lelong-Poincar6,  

id 'd"#+is*c{CE. ( -1) )=O sur X \ Y ;  

05 &ant  str ictement plur isousharmonique,  et Xc relat ivement compac t  dans X, 
il existe donc  un r6el mc>0  tel que i d 'd"#> -mcid'd"dp sur Xc\Y. Mais alors, 
si Co est la valeur minimale de 05 sur X, 

(15) id'd" l o g ( c -  05)_-> i ( c - co ) -  1 id' d" (9, 

et d'apr6s (13), (14) et (15), 

(16) coa, y > [6(C-Co)- a -Tmc  Ilp'l] 0o] id'd"05. 

Si 0 < 7 < 6 ,  il suffit donc, 05 6rant str ictement p lur isousharmonique,  que soit 
v6rifi6e l'in6galit6 II p'll oo < m~- 1 ( c -  c0)- t = M [  * pour  que e%, r d6finisse une 
m6trique k~ihl6rienne sur X~\  Y (12) implique alors que 

(17) o)~, r > flto 1-2(1 + 1<2)2 g{O o, 0} ^ {,r, Do}, 

d'oti res t imat ion  (11). 
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�9 c%. ~ d6finit une m6trique complete  

Dans les condit ions pr6c6dentes, (13) et (14) impliquent que 

c%,~__> 3(c--  ~5)- 2 id' c~ A d" ~ + 7(p"op) id'# A d"# 

>=bid'(c-qb) -1 Ad"(c-dp)  -1 + 5~id'(zo#)/xd"(zot~), 

t 

off z ( t )=  ~ p ~  du. Comme (c-~b) -1 tend vers l'infini h la fronti6re de X~, 
0 

c%,~ est compl6te au voisinage de cette fronti6re. Pour  qu'elle le soit 6galement 
le long de y il suffit que z o# tende vers l'infini le long de Y, c'est-~t-dire que 

0 

I V'p"I ) d = + 
- o o  

On pourra ,  par  exemple, poser 

1 1 p(u)=~. . (u-  oglul) si u - < - 1 .  
Jlvi~ 

2.4 Fonctions auxiliaires 

Int roduisons  ~ prhsent une fonct ion convexe croissante 2~ C ~ (~), telle que 

2(t)={O si t ~ O  
- 1 s i  t > 2 ,  

et )/'<32. Si /~ est un r6el str ictement positif, on definit une fonct ion 
q ~ C ~ ( X \ Y ,  R +*) en posant  

r/g (x) = p~ + )4 - l o g ( l a  (x)] 2 + ~2)). 

D'apr6s les hypoth6ses faites sur 2, on a q~(x)=#~ si [a(x)] > 1, et comme 

(18) d"q~ = - ) . ' ( -  log(]~r[ 2 + g2))(]o]2 + eft)-1 {a, Do}, 

l'in6galit6 (11)implique que 

(19) ([a[2 +g2)[ d,,r/~la, < fi-~)~,(_log(lal2 +e2)) 

I< ' l  " ( l<2~e2) ; t  +1al2)<2/?-~.  

De plus, r/~ < #~ + 1 si lalZ+e2>e -z, alors que si IcrlZ+eZ<e -z,  

(20) ([~rl2+~=)rh< max z ( P , - l ~  �9 
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Si l 'on d6finit la fonction 7~eC~ IR) par 

(21) y~= max [(/~ + i) ~, 0~(Ic51 z + e2)-~], 

avec 0~=max(2/? ~, e-~(~u,: + 1)~), les in+galit6s (19) et (20) impliquent que 

(22) ~,~ > max (]d" r/~[~, ~, ~/~ ), 

ce qui permettra d'utiliser le lemme 1. I1 sera de plus utile de remarquer  que 

I~->,~l = [ I~l 2 , I~-I 2 1 
l + l o l a = m a x l l + l a l  2 t /~+ 1), 10..[2 {_F2 l+l~rl ~ 

est major8 par 0;: = max(O 2, #~, + 1)= max(4/~-~, ~ +  1). 

2.5 Conclusion 

Soit { ~ C ~ (X, IR) une fonction plurisousharmonique,  et posons 

~bo, = ff +logla[2a--6 log(c-4)+Tp(logl~rlz)+fl  log(1 + Io]2). 

Cette fonction ~bo, ~ est de classe C a sur X c \  Y,, et 

(23) id'd"g)e,~=oo~,7+id'd"~+id'd" log[crlza-/~Q. 

Le lemme 2 et l'in6galite (22) permettent d 'appliquer le lemme 1 au fibr6 hermi- 
tien F = L  sur la vari6t6 X c \ Y  munie de la m6trique k/ihl6rienne coa, ~, pour 
les fonctions ck=~bo,~, 7=7~ et q=q~: pour toute forme fi support compact  
ueC~, l (Xc\Y,L) ,  

2(l~'~D"ul' 2 " ~ 0 " .  , 

-([id'd"rl~, A~, 7] u, u)0~.~- I[u:l~ ,, 

donc en vertu de (23), et du fair que sur les formes de bidegr6 (n, 1), [c%./, 
A~. y] = Id, 

(24) 2(I[oA D"ull~.+ I[7'~ cS" 4,~., ull~.,) > ((r/~-- 1) u, u)e~. ~ - ( [ i d ' d "  rl~, A~, ~] u, u)4,~ . ' 
+([,~(ic(L)+ i d ' d ' ~ - f l f 2 + i d ' d "  logl~lZd), A~,~] u, u )~  ~. 

Commen9ons  par estJmer le second terme du membre de droite de cette in6galit6. 
E n  appliquant  l 'op6rateur id' fi l'identit6 ( 1 8 ) ,  et en posant  z = [al z + ez,  on obtient 
l 'expression 

id'd" q~= [ 2 ' ( - l o g  ~) + 2 " ( - l o g  z)] z~i{Dcz, ~r) A {cr, Do} 

-- 2 ' ( - l o g  z) z -x i ( {Da,  O~} + {a, s*c(CE,(-- l)) a} ), 

ce dont  l'identit+ de Schwarz i{Da, o} A {a, D a }  <(~:--e  2) i{Da, Do} permet de 
d6duire, 2 6tant croissante, que 

id'd"~l~<: r -2 [ - -  e,- 2(r-- e,2)- ~ )~'(-- log z) + 2"( - - log  z)] i{Dr c,} A {a, Da} 

+ z-  12 '(-- log "c){is* c(CE.(-- 1)) a, a}. 
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Les propridtds de la fonction 2 vont  nous permettre  d'estimer chacun des termes 
du membre  de droite de cette in6galit6. Tou t  d 'abord ,  comme 0_-<2'<1, et 
~z*~>ic(6~:,(- 1)), on  a 

(25) r - '  } / ( - l o g  r) {is*c(C~:,(- 1)) ~r, rr} < Q .  

D'autre  part, 2 " ( - l o g  z) 6tant majorde par 2 ~, et nulle si z >__ 1 o u  z__< e 2, l'in6ga- 
lit6 (17) implique 

(26) z 2) ."(- logr) i{Da,  a}/x{a, Da}<) / ' ( - - logr )r - i ( r -+:  2) 
.(1 + z  - -  t;2)2/~ - 1 (oa, }' 

8e r 
< [~-  1 0.)3, 7 . 
= 3 

De la m~me fa~on, comme R ' ( - l o g  z )=  i si z<=e 2, et 0 _ < s  

(27) [1 - ) . ' ( - l o g  r ) ]  e 2 v - 2 ( r  g2)-li{Do, or} m {~, Da} 

< [ 1 - - 2 ' ( - - l o g r ) ] e  2 1+  fi-lco~,~ 

~ g 2 ( 1  q- e2)2 f l -  1r },. 

Si l 'on suppose 

les in6galit6s (25), (26) et (27) permet tent  de d6duire de (24) que 

217~D,,u]12 + ,, 2 ++~ I1~,+ a++,~ ul[++ y 
_-__([-c 2 Io-I-2 ilo-I 2 + ~  i{D~r, a}/~ {o, Da}, Aa.~. 3 u, u)ee+.~ 

+([~h(ic(L)- f lO- ids*  c((Pv,,(- 1)))--t2, A~. 'el u, u)e+. ,. 

Mais par hypoth6se, ic (L)-  fir2 - ids* c(Cv,(- 1)) > ( d ~ -  fl) s et f2 est positive, 
de sorte que si l 'on suppose d~>f i ,  ce que l 'on a loisir de faire, et/z~(dc~-fl)>= 1, 
le dernier  terme du membre  de droi te  de l'in6galit6 pr6c6dente est positif. Dans 
ces conditions,  on obtient  pour  route forme u e C~.I(X~\ Y, L) la minora t ion  

* {~ r t  ii 2 "l 
(28) 2(il~'~ D'ull~+ + 117~ c,++ull,o.) 

> ( D  = I < -  2(1< ~ +r.=) -z  i{OtT, tr} /x {or, Dc;}, A+..e] u, u),~... 

Rappelons  que si (~a, --., r est une base locale de T*(X~\Y),  or thonormee  
relat ivement "a c%.~, si U=~Uk(~I /X. . . /X~, )^ (k  est une forrne de type (n, 1), 

k 
et O=i~Oj~A~_ i, oil OjelR, une (1, 1)-forme r6elle et diagonale relativement 

J 
fi (~t . . . . .  ~.), on a 

(I-0, A+, d u, u)= Y A  lud ~. 
k 
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I1 est facile d'en deduire, en utilisant l'in6galite de Schwarz et l'expression de 
v~, que pour toute forme u e C ~ ( X c \  Y,L), 

I �9  512 

X ,  ~ s u p p z ' @  z l a ] 2 )  

.(~-4 [cr[-2 Z'(e,-2 [a[ 2) i{Da, a} A {~r, Da}, Aa, v] u, u)~,.,, 

off dV~.~ est l'61ement de volume riemmannien sur X c \ Y  associ6 fi la m&rique 
coo, v. Comme sur le support de Z'(~-2[a[2), on a ([~r[2+e?)<2e 2, l'in6galit6 (29) 
implique alors que 

1~ e-*~'-'{v~, *u}lZ<C(c,e,&,~)(llT~D"ull~..~+lT.b'~..,ull~.), 
X~\Y 

avec, puisqu'on a suppos6 Z'< 3, 

C(c,~,6,7)=72~ -2 f e-e~"la[21GlJ, edV~.v. 
Xcc~suppz ' ( e  210"12 ) 

Remarquons que l'expression I G[ 2, ~ d V~, ~ est ind6pendante de la m6trique utilis6e 
sur Xc\Y:  on pourra donc la remplacer par 1'expression [GI2dV associbe a une 
m6trique hermitienne fix6e sur X, restreinte en l'occurence & X~\ Y 

�9 Estimation de C[c, e, 6, ~) 

Pour estimer la constante C(c, ~,, &, y), il sera commode d'utiliser l'existence 
d'une r&raction holomorphe r d'un voisinage tubulaire U de Y, sur Y (cf. par 
exemple [ De l l ) .  On peut alors supposer que e est suffisamment petit pour  
que, si l'on note A~ le disque ferm6 des nombres complexes de module inf6rieur 
~l e, l 'on ait 

(29) Io"1-1 (A~) c~ X c ~ r --1 ( Yc~ Xc + 1). 

Munissons E d'une metfique hermitienne telle que /sl__<xlal, avec 
> 0: L |  (det E ) - t  est alors muni d'une m6trique hermitienne, et l'on peut suppo- 
sere suffisamment petit pour que, si yeX~ c~ supp Z'(e-21~_12), l'on air 

(30) e -:~y) [G(y)[ z =< e-~(~(r))lAdds(r(y))lZ(Ig(r(y))I2 + ~%), 

off c% est un reel strictement positif donn6. Le th6or6me de Fubini implique 
alors, en vertu de (30) et (31), que 

C(c,e.,6, y)<72(l+o(e))e -2 ~ e-~~176 
u162247 1 

�9 - ~ [x}c~ s u p p  Z ' ( e  - 2 l t r l2 )  

off dVr et dV~-,(x) sont les 616ments de volume induits sur Yet  sur les fibres 
de r, puisque sur X,, au voisinage de Y, leur produit s'identifie ~t e pr6s fi l'616ment 
dVx. 
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S i c  et e sont fix&, on peut supposer  6 et ? suffisamment petits pour  que 
sur X~ c~ supp )(@- 2 icrl2), 

e a log(c - 4)) + 7p(log I~12) < 2. 

De plus, l 'hypoth6se Isl < ~clal implique que 

I~(x) = ~ [olz-2alAadsorladE ,(~) 
r -  l (x)  ~ supp  Z ' ( a -  21al 2) 

/ c2a -  2 ~ I s I2-2d[Aads~  '(x)" 
r -  ~(x}c~ I~ I ~ ( z ~ )  

Or [A a d s o r[2 s'identifie/t e p r& ou j acobien de la t ransformat ion des coordonn6es  
transverses sur les fibres de r, en celles donn6es par les composantes  de s sur 
ces fibres (qui const i tuent  bien un syst6me de coordonn6es  au voisinage de 
y, clans la mesure off s est suppos6e transverse sur Y). Par cons6quent,  si e 
est assez petit, 

I~(x)<=2K 2a-2 ~ [zl2-2adV(z)=2tC2al.t(d)e2, 
zer a, [zl <~E 

zeCd, I zl _--< 1 
[z 12 -2,~ d V(z) .  Si ~c est suppos6 assez petit pour  que 

c~ I d Vy < 2-~, 

on obt ient  donc  finalement, pour  e < e.(c) et 0 < 7 < 6 < 6 (c, ~) suffisamment petits, 

C(c,~,6,7)<C(c)=144~:a#(d)[i("-e'~ ~ e-~{g,g}+2-~], 
Y n X c +  I 

et l 'on a d6montr6 que pour  toute forme ueC2~(X~\Y, L), 

I ~ e-*~'~{v~,*u}12<C(c)(ll','~ D'u  2 . 2 
X~\Y 

�9 Existence d'un prolongement 

I1 existe donc  une forme w~LZ,,o(X~\ Y, L, 4ao.~), d'apr~s les th6or6mes usuels 
de p ro longement  L 2, telle que D" (7, w)=  v,, ~,~ C~o (Xc \  Y, Lt, et 

i ~ ~ ~-*~.-,{w,w}=<cr 
X~\Y 

Rappelons  brihvement l ' a rgument :  D" et 6g~,~ sont des operateurs  non b o r n &  
fermes sur L2,.I(Xr L, (%,~), ~ domaine  dense, et toute  forme u e D o m  s  ~6,V 

peut s'6crire u = u ~ + u2, avec u ~ ~ Ker  D", u2 ~ (Ker D") -L = Im 6~.~ c Ker  6g , . .  On  
a donc,  comme v ~ K e r  D", 

= =. " " u l G . .  i ( v ~ , u ) ~ . l  2 iKv~,u&~.12~C(c)ly~G~. Ulll2 =C(c)N~,G~ 2 
/ t  / i  / t  La forme lineaire ~ .  u ~  6~.~ D o m  6~,~ (u, v~)~.~ est donc  continue,  

et peut  d'aprhs le thhorhme de H a h n - B a n a c h  se pro longer  en une forme linhaire 
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cont inue de m a m e  no rme  sur L2.. o(X~\  Y, L, Ca, r): le thbor~me de repr6sentat ion 
de Riesz impl ique en cons6quence l 'existence d 'une forme we Lz., o (X~\  Y, L, 4~a, ~) 
telle que IIw e~,. < C(c ) ,=  et 

c'est-/l-dire, 7~ 6rant r6elle, D"(?~ w)=  G. 
On peu t  de plus supposer  que 7~o)E(KerD")  x, ce qui implique, A" btant  

elliptique, que 7, coeC,~o(X~\Y,L): c'est alors la solut ion de norme minimale  
de l '6quat ion pr6c6dente. 

Si l 'on fait tendre 6 et 7 vers z6ro, on peut  extraire des formes w obtenues  
c o m m e  pr6c6demment  une sous-suite faiblement  convergente ,  d 'o~  l 'existence 
d 'une forme 7~ w~,~e C~o(Xc\ Y, L) telle que D" (y~ w~,,) = v~, et 

{Wc,~, Wc,~} 
i ~ ~ e -~l~r12a(l~_~)~<-_144(l+o(e))~dt~(d)[i(€ ~ e - r  "]. 

Xc',Y Y'r~Xc 

La diff6rence G~-~'~ w~, ~ est donc  une (0, l ) -forme D ' - fe rm6e  sur X,.\ Y et locale- 
ment  L 2 au voisinage de y donc  se pro longe  en une forme D"-ferm~e G~,, sur 
X~ [De 1, l emme 6.9] fi valeurs darts Kx | L. De plus, c o m m e  lal- :d n 'est  pas  
localement  integrable sur y la convergence  de l ' int6grale de gauche de l'in6galit6 
prec6dente implique que w~,~ se pro longe  pa r  z&o sur Y~ X~, donc  que 

Enfin, 

G~.~lr~x =g A(Aads). 

xc I al2a ~_~ <2i~2 ~ _r {G,,G,} 

xo 1 + I~rl 2 I~rl2a(1 + Icrl2)~] ' 

off, c o m m e  on l 'a mon t r6  plus haut ,  

1~7~12 
1 + I< 2 ~ 0Z, 

avec 0 ; = m a x ( 4 f 1 - 1 , / ~ +  1). 
Reste fi faire tendre c vers + o% et fi extraire  des G~.~ une sous-suite faiblement  

convergente  pou r  ob ten i r  l 'existence d 'une  forme GeH~ Kx|  telle que 
GIr=g A(Aeds), et 

i n2 ; e -~ 
x 

a} I {g, g}, 
Io-I =a-  2(1 + 1~12) 1 +~ = Y 

off M = 2 8 8  ~cag(d)0'o ne d6pend que de d, a, fl et •. 

Remarque 4 Si l 'on consid6re une forme g sur Y de bidegr6 (n, q) avec q > 0 ,  
la seule modif ica t ion  fi appo r t e r  fi ce qui pr6c6de provient  du  fait que sur les 
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formes de type (n, q+  1), [ooa.~, Aa.~3 = ( q + l ) I d :  il faut donc simplement sup- 
poser que 

1 [~83-~ ~.2(1 e2) 2] g > q + l +  + ~_ fl--1 

Notons 6galement que la rdgularite des formes 7, w obtenues comme precedem- 
ment ne peut se deduire, comme on aurait pu l e  faire pour q = 0, de l'ellipticit6 
de D", mais que c'est bien l'ellipticite de l'operateur A" qui permet de conclure. 

3 Prolongement des sections d'un fibr6 hermitien 

Plut6t que de se donner une matrique sur le fibre en droites tautologique (gw,(- 1) 
sur IP(E), dont la courbure verifie relativement /t celle du fibre en droites L 
des hypotheses qui sont, comme le fait apparaRre le corollaire 1, essentiellement 
algebriques, on peut se contenter d'unc metrique sur lc fibre E lui-mame, avec 
des conditions de positivit6 au sens de Griffiths, a priori moins commodes. 
On peut par exemple demontrer, preseque exactement comme le theoreme 1, 
mais en utilisant s fi la place de a, le resultat suivant: 

Theor~me 2 Soient X une vari~t~ de Stein de dimension n, E un fibrO hermitien 
de rang d sur X ,  s une section hoIomorphe de E gknOriquement transverse d la 
section nulle, et 

Y =  { x e X ,  s (x )=0 ,  Ad ds(x):# O}. 

Soit 0 une (1, 1)-lbrme positive ferrule sur X telle que 

f2 | Ide _-> ~ i c (E), 

et L un fibrO en droites hermitien sur X tel qu'il existe un rOeI strictement positif 
ct pour lequel 

ic (L)>=~f2- id 'd"  log[sl 2d. 

Alors pour toute fonction ?= plurisousharmonique sur X,  tout r&l strictement positif 
fl el toute section holomorphe g sur Y de Kr | L |  (det E)-  1 telle que 

i{. dt2 j" e-~{g,g}< +oc,  
Y 

il existe une section holomorphe G sur X de K s |  L, relic que G[~=g t, (Adds), 
et 

e < 
i"2x~ is12, 2 ( l+ l s t2 ) '+e=M Se-~{g,g} , 

oit M est une constante num~rique ne d~pendant que de d, c~ et [3. 

Rappelons qu'un fibre hermitien E est dit semi-positif au sens de Griffiths, 
E > G 0, si la courbure de sa connexion de Chern definit sur les tenseurs decom- 
posables de chaque fibre de T X |  une forme hermitienne positive: si 
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(q ,  ..., ea) est un rep&e o r t h o n o r m e  local de E sur un ouver t  f2 de X muni  
de coordonn~es  (z~ . . . .  , z,), ce tenseur de courbure  peut s'bcrire 

c(E) = ~cjk;.u dz~ A d~k | e* | eu, 

avec ?jk~, = ckj~; la forme hermitienne associ6e n'est autre que 

Or = ~ cj~au(dzi @ e*) | (dz, | e*). 

Remarque 5 On pour ra  prendre f2 = 0  si E est semi-nggatif au sons de Griffiths, 
et f 2 = i c ( d e t  E), en vertu de l'in6galit6 de Schwarz, si E est semi-positif. Dans  
los deux cas, on pout ainsi se ramener  fi des condit ions por tan t  uniquement  
sur les courbures  des fibr6s hermitien E et L: en effet, il est facile de v6rifier 
que sur X \ s -  ~ (0), 

{ic(E) s, s} 
id'd"loglslae> - d  isl2 , 

de sorte que, d 'une part, id'd" loglsl 2a est localement minoree sur X et, d 'aut re  
part, la condi t ion du th6or6rne r~sulte de l'in6galit6 

ic(L) | I d e >  a af2 | I d E +  dic(E). 
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