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1 Introduction et résultats
1.1 Le théoréme principal

Le probleme du prolongement de fonctions holomorphes avec contrdle de crois-
sance, d’une sous-vari€té d’une variété complexe, a cette variété tout entiére,
a donné lieu depuis une dizaine d’années a un certain nombre de travaux dont
la plupart des résultats semblent pouvoir étre étendus trés naturellement aux
cas ou ce sont des sections holomorphes de fibrés hermitiens, possédant éventuel-
lement certaines propriétés de positivité, que I'on cherche a prolonger. Nous
donnons ici, en particulier, une généralisation en codimension quelconque d’un
théoréme dii, dans un cas trés particulier, & Ohsawa et Takegoshi [O-T], généra-
lisation qui peut étre énoncée de la fagon suivante:

Théoréme 1 Soient X une variété de Stein de dimension n, E un fibré de rang
d sur X, s une section holomorphe de E génériquement transverse a la section
nulle, et

Y={xeX, s(x)=0, Nds(x)+0}.

Soit n: P(E)— X le fibré en espaces projectifs des droites du fibré E: s définit
a la fois une section de P(E) au-dessus de X\s~'(0), et une section, que I'on
notera o, de I'image réciproque sur X\s (0} du fibré en droites tautologique
Op(— 1) sur PP(E).

On suppose Og.(— 1) muni d’une métrique hermitienne, et X d’une (1, 1)-forme
positive fermée Q telle que

7*QZic(Op(—1)) sur P(E).
Soit alors L un fibré en droites hermitien sur X tel qu’il existe un réel stricte-

ment positif o pour lequel

%n*ic(L)gcxn*Q+ic(@ (= 1)),
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Supposons de plus E muni d’'une méirique hermitienne telle que |s|<x|a|, on k
est un réel strictement positif, et munissons L® (det E) ™' de la métrique hermitienne
associée.

Alors pour toute fonction & plurisousharmonique sur X, tout réel strictement
positif B et toute section holomorphe g sur Y de Ky ® L® (det E)™ ! telle que

i7" femH g g} <+,
Y

il existe une section holomorphe G sur X de Ky® L, telle que G|y,=g A (Nds),
et

n2 eré{G G} n—d)2 _
n ? <Mir—d 4
! ){ o2 21+ o) F = l }!e 1e.g}.

ot M est une constante numérique ne dépendant que de d, o, f} et k.

Remarque I Etant donné un fibré holomorphe hermitien E sur une variété de
Stein X, il existe toujours une (1, I)-forme positive fermée Q sur X telle que
sur IP(E),

¥ Q>ic(Cp(—1)),

a condition bien sir de supposer que la métrique hermitienne considérée sur
Op.(— 1) admette une courbure négative sur les fibres de n, ce que 'on peut
toujours faire. En effet, sous cette condition, soit ¢ une fonction strictement
plurisousharmonique exhaustive sur X, et y une fonction convexe croissante
sur R*. Alors Q=id'd"(y-¢) convient si y est suffisamment croissante. Plus
précisément, si X,=¢ '([0,n[), X,.,\X, est compact par hypothése, donc
il existe des réels m,, neN, tels que

ic(Cp(—D)=m,n*id'd" ¢  sur X, \X,,

etcomme id d'(yop)=i(}" P d dAd’ d+i(y od)d' d’ d=i(y p)d d" ¢, il suffit
de supposer que pour tout entier n, y'(n)=m,, ce qui est toujours possible.

De la méme fagon, étant donnée une section g sur Y de Ky ® L® (detE)~" !,
on peut munir L d’une métrique dont la courbure vérifie I'hypothése de I’énoncé
précédent, et pour laquelle g soit intégrable sur Y relativement au poids e .

Remarque 2 Le résultat précédent s’étend directement au cas des formes différen-
tielles D"-fermées de bidegré (0, ¢): si X est munie d'une métrique kihlérienne
w, on obtient les estimations I? suivantes, qui ne sont cependant plus intrinsé-
ques:

e SG2dVy

1‘! IO_IZd—Z(l +'G,[2)1+ﬁ

éM je_:lgldeY’
Y

ou dVy et dVy désignent les ¢léments de volume kihlériens de X et Y. On obtien-
drait ainsi des résultats d’extension pour les g-formes D"-fermées en degré ¢=0
quelconque.

On a noté {, } I'accouplement sesquilinéaire naturellement défini sur les for-
mes a valeurs dans un fibré en droites hermitien %, et a valeurs dans les formes



Un théoréme de prolongement de sections 109

scalaires, de la fagon suivante: soit U un ouvert de trivialisation de %, et 4
une section de % ne sannulant pas sur U; si 6 et 7 sont des formes a valeurs
dans %, qui sur U s’écrivent

=0®/7 et T=1®A4,

alors {G, T}y=1A%0 AT

Rappelons également que la connexion de Chern D de ¢ est 'unique conne-
xion dont la partie de type (0, 1) s’identifie sur toute trivialisation holomorphe
de .# a l'opérateur d”, et hermitienne, c’est-a-dire telle que pour toutes formes
G et T a valeurs dans &,

d{6,%) = (D& T} +(— 1) {5 D7),

1.2 Cas d’une variété projective
Soit NY le fibré normal a ¥, que définit la suite exacte
0-TY->TX|y,>NY-0,
et considérons la suite exacte duale tensorisée par £
0 NY*QE;>T*XQE|;,->T*Y®E|;, 0.

La différentielle d s est une section de T* X ® E}y qui, s étant nulle sur Y] s’identifie
en fait a une section de NY*® Ely: la supposer de rang d implique qu’elle
définisse un isomorphisme des fibrés NY et Ely. De plus, A'ds apparait comme
une section holomorphe sur ¥ du fibré en droites (det E)®{det NY)™!
=K, ® K, ' ®@det E. Si g est une section holomorphe sur Y d'un fibré en droites
hermitien L, et si s est partout transverse a la section nulle, il existe donc une
unique section holomorphe g sur Ydu fibré K, ® L® Ky ' ® (det E)™! telle que
g=F® Nds.

En utilisant la propriété classique du complémentaire d’un diviseur ample
d’une variété projective, d’étre une variété de Stein, on peut ainsi obtenir, pour
une variété projective, la surjectivité des morphismes de restriction des sections
d'un fibré en droites a une sous-variété définie par une section d’un fibré holo-
morphe partout transverse a la section nulle, sous des hypothéses de courbure
que nous affaiblirons en une hypothése purement algébrique:

Corollaire 1 Soient X une variété projective, E un fibré holomorphe de rang d
sur X, s une section holomorphe de E partout transverse a la section nulle, et
Y=s5"1(0). Soit n: P(E)— X le fibré des droites de E, Cp( —1) le fibré en droites
tautologique sur IP(E), et Op.(d) la d-iéme puissance tensorielle de son dual.

Alors si L est un fibre en droites holomorphe sur X tel que n* (L& K¥) ® Op.(d)
soit ample sur P(E), le morphisme de restriction H(X, L) — HY(Y, L) est surjectif
pour tout entier g =0.

Preuve. Suposons X et L munis de métriques hermitiennes, et munissons Op.(d)
d’une métrique telle que pour la métrique associée, * (L® K§) ® Op.(d) admette
une courbure strictement positive.
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Soit X' le complémentaire dans X d’un diviseur ample: si ¢t est une section
holomorphe sur X du fibré¢ en droites ample associé a ce diviseur, — logl|t|
est une fonction strictement plurisousharmonique exhaustive sur X', qui est
donc une variété de Stein.

Soit H est un fibré en droites ample sur X, muni d’une métrique hermitienne
de courbure strictement positive: 'hypothése faite sur @p.(d) implique que la
courbure de O (—1) est négative sur les fibres de n, donc qu’il existe un entier
positif k tel que

n* (kic (H)) = i ¢(Oge( — 1)).

Comme n*ic(L® K¥)+ic(Ug(d)) est strictement positive sur IP(E), qui est com-
pact, il existe un reel 2> 0 tel que

%n* ie(L® K%)= an*(kic(H) +ic(Cp(— 1)).

On peut donc appliquer sur X' le théoréeme 1, et toute (0, g)-forme D”-fermée
sur YA X' & valeurs dans L se prolonge a X', avec estimations I2. Enfin, le
prolongement obtenu étant D”-fermé et localement I? en dehors d’un sous
ensemble analytique de X, en 'occurence X — X', se prolonge lui méme en une
forme D"-fermée sur X tout entiére [Del, lemme 6.9].

Remarque 3 Lorsque E est nef (au sens ou le fibré en droites €p(1) sur IP(E*)
est numériquement effectif), on peut également, pour ¢ >0, démontrer la surjecti-
vité du morphisme HY(X, L) - HY(Y, L) au moyen du complexe de Koszul associé
as:

0> NE*> . > E* >0y —i, 0,0,

ou i est l'injection de Y dans X. Si 'on note S, ..., S, les faisceaux noyaux
des morphismes de ce complexe tensoris¢ par L, celui-ci se réduit aux suites
exactes courtes

0585 -20;®L-i, 6, R®L-0,
08, > NE*®L->S5;,-0, 1=Zi<d-2,

O0->NE*QL->N'E*®L-S, ;0.

Il suffit, pour établir la surjectivit¢é du morphisme de restriction H?(X, L)
- H(Y L), de vérifier que H?*'(X, S,)=0. Mais I'hypothése selon laquelle
n*(L® K¥) ® O (d) est ample sur IP(E) implique que ¥ =L® KX ®(det E)™!
est lui-méme ample sur X. Si E est nef, une légére variante d’un théoréme
de Le Potier [LP] donne

HYX, NE*®@L)=H"*(X, N 'E® £)=0

si k>i. Il sensuit que H*(X, S;)=H**'(X, S, ) si k>1i, donc, par une récurrence
immédiate, que H?*1(X, $,)=05i ¢>0.

Cependant, la surjectivité du morphisme de restriction en degré zéro ne
semble pas pouvoir étre démontrée de cette maniére; notons que le résultat
de Le Potier est optimal: si X est I'espace projectif d’un espace vectoriel complexe
V de dimension n+1, E le fibré quotient sur X, de rang d=n, alors E est
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nef puisque quotient d’un fibré trivial, son fibré déterminant est ample, et 'on
peut vérifier que

H™""%(X, N'E ® (det E))=(det W +0.

Le groupe H'(X, S,) peut donc a priori ne pas s’annuler, le corollaire précédent
impliquant cependantque 'image par 'lhomomorphisme cobord de H°(Y, L) dans
ce groupe est nulle.

Le théoréme qui précéde sera démontré en trois temps: on établit d’abord
pour les sections d’un fibré hermitien sur une variéte kdhlérienne des estimations
proches de celles qui permettent d’obtenir des théorémes d’existence de prolonge-
ments [?; on munit ensuit les ensembles de sous-niveaux de X relatifs 4 une
fonction exhaustive strictement plurisousharmonique donnée, de metriques kahl-
ériennes complétes; on montre enfin que les hypothéses faites sur les fibrés
impliqués permettent, sur ces ensembles de sous-niveau, de ramener les estima-
tions précédentes a celles qui impliquent effectivement I'existence de prolonge-
ments.

2 Preuve du théoréme principal
2.1 Une estimation générale

L’object de ce paragraphe est de donner une version adéquate, pour un fibré
hermitien, des estimées de Donnelly, Fefferman et Xavier [D-F, D-X], telles
qu’elles ont été utilisées par Ohsawa et Takegoshi [O-T]: les méthodes de ces
derniers auteurs se transposent ici directement.

Lemme 1 Soit F un fibré en droites hermitien sur une variété X munie d’une
métrique kdhlérienne, soit pe C*(X, R); on munit l'espace des formes a support
compact C%(X, F) du produit hermitien
(u,0),= [ e™?{u, xv},

X
ouxest l'opérateur de Hodge relatif a la métrique considérée sur X. On suppose
données sur X des fonctions ne C*(X, R**) et ye C°(X, R) telles que

VYxeX, y(x)Zmax(d"n(x),n*(x).

Alors VueCr4(X, F),

2(llydgulig+lyD"uld) = lic(F)+id'd’ ¢, AJu, u)y
_([id/d”n’ A] u, u)d)— ”uui’
ou Oy est l'adjoint formel de D" pour le produit hermitien défini ci-dessus.

Preuve. Si 'on multiplie la métrique de F par e %, le fibré hermitien F, obtenu
admet pour courbure

—ic(F,)+id d" ¢,
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ce qui permet de se ramener au cas ou ¢ =0. Soient alors ¢’ et ¢’ les adjoints
formels des opérateurs d' et d" pour le produit hermitien (,), défini sur les
formes a valeurs dans F. Les opérateurs de Laplace-Beltrami

A//:DN o‘// +5N D”,
A'=D"¢+d'D,

sont liés par la relation de Bochner-Kodaira-Nakano
(1) 4" —A' =lic(F), A].

On effectue alors les transformations suivantes:

(2) D”}’]é”‘*‘é”ﬂl)” :[D//, ’7] 6//_+_ ?”[D”, 5/!] + [5”, T]:I D"
:(d”n) (5“+7]A”—(d”f7)* Drr7
3) D'nd'+&'nqD' =[D,n]1d"+n[D,o]+[d,n]D,

=(d'n) & +nA" —(d'n)*D'.
En soustrayant ces égalités, et en tenant compte de I'identité (1), on obtient

(4) Dl/n511+6//’7D7’_D!’/Iél_a‘l”D/
=nlic(F). A1 +(d"n) 8" +(d'n* D' —(d"n)* D" —(d'n) &'

De plus, I'identité de Jacobi permet d’écrire
(3) (D", [d'n, A1 —L[d'n, [4, D"] ]+ [4,[D",d'n]]=0,

c’est-a-dire

(6) —[D", (@' n*]= —[id'd"n, AT+[5",d'n].
SiueCriX, F), (d'n)u=0, et (6) implique que
) ({(d'n) o' u,u)=([id'd"n, AT u, u)— (D" u,{d" n)u)—(u,(d"n) 5" u).

Appliquons a présent I'identité (4) a la forme u, en remarquant par exemple
que
(D"78" u,u)=|n* 6" ul?,

et que D'u=0 pour des raisons de dimension: il vient

®) It o ul®+ln? D7 ul? —liyg? &'ull>=(nLic(F), AT u,u)+(d" 1) 6" u, u)
—(D"u, (d"m)w)—((d'n) 0" u, u),

donc d’apres (7),

©) In® 0" ull® +lIn? D" ul > z([ic(F), ATu, y—([id'd"n, A u, u)
+((d" 1) 0" u, )+ (u, (d" 1) 6" u).

De plus il est clair que la somme des deux derniers termes de l'inégalité qui
précéde, a savoir 2Re((d’n) 6"u,u), est en valeur absolue majorée par
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21 d’ n) " ull x |ul <|(d"n) & ul|?+|ul? Si y majore a la fois #* et |d"#|, on
déduit donc finalement de (9) 'estimation

(10) (”[IC(F)s A] u, “)_([id’d”ns A] u, U)
< 028" ull?+ It D ull?+ (@ n) 87wl * + [lul?
S2(Iv " ul 2+ |y D ul?) + ull,

ce qui n’est autre que I'inégalité annoncée.

2.2 Un prolongement C*

La variéte X étant de Stein, il existe une fonction ¢ réguliére, exhaustive, stricte-
ment plurisousharmonique sur X telle que les ensembles de sous-niveaux

X.={xeX, ¢p(x)<c},

soient relativement compacts dans X. Remarquons de plus, comme Ohsawa
et Takegoshi, que I'on peut supposer que Y=s'(0), autrement dit que Ads
ne s’annule pas sur ¥, quitte a se placer dans le complémentaire d’une hypersur-
face H contenant le lieu des zéros de A?ds, et a effectuer ensuite un prolongement
a travers H comme au corollaire 1, ce que les estimations I* permettent de
faire.

Soit n: P(E)— X le fibré en espaces projectifs des droites du fibré E. La
section s définit au dessus de X\ Y une section de ce fibré, dont I'image X
a pour adhérence X ua”'(Y), ainsi qu'une section de la restriction a X du

fibré en droites tautologique ¢n.(—1). On notera é cette restriction, de sorte
que si ye2,
G(y) =, sem(P)eCp (1),

et I'on notera o =s* 4 son image réciproque sur X\ ¥

Soit alors y une fonction décroissante de classe C* de R* dans IR, telle
que y=1 sur [0, 4], y=0sur [1, + o[, et |¢'|<3. La variété X étant de Stein,
la section g A{A*ds) de Ky® L sur Y admet un prolongement holomorphe G
a X tout entiére, et 'on posera

G,=z(e *lo1?) GeClo(X\ Y L),
v, D" G, =e"? (e *|0?) {0, Do} AGeCy (X\X L),

ou I'on a noté D la connexion de Chern associée sur X\ Y a la métrique hermi-
tienne donnée sur Cp.(—1).

2.3 Une métrique kdhlérienne compléte sur X \Y

Pour étre en mesure d’utiliser la théorie de Hodge I, nous aurons besoin de
disposer sur X \'Y d’'une métrique kihlérienne compléte, qui sera donnée par
une expression de la forme

W, y=id'd"[—0 log(c—¢)+7 p(log|al*)+  log(1 +|o]*) ]+ B,
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ou J et y sont des réels strictement positifs, et p une fonction de classe C®
convexe et croissante sur IR.

Lemme 2 Si a* Q< ic(Op(— 1)) sur IP(E), on peut choisir la fonction p de telle
sorte que lorsque 0<y <0, w, , définisse une métrique kihlerienne compléte sur
X \Y avec

(11) {Da, o}l5,,< B *lo|(1 +]al?).

Preuve.
® w; ., définit une métrique kihlérienne

En effet, la connexion de Chern D de s*Cp(— 1) étant hermitienne, Pidentité
de Schwarz
i{o,06}{Dao,Do}2i{Do,c} A{o, Do}

implique la minoration

(12)  id'd log(1+o/)=(1+]o2) " ti({Da, Do} ~ {is*c(Op(—1) 0, 0})
—(1+|0|>)"%i{Da,c} A {a, Do}
2lo| " 2(1+|6/) " %i{Dao,0} A{o,Dc}
—(1+]a]?)” His*c(COp(— 1) 0,0},

de sorte que I'inégalité n* Q <ic(Cp(— 1)) implique que sur X\ Y
(13) Q+id d’ log(1+1g]*)=0.
Si u=log|a|?, on aura de plus, p étant supposée convexe,
(14) id'd" (pop)=(p' op)id'd" pu+(p"op)id und’ pz(p'op)id'd" p.
D’aprés ’équation de Lelong-Poincare,
idd' u+is*c(Og(—1)=0 sur X\Y,

¢ étant strictement plurisousharmonique, et X, relativement compact dans X,
il existe donc un réel m.>0 tel que id'd’"pu= —m. id' d’ ¢ sur X \ Y Mais alors,
si ¢ est la valeur minimale de ¢ sur X,

(15) idd" loglc—@)Zi(c—co) tid d’ ¢,

et d’apres (13), (14) et (15),

(16) ws,yZ[0(c—co) ' —ym o'l ] idd" $.

Si 0<y<4d, il suffit donc, ¢ étant strictement plurisousharmonique, que soit
vérifiée Pinégalité ||p'||l, <m. (c—co) '=M; ' pour que w; , définisse une
métrique kdhlérienne sur X \ ¥ (12) implique alors que

(17) ws, 2 Blal”*(L+|0|*)*i{De,6} A {0, Do},

d’ou l'estimation (11).
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® w; , définit une métrique compléte

Dans les conditions précédentes, (13) et (14) impliquent que

w5,y Z0(c—@) " id' g nd" G+y(p"op)id pnd’u
23id'(c—¢) ' nd"(c— @) +yid (top) nd (1o ),

t
ou t(t)= | |/p"(u) du. Comme (c—¢)” "' tend vers I'infini a la frontiére de X,
[0]

w;, , est compléte au voisinage de cette frontiére. Pour qu’elle le soit également
le long de Y, il suffit que 70 tende vers l'infini le long de Y, ¢’est-a-dire que

0 S
| ]/p”(u) du= +o0.

e &)

On pourra, par exemple, poser

1
= —1 i us —1.
pluy=— w—loglul) —si us—1

C

2.4 Fonctions auxiliaires

Introduisons & présent une fonction convexe croissante A€ C*(R), telle que

0 sit=0
}‘(‘)_{t—l si 122,

et A"<Z. Si u, est un réel strictement positif, on définit une fonction
7.€C*(X\ Y IR**) en posant

1e(x) =t + A(—log(lo (¥)|* +¢?)).
D’apres les hypotheéses faites sur 4, on a #,(x)= g, si |6(x)| = 1, et comme
(18) d"n.= 7' (~log(le]* +&*)(lol* + &%)~ ' {o, Do},
I'inégalité (11) implique que
(19) (lo1?+ &R d"n,ls,, S P74/ (—log(o]* +¢%)
lo]

o Hlen=287

De plus, 7, <, +1si |g|2 +e2=e "2, alors que si [6]2 +e2<e” 2,

(20) ('O'|2+82)f[€§ max ‘c(pe——logr—l)=e_2(,ue+1).

0Ztge~2
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Si ’on définit la fonction y,e C°(X\ ¥, R) par

(2D ye=max[ (g, + 1)}, 0,(lo]* +£%) "],

avec 0,=max (28 3, e '(u, -+ 1)?), les inégalités (19) et (20) impliquent que
(22) vezmax(d” s ;. nd),

ce qui permettra d’utiliser le lemme 1. Il sera de plus utile de remarquer que

loy.? |o|? lal? 0;
7 = max 2 2.2 p}
1+|o] 1+]o| l6]*+¢* 1+]0]

(1 + 1),

est majoré par 0, =max(0?, u,+ 1)=max(@dp "', y,+1).

2.5 Conclusion

Soit £e C*(X, R) une fonction plurisousharmonique, et posons

5., =& +log|a* =3 log(c— @) +7 p(loglol?) + B log(1 +|o]?).
Cette fonction ¢, , est de classe C* sur X \ Y et
(23) idd" ¢s ,=ws,,+id d’ E+id d" loglo]*!— Q.

Le lemme 2 et I'inégalité (22) permettent d’appliquer le lemme 1 au fibré hermi-
tien F=L sur la variété X\ Y munie de la métrique k&hlérienne w; ,, pour
les fonctions ¢=¢; ,, =7, et y=n,: pour toute forme a support compact
ueCZ (X \Y L),

200y, D" ulg, +17. 04, uls, Y2([nlc(L)+id d" ¢s . Ay T, Wy,

_([ld/ d”’h: A(S, ",’] u, u) TR “u ‘id.y’

donc en vertu de (23), et du fait que sur les formes de bidegré (n, 1), [w; ,,
Ad. y] = ld’

(24)  2(Iy. D ull3, , +Ilv. 0, ulz, ) Z(n.— Duw)y, —(Lid d"n,, A5 Ju,u)y, ,
([ ic(L)+idd" ¢~ PR+id d" logla|*), A5, Ju, )y, .
Commengons par estimer le second terme du membre de droite de cette inégalité.
En appliquant 'opérateur id’ a 'identité (18), et en posant T =|s|*+&°, on obtient
I'expression
idd'n,=[X(~logt)+ A" (=logt)]t*i{Do, o} A {0, Do}
—A(~logt)t i({Da, Do} + {6, s*c(Op.(—1)) 6}),

ce dont Pidentité de Schwarz i{Da, 6} A {6, Do} <(t—¢?) i{Dg, Do} permet de
déduire, A étant croissante, que

idd'n, St [—e 2(1—&?) ' X (—logt)+ A" (—log1)]i{Dg,o} A {c,Ds}

+1 1M (~log D) {is*c(Cm(—1)) 0, 0}.



Un théoréme de prolongement de sections 117

Les propriétés de la fonction 4 vont nous permettre d’estimer chacun des termes
du membre de droite de cette inégalité. Tout d’abord, comme 0<A' <1, et
n*QZic(Cp(—1)),0na

(25) A (=log 1) {is*c(Cpu(—1)) 0,6} Q.

D’autre part, 2”(—log t) étant majorée par 3, et nulle si 1= 1 ou t<e” 2, l'inéga-
lité (17) implique

(26) 172 (—~logt)i{Do,c} An{o,Da} <2 (—log1) 1™ *(t—¢?)
(I+1—e22 B s,
ge*
§?ﬁ OIS

De 1a méme fagon, comme /' (—log)=1sit<e 2, et 0<V <1,

(27) [1—-#(—logt)]e*t 2(r—¢?) 'i{Do,6} A {0, Do}
<[1—-X(—logt)]e? <1 +1\Zﬁ>2ﬁ' Yo,
<1+ p  w, .

Si I'on suppose

8et 2 22| p—1
,u,sgl—i-*?—l-s (1+e2)4|p7 ",

les inégalités (25), (26) et (27) permettent de déduire de (24) que

2y, D ullg,  + 7. 05, ullg, )
g([sz lUI_ 2(|O'|2 +82)vzi{DU7 U} A {07 DG}, A(S, }'] u, u)d)o.y
+([mic(L)— R —ids*c(Op(— 1) —Q, 45, 1w, 1)y, -
Mais par hypothese, ic(L)— fQ—ids*c(Op(—1))Z=(da— ) 2 et Q est positive,
de sorte que si 'on suppose do> f3, ce que 'on a loisir de faire, et g (do—f)=1,

le dernier terme du membre de droite de I'inégalité précédente est positif. Dans
ces conditions, on obtient pour toute forme ue C*; (X \ ¥ L) la minoration

(28) 201y, D"ulla, , + e 05, ul3,.)

> ([e*lo]” *(lo]* +2%) *i{Da, 0} A {0, Do}, A5, ], )y, .

Rappelons que si ({4, ..., {,) est une base locale de T*(X \Y), orthonorme¢e

relativement a ; ,, Si u=y ;A ALY AL est une forme de type (n, 1),
k
et 0=iY 6,(;AL;, ou B,eR, une (1, 1)-forme réelle et diagonale relativement
j

a(ly,....0)ona

([, Aa,y] u, u)=29k|uk|2-
k
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Il est facile d’en deduire, en utilisant I'inégalité de Schwarz et Pexpression de
v,, que pour toute forme ue C;%, (X \ Y, L),

| | e %o (v, *u}l?
XA\Y
< § e %ov|o2|GI2 ,dV;,,

Xensuppx'(e~ 2lo]?)

& *ol 27 (e 2|ol?)i{Da, 6} A{o,Da}, A; Ju,u)y, ,
s P bs.y

ou dV; , est I'¢lément de volume riemmannien sur X\ Y associ¢ a la métrique
ws,,. Comme sur le support de ' (¢”%|o]?), on a (jo]? +?) < 2¢?, I'inégalité (29)
implique alors que

| | e ?or{v, *«u}P<Cle, 80,9y, D" ulld,  +17. 05, ull3, ),
XA\Y

avec, puisqu’on a supposé 7' <3,

Clc,&,8,7)=72¢"2 ] e~ %0102 |GI3 , dV; .

Xcnsupp x' (e~ 2|o]2)

Remarquons que 'expression |G|} , dV; , est indépendante de la métrique utilisée
sur X\ Y: on pourra donc la remplacer par I'expression |G|>d V associée a une
métrique hermitienne fixée sur X, restreinte en Poccurence 4 X \ Y

® Estimation de C(c, €, 6, y)

Pour estimer la constante C(c, &, 9, 7), il sera commode d’utiliser 'existence
d’une rétraction holomorphe r d’un voisinage tubulaire U de ¥ sur Y (cf. par
exemple [Del]). On peut alors supposer que ¢ est suffisamment petit pour
que, si 'on note A, le disque fermé des nombres complexes de module inférieur
a e, 'on ait

(29) ol (A X crm (YR X yy).

Munissons E d'une métrique hermitienne telle que [s|<«k|o|, avec «
>0: L® (det E) ! est alors muni d’'une métrique hermitienne, et 'on peut suppo-
ser ¢ suffisamment petit pour que, si ye X . nsupp ¥ (¢ " %|g|?), I'on ait

(30) e OGP se NN (r(y)I* (g (r (NI + ),

ou a, est un réel strictement positif donné. Le théoréme de Fubini implique
alors, en vertu de (30) et (31), que

Cle,e, 0, )=T2(1+0@)e™ | e *™(lg(x)*+a)dVy
YoXc41
eélog(c—¢)+yp(log|a|1)|O,|2—2d|/\ddsOr|2dVr_ Ly

r-l(x)nsuppx’(e~ 2|a]?)

ou dVy et dV,..(x) sont les éléments de volume induits sur Y et sur les fibres
de r, puisque sur X, au voisinage de Y, leur produit s’identifie & ¢ prés a I’élément
dVy.
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Si ¢ et ¢ sont fixés, on peut supposer & et y suffisamment petits pour que
sur X, nsupp ¥’ (e ?|ol?),

e&log(t‘d’)‘*‘ 7p(log|512) é 2.

De plus, I'hypothése |s| < k|o| implique que
Ic(x): j )0’|2~2d|/\dd50r|2d]/;,1(x)

r= Hx)nsupp x'(e~ 2{a|?)
éKZd_Z J‘ |s|2'“|/\'id5c>rt2dV,71(,>
rolx)nls| T Ydxe)

Or |~ dsor|? s’identifie & & prés ou jacobien de la transformation des coordonnées
transverses sur les fibres de r, en celles données par les composantes de s sur
ces fibres (qui constituent bien un systéme de coordonnées au voisinage de
y, dans la mesure ol s est supposée transverse sur Y). Par conséquent, si ¢
est assez petit,

I (x)<2x%472 ) 21>~ 24dV (2) =21 u(d) ¢?,
zeC4d, |z| Sxe&
ot u(d= | |z2I°7*dV(2). Si a. est supposé¢ assez petit pour que
zeC4,|zj £ 1
o, f avys27

YnXest

on obtient donc finalement, pour e <eg(c) et 0<y < < 5(c, ¢) suffisamment petits,

C(c,e,é,v)éC(C)=144K"u(d)[i‘”“”z ] e‘ﬁ{g,g}+2'f],

YrXetn
et ’'on a démontré que pour toute forme ueC;? (X \Y L),

| f e ®or (v, *u} P C) (I D" ulg, , + 7. 05, ulg,..)
XAN\Y

® Existence d’'un prolongement

Il existe donc une forme wel? o(X\Y L, ¢;,), d’aprés les théorémes usuels
de prolongement 2, telle que D”(,z W)=1,, ¥, eC,, o(X\Y L), et

[ e ?er{w,w}ZC(0)
X\Y

Rappelons brievement l’argument D" et &y,  sont des opérateurs non borneés
fermés sur 12 (X \Y L, ¢ ,), a domaine dense et toute forme ueDom ;;M
peut s’écrire u=u, +u,, avec u, eKer D", u;e(Ker D")* —Imé” ,<=Kerdy, .On
a donc, comme uEeKer D",

(Wer Wy, )2 =10r 1), > SCO: 5, , ti]1%4,, = C O 7 55, ull5,, -

La forme linéaire y, 0y, uey,dy, Domdg, +(u,v.)s, , est donc continue,
et peut d’aprés le théoréme de Hahn-Banach se prolonger en une forme linéaire
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continue de méme norme sur L2 (X \Y L, ¢ ,): le théoréme de représentation
de Riesz implique en conséquence I'existence d'une forme we L2 (X \X L, ¢ .)
telle que w3, < C(c), et

YueDom 5;,;6.7, (Ve O, Uy W, = (1, Voo, s

c’est-a-dire, y, étant réelle, D" (y, w)=v,.

On peut de plus supposer que 7, we(Ker D), ce qui implique, A" &tant
elliptique, que 7, weCo(X \Y L): c’est alors la solution de norme minimale
de I’équation précédente.

Si I'on fait tendre J et y vers z€ro, on peut extraire des formes w obtenues
comme précédemment une sous-suite faiblement convergente, d’ou I'existence
d’une forme y, w, . € CXo(X\Y, L) telle que D" (y, w. ,)=v,, et

n2 —~¢ {Wc g2 We < d ((n—d)2 ] e
" s en Re) <1441 d)[i =9 ¢ .
A iy = @ ROLTTT e g 2]

La différence G,—y, w, , est donc une (0, 1)-forme D"-fermée sur X \Y et locale-
ment L7 au voisinage de ¥, donc se prolonge en une forme D"-fermée G, , sur
X, [Del, lemme 6.9] a valeurs dans Ky ® L. De plus, comme o]~ ?? n’est pas
localement intégrable sur Y la convergence de 'intégrale de gauche de I'inégalité
précédente implique que w, , se prolonge par zéro sur Yn X, donc que

C;c,s|)'h)(C =gnN (/\dds)
Enfin,
__{Gc,e’Gc,a} {Ge’Gs}

nz _é Sz.nz _{-
T e ey =2 [“ o2 (1 + |o?)' 2

4 j‘ evg |0')’e|2 {Wc,s’ Wc.s
X T+]o]? {o** (1 +1a?Y ]

ou, comme on ’a montré plus haut,

7.7
1+ |0'|2 = Vegs

/

avec 0, =max(4p7 ", u,+1).

Reste a faire tendre ¢ vers + oo, et a extraire des G, , une sous-suite faiblement
convergente pour obtenir Uexistence d’une forme GeH°(X, Ky ® L), telle que
Gly=g r(Nds), et

{G, G}

i"zj'e— 2d-2
i IRl

2)T+7 SMio? j e *{g. g},
Y

ol M =288 ku(d) 8, ne dépend que de d, «, f et k.

Remarque 4 Si 'on considére une forme g sur Y de bidegré (n, g) avec g>0,
la seule modification & apporter a ce qui précéde provient du fait que sur les
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formes de type (n, g+ 1), [w;,,. 45,,]=(¢+1)1d: il faut donc simplement sup-
poser que

1 8e*
ﬂequ+[»3€»+sz(1 +e2)2]/5'1.

Notons également que la régularité des formes y, w obtenues comme précédem-
ment ne peut se déduire, comme on aurait pu le faire pour g=0, de I'ellipticité
de D”, mais que c’est bien Uellipticité de Popérateur 4” qui permet de conclure.

3 Prolongement des sections d’un fibré hermitien

Plutdt que de se donner une métrique sur le fibré en droites tautologique Cp.(—1)
sur IP(E), dont la courbure vérifie relativement a celle du fibré en droites L
des hypothéses qui sont, comme le fait apparaitre le corollaire 1, essentiellement
algébriques, on peut se contenter d’une métrique sur le fibré E lui-méme, avec
des conditions de positivité au sens de Griffiths, a priori moins commodes.
On peut par exemple démontrer, preseque exactement comme le théoréme 1,
mais en utilisant s a la place de o, le résultat suivant:

Théoréme 2 Soient X une variété de Stein de dimension n, E un fibré hermitien
de rang d sur X, s une section holomorphe de E génériquement transverse d la
section nulle, et

Y={xeX,s(x)=0,N"ds(x)+0}.
Soit Q une (1, 1)-forme positive fermée sur X telle que
Q®Id,=; ic(E),

et L un fibré en droites hermitien sur X tel qu'il existe un réel strictement positif
o pour lequel

ic(LyzaQ—id d" log|s|*.

Alors pour toute fonction & plurisousharmonique sur X, tout réel strictement positif
B et toute section holomorphe g sur Y de Ky ® L® (det E)™! telle que

92 {e¢g g} < +x,
Y

il existe une section holomorphe G sur X de Ky® L, telle que Gly=g A (Nds),
et
e *{G,G}

e

T éMl'(nﬂi)Z j‘ e—i{g’ g}’
v

on M est une constante numérique ne dépendant que de d, a et f.

Rappelons qu’un fibré hermitien E est dit semi-positif au sens de Griffiths,
EZ 0, si la courbure de sa connexion de Chern définit sur les tenseurs décom-
posables de chaque fibre de TX ® E une forme hermitienne positive: si
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(e4, ..., e4) est un repére orthonormeé local de E sur un ouvert Q de X muni
de coordonnées (z,, ..., z,), ce tenseur de courbure peut s’écrire

(EY=Y cp;udz;ndz,®ef®e,,

avec Cy,, = Gy, 12 forme hermitienne associce n’est autre que

Op=) Cus,(dz; @) ® (dz, ® ef).

Remarque 5 On pourra prendre Q=0 si E est semi-négatif au sens de Griffiths,
et 2=ic(det E), en vertu de l'inégalité de Schwarz, si E est semi-positif. Dans
les deux cas, on peut ainsi se ramener & des conditions portant uniquement
sur les courbures des fibrés hermitien E et L: en effet, il est facile de vérifier
que sur X\ s~ 1(0),

{ic(E)s, s}
s> 7

id d’ logls|* = —d

de sorte que, d’une part, id'd” log|s|** est localement minorée sur X et, d’autre
part, la condition du théoréme résulte de I'inégalité

il)y®Id= Q@ Idg+dic(E)
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