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Die irreduziblen Darstellungen der Gruppen SL2(Zp), insbesondere 
SL2(Z2). II .  Teii 

ALEXANDRE NOBS (1) und JURGEN WOLFART 

1. 0bersicht fiber Methoden und Ergebnisse 

Fiir beliebige Primzahlpotenzen pa gewinnen wir alle irreduziblen Darstel- 
lungen der Gruppen $L2(Z/pXZ)--und damit auch der Gruppen $Lz(Zp)--mit 
Hilfe der vollst~indigen Zerlegung der Weilschen Darstellungen zu bin~iren quad- 
ratischen Moduln, wie sie in Teil I dieser Arbeit [7] definiert wurden. Wir werden 
Teil I immer als "I" zitieren und von dort, soweit nichts anderes gesagt wird, alle 
Begriffe und Bezeichnungen iibernehmen. Zur Zerlegung der Weilschen Darstel- 
lung W(M, Q) zum bin~iren quadratischen Modul (M, Q) verwenden wir die in I, 
w geschilderten Methoden: 

ERSTE ZERLEGUNGSMETHODE (Kloosterman [3]). Sei 11 eine abelsche 
Untergruppe yon Aut(M, Q) und X ein Charakter yon 1I. Dann ist V(X):={f~ 
CM I f(ex) = X(e)f(x) Vx ~ M, Ve ~ lI} ein $L2(Z/p~Z)-invarianter Unterraum yon 
C M. Die zugehbrige Unterdarstellung yon W(M, Q) werde mit W(M, O,X) 
bezeichnet. 

Fiir alle bin~iren quadratischen Moduln werden wir in w die Automorphis- 
mengruppe bestimmen: Aut (M, Q) ist--mit Ausnahme der F~ille 
M ~ Z/2"Z ~Z/2Z--s te t s  Diedererweiterung einer abelschen Gruppe 1I (fiir p # 2 
siehe dazu [3], [8]). Fiir die so gefundene abelsche Gruppe 1/kann man mit Erfolg 
die erste Zerlegungsmethode einsetzen: 

DEFINITION. Eine Charakter X von 11 heiBe primitiv, wenn ein e e 1t mit 
X(e) # 1 existiert, welches den Untermodul pM elementweise fest l~isst, ausser 
wenn M ~ Z/2"Z ~ Z/2Z (fiir diesen Sonderfall siehe w 

(Das bedeutet, dab man X nicht als X' ~ schreiben kann, wobei p die kanonische 
Projektion von 1/ auf die entsprechende abelsche Automorphismengruppe 1I' 

1Unterstlitzt durch den Schweizerischen Nationalfonds (820.167.73). 
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eines quadratischen Moduls (pM, Q') mit Q'(px)= pQ(x) (fiir x in M) ist, und X' 
ein Charakter von U' ist.) Die primitiven Charaktere liefern den gr613ten Teil der 
gesuchten Darstellungen: 

HAUPTSATZ 1. Seien X, X1, X2 primitive Charaktere fiir biniire quadratische 
Moduln und seien X 2, X~, X 2 ~ 1. Dann ist 

a) W(M, Q, X) irreduzibel und yon der gleichen Stufe wie W(M, Q), 
b) W(M1, Q1, Xl)--- W(M2, Q2, X2) genau dann, wenn die quadratischen Mo- 

duln (M1, QI) und (M2, Q2) isomorph sind und X1 = X2 oder X2 ist. 

Den Beweis dieses Satzes werden wir in den w167 bis 7 ffihren: Zun~ichst 
werden wir in Fallunterscheidung beziiglich der verschiedenen Isomorphieklassen 
bin~irer quadratischer Moduln zeigen, da6 der Satz richtig ist unter der Vorausset- 
zung (M, Q)=  (M1, Q1)= (M2, Q2); in w werden wir dann beweisen, dab jedes 
solche W(M, Q, X) den quadratischen Modul (M, Q) bis auf Isomorphie eindeutig 
bestimmt.--Fiir p~ 2 ist dieses Resultat bekannt ([3], [8]); wir verwenden zum 
Teil ~ihnliche Beweisideen wie Tanaka [8]. Casselman [1] hat die Existenz eines 
Teils dieser Darstellungen (fiir beliebige Primzahlen p) auf etwas anderem Wege 
bewiesen.--F/ir nicht-primitive X ist W(M, Q, X) im allgemeinen reduzibel. Die 
Zerlegung dieser Darstellungen (welche die Hauptschwierigkeit im zweiten Teil 
der Arbeit von Kloosterman [3] ausmacht und von Tanaka [8] und Casselman [1] 
gar nicht angegriffen wurde) wird durch I, Lemma 3 erm6glicht. Auf diesem 
Lemma beruht n~mlich die 

ZWEITE ZERLEGUNGSMETHODE. Sei W(M, Q) eine Weilsche Darstel- 
lung yon SL2(Z/pXZ) yore Grad p" und der Stufe A > 1. Der biniire quadratische 
Modul (M, Q) e~iille M ~ Z / p X Z ~ ) Z / p Z  im Fall p~  2 und M~Z/2~- IZ~)Z /2Z ,  
Z / 2 X - l Z ~ Z / 4 Z  im Fall p = 2. Dann ist das Komplement yon 

xpnmit~v W(M, Q, x) in W(M, Q) eine Summe Y.~2~ W(Mj, Oj) yon p + 1 
Weilschen Darstellungen W(Mj, Qj) yore Grad p,-2; diese W(IVlj, Qi) sind in 
eindeutiger Weise in W(M, Q) eingebettet, und fiir alle j~  h ist der Durchschnitt 
W(Mi, Qi)f3 W(Mh, Oh) eine (eindeutig in W(M, Q) eingebettete) Weilsche 
Darstellung W(Mo, Qo) yore Grad p,-a. 

Wir werden die genannten Einbettungen in w beschreiben und fiir alle (M, Q) 
die zugehfrigen (M~, Qj) und (Mo, Qo) konkret angeben. Die vollst~indige Zer- 
legung der W(M, Q) ist damit durch Induktion fiber die Ordnung der quadrati- 
schen Moduln bzw:'den Grad der Weilschen Darstellungen zu 16sen, indem man 
erstens den Hauptsatz 1 anwendet, zweitens die W(M, Q, X) mit primitivem X 
u n d  X 2 ~ 1 zerlegt (diese treten nur fiir )t = 1 im Fall p~  2 und ffir A < 6 oder ffir (2) 
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MmAx_I~ )AI  im Fall p = 2  auf und sind i.a. reduzibel, s. w drittens jene 
W(M, Q) reduziert, bei welchen der Modul M von der Form 2 Axe)A1 oder Ax 
im Fall p ~ 2  bzw. A x - I ~ A 2  und Ax-I~)A1 im Fall p = 2  ist (w 

Die Anzahl der so gefundenen irreduziblen Darstellungen von SL2(Ax) der 
Stufe h--das sind insbesondere alle in Hauptsatz 1 genannten Darstellungen, 
wenn W(M, Q) die Weilschen Darstellungen der Stufe h durchl/iuft---erg!bt sich 
aus den Tabellen in w als 

p~+3p ~-1 ffir p~2  und h > l  

und 

23- 2 x-3  fiJr p = 2  und h > 6 .  

x-1 pk Da die Anzahl der Konjugiertenklassen yon SLE(Ax) gerade pX+4 ~k=o bzw. 
2 3 . 2  x - E -  16 fiir h >2  (I, Satz 5) ist, hat man damit alle gewiinschten Darstel- 
lungen bekommen, sofern das Problem fiir kleine h gel6st ist. Hier treten in der 
Tat fiir p = 2 Ausnahmedarstellungen auf. Insgesamt erh~ilt man, was fiir p~ 2 
bereits durch [3] und [8] bekannt ist, 

HAUPTSATZ 2. In den Weilschen Darstellungen W(M, Q) zu bin6ren quad- 
ratischen Moduln sind alle irreduziblen DarsteUungen der Gruppen SL2(Z/pXZ) 
enthalten (i.a. in der Form W(M, Q, X) des Hauptsatzes 1) mit Ausnahme yon 18 
Darstellungen fiir p = 2, welche in w beschrieben werden. Diese Ausnahmedarstel- 
lungen lassen sich als Tensorprodukte yon je zwei Darstellungen schreiben, welche 
in den W(M, Q) vorkommen; das ist (nach /, w gleichbedeutend damit, dab sie in 
Weilschen DarsteUungen zu quaterni~ren quadratischen Formen enthalten sind. 

Diese Beschreibung ist explizit: Man kann jeweils Basen fiir die 
Darstellungsr~iume angeben und Darstellungsmatrizen beziiglich dieser Basen fiir 
erzeugende Elemente der Gruppen. Es ist kein Problem, diese Darstellungsmatri- 
zen fiir alle Gruppenelemente aufzustellen und die Charaktere der Darstellungen 
zu berechnen (etwa mit Hilfe von [4], Satz 1 und 2, [9], (18) sowie [3], S. 368). 

2. Die Automorphismengruppen biniirer quadratischer Moduln 

Im folgenden werden wir die Automorphismengruppen fiir ein 
Repriisentantensystem der Isomorphieklassen biniirer quadratischer Moduln 

2 Wie in I schreiben wir Am := Z/pnZ. 
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beschreiben. Einen Beweis werden wir nur im Fall der unverzweigten 
quadratischen Form fiihren, da iiberall fihnliche Uberlegungen angestellt werden. 

1. M=Ax~) Ax mit O(x, y)=p-Xxy, A~>I, ("zerlegt", I (10a) und (12a)). 
Aut (M, Q) ist Diedererweiterung einer abelschen Gruppe lI----A~ der Ordnung 
pX-l(p_ 1) mit dem Element K :(x, y)~--,(y, x). Die Wirkung von A~. auf M wird 
definiert durch a:(x, y)~--~(a-lx, ay). Um die primitiven Charaktere fiir h > 1 zu  
beschreiben, Ordnung p - 1) und W = {a e A~ I a = 1 mod p} (erzeugt von (3) 1 + p) 
auf; hier gilt: g primitivc~xlw injektiv. Im Fall p = 2  und A > 2  ist A ~ =  
(-1)  x (5) (mit (n) bezeichnen wir die von n erzeugte zyklische Untergruppe) und 
X ist genau dann primitiv, wenn X auf der Untergruppe (5) vom Grad 2 x-2 
injektiv ist. Fiir p = A = 2 ist A~ = (-1) ,  und X ist primitiv, wenn X ( - 1 ) = - 1 .  Man 
erhfilt also (p-1)2p  x-2 bzw. 24-2 primitive Charaktere fiir A->2. 

2. M = A ~ ) A x  mit Q(x,y)=p-aN(!~), A->l,  wo ~ = x + y ( l + x / - ~ ) / 2 ,  t -  
3 mod 4 quadratfrei und p in Q(x/-~) tr~ige ist ("unverzweigt", I (10b) und (12b)): 
M ist hier isomorph zu �9169 wobei �9 der Ring der ganzen GrSBen in Q(~- ] )  
ist; damit wird M zu einem lokalen Ring, dessen maximales Ideal von (3) p erzeugt 
wird. Die Norm N (=  Norm der KSrpererweiterung Q(x/-~)/Q, auf �9 restringiert 
und mod pX betrachtet; analog verfahren wir mit der Konjugation und der Spur 
Tr) induziert einen Gruppenhomomorphismus N •  M • auf Ax. L~iBt man 
l I :={e  e M• 1} multiplikativ auI M operieren, so ist Aut  (M, Q) die 
Diedererweiterung von 1I mit der Konjugation K:~ - - ,~ .H  besitzt Iolgende 
Struktur: 

I (~) mit o r d ~ = p + l  fiir h = l  

LI = lord ff = 6, ord ot = 2 x-2 
~(~)x(ot) mit tord pX-1 

= p + 1, ord a = 

fiir p = 2 1 ,  

fiir p#  2 j 
A_>2 

Dabei ist ( a ) = { e e U l e ~ l m o d  p fiir p # 2  bzw. rood4 fiir p=2}.  Nun ist 
X e Car 1/(Gruppe der Charaktere von 1/) fiir A > 1, p #  2 und a > 2, p = 2 genau 
dann primitiv, wenn XI(,,) injektiv ist bzw. wenn X ( - 1 ) = - 1  ist im Fall h = 2, 
p = 2. Die Anzahl der primitiven Charaktere ist p x _  p~-2 fiir A -> 2. 

Beweis. DaB die angegebene Gruppe aus Automorphismen besteht, ist klar, 
und dab sie eine Diedererweiterung von H ist, liegt daran, dab fiir alle e e 11 stets 

= e -1 ist. DaB Aut (M, Q) nicht grSi3er ist als diese Diedergruppe, kann man 
elementar einsehen. DaB N •  NIMx: M • A~ surjektiv ist, folgt daraus, dab 

3 Soweit MiBverst~ndnisse ausgeschlossen sind, unterscheiden wir nicht zwischen Restklassen und 
Repr~entanten. 
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Qv(x/-~) eine unverzweigte Erweiterung von Qv ist und l~il3t sich aus der lokalen 

Klassenkfrpertheorie ableiten oder auch elementar zeigen (I, Beweis yon 
Satz 4). Daher  mul3 ord 1t = ord (Kern N • = ord M • (ord A~) -~ = (p2X _p2X-2) • 
(pX _ pX-1)-i = (p + 1)p~-i sein. 

In M • existiert ein 3' mit ord(3" mod p ) =  p 2  1, da M/pM ein K6rper mit p2 
Elementen ist. Man rechnet leicht nach, dab ~ := vv .... ~v-~ in 11 liegt und die 
Ordnung p + 1 besitzt. Im Falle p = 2, A > 1 kann man o.B.d.A, t = 3 setzen und 
ffir ~ eine primitive sechste Einheitswurzel nehmen . - -Um a zu gewinnen bzw. 
seine Ordnung zu bestimmen, betrachtet man die Folge der Einseinheitengruppen 
11~ : = {1 +/3p ~ ~ 11}, i = 1 , . . . ,  A. Eine elementare Rechnung zeigt, dab 11~ ~ 11~+1 
ffir alle i <  A ist. Ffir p ~  2 w~ihlen wir nun a = 1 +/3p c 11~, a ~  1t2, d.h'. mit/3 e M • 
Dann ist, wie man z.B. durch Induktion fiber A einsieht, a v~-~ = 1 +/3p x-1 # 1 und 
a v~-~= 1, also ord a = pX-1. Ffir p = 2 ist dies nicht richtig, da 111 = 112 U ( - 1 ) .  112 
ist; ffir jedes ot = 1+4/3 mit /3~ M • kann man jedoch analog auf ord a = 2  x-2 
schliegen. Da nun (ot)c111 ffir p ~ 2  bzw. 112 ffir p = 2  ist und (~)n111 bzw. 
(~) fq 112 = {1} ist, und da ord a = ord 1/1 bzw. ord 112 ist, ist sogar (a)  = 111 bzw. 112 
und folglich 11 = (~) x (or). 

Ffir A > 1 lassen genau die Elemente von 11x-1 den Untermodul pM element- 
weise fest. Ein primitiver Charakter mul3 also X]u~_~ ~ 1 erffillen. Da 11x-1 = ( a  p~-~) 
ffir p ~ 2  und (a  2~-~) ffir p = 2 ,  A > 2  bzw. ( - 1 )  ffir p = 2 ,  A = 2  ist, sind jene 
Charaktere primitiv, welche auf (or) injektiv sind bzw. X(-1)  = - 1  (ffir p = ;t = 2) 
erffillen. 

3. M = A x ~ ) A x _ ~  [iir p ~ 2 ,  X>-2 und o r = l , . . . , A - - 1  mit O ( x , y ) =  
p-%(x2+p~'ty 2) ("verzweigt", I (10c)). F/Jr jedes tr erh~ilt man hier vier nicht- 

isomorphe quadratische Moduln je nach den Werten yon , (es sei stets 

p X r, t), welche jedoch ffir die Struktur yon Aut (M, O) keine Rolle spielen: Wir 
haben Q(x, y) = p-%N(~,) mit (; = x + y -~-p-~ e�9 -~-~ �9 wobei �9 den 
Ring {x+y =,~~ I x, y e Z }  bezeichnet. Wenn wir M mit dem Ring 
~)dp"-~,~---p~'t�9 identifizieren, ist Aut  (M, O) die Diedererweiterung der (mul- 
tiplikativ auf M operierenden) abelschen Gruppe 11 := {e e M I N(e) = 1 c Ax} der 
Ordnung 2 .  p~-" mit der Konjugation K:~--~ .  Die Gruppe 1I ist zyklisch, und 
zwar ist 1 1 = ( - 1 ) x ( ~ )  mit a c l l o ,  a~111 und o r d a = p  " - ' ,  wenn man 
11i: = {e c 11 1 e - 1 rood pi~---p~'t �9 setzt ffir i = 0 . . . . .  ,~ - or. Das Element  
~v . . . . .  erzeugt 11,-~,-1; ein Charakter  x eCar11 ist primitiv genau dann, wenn 
XI(~,~ injektiv ist. Es gibt 2 �9 ( p -  1)p ~-~'-1 primitive Charaktere. 

4. M=Ax- I~A~-~ , -1  [fir p = 2 ,  A->3 und o ' = 0 , . . . , A - 3  mit Q ( x , y ) =  
2-%(x2+2~ty 2) ("verzweigt", I (12c)). Wir haben hier M~(2~,/2x-"-l-'~-~-tr 
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mit ~ ,  = {x + Y ~ I  x, y ~ Z} und Q(x, y) = 2-XrN(6), wobei 6 = x + y v / Z ~  ist 
Die Gruppe Aut (M,  Q) ist Diedererweiterung der abelschen Gruppe 1I= 
{e ~ M] N(e) = 1 r Ax} mit der Konjugation K :6~--,~; die Gruppe 1I ist yon der 
Form ( i ) x ( a )  im Fall t r = 0 ,  t = l  (i=x/-&-i) und ( - 1 ) x ( a )  in allen anderen 
Fiillen. ~4~ Die folgende Tabelle gibt Auskunft fiber a ffir die verschiedenen (M, Q) 
aus I, Satz 4, (12c): 

Anzahl der 
primitiven 

tr r t a = x + y ~ m i t  ord ot Charaktere 

11; 3 1 x = 4, y - -  1 mod 4 2 ~-3 2 x-2 
0 5 x = 2, y -- 3 mod 4 2x-2  (4) 2x-2 

3 ;7  x - l m o d 4 ,  y = 4  2 x-3 2 x-3 

1 1; 5 1; 5 x =-- 1 mod 4, y = 2 2 x-3  2 x-3 
1;3  3 ;7  

2 1;3 1 ; 3 ; 5 ; 7  x ~ l  mod 4, y = 2  2 x-4 2 x-4 

-----3 1 ; 3 ; 5 ; 7  1 ; 3 ; 5 ; 7  x - - 1  mod4 ,  y = l  2 x-'~-I 2 ~-'~-1 

X ist primitiv genau dann, wenn X injektiv auf (a)  ist auger in den F~illen ), = 3, 
or = 0, wo (a)  durch ( -1) ,  und A = 4, or = 0, t =  5, wo (a)  durch ( - a  2) zu ersetzen 
ist. 

5. M = A x - I ~  A1 Fir p = 2 ,  A~>2 mit Q(x,y)=2-%(xZ+ 2x-2ty 2) (I, (12c)). 
Im Unterschied zu den eben beschriebenen Gruppen f~illt hier die Konjugation 
weg, so dab man stets eine abelsche Gruppe 1/= Aut (M, O) erhiilt. Diese besteht 
aus {1} ffir A = 2, t = 3, aus {1, (x, y)~ . (y ,  x)} ffir A = 2, t = 1, aus {+1} ffir A = 3 
oder  4, und ist yon der Form ( - 1 ) •  ffir A---5 mit ord a = 2  und 

~1 + 4 t  + ~ - ~  ffir A = 5 ,  

~  ffir A > 5 .  

Ffir A--> 5 nennen wir X primitiv, wenn X(a).77.-1. 

3. Die zerlegte Reihe 

Die Untersuchung von W(M, Q)mit M =  A~(3A~ und Q(x, y ) = p - ~ x y  kann 
man wesentlich vereinfachen, wenn man ausnfitzt, dab W(M, Q) zur natiirlichen 
Darstellung Dx isomorph ist; abweichend v o n d e r  Terminologie aus I, w (dort 

4Mit Ausnahme yon h =3, ~r=0, t=5, wo LI=(a) mit a 2 = - I  ist. 
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war Dx := W(M, O)) definieren wir hier Dx durch folgende Operation von 
SL2(Ax) auf C~: 

(S . f ) (X ) := f (XS)  ffir f e C  M,S~SL2(Ax) ,X~M 

(X sei als Zeilenvektor geschrieben und XS wie fiblich als Matrizenmultiplikation 

definiert). Der Isomorphismus W(M, Q) -~ D~ ist definiert durch (mit 

e(u) :=e 2~'" Vu ~Q/Z) 

q~(f)(x, y):= ~ e(p-Xzy) �9 f(x, z) Vf~C M, (x, y)~M. 

DaB q~ ein C-Vektorraum-Isomorphismus ist, kann man leicht zeigen, und dab 
q~[S] = S . r  fiir alle S ~ $La(Ax) ist, l~iBt sich mit den Erzeugenden von SL2(A~) 
nachprfifen. 

Ffir jedes X ~ Car A~ = Car 1I (s. w wird der invariante Unterraum V(X) (s. 
w durch q~ abgebildet auf 

Vx(X):= {g eCM I g(aX) = x(a)" g(X) Va ~ A'~, X ~ M }  

Die zugeh6rige Darstellung wird mit Dx(X) bezeichnet. Ffir primitive Charaktere 
verschwinden die Funktionen aus Vx(X) auf pM. Da andererseits A~ auf 
f / l : = M - p M  fixpunktfrei operiert, findet man fiir primitive Charaktere 
dim Vx(x) = IJ~7/I (ord m~)-' = (p+ 1)p x-'. 

Ziel dieses Paragraphen ist es, Hauptsatz 1 fiir W(M, Q)~  D~ zu verifizieren, 
d.h. zu zeigen: 

SATZ 1. Fiir primitive X, X1, XE~CarA~ mit X 2, X21, X2~ l gilt: 
a) Dx(X) ist irreduzibel und yon der Stufe h. 
b) Es ist Dx(X1)~-Dx(Xa) genau dann, wenn XI=Xa oder X2 ist. Damit erhiilt 

man ((p-1):/2)p x-2 nicht-isomorphe irreduzible Darstellungen yon $L2(Ax) yore 
Grad ( p + l ) p  x-I fiir h > l ,  p # 2  und h > 3 ,  p=2 ;  fiir p # 2 ;  h = l  ist die 
entsprechende Anzahl ( p -  3)/2. 

Die Anzahl-Aussage folgt aus den Angaben fiber die Automorphismengruppe 
und die primitiven Charaktere in w Den Beweis von a) und b) kann man 
gleichzeitig f/ihren, indem man zeigt, dab die Dimension des C-Vektorraums 
HOmSL2(A~) (Vx(gi), Vx(X2)) der mit SL2(Ax) vertrfiglichen Homomorphismen yon 
Vx(X1 ) nach V;,(X2) gleich 1 ist ffir X1 = Xa oder ~2 (und X ~  1) und 0 andernfalls. 
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Jeder $L2(Ax)-vertr~igliche Homomorphismus [K]: Vk(X1)-'~ Vx(X2) l~iBt sich in 
der Form 

[K]f(X) = ~ K(X, Y)f(Y) Vfe V(X~), Xe/~/  
Y e l(4 

schreiben, wobei K eine Funktion aus C ~• mit den Eigenschaften 

1) K(XS, YS)=K(X, Y) VSeSL2(AA),X, Y e f 4  
2) K(sX, tY)=x2(S)Xll(t)K(X, Y) Vs, teA~,X,  Y~IVl 

ist; der C-Vektorraum K(• • aller dieser Funktionen K eC ~• ist isomorph 
zu HomsL2(AO (V~(xi), Va(X2)): Die Surjektivit~it der Abbildung K~-~[K] ist klar, 
und die Injektivit/it iiberpriift man anhand einer Basis yon Va(X1) (vgl. dazu Bern. 
2) am Ende des Paragraphen). Nun k6nnen wir zeigen: 

dimcK(X1, X2) = f/Jr ~(1=~2 oder 22, X2~1 (1) 

f/Jr ~(1 = X2 = ~2. 

Dazu nennen wir [X]:={tX[teA~} mit Xe/~/  eine Gerade in /V/. Zwei 
Geradenpaare ([X],[Y]) und ([X'],[Y']) sollen iiquivalent heiBen, wenn ein 
S e SL2(A~) existiert und s, t e A~, so dab XS = sX' und YS = tY' ist. Wegen der 
Eigenschaften 1) und 2) ist es klar, dab jedes K e K(X1, X2) eindeutig bestimmt ist 
durch seine Werte auf einem Repr~isentantensystem der Klassen ~iquivalenter 
Geradenpaare. Ein solches Repr~isentantensystem ist die Menge aller Paare 
([1, 0], [a, pr]), wobei r die Menge {0, 1 . . . . .  h} durchl~iuft und a die Menge 

{1} fiir r = 0 ,  A ] 

{1, n} mit = - 1  sonst 

{1} fiir r-<l oder h - r - < l  ? 

{1,3} fiir ( r = 2  oder h - r = 2 )  und h > 3 t  fiir p = 2 .  
/ {1,3,5,7} fiir r-~3 und ,~-r-~3 

Wenn nfimlich ([xl, X2], [Yl ,  Y2]) ein Geradenpaar ist, darf man o.B.d.A. (wenn 

(0 lo) n6tig, nach einer Transformation m i t  - 1  ) annehmen, d~i8 xl e Ax ist; dann 

k a n n m a n m i t s = ( X l o l t - x 2 t - l ~ [  1 ~) xlt -1 ]\b , wobei t~A'~ und b~A~ geeignet 
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gew/ihlt werden miissen, das Geradenpaar in ein Paar der Repr~isentantenmenge 
/iberfiihren. 

Nun untersuchen wir, welche Werte K auf diesem Repr~isentantensystem 
annehmen kann. Sei dazu zun~ichst 0 < r < h ;  setzt man s = l + p  x-1 und b = 

_ap~_r_i modp~_r, so erh~lt man ffir S = ( ~  s -~0 ) 

(1, 0)S = (s, 0) und (a, p')S = (a, p'), 

also nach 1) und 2) 

X2(s)K((1, 0), (a, pr)) = K((s, 0), (a, p')) = K((1, 0), (a, pr)). 

Ftir primitive X2 gilt jedoch X2(S)# 1, also ist K((1,0), (a, pr))=0.  Jene S e 
$L2(Ax), welche das Geradenpaar ([1, 0], [1, 1]) in sich iiberftihren, sind notwen- 

dig v o n d e r  Form S = ( s 0 )  • s_l_ s s- 1 mit s~Ax .  Hier erh~ilt man 

X2(S)X;l(s-~)K((1, 0), (1, 1)) = K((s, 0), (s -1, s-~)) 

= K((1, 0)S, (1, 1)S) = K((1, 0), (1, 1)). 

Das bedeutet, dab K((1, 0), (1, 1)) genau dann notwendig verschwindet, wenn 

X l # X ~ l = ~ 2  ist. Ebenso schliesst man mit Hilfe der (0 0 )  s_ 1 aus SL2(Ax), 

s ~ A~, welche das Geradenpaar ([1, 0], [1, 0]) in sich/iberf/ihren, daB 

K((1, 0), (1, 0)) = X2(s)x~'(s)K((1, 0), (1, 0)) 

ist, d.h. dab K((1, 0), (1, 0)) genau dann notwendig verschwindet, wenn X1 ~ .](2 
ist. Daraus folgt (1) und damit die Behauptung des Satzes. 

DaB schlieBlich die gewonnenen Darstellungen die Stufe h haben, sieht man 

an d e r i n B e m e r k u n g 2 a n g e g e b e n e n B a s i s : D i e W i r k u n g v o n S  (10 p~-l)  = auf 

die Basisfunktion f e m i t  Y = (1, 1) ist nicht die Identit/it. 

Bemerkungen. 1) Im Fall primitiver Charaktere X mit X 2= 1 entnimmt man 
(1), dass Dx(X) in genau zwei irreduzible Darstellungen zerf/illt. 

2) Eine Basis von Vx(X) verschafft man sich z.B. durch Funktionen fv mit 

x(a)  fiir X = a Y ,  a~A~,  
f v ( X ) =  0 fiir XrA[Y], 
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wobei Y ein Erzeugendensystem aller Geraden in/V/durchl~iuft. 
3) Die Darstellung Dx(X) ist von einem eindimensionalen Charakter der 

Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen in SL2(Ax) induziert. Satz 1 k6nnten wir 
auch mit den wohlbekannten Mackeyschen S~itzen beweisen. 

4. Die unverzweigte Reihe 

Man kann auch ffir die anderen Weilschen Darstellungen den Beweis von 
Hauptsatz 1 so wie in w ffihren, indem man Darstellungshomomorphismen durch 
Funktionen K eC  ~• beschreibt, welche bestimmten Eigenschaften genfigen 
mfissen. Diese Eigenschaften werden jedoch in den anderen F~illen recht komp- 
liziert, da man dort nicht mehr die natiirliche Darstellung zur Verffigung hat. Hier 
und im folgenden Paragraphen werden wir darum eine andere Methode verwen- 
den, welche eher auf der Analyse von Darstellungskoettizienten beruht. Wir 
beginnen mit dem unverzweigten Fall (wir verwenden die Terminologie von w 
m i t t  = 3 ffir p = 2) und bezeichnen W(M, Q) bzw. W(M, Q, X) mit Nx bzw. 
Nx (X). 

SATZ 2. Seien X, X1, X2 primitive Charaktere yon H mit X 2, 9(12, ;(2 r 1. 

a) Nx(X) ist irreduzibel yon der Stufe A. 
b) Es ist Nx(X1)-~ Nx(x2) genau dann, wenn XI=X2 oder ~(2 ist. 

Damit erhiilt m a n  ((p2 1)/2)pX-2 nicht-isomorphe irreduzible Darstellungen yon 
SL2(Ax) vom Grad pX-l(p-1)  fiir A > I ,  p ~ 2  und fiir A>3,  p = 2 .  Die 

entsprechenden Anzahlen lauten (p -1 ) /2  fiir p~ 2 und ~ = 1, fiir ~ 3 

und p = 2. 

Die genannte Anzahl ergibt sich aus der Anzahl der primitiven Charaktere X 
mit x 2 ~ l ,  und die Aussage fiber den Darstellungsgrad folgt aus der hier 
vorgenommenen Konstruktion einer Basis des zugrundeliegenden invarianten 
Unterraumes V(X) von CM: Zun~ichst sei wie fiblich 8 ~ C  M durch 

8 , ( , / ) := |1  f f i r ' = ~ l ~ M ~  definiert. Dana bildea die f~(X):=Y.e~uX(e)8~, ein 
to  sonst J 

Erzeugendensystem von C ~, wenn ~ den Modul M=�9169 und X die Charak- 
tere von H durchl~iuft. Fiir ein festes X wird V(X) von den [e(X) ertzeugt, so dab 
unter diesen nur noch ein System linear unabh~ingiger auszuw~ihlen ist. Aus 

fv~(X) = X(T)-lfr ffir alle 3' e 1I, r e M, X e Car 1I (2) 
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sieht man sofort, dab re(X) = 0 ist, wenn g primitiv und ~ e pM ist. Da nun 1I auf 
M • M-pM fixpunktfrei operiert, ist [~(X)~ 0 fiir alle ~ e M• eine Menge von 
Funktionen re(X), ~e  0, bildet also nach (2) und nach der Definition der re(X) 
genau dann eine Basis von V(X), wenn 0 ein Repr~isentantensystem der Bahnen 
von 11 in M • ist. Mit anderen Worten mul3 0 zu jedem a ~ A~ genau ein ~ mit 
N(~) = a enthalten, denn N • (s.w ist surjektiv und ~, rl e M • liegen genau dann 
in der gleichen Bahn, wenn N(~)=  N(r/) ist. Dieses 0 RiBt sich also wie folgt 
w~ihlen: 

p ~ 2 :  0=01t_J0~ mit O~:={n~A~ll<-n<-�89 und O~:={n.rl~ln~O~}; 
dabei sei rl,~ M• so gew~hlt, daB a=N(Ti,) mit (p)W--1 ist. 
p = 2 :  

~ {1} ftir A= 1 

0 = J { 1 ,  ~3} fiir h = 2  

/O1UO3UOsU07 fiir h > 2  

mit 0j := {n �9 "0i [ n = 1, 3 . . . . .  2 x - 2 -  1} fiir j = 1, 3, 5, 7; dabei seien die ~j E M • 
so gew~ihlt, daB N(r / j )= j  ist (r/1 = 1). 

In der so definierten Basis ist Nx(X) gegeben durch die folgenden Operationen 
der Erzeugenden von SL2(Ax): Fiir alle ~E 0 ist 

[10 ll]f~(x)=e(p-XN(~))f~(X), (3) 

[aO 1 0a]/~(X) =/de(x) = x(~)-~[~,(x) 

Y a~A~, mit a~= y~', 3'~1I, ~'~ O, (4) 

[_~ lo] [~g)'=p-X(-1)xn~o {~u X(e)e(p-X Tr e,~)} fn(X). (5) 

(p-X Tr ~f i :=  p - X ( ~  + ~ )  ist die zu p-AN(~) geh6rige Bilinearform) Diese For- 
meln ergeben sich aus I (2), ( l lb ) ,  (13b), wenn man (2) und die Definition der 
f~0() benutzt. 

Zum Beweis yon Aussage a): Die Restriktion yon Nx(X) auf die Untergruppe 

{(~ ' '  ~ l / I  , ~ } [ b ~ A x |  zerf~illt in eindimensionale Unterdarstellungen, deren in- 
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variante Unterr~iume gerade von den f,(x), ~r 0, erzeugt werden. Diese Zer- 
legung ist eindeutig bestimmt, denn die entstehenden UnterdarsteUungen sind 
paarweise verschieden, wie (3) zeigt: Nach Konstruktion von 0 ist NIo injektiv. 
Daraus folgt, dab ein invarianter Unterraum der Restriktion N~0c)Js von N~(X) 

auf die Boreluntergruppe B = { ( 0 b ) l  • } a _  ~ a e Ax, b e  Ax ebenfalls von gewissen 

f~(X) erzeugt sein muB. Nach (4) geh6ren aber mit f~(X) auch alle f~(X), a ~ A'~, 
zu einem solchen invarianten Unterraum. Also zerf~illt N,()r in die eindeutig 
bestimmten invarianten Unterr~iume 

Vj:=((f~(x) l~eO~)) mit f | j = l ' a  fiir p # 2  
j = 1 , 3 , 5 , 7  fiir p = 2 ,  X > 2  L 

(mit ( . . . )  bezeichnen wir hier den von den re(X) erzeugten linearen Unterraum 
von V(X); hier und im folgenden ist es klar, wie die entsprechenden 
Uberlegungen ffir p = 2, A < 2, lauten). 

Fiir den Irreduzibilit~itsbeweis von N~(X) geniigt es daher zu zeigen, dab kein 
Vj bzw. kein Vh~  V~ im Fall p = 2 invarianter Unterraum von Nx(X) sein kann. 
Wir tun dies mit Hilfe von (5), indem wir zeigen, dab ffir alle j ~ 1 ein 6 e 0~ und 
ein ~ e 0j existieren, so dab der Darstellungskoet~zient 

p-X(-1) * ~ X(e)e(p -~ Tr e ~ )  ~0  
e ~ U  

ist. Nach Konstruktion von 01 und 0j bedeutet dies: Es existiert ein n ~ A~ mit 
Y~,uX(e)e(p -x Trenf i j )#0.  Die entsprechende Summe wiirde fiir p i n  ver- 
schwinden, denn es existiert ja, weil X primitivist, ein 3~ e 1I mit X(3')~ 1 und 
3~ep'oj = eprlj fiir alle e e 11. Angenommen, diese Summe wfirde ffir a l l en  ver- 
schwinden. Dann verschwindet auch folgende Linearkombination ffir jedes/3 elI:  

~, e(-p-Xn Tr/3r ) ~ X(e)e(p-Xn Tr eflj) = pX 
rt~Ax ~ 1 1  e e l ]  

T r ~ l  = Tr~-~j 

Nun beweisen wir folgendes 

LEMMA 1. Sei "y~(.~/pX~)• mit 3~  ~ mod p ~ .  Das Kongruenzensystem 

X(e) = 0 (6) 

N(~) -- N(~,) mod pX, 

Tr~mTr~/  modpX, 

hat genau zwei L6sungen in (~/p~�9215 niimlich ~ = "y und ~ = ~. 
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Die zweite Kongruenz lfiBt sich schreiben als 

~ + ~ - 3 ' + ~ m o d p  ~, 

und wegen der ersten Kongruenz ist sie/iquivalent zu 

( r  3")(~- ~/) ---=- 0 mod pX �9 

Schreibt man V- = ~ - 3" und v = ~ -  q, so gilt 

/ z v - 0 m o d p X � 9  und V . - v - Z / - v ~ 0 m o d p � 9  

Daraus folgt entweder/z = 0 mod pX �9 oder v -  0 mod pX �9 also ~ = 3" oder q (p 
ist ja in �9 unverzweigt!). 

Ist p#2 ,  so erffillen alle Elemente 7---/3~a mit /3eli die Bedingung von 

Lemma a, dennN(3")-amodp ~ mit 3 , - ~ / m o d p ~  i s t f i i r ( p ) = - I  garnicht  

16sbar. Aus (6) wiirde dann folgen 

X(e)+X(~)X(~a~2l)=O fiir alle eel1, 

d.h. X = X -1, und das ist ein Widerspruch. 
Ist p = 2 (und h > 2), so kann man 

1 + ,fZ-3 l + , f ~  1 + ~ - 3  
r h = l '  '03=2 2 ' "05=44 2 ' "07=2"+ 2 

w~ihlen, und die Elemente 3' =/3-~j mit /3 ~ 1I, erfiillen wiederum die Bedingung 
von Lemma 1 (siehe w also ist man auch in diesem Fall fertig. 

Mit Hilfevon (3) sieht man, dal3 [10 Pi-1] nicht die Identit/it auf V(X) ist; 

Na(X) hat also die Stufe h. 
Zum Beweis yon b) iiberlegt man sich zun/ichst anhand von (3), (4), (5), dab 

tz:f~(x)~-,f~(f 0 ([iir alle ~e 0) einen Darstellungsisomorphismus von Nx(X) auf 
Nx(~) erzeugt. 

Sei umgekehrt ein D arstellungsisomorphismus K:Nx(x1)--* Nx(X2) gegeben. 

Da K mit [10 ~] fiir alle b~A~ kommutierenmuB, entnimmt man (3), daB 

K(f~(X1))=c~f~(X2) sein muB mit gewissen komplexen c~#0. Da K mit allen 

[ 0  1 ~ ], a ~ A ~, kommutiert, folgt aus ( 4 ) notwendig c~=c,, wenn ~ und "0 im 
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gleichen0jliegen. Darausfolgtschliel31ich, w e n n m a n K o [ _ ~  10]=[_01 10]oK 

beachtet und die entstehenden Darstellungskoeffizienten fiir geeignete ~, rl e 01 
vergleicht, dab 

Xl(e)e(np -~ Tr e) = ~ XE(e)e(np -x Tr e) 
e ~ l l  e ~ U  

fiir a l len e A~, ist. Durch Bildung von Linearkombinationen schlieBt man daraus 
ganz fihnlich wie eben: es gilt 

pX ~. (Xl(e)-x2(e))=O fiir alle 3,el/, 
eel /  

Trr =Tr3, 

d.h. fiir alle % die die Bedingung von Lemma 1 erffillen, gilt 

Xl (3 , )  --I- Xl (~ / )  ~- X2(3,)  "[- X2('Y). 

Sind ~ und a die erzeugenden Elemente von 11 aus w so sieht man, dab 
und Ke fiir alle e e (a) die Bedingung von Lemma 1 erfiillen, d.h. 

X2(~)=XI(~) oder )71(~) 

und 

Xl(~)Xl(e)+~l(~)f(l(e) =X2(~)XE(e)+Y(2(~)~E(e) fiir alle e e(a) .  

Aus der linearen Unabh~ingigkeit der Charaktere der Gruppe (a) folgt sofort 
X2 = X~, falls Xz(~)= Xl(~') und X2 = )~1, falls Xz(~)= 9~(~). Damit ist b) bewiesen. 

5. Die verzweigten Reihen 

Wir befassen uns hier mit den Weilschen DarsteUungen R~(r, t) aus I, Defini- 
tion 3 (mit o - < ; t - 2  im Fall p = 2); 1I bezeichne jeweils die in w beschriebene 
abelsche Automorphismengruppe von (M, O), und fiir die nach dem ersten 
Zerlegungsprinzip gewonnenen Unterdarstellungen W(M, Q, X) schreiben wir 
R[(r, t, X). Fiir diese F~ille soil hier Hauptsatz 1 bewiesen werden: 

SATZ 3. Seien X, Xl, X2 primitive Charaktere yon 1I mit X 2, X~, X~ ~ 1. Dann 
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ist 

a) R~(r, t, X) irreduzibel yon der Stufe A, 
o, ~ cr b) Rx(r, t, X1) = Rx(r, t, ~1(2 ) genau dann, wenn X , I  = X2 oder Y(2 isr 

Fiir prS2 und feste r, t, tr, 0 < o - < A ,  erhiilt man damit p X - ~ - l ( p - 1 )  nicht- 
iiquivalente irreduzible Darstellungen yore Grad �89 1)pX-2. Die entsprechenden 
Aassagen fiir p =2 und die dort auftretenden fitquivalenzklassen quadratischer 
Moduln macht die folgende TabeUe: 

Or r t 

Anzahl der in/iquivalenten 
irreduziblen R~(r, t, X) Grad von 
fiir feste r, t R~(r, t, X) 

1;3 1;5 1 for A=3,4; 2 x - 3  f/Jr A>4 3 " 2  x - 3  
0 1 3; 7 2 x-4 fiir )t >4 3 .2  ~-2 

1 1;5 1;5 2 x - 4  fiir A>4 3 " 2  x - 3  
1;3 3;7 

2 1; 3 1; 3; 5; 7 2 x-5 fiir A >5 3 " 2 x - 3  

3---tr-< A- 3 1;3;5;7 1;3;5;7 2 x-~-2 3 .2  x-4 

In den anderen Fallen ist cr = A - 2 (s. w oder X 2 =- 1 fftr aUe primitiven X (s.w 
Die  Anzahlaussage  ergibt  sich aus der  Anzahl  und dem Verha l t en  der  pr imit i -  

ven C h a r a k t e r e  (w die Gradaus sage  aus der  nun folgenden Konst rukt ion .  Wir  
ve rwenden  die in w fiir diese (M, Q)  eingeffihrte Termino log ie  und suchen wie in 
w eine Basis des Dars te l lungs raums  V(X) bzw. genauer  V~(r, t, X) von  R~(r, t, X) 

unter  den Funk t ionen  f~(X):= ~"~u X(e)8~ ~ C M. Ebenso  wie dor t  ist (2) giiltig, 

dahe r  verschwinden  alle f~(X) mit ~ e pM, da X primit iv  sein soil. Anders  als dor t  
bes teh t  IVI: = M - p M  hier nicht  m e h r  nur aus der  mult ipl ikat iven G r u p p e  M • yon 
M ;  jedenfal ls  oper ie r t  1t aber  f ixpunktfrei  auf /~/ ,  so dab  die Anzahl  der  Bahnen  
dieser  O p e r a t i o n  gerade  IMI" (ord 1I) -1 ist. Diese  Anzahl  ist gleichzeitig der  
Dars te l lungsgrad ,  denn  die Auswahl  e iner  Basis {f~(X)[ ~ E 0} ist g le ichbedeutend  
mit  der  Auswahl  eines Repr i i sen tan tensys tems  0 c M fiir diese Bahnen .  

Es  ist klar,  dab  man  0 f3 M • wieder  so zu wiihlen hat, dab  NlonM. :0 n M• 
A~ injekt iv  ist. I m  Fall p #  2 kann  man  einfach 

0 1 : = 0 n M •  <n---�89 

nehmen .  I m  Fall p = 2 setzen wir wieder  Oj : = {n~j I n = 1, 3 , . . . ,  2 x - 2 -  1}, soweit  
ein r/j e M • mit  N(-qi ) = j existiert  (j = 1, 3, 5, 7, insbesondere  ~/1 = 1). t-Iier kann  



506 

man dann 
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"0~U05 fiir o '=0 ,  t = l  

01 LJ 03 ~J 05 ~ 07 fiir o" = 0, t = 3 

01 U 03 fiir o" = 1, t = 1 

0~ tO 07 fiir o" = 1, t = 3 

0~U05 fiir ~r=2 

0~ fiir ~r-  3 

oder 5 

oder 7 

oder 5 

oder 7 

w~ihlen. Wie man die Elemente von ( J~ / -M • N 0 w~ihlt, ist fiir den Beweis von 
Satz 3 gleichgiiltig. Es sei hier nur erw~ihnt, dab N((I(/I-M • N O)= N(M)f)pAx 
ist; wir werden in w darauf zuriickkommen. 

In der so definierten Basis ist R~ t,X) gegeben durch die folgenden 
Operationen der Erzeugenden von SL2(Ax): Fiir alle ~ 0 ist 

[10 ll][~(X)=e(rp-XN((;))fr (7) 

[ 0 1 ~][~(x)= A(a)[o~(x)= A(a)x(y)-~fr 

V a r A~ und fiir y~' = a~ mit ~/~ 1I, ~' ~ 0, (8) 

[_~ ~]h(x)= So(-1) lMl-~/2 ~o {,~uX(e)e(rp-X Tr e~)}f"(X); (9) 

Die expliziten Werte der Zahlen A(a),  S o ( - 1 ) e C  findet man in I, (11c) und 
(13c). rp -x Tr ~fi = B(~, rl) ist die zu rp-XN(~) = Q(~) geh6rige Bilinearform. 

Ebenso wie im Beweis yon Satz 2 zeigt man nun, dab fiir alle vorkommenden 
0 j c / ( /  der Unterraum Vj von V~(r, t, X), erzeugt von den [r mit ~ 0 i, 
invariant und irreduzibel ist beziiglich der Boreluntergruppe B c SL2(Ax). Ge- 
nauso l~i6t sich beweisen, da6 der von den [e(X) mit ~a  ON(I(4-M") erzeugte 
Unterraum Vo invariant (jedoch i.a. nicht irreduzibel) beziiglich B ist und dab die 
Zerlegung Vo ~) ~j @ V~ eindeutig bestimmt ist. 

Fiir alle f~(X)e Vo ist - 1  f e ( X ) ~ j ~  ~ ,  denn fiir alle "~e(1VI-M• 
verschwindet der Transformationskoeffizient Y.~u X(e)e(rP -~ Tr e ~ )  aus 
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Gleichung (9): In diesem Fall ist n/imlich ~fi ~ pM; es existiert darum ein V e l~t mit 
X(Y) ~ 1 und 3'~fi = ~f/- Daraus sieht man, dal3 der einzige invariante Unterraum 
von V(X), welcher Y j ~ Vj enth~ilt, der ganze Raum V(X) ist. 

Im Fall p g 2  und im Fall p = 2 ,  o----3, ist damit bereits bewiesen, dab 
R~(r, t, X) irreduzibel ist, denn hier besteht ~j~) Vj nur aus V~, und die Restriktion 
auf die Borelgruppe B hat gezeigt, dal3 V1 in einem irreduziblen Unterraum von 
V(X) enthalten sein mug. 

In den Fallen p = 2, o- = 0, 1, 2, ist zwar aus dem gleichen Grund jedes Vj in 
einem irreduziblen Unterraum von vOc) enthalten, man mug aber zus~itzlich 
nachweisen, dab z.B. ein irreduzibler Unterraum, der V~ enth/ilt, zugleich die 
iibrigen vorkommenden V~ enth~ilt. Wie im Beweis von Satz 2 kann dies dadurch 
geschehen, dab man die Existenz eines ~ 0~ und eines r/~ 01- zeigt, so dab der 
Transformationskoeflizient ~,~u X(e)e(r2 -x Tr e~fi) aus (9) nicht verschwindet (im 
Fall o- = 0, t = 3 oder 7, geht man etwas anders vor: Man zeigt dasselbe fiir ~ e 01 
und r /e  03, 7/e 07; anschliel3end fiir ~e  03 und r/e 0~). 

Man kann den Beweis von Satz 2 fast w6rtlich iJbernehmen, indem man fiir 
eine geeignete Linearkombination 

~'. ~ x(e)e(nr2-X(Tr ~rlj -Tr/3flj)) ~ 0 

nachweist (fiir o- = 0, t = 3, 7 ist gegebenenfalls fij durch ~3~5 zu ersetzen). 
Damit ist die Irreduzibilit~it der fraglichen Darstellungen gezeigt. DaB sie die 

Stufe A besitzen, sieht man wieder mit Hilfe von (7) ein: [~ P~-I] ist nicht die 

Identit~it auf V~(r, t, X). 
Einen Isomorphismus/x:R~(r,  t, X)-'~ R~(r, t, fr k6nnen wir durch P.(f~(X))= 

f~0() definieren. 
Sei andererseits ein Isomorphismus K : R~(r, t, X1) ~ R~(r, t, X2) gegeben, Xx, 

[o 0] X2 ~ Car 1I primitiv. Aus K o = o K Y b e Aa und K o = 

[ 0  1 ~]~ 

mit einem komplexen q~O,  und dab K den Raum Vo auf rich abbildet. 

Anwendung yon K o [ _ ~  10]=[_  ~ 10]oK auf f~(xO, ~ 0 ~ ,  zeigt schliel31ich, 

dal3 ffir alle rl ~ Oj c 0 

{clx2(e) - qxl(e)}e(rp -* Tr e ~ )  = 0 
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sein muB. Durch Bildung von Linearkombinationen dieser Ausdriicke erh/ilt man 

{C lX2( ,E)  --  C IX I (E ) }  -~" 0 ( 1 0 )  

Tre~ I = Tr~'~ I 

fiir alle /3 e 1I und alle j. 
Fiir p # 2  und ftir p = 2 ,  o'->3, ist notwendig j = l ,  c~=ci, f i j = l ;  wenn fiir 

/3 = bx + b2~S-p~'t, die Komponente b2 nicht durch p teilbar ist, so hat Tr e = Tr/3 
nur die zwei L6sungen e =/3 und e =/3. Dies ist insbesondere ftir/3 = a und ( - a )  
(siehe w und 4) der Fall, also folgt aus (10), da6 X2 = gl oder ~ ist. Genauso 
kann man im Fall p = 2, o- = 0, t = 1 oder 5 vorgehen. In den anderen Fallen, d.h. 
p = 2, or = 1, 2 oder cr = 0 m i t t  = 3 oder 7, gibt es jeweils ein j r  1, so dab fiir alle 
/3 e 11 entsprechend /3fij = x + y ~ mit 2 X y ist und darum die Gleichung 
Tr e'~j =Tr/3~j nur die L6sungen e =/3, e =/~.~f~-t besitzt. Aus (10) folgt daher 

CLX2(/3) q_ C l X 2 1 ( / 3 ) X 2 ( T ] . / ~ - 1 )  = •X1( /3 )  q- c j X 1 1 ( / 3 ) X l ( ~ . / ~ i  -1) 

f/Jr alle /3 ~11. Da die c~, c~, X~(~/jfi~ -~) und X2(~/i~ -1) konstant ~ sind, kann diese 
Gleichung nur erfiillt sein, wenn die Charaktere X~, X~ -1, X2 und X] 1 nicht 
paarweise verschieden sind. Damit ist auch hier Teil b) des Satzes bewiesen. 

6 .  D i e  S o n d e r f i i l l e  o. - A - 3 

Wie in w bereits angedeutet wurde, kann man die vollst~indige Zerlegung 
aller Weilschen Darstellungen W(M, Q) zu bin~iren quadratischen Moduln 
dadurch durchfiJhren, dag man die zweite Zerlegungsmethode (w verwendet, 
welche i.a. besagt: Alle irreduziblen Unterdarstellungen von W(M, Q) sind 
entweder von der Form W(M, Q, X) mit primitivem X e Car 11, oder sie liegen 
bereits in Weilschen Darstellungen kleineren Grades. Dies ist jedoch falsch fiir 
kleine h (w und vor allem fiir die Moduln A ~ A 1  bzw. A~, wenn p # 2 ,  und 
Ax- I~A2  bzw. Ax-I$A1,  wenn p = 2  ist. F/Jr diese Sonderfiille wollen wir 
gewisse irreduzible Unterdarstellungen angeben, so dab wir mit Hilfe einer 
schw~icheren Form der zweiten Zerlegungsmethode eine vollst~indige Zerlegung 
erhalten werden. 

1. p#2, M=Ax,  Q(x)=rp-Xx 2, p X r. Die Isomorphieklasse des quadrati- 

schen Moduls ist durch ( ~ ) b e s t i m m t ,  und es ist Aut  (M, Q) = {1, -1}. Die 

Weilsche DarsteUung Rx(r):= W(M, Q) besitzt nach dem ersten Zerlegungsprin- 
zip zwei Unterdarstellungen Rx(r, +) und Rx(r,-), deren invariante Unterr/iume 
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sind 

V(• = { f~  C M I f ( - x )  = •  Y x e M}. 

Beide sind fiir )t > 2 reduzibel, es gilt jedoch 

SATZ 4. Rx(r, +) enthiih genau eine irreduzible Unterdarstellung Rx(r, • der 
Stufe A, welche den Grad �89 1)pX-2 fiir )t > 1 und (p • t)/2 flit h = 1 besitzt. Es 
ist 

Rx(r, +), ~ R~(r, - ) , .  

Eine Basis des Darstellungsraumes von R~(r, • ist BI(• Bo(• wobei 

BI(• := {~ • = : f~(• e A~, 1 -<x <--�89 - 1)}, 

ka ~ 

1 0<_y<_px-2- 1 / 

1__ k-�89 / 

B~176 " fiir A = l  ist. 
Bo(-) : = O 1 

ffir A > I ,  

Man kann leicht 

[10 11]s177163177 
[10 11]fy,~(•177 

(11) 

zeigen and entspI*echende F~ f~il" die EI'zeugenden [ O 1 ~1 and [ m~ ~1 
aufstellen und mit deren Hilfe analog zu Satz 3 Invarianz und Irreduzibilit~it von 

R, ( r , •  beweisen. Insbesondere erh~ilt man [ - E ] f ~ ( + ) =  f~(+) und 

[ - E ] s  -(2!pl)"s Daraus folgt die In~iquivalenz. Die Eindeutigkeit, d.h. 

dag das Komplement yon R~(r, • in R~(r, • eine kleinere Stufe besitzt, wird 
sich am einfachsten aus Satz 8 ergeben. 
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2,. p#2 ,  M = A x ~ A 1 ,  A > I ,  O(x,y)=rp-X(x2+pX-lty2), pXr ,  t. Hier 
k6nnen wir wieder die Terminologie von w bzw. w verwenden; die Darstel- 
lungen RXx-~(r, t, X) sind fiir primitive g bereits in w beschrieben worden, so dab 
wir uns hier auf die nicht-primitiven X e Car H beschr/inken k6nnen. Nach w 
haben nicht-primitive Charaktere die Eigenschaft X(a)= 1; es handelt sich also 
nur um zwei Charaktere X+ und X-, welche durch X• = :t:1, X• 1 
vollst~indig bestimmt sind. 

L E M M A  2. RX-l(r, t,X• ) enthiilt genau eine irreduzible Unterdarstellung 
R~,-l(r, t, X• der Stufe h, und fiir diese gilt 

R~_l(r,t,X• fiir ( ~ - ~ ) = 1 ,  

tRx(r ,w) l  f/ir ( ~ - ~ ) = - 1 .  

(12) 

Die Basis des zu Rx (r, t, X• geh6rigen irreduziblen Unterraums ist Bl(-t')l,.J 
Bo(+) mit 

BI(+) := {f~(X• [ f ~ A~, 1 --< f -- �89 _ 1)}, 

{ I Bo(+) := [,1,k(X• .~a, " ( P  fPn+~P~-'(X• 0<- "q 1,1 -< k -< . 

Zum Beweis verwendet man (7), (8), (9) und die Tatsache, dab man a so w~ihlen 
kann, daB a j = 1-�89 j = 0 . . . . .  p -  1, ist. Die Eindeutigkeit 
folgt wieder am einfachsten aus Satz 8, und fiir (12) wird sich in w ein einfacher 
Beweis ergeben. 

3. p = 2 ,  M = A x - a ~ A 1 ,  A > 4 ,  O(x,y)=r2-a(x2+2x-Zty 2) fiir r = 1 , 3 , 5 , 7  
und t = 1, 3.11 = Aut  (M, Q) ist in w beschrieben worden; die Charaktere von 1I 
sind Xa---= 1 sowie die nichttrivialen Charaktere X-a, g - , ,  X,,, deren Kerne aus 1 
und jeweils - 1 ,  - a ,  a bestehen. Ein Repriisentantensystem fiir die Bahnen von 1I 
in M i s t  die Vereinigung der folgenden Mengen: 

01 := 11, 3 , . . . ,  2 a-2 - 1}, 02 := {2, 6 , . . . ,  2 ~ - 3 -  2}, 

03:= [ 1 4 + ~ ,  8 + ~  . . . . .  2 x - 3 - 4 + ~ }  

t O  fiir A = 5 ,  

fiir h > 5 ,  
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04:= 1 ~ } ,  05:= {2 a-3 + ~ } ,  

0 6 : = { 2 + ~ ,  6 + ~  . . . .  , 2 x - 2 - 2 + ~ } ,  

07 := {4, 8 . . . . .  2 ~-2_ 4}, 08 := {0, 2 a-2}. 

511 

Es ist klar, dab eine Basis des Darstellungsraumes fiir die DarsteUung R~-2(r, t, X) 
wieder unter den Funktionen f~(X)=Y.~nX(e)&~ zu suchen ist, und zwar 
durchl~iuft ~ dabei die Menge 

01U 02 U 03 U 04 fiir X = X_I, 

01 U 02 U 03 U 05 fiir X = X-~,, 

01 U 02 U 03 U 06 tO 07 fiir X = X,~, 

8 
U 0j fiir X=X1. 
j=l 

DaB R~-2(r, t, X-O und R~,-z( r, t, X-~) irreduzible Darstellungen sind, beweist man 
w6rtlich ebenso wie in Satz 3 (es handelt sich in diesem Fall um die beiden 
primitiven Charaktere!); die beiden anderen Unterdarstellungen sind reduzibel, 
aber sie enthalten jeweils genau eine irreduzible Unterdarstellung R~-2(r, t, X,,)I 
bzw. a-2 Rx (r, t, X1)1 der Stufe h yore Grad 3 �9 2 x-4. Die zugeh6rigen invarianten 
irreduziblen Unterr~iume dieser Darstellungen werden erzeugt von 

~ = 2 + ~ ,  6 + ~ . . . ,  2 a - 3 - 2 + , f ~ ' - 2 t  

und ( f f i r h > 5 )  4 , 8 , . . . , 2  x-3-4} 

bzw. von 

. . . .  

~ r  

6 + ~ i i  . . . .  2 x - 3 - 2 + ~ } .  

Die Beweise dazu kann man elementar mit Hilfe der Erzeugenden von SL2(Ax) 
fiihren. Die Frage nach m6glichen Isomorphismen zwischen diesen Darstellungen 

werden wir weiter unten beantworten. 
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4. p = 2 ,  M = A x - I @ A 2 ,  ) t > 5 ,  O(x,y)=r2-a(x2+2a-3ty2).  Durch  Satz 3 

sind uns hier bereits  die Dars te l lungen RX-3(r, t, X) f/ir primitives X und A > 5  

bekann t  (f/ir A = 5 werden wir diese in w behandeln) .  Wir  werden uns darum hier 
auf die nicht-primit iven Charaktere  beschr~inken und zu diesem Zweck  zun~ichst 
die Gruppe  1~ = ( - 1 ) •  noch  genauer  beschreiben:  Es ist 

ot = 1 - - 2 x - 4 t - - 2 z x - 9 + ~  und ct 2 =  1 - 2 x - 2 + 2 ~  

und die nicht-primitiven Charaktere  sind Xx -= 1 sowie jene nicht-trivialen Charak-  
tere X,~, X-~, X-~, deren  Kern  durch a 2 und jeweils a, - 1 ,  - a  erzeugt  wird, Fiir 
alle diese nicht-primitiven Charaktere X enthiilt R~-3(r, t, X) eine eindeutig be- 
stimmte irreduzible Unterdarstellung R~-3(r, t, X)~ der Stufe A yore Grad 3 �9 2 ~-4, 
deren zugeh6rige Un te r rhume  von folgenden Funkt ionen  erzeugt  werden (mit 0~ 
bezeichnen wir wie in w die Menge  {1, 3 . . . . .  2 x - 2 -  1}): 

Darstellung Erzeugende des Darstellungsraumes 

R~-3(~ ~X-a)l  

RX-3(r, t, X-1)l 

RxX-3( r,/, X~)I 

R~-3(r, t, X1)1 

f~(X-~) mit ~e 01 oder ~j=4, 12 . . . . .  2x -3 -4 ,  
~ = 8 + 2 ~ ,  1 6 + 2 ~  . . . . .  2 x - 3 + 2 ~  

f~(x-~)+fz .... ~(g-,;) mit ~ = 2, 6 . . . . .  2x-3-2. 

f~(X-~) mit r 01 oder ~=4, 12 . . . . .  2x-3--4, 

~ = 2 ~ , 8 + 2 ~  . . . . .  2 ~ - 3 - 8 + 2 ~ ,  
f~(x-O-f2 .... e(X-l) mit ~ = 2, 6 . . . . .  2x-3-2. 

f~(x,~) mit ~01 ,  
f~fx~) +fa .... ~(X.) mit ~ = 2, 6 . . . . .  2 A-3 - 2, 

= 4 + 2 ~ ,  1 2 + 2 ~  . . . . .  2 " - 3 - 4 + 2 ~ ,  
= 8, 16 . . . . .  2 x-3. 

f~(x1) mit ~ 01, 
f~(xl)-f~ ...... ~(X1) mit ~j = 2, 6 . . . . .  2~-3-2, 

~r = 4 + 2 ~ ,  12+ 2 ~ t  . . . . .  2x-3-4+2 -2f- t, 
~ = 0 , 8  . . . . .  2x-3-- 8. 

Die Beweise  dazu k6nnen  e lementar  mit Hilfe der  E rzeugenden  von $L2(Ax) 

gef/ihrt werden  und der  Beweis der  Eindeut igkei t  wird sich wieder  e infacher  aus 

Satz 8 ergeben.  

S A T Z  5. Fiir fester = 1, 3, 5, 7, t = 1, 3 und jedes h >- 7 sind RX-2( r ,  t, X - l ) ,  

RxX-2(r, t, X-a), RX-3( r, t, X1)I, RX-3( r, t, X-I)I vier paarweise nicht-isomorphe ir- 
reduzible Darstellungen yore Grad 3 �9 2 x -4  und der Stufe )t. 

Z u m  Beweis, dab  diese vier Dars te l lungen nicht i somorph  sind, d/irfen wir uns 
darauf  beschriinken,  die Rest r ik t ion dieser Dars te l lungen auf  die Bore lg ruppe  zu 
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betrachten. Mit Hilfe yon I, (2) bzw. zu (7) und (8) analogen Formeln stellt man 
leicht fest, dab fiir die oben konstruierten Basen der Darstellungsr~iume die 

Darstellungsmatrizen der Elemente l0 ~ ) a n d - E ~ S L 2 ( A ~ )  diagonal sind. 

Bestimmt man unter diesen Diagonalelementen jeweils die Menge der achten 
Einheitswurzeln, so sieht man elementar, indem man diese fiir die vier angegebe- 
hen Darstellungen vergleicht, dab diese nicht isomorph sein k6nnen. 

Derselbe Vergleich von Darstellungsmatrizen legt die Existenz folgender 
Isomorphien zwischen den hier konstruierten Darstellungen nahe: 

R~-3(r, t, X)l ~ R~-a(r, t + 2, XX~)~ ) 

fiir alle nicht-primitiven X / fiir 

R~-2(r, t, X~,), ~ R~,-2( r, t+2,  X1), 

X>5 (13) 

R 3 ( r , t , X _ O ~ R 3 ( r , t + 2 ,  X_~) (h=5)  (14) 

. fR~(r,  3, X_~,) fiir t = l )  
R~,(r, t, Xl)1 = ~ 4 

I.R6(r, 3, X-l) fiir t = 3 

, (g~(r , l ,g_,~) fiir t = 3  (h=6)  
R3(r, t, X-1)1 -=- ~ 4 

I.R6(r, 1, X_0 fiir t=  1 

(15) 

x-3(r, t, X-~)I fiir h =7  
A--2 R.  (r,t,X~)~ ( R .  

A 3 Rx- (r, t, X~)l fiir h > 7 
(16) 

Man kann diese Isomorphismen explizit angeben; im n/ichsten Paragraphen bzw. 
(flit (13) bis (15)) in w wird sich jedoch ein einfacherer Beweis fiir sie ergeben. 

7. Ein Iniiquivalenzsatz und seine Konsequenzen 

In diesem Paragraphen wollen wir den Beweis von Hauptsatz 1 beenden und 
die Beschreibung der irreduziblen Darstellungen von SL2(Ax) der Stufe h flit 
p # 2 ,  a > l  und p = 2 ,  h > 6  abschliel3en. 

SATZ 6. a) Seien (M1, Q1), (ME, Q2) bin~re quadratische Moduln, )0 und X2 
primitive Charaktere der zugeh6rigen abelschen Automorphismengruppen lI~ bzw. 
H2. Mit  Ausnahme  des Falles p = 2, h = 5, or = 3 (wegen (14)) folgt dann aus 
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W ( M ,  01, X1) ~ W(M2, 02, X2), daft ( M ,  01) und (M2, 02) isomorph sind. 

b) Oie vier OarsteUungen Rx(r, + )l mit ( ~ ) = +  l aus Satz 4 (p#2)bzw.  die 

16 DarsteUungen R~,-3(r, t, X-1)1, R~-a(r, t, X-1)1 (P = 2, A >- 7) m i t r  = 1, 3, 5, 7, 
t = 1, 3 aus Satz 5 sind zu den unter a) genannten Darstellungen und untereinan- 
der paarweise nicht isomorph. 

Sei zuniichst p # 2 :  Hier bestimmt schon der D'arstellungsgrad von 
W(M, Q, X), X primitiv, den quadratischen Modul (M, Q) eindeutig bis auf 
Isomorphie, wenn es sich um Darstellungen der zerlegten oder der unverzweigten 
Reihe handelt (man beachte die Siitze 1 bis 3 sowie die Tatsache, dab wir dort alle 
Isomorphieklassen biniirer quadratischer Moduln behandelt haben, s.I, Satz 3). 

" Rx ( r , t ' ,X ' )  notwendig (p )  (~) ,  Es bleibt nur zu zeigen, da6 aus Rx(r, t, X)~- " ' = 

( p ) = ( ~ )  und tr=tr '  folgt. Nach (7) ist die Darstellungsmatrix von R~(r, t ,X) 

fiir (10 ~)eSL2(Ax, diagonal mit den Diagonalelementen e(rp-Xm), m e  

{x 2 + p"ty 2 [ x e A~, y = 0 oder x ~ pAx, y ~ A~} (mit Multiplizit~iten), und ent- 
sprechendes gilt mit r', t', tr' anstelle yon r, t, t r i m  Falle der Darstellung 

Rx (r ,  t',X'). Daran sieht man sofart = . Die anderen Gleichungen 

(p) = ( t i ) a n d  or=or' folgen aus 

{ x2 + P'~tY 21 x ~ pAx, y ~ A~} = {x 2 + p" t ' y  2 [ x e pAx, y ~ A'~} 

durch naheliegende zahlentheoretische Uberlegungen. Ganz analog dazu gewinnt 
man hier auch die Aussage b) des Satzes; das Spektrum der Darstellungsmatrix 

von Rx(r,+)l flit (10 11)besteht hier (fiir A > I ) e i n f a c h  aus allen e(rp-Xn2), 

n~ Ax. 
Im Fall p = 2  bestimmt wieder der Darstellungsgrad eindeutig die 

ZugehSrigkeit zur zerlegten oder zur unverzweigten Reihe. Zum Beweis von a) 
bleibt also nur zu zeigen, dab r, t, o" eindeutig durch R~(r, t, X), X primitiv, 
bestimmt sind, wenn r und t die in Satz 3 angegebenen Werte durchlaufen (bzw. 
fiir tr = A - 2  die Werte r=  1, 3, 5, 7, t = 1, 3, wenn A ---5 ist; fiir ?t < 5  gibt es nur 
in den F~Ulen A = 3 und ~ = 2, t = 1 primitive Charaktere, und dort kann man die 

Gfiltigkeit des Satzes elementar iiberpriifen, s. auch w (10 11) besitzt auch hier 
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als Darstellungsmatrix eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen e(r2-am), 
wobei fiir tr<--h-3 me{(x2+2~ty2)[(x, y ) e M - 2 M }  ist, und diese Menge be- 
stimmt r, t u n d  tr wieder eindeutig. Die entsprechenden Mengen fiir die 32 
Darstellungen R~,-Z(r, t, X-a), ~-2 Rx (r, t, X-,,), R~-3( r, t, X,)I, R~-a(r, t, X-1)1 (fiir 

h_>7; fiir a =6 entf~illt die letzte Darstellung wegen (15), und der Fall h =5 
bleibt wegen (14) yon der Betrachtung ganz ausgeschlossen) bestehen nur aus 
Elementen der Restklassen rx 2 mod 24-2, x e Ax-2. Damit ist erstens klar, daB sie 

I1 tf  F w nicht zu Darstellungen Rx (r, t ,X') mit c r ' < A - 2  und primitivem X isomorph 
sein k6nnen. Zweitens ist r mod 8 dureh sie eindeutig bestimmt. DaB sie schlieB- 
lich fiir h > 5  auch noch t mod4 bestimmen bzw. (yon den erw~ihnten 
Einschr/inkungen fiir h = 6 abgesehen) untereinander nicht isomorph sind, sieht 
man wieder dadurch ein, daB man wie im Beweis von Satz 5 die achten 

f/it die Elemente (10 1 1 ) u n d - E  Einheitswurzeln in den Darstellungsmatrizen 
r 

berechnet und vergleicht. 
Satz 6a zeigt--zusammen mit den S/itzen 1 bis 3 und I, Satz 3 und 4-, daB 

Hauptsatz 1 richtig ist (die in Satz 6a genannte Ausnahme spielt keine Rolle, da 
dort X2--X2 2=-- 1 ist). Ferner folgt aus Satz 6 und aus der Tatsache, dab man die 
Anzahl aller irreduziblen Darstellungen auf anderem Wege berechnen kann (s. I, 
w daB die S/itze ] bis 5 alle irreduziblen Darstellungen yon SL2(Ax) der 
Stufen h > 1 fiir p~ 2 und der Stufen h >6  fiir p = 2 beschreiben; wir haben sie in 
den Tabellen des w zusammengestellt. 

Daraus erh/ilt man folgenden einfachen Beweis fiir (12) und (16): Da man alle 
irreduziblen Darstellungen der betreffenden Stufe kennt, muB z.B. im Fall p = 2, 
h > 7 die Darstellung R~-3(r, t, X~)~ zu einer der Darstellungen der S~itze 1, 2, 3 
und 5 isomorph sein. Eine Analyse der Eigenwerte aller Darstellungsmatrizen fiir 

(10 ~) und - E  ~SL2(A~) zeigt, daB daffir nur RXx-2(r, t, x~) in Frag e kommt. 

Ebenso sieht man auch die Giiltigkeit yon (13) fiir )~ >6  ein. In den F~illen 
p = 2, h = 5, 6 kann man zum Beweis yon (13) bis (15) ebenso vorgehen, sobald 
man sich (w auf anderem Wege die noch fehlenden irreduziblen Darstellungen 
dieser Stufen verschafft hat. 

8. Eingebettete Weilsche DarsteHungen 

Sei W(M, Q) eine Weilsche Darstellung von SL2(Ax) zu einem bin~iren. 
quadratischen Modul (M, Q) von einer Stufe h > 1. M besitzt dann p + 1 Unter- 
moduln Hi, j = 1 , . . . , p + l ,  der Ordnung p. Man iiberzeugt sich leicht, dab 
Qln~---0 ist fiir alle j = l  . . . . .  p + l  mit Ausnahme der in w diskutierten 
Sonderffille M ~ - A x - I ~ A 2 ,  M ~ A ~ - I ~ A 1  fiir p = 2  und M ~ - A ~ ) A 1  fiir p#2 :  
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Hier besitzt jeweils nur ein Hj (o.B.d.A. H1) diese Eigenschaft bzw. fiir p = 2, 
h = 2 i.a. sogar kejnes. Analog gibt es nur ein solches H1 =p~'-IM im Fall 
M ~  Ax, p#  2, h > 1. Die Eigenschaft Q[H~- 0 hat nach I, Lemma 3 zur Folge, 
dab die zu H i orthogonalen Untermoduln H~ (beziiglich der zugeh6rigen 
Bilinearform B) die Eigenschaften Hj c Hj L und [M:Hr]= p besitzen, und dab O 
auf jedem Faktormodul M r := H~/'I-I r eine (ebenfalls nicht-entartete) quadratische 
Form Oj induziert. Zu den quadratischen Moduln (Mj, Or) geh6ren nach I, 
Lemma 3 Weilsche Darstellungen W(Mj, Qj), welche folgendermal3en in 
W(M, O) eingebettet sind: Der Darstellungsraum C ~  von W(M r, Oj) wird iden- 
tifiziert mit dem Unterraum Vj von V = C ~, wobei 

Vj={fe vl  f(x)=O Y xz;H~, }. (17) 
f(x)=f(y) Yx, y e H ~  mit x = y  mod Hj 

Wenn dim V = p" ist, ist dim Vj = pn-2. 
Zwei solche in W(M,Q) eingebettete Darstellungen W(Mj, Qj) und 

W(Mh, Qh), j~ h, besitzen eine gemeinsame Unterdarstellung, welche man auf 
~ihnlichem Wege gewinnt und welche nicht yon j und h abh/ingt: Die Summe der 
Untermoduln/4/ und Hh ist /40: = {x e M [ px = 0} mit ord Ho = p2. Es ist wieder 
Q l ~ - - 0 - - d i e  in w diskutierten Sonderf/iUe bleiben bis auf weiteres 
ausgeschlossen-- und Hg- = H~- tq H~ = pM hat in M den Index p2 und enth~ilt Ho. 
Wie oben induziert Q auf Mo := H~/Ho eine quadratische Form Qo, und die nach 
I, Lemma 3 in W(M, Q) eingebettete Darstellung W(Mo, Qo) vom Grad p,-4 ist 
genau die gemeinsame Unterdarstellung von je zwei verschiedenen W(Mj, Qi), 
W(Mh, Oh). 

M W(M, Q) 

HI- 
5 w(M,, ) 

~I-I~ = pM / s =11 |T 1 x primitiv 

[ W(Mj, Oj) W(Mh, Oh) 
I4o 

H i Hh 
\ / W(Mo, Oo) 

{o} 

W(M, O, X) 

Wir fiihren in V das Skalarprodukt 

(f,g)= ~ f(x)g(x) fiir f, g e V  
x E M  
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ein, und bezeichnen mit V~ das orthogonale Komplement von Vo (siehe (17)) in 
Vj. Die Unterr/iume V~ sind SL2-invariant, da 

([U]f,[U]g)=(f,g) fiiralle f , g ~ V  und UeSL2(Ax). 

SATZ 7. Es gilt 

W(M, 
X primitiv 

oder genauer 
/ p + l \  

primitiv j 

Zum Beweis zeigen wir zuerst, dab die in (18) auftretenden Unterr/iume von V 
paarweise orthogonal sind. Dal3 die V(X) (X primitiv) unter sich und die V~ 
(j--1 . . . .  , p+  1) unter sich paarweise orthogonal sind, ist leicht zu sehen. Sei 
f e  V(X) und g e  Vj. Wir wollen zeigen, dab (f, g)=O ist. Es existiert stets ein /3 
aus H mit folgenden Eigenschaften: 

1) X(/3)~ 1 f/ir alle primitiven Charaktere X von 

2) / 3 x - x m o d H j  f/iralle x e H ~  und alle j. 

l, 
(19) 

(Im zerlegten Falle w/ihlt man /3 = 1 + pX-1 und in den anderen F~illen/3 = 1 +/3' 
mit Tr/3'---- 0 mod pX,/3P = 1 und/3 ~ 1, und verwendet, dab 

H~-={z = axj+ y ~ M  I a~A~, y~H~} 

mit einem xj e HI-, xi~ H~-.) Es gilt 

(f, g)= Y, f(x)g(x)= f(x)g(x), 
x ~ M  x~HI  • 

da g(x) ausserhalb von H~- verschwindet. Mit x durchl/iuft auch/3x ganz H~, also 
gilt, da f(/3x) = X(/3)f(x) und g(/3x) = g(x), 

(f, g)= X(/3)(f, g). 

Aus X(/3)~ 1 folgt (f, g)= 0. Damit ist gezeigt, dass die V(X) und die Vj or- 
thogonal sind. Wegen der Definition der V~ sind also alle die in (18) auftretenden 
Unterr~iume von V paarweise orthogonal. Zum SchluB rechnet man naeh, dab 
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gilt 

dim V(X ) = IM- pMI/III] 
dim V~=p -2 tMI-p-" IMI 

dim Vo = p-4 IMI, 
dim V= IMI. 

(und es gibt ]H I (p- 1)/p primitive Charaktere), 

( j = l  . . . . .  p+l ) ,  

Ein Vergleich der Dimensionen liefert die Gleichheit in (18). 
�9 Fiir alle bin/iren quadratischen Moduln (M, Q) kann man die (Mr, Qi) effektiv 

berechnen, da isomorphe quadratische Moduln isomorphe Weilsche Darstel- 
lungen ergeben, kann man in der Aufspaltung des Satz 7 W(M, Q) und alle 
W(Mj, Qj) durch jene Weilschen Darstellungen ersetzen, welche hier in den w167 
bis 6 behandelt wurden. Im einzelnen erh/ilt man: 

SATZ 8. Es sei stets IZV(M, Q): --"--'~primitiv W(M~ Q~ X) und Do = No = Ro(r) 
bezeichne immer die triviale Darstellung. Dann gelten folgende Charakteren- 
gleichungen (wit verwenden hier fiir eine Darstellung und ihren Charakter das 
gleiche Symbol [): 

a) p•2 und A > I  (neA~ erfiille ( ~ ) = - 1  und es sei fiir alle ix aus N 

R~,(r, t):= R~,(r)), 

Dx =/ga +2 .  D~_I + ~  -~- R ~ ( 1 , - 1 ) + ~  --~- R ~ ( n , - 1 ) - p .  Dx-2, 

p + l  p + l  
Nx =/Qx * - T "  R2x(l'-n) +--T-  " R~(n, - n ) - p .  Nx-2, 

fiir O < o ' < A -  1, 

Rx(r, t ) -  " . . . .  2, - R x ( r , t ) + p . a x  tr, t) 

+ 

R~-l(rt, t) fiir cr= l 

R~S~(r, t) ~ir ~ - 3  

undcr = ' - p  " R~-2(r, t), 
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R~,-'(r, t)= R~-'(r, t) 

+Rx(r, +)1+ Rx(r, - h  + 

Rx(r) = Rx(r, +)~ + Rx(r, -)~ + Rx-2(r). 

b) p=2,  

x-3 Ra-2(r, t) fiir h > 3 

Rl(n) Nr  h = 2  

~. = 3 ,  

fiir h > l  

Dx = E)x + 2. Dx-1 + R~ 7) - 2. Dx-2, 

//it A> 1 

Nx =/Qx + 3. n~ 3)-  2- Nx-2, 

fiir h > 3  

R~ t) = R~ t) + R2(r, t) + R2(rt, t) 

R x - x ~ r - ~ ,  t) fiir t - -1(4)  1 
2.  

fiir t - 3  (8)[-  

(Dx-2 fiir t--= 7 (8).1 

fiir h > 4  

R ~x(r, t)= R ~x(r, t) + R3x(r, t) + R3x(r(1 +2t), t) + R ~x-~(rt, t ) - 2 .  R ~x_2(r, t), 

R%(r, t), 

fiir h>5 ,  2-<-tr<h-3, 

Rx(r, t)= "~ Rx(r, t)+ R~+2(r, t)+ R~+2(r(l + 2~t), t)+ R~Z~(r, 0 - 2 "  R~-2(r, t), 
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fiir h > 5 

R~-3(r, t ) = / ~ - a ( r ,  t )+ ~ R~-a(r, t,X)l+R~-_5(r, t), 
X nieht 
primitiv 

flit A > 4  

RxX-2(r, t )=  RxX-2(r, t, X_I)+ R~-2(r, t, X-,,) 

+ R~-2(r, t, X,~)I + RXx-2(r, t, X,), + R~S_~(r, t). 

Die angegebenen Isomorphien fiir R~x-l(r, t), Rx(r) im Fall p # 2  bzw. fiir 
RxX-3(r, t), RX-2(r, t) im Fall p = 2 beruhen auf der oben erw~ihnten Tatsache, dab 
in diesen Fallen jedenfalls ein W(M1, Qt) in W(M, O) eingebettet ist; wie die 
Rechnung zeigt, ist W(Mx, QO immer eine Weilsche Darstellung von SL2(Ax-2), 
kann also die in w konstruierten irreduziblen Darstellungen W(M, Q, X) bzw. 
W(M, Q, x)l nicht enthalten, da diese die Stufe A besitzen. Alles andere zeigt ein 
Vergleich der Darstellungsgracle. 

Daraus folgt auBerdem, dab in diesen F~illen das Komplement von 
W(M, Q, X)l in W(M, Q, X) h6chstens die Stufe h - 2 besitzt, was die Eindeutig- 
keitsaussagen des w (z J3. in Satz 4 und im Lemma) rechffertigt. 

Am Beispiel Nx, p # 2 ,  soll kurz gezeigt werden, wie man die (M i, Qj) 

bestimmt: Wie in I, (10b)sei  O(Xl, X2 )=p-~ (x2 -nx2 )mi t (p )=- lgewgh l t .  Ffir 

Hj = {apX-~(1, j) [ a e A1}, j = 1 . . . .  , p, ist H~ = {(x~, x2) ~ M [ xl - jnx2 = 0 mod p}. 
Dann ist Mj = H~/Hj zu Ax ~)Ax-2 isomorph und l~iBt sich durch die Koordinaten 
Yl = (ix1- x2) e Ax und Y2 = P- l (x l -  jnx2) ~ Ax-2 beschreiben. Die von Q auf Mj 
induzierte quadratische Form Qj erh~ilt man durch p~OIHAxl, x2)-x~-nx~- 
r z 2 +  2 t 2x X Q  z tYl P Y2)---P jLyl, Y2)modp x, wenn r(j2+t)=-i ist, rj(l+.tn)--O und 
r ( l + f f n 2 t ) = - n m o d p  x. An der zweiten Bedingung (bzw. an der ersten und 

dritten ffir j=p)  sieht man, daB dies nur ffir ( p t ) = - I  m6glich ist ( t=-n-~) .  

Dann wird (in Ah) r=( j2-n-~)  -~, und es ist bekannt ([2], S.157), daB fiJr 
(p+  1)/2 der m6glichen j dieses r e i n  quadratischer Nichtrest mod p und fiir die 
iibrigen ein quadratischer Rest ist.--SchlieBlich bleibt noch der Fall Hv+~= 
{apX-l(0, 1) 1 a e A~}, Hv§ ={(xl, px2)}. Mit y~ = x~, y2=p- lx2  kommt man hier 
auf dem gleichen Wege wie oben auf das analoge Ergebnis m i t t  = -n ,  r = 1. 

9. Beschreibung aller irreduziblen DarsteHungen yon SL2(Z v) 

Wir wollen die irreduziblen Darstellungen von SL2(Zp) nach ihrer Stufe h 
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klassifizieren. Dabei werden wir zun~ichst die Spezialf~ille A = 0, 1 fiir p~  2 und 
0-< h -< 5 fiir p = 2 gesondert behandeln. 

Die in diesen Fallen am h~iufigsten vorkommende Schwierigkeit besteht darin, 
Darstellungen W(M, Q, X) mit X 2=-- 1 zu zerlegen. Wenn Aut (M, Q) eine Kon- 
jugation K enth/ilt, kann man hier den invarianten Unterraum V(X) in zwei 
invariante Unterr~iume V(X)+ und V(X)_ zerlegen: 

V(X)• := {f ~ V(X) I f(Kx) = +f(x) V x ~ M}. 

Entsprechend dazu zerf~illt W(M, Q, x) in zwei Unterdarstellungen W(M, Q, X)+ 
und W(M, Q, X)-. 

Ffir die in den folgenden Tabellen aufgefiihrten Darstellungen kann die 
Irreduzibilit~it, soweit sie nicht schon durch die bisher bewiesenen S~itze bekannt 
ist, durch (elementare) Abwandlungen des Beweises yon Satz 2 bewiesen werden. 
Die In/iquivalenz sieht man meistens durch Analyse der Eigenwerte der Darstel- 

lungsmatrizen fiir (10 11) und - E  ~SL2(A~) ein, soweit sie nicht schon ander- 

weitig bewiesen wurde, und die Vollstiindigkeit der Tabellen folgt daraus, dab 
man die Anzahl der zu erwartenden irreduziblen Darstellungen aus I, Satz 5 bzw. 
[3] kennt. 

Bezeichnungen. Die genannten Charaktere geh6ren immer zu den in w 
beschriebenen abelschen Automorphismengruppen H. Wie in w sei stets X1-1 .  

sei die Menge der primitiven Charaktere von 1I. Unter Anzahl verstehen wir 
immer die Anzahl der in~iquivalenten Darstellungen des jeweils betrachteten 
Typs, so dab also W(M, Q, X) und W(M, Q, ~) als eine Darstellung gez/ihlt 
werden. 

h = 0. Hier definieren w i r - -  in Ubereinstimmung mit Satz 8 - -  C1 : = Do = No 
als die triviale Darstellung von SL2(Zp). 

Darstellungen 
der Stufe 1 
pr Grad Anzahl Bemerkungen 

DI(X) Xe~ p+l  �89 3) Satz 1 
N1 (X) X e ~ p - 1 �89 - 1) Satz 2 

(p) p•  4 Satz4 RI(1, +), Rl(n, •  = - 1  2 

N1 (X1) p 1 "Steinberg-Darstellung" 
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Die Zerlegung von D1 und N1 wird hier vervollst/indigt durch 

DI(x)~R~(1,+)(])R~(n,+) fiir x ~ l ,  X2-1,  

N I ( X ) ~ R ~ ( 1 , - ) ( ~ R ~ ( n , - )  fiir X~I ,  X2--1, 

DI(X1) ----- N,(X1)~ C~ ~ C,. 

Darstellungen 
der Stufe 1 
p = 2 Grad Anzahl Bemerkungen 

1 0 
C2:=NI(X) XE~ 1 1 C2(~ 1)=(72(_1 10)=-1 
Nt(xl) 2 1 

Die vollstiindige Zerlegung der Weilschen Darstellungen lautet hier 

D ~ -  C ~  CI~NI(X1), N~ ~- C2~C2~N~(xO.  

Darstellungen 
der Stufe 2 
p=2 Grad Anzahl Bemerkungen 
D2(X)+ X~ ! 3 1 -R~ 1, X~) 
D2(X)- X~ 1 3 1 ~-R~ 1, X~) 
R~ 3)1 3 1 Darstellungsraum erzeugt von 

81, 84-~, 8o-81+./~ 
* C2@R~ 3)1 3 1 Ausnahmedarstellung (s.u.) 
N2(,, v) X ~ ~, X 2 ~ 1 2 1 Satz 2 
C3 := R~ 1, X) 1 1 -=N2(qJ)-, r ~ ~, r _== 1 
C, := R~ X) x~l  1 1 -=N2(r ~b~, ~2----1 

Dabei ist C3(10 1 1 ) = - i = - C 3 ( _  ~ 10), C4(10 1 1 ) = i = - C 4 ( _  ~ 10). Mit " , "  

bezeichnen wir hier und im folgenden jeweils die Ausnahmedarstellungen, welche 
in keiner Weilschen Darstellung zu bin/iren quadratischen Moduln enthalten sind. 
Die Darstellung C2|176 ist aber in NI |176 enthalten, d.h. in 
der Weilschen DarsteUung W ( M , Q )  mit M = A ~ ( g A I ~ A I ( g A ~  und 
O ( x l ,  x2, x3, x~) = ~ ~(x~ + xlx2 + x 2) +�88 + 3x~).~Die vollst~indige Zerlegung von 
D2 und N2 gibt Satz 8, die vollstiindige Zerlegung von R~ 1) steht in der 
Tabelle, es bleibt also nur nachzutragen, dab 

R~ 3)---R~(1, 3)1~ CI 
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ist (das Komplement von R~ 3) wird von 8o+ 8~+4"~ erzeugt). 

Darstellungen 
der Stufe 3 
p = 2 Grad Anzahl Bemerkungen 

D3(X)• X E ~ 6 4 

R~ 3, Xl)l 6 1 

*C3|176 X01 6 1 
N3(X) X e ~B, X 2 ~ I 4 2 
Na(X)• X 6 ~,  X 2 ------ 1 2 4 

R~ t, X) X(a) = i 3 4 
r=  1,3; t = 1 , 5  

R~ t, X)• X~ 1 3 4 
t = 3 , 7  

-~R~(r, t, X1) mit 
(r, t)=(1, 1), (1, 3), (3, 3), (5, 1) 
~R~ 7, Xl)l (s.u.) 

Satz 2 
~R~(r, t, ~) mit ~ r  1 fiir 
(r, t) = (1, 1), (1, 3), (3, 3), (5, 1) 
Satz 3 

Dabei wird der Darstellungsraum von R~ t, X~)~ f/Jr t = 3 ,  
~0- -~2+2~/ ,  ~2--~2~'~,  ~ 1 + ~ - 1 ,  ~l+2,~-~-'F~-l+2V'=~, ~.vr~q ' -~- .~,  
und es ist 

R ~  t, X 0  ~ R ~  t, X , ) l ( ~ l  D~" 
fiir t = 7  

L N1 fiir t = 3. 

7 e r zeug t  v o n  

~2+x/-~ At" ~2---~, 

Zur vollst~indigen Zerlegung aller Weilschen DarsteUungen der Stufe 3 ist im 
Hinblick auf Satz 8 nur nachzutragen, dab fiir X ( a ) = - I  die Darstellungen 
R~ t, X), t = 1, 5, in C3 bzw. C4 und eine der DarsteUungen R~ 3, ~b)~,t~ 1, 
zerfallen, und dab R~ t, X~), t =  1, 5, in eine der Darstellungen R~ 7, qJ),, 
d/~ 1, und eine der Darstellungen D2(X)• X~ 1, zerfiillt. 

Darstellungen 
der Stufe 4 
p = 2  Grad Anzahl Bemerkungen 

D4(X) 
N,(X) 
R~ t, X) 

R~ t, X)• 

R~ t, X)• 
R~,(r, t, X) 

, C2| 3, X) 
R2(r, 3, Xl)l 

, Na(X)+|176 7, q~)+ 

X e ~  24 2 
g ~  8 6 
XE~, x 2 ~ l  6 4 
r = l , 3 ;  t = l ,  5 

X e ~ ,  X2=--1 3 16 
r = 1 , 3 ;  t = 1 , 5  
g ~ 3 ,  t = 3 , 7  6 8 
x ~ l  6 4 
r, te{1, 3} 
x ~ l ,  r = l , 3  6 2 
r = l , 3  6 2 { 0(a) = -1  
r  = 1 12 2 
X ~ ,  X2-=-1 

Satz 1 
Satz 2 
Satz 3 

R2(r, 3, X) ~ R2( r, 1, X1)1 (s.u.) 

(s.u.) 
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Die Darstellungsr~iume von R~(r, t, X1)~ werden erzeugt von $~+$_~, ~3+~_3 ,  

~l+~Z"4T+~-l+x/='2~, 83+.,/-'-~-{-~-3+~'2~, ~0--~4 und ~,/-:aT-~4+,/:aT; aul3erdem ist 

R2(r, t, X~)~-- R~(r, t, X O ~  R~ t). 

Zur vollst/indigen Zerlegungen aller Weilschen DarsteUungen fehlt noch die 
Zerlegung yon R~(r, t), da in allen anderen F/iUen Satz 8 anwendbar ist: Fiir 
primitive q~ sind die R~(r, t, q~)• zu Darstellungen R~ ', t ' ,X)• mit t '=  1,5, 
r '=  1, 3, X primitiv und X 2= 1 isomorph (und zwar treten dabei alle 16 Darstel- 
lungen vom Grad 3 genau zweimal auf); fiir die beiden nicht-primitiven Charak- 
tere ~ enth/ilt R~(r, t, q~) jeweils eine irreduzible Unterdarstellung vom Typ 
R~ t', X):~ mit t '=  3, 7 und primitivem X. Das Komplement  dieser Darstel- 
lungen in R~(r, t) ist nach der Schlul3weise von w zu R~(rt, t) isomorph. 

Darstellungen 
der Stufe 5 
p=2 Grad Anzahl Bemerkungen 

Ds(X) X e ~ 48 4 Satz 1 
Ns(X) Xe~ 16 12 Satz 2 
R~ t, X) X ~ ~ ) 

r=1,3; t=1,5 12 16 
R~ t,X) _X~;  t=3,7 24 4 

[ X ~  Satz 3 

R~(r,t,X) ~r= 1,5; t= l ,  5 12 16 
I t =  1,3; t=3,7 

R~(r,t,X)• Xe~; r= l ,3  6 32 
t=1,3,5,7 

R~(r,. 1, X) 1 Xr r=l ,3 12 4 

* C3| 1, X)~ Xtg~; r= 1, 3 12 4 

~-R2(r, t, e)l (s.u.) mit ~ 3 ,  
q~=X fiir t-~lmod4 
q~#X fiir t-~3mod4 

Fiir die beiden nicht-primitiven Charaktere X I - 1  und X,, (mit X ~ ( a ) = l ,  
X,,(-1) = - 1 )  wird der Darstellungsraum yon R~(r, t, X)l analog zu w erzeugt von 

{fdx) [ ~=  1, 3, 5, 7; 1 + , / = ~  . . . . .  7 + x/z-4i} 

und 

f4(x~), f,+EV-:~ (X~), f~(x~) + h(X~), f~+2,~(X,,)  + h+2 ,~ (X , , )  

bzw. 

{ f r  ~ = 2, 2 + 2x/-=~, O, 2 , f : ~ }  
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und es ist (nach der Methode von w 

R~(r, t)~- l~(r ,  t)~]~ R2(r, t, X~) ,~]~R~( r ,  t, X1)~]~ R~ t). 

Nach w und Satz 8 zerfiillt Ra(r, t) in R~(r, t) und vier irreduzible Darstellungen 
Ra(r, t, X) Jozw. Ra(r, t, X)I vom Grad 6 und de~ Stufe 5; diese sind zu gewissen 
Darstellungen vom Typ R~(r', t', ~p)• isomorph. 

In den beiden letzten Tabellen bezeichnet X ohne Index immer primitive 
Charaktere.  

Darstel lungen der Stufen 
h > 1, p~  2 Grad Anzahl  Bemerkungen  

Dx(x) (p+  1)pX , �89 1)2 Satz 1 
Nx (x) (p _ 1)pX-, �89 _ 1) Satz 2 

h - 1  

R'~(r,t,~O c r = l  . . . . .  h - 1  �89 ~ 4 ( p -  1)p ~-'~-1 S a t z 3  

r  " . R~(r, • = e l  ~(p2 _ i ) p ~ 2  4 Satz 4 

Darstel lungen der Stufen 
h > 5, p = 2 Grad Anzahl  Bemerkungen  

Dx(X) 3" 2 x-I 
Nx(x) 2 x-I 

R~ t, X) t = 3, 7 3" 2 x-2 

{~o. 
= O ; r = l , 3 ; t = l , 5  
= 1 ;  r = l , 5 ;  t = l , 5  

R~163 r = l , 3 ;  t = 3 , 7  3...2 ~ 3  
= 2 ;  r = l , 3  

t = 1 , 3 , 5 , 7  

R~(r, t,X) 0 , = 3  . . . . .  h - 3  3 �9 2 x-4 

r, te{1,  3, 5, 7} 

R~-2(r, t, X) r = 1, 3, 5, 7 3 �9 2 x-4 
t = l , 3  

Fiir h>-7  

f i i r h = 6  r = 1 , 3 , 5 , 7  
t = l , 3  R64(r, t, X~)~, 

* C2| t, X1)1 

3 2 A -4  

2 h - 3  

3 " 2 x-3 

2 x-3 

4 - 2 x-3 
4 �9 2 x-3 

2 �9 2 '``-3 

h- -3  

E 
~ 3  

16 

16 

1 6 . 2  x-~ 

Satz 1 
Satz 2 

Satz 3 

Satz 5 

Satz 5 

Formeln (13) 
und (15) 
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Mit den vors tehenden  Tabel len ist auch Hauptsa tz  2 vollst~indig bewiesen. 

DaB n~imlich die 18 genannten  Ausnahmedars te l lungen  nicht in Weilschen Dar -  

stellungen zu bin~iren quadrat ischen Moduln  v o r k o m m e n  k6nnen,  sieht man an 
deren vollst~indiger Zer legung,  die i.a. in Satz 8 und in den dort  nicht behandel ten  

F~illen hier in w beschrieben ist. 
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