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Die irreduziblen Darstellungen der Gruppen SL2(Zp), insbesondere 
SL2(Z2). I. Teil 

ALEXANDRE NOBS (~) 

Das Ziel dieser Arbeit ist eine vollst~indige Beschreibung der stetigen ir- 
reduziblen Darstellungen der Gruppen SL2(Zp), wo Zp der Ring der p-adischen 
ganzen Zahlen, und p eine beliebige Primzahl (insbesondere auch p = 2) bezeich- 
nen. Die Gruppen SL2(Zp) sind kompakt und total unzusammenhiingend. Jede 
stetige irreduzible Darstellung von SL2(Zp) ist deshalb von endlichem Grad und 
l~isst sich iiber SL2(Z/p~'Z), fiir eine geeignete positive ganze Zahl )t, faktorisieren. 
Es gen/igt also, die irreduziblen Darstellungen der endlichen Gruppen 
SL2(Z/pXZ9 f/Jr alle A zu beschreiben. Eine Zusammenfassung dieser Arbeit 
findet man in [5] und [6] (f/ir p = 2). 

Die Arbeiten von Kloosterman [2] und Tanaka [10], [11] ergeben zusammen 
eine vollstiindige L6sung unseres Problems im Fall p ~  2; wir nehmen diesen Fall 
aber auch auf, da die hier verwendeten Methoden (siehe Teil I, w und Teil II, w 
den zweiten Teil der Arbeit von Kloosterman wescntlich vereinfachen (den ersten 
Teil haben J. Wolfart und ich in [4] vereinfacht und vervollst~indigt). Der Fall 
p #  2 ist neuerdings mit einer anderen Methode auch von Kutzko [3] vollstiindig 
gel/Sst worden. 

Ueber  den Fall p = 2 ist in der bisherigen Literatur sehr viel weniger bekannt. 
Casselman [1] hat gewisse irreduzible Darstellungen der allgemeineren Gruppen 
SL2(k) bzw. SL2(�9 konstruiert, wobei k ein nicht-archimedischer lokal kompak- 
ter K6rper ist mit beliebiger Restklassenk&percharakteristik, und ~k  der 
zugeh6rige Ring der ganzen Zahlen. Er erh~ilt somit gewisse irreduzible Darstel- 
lungen der Gruppen SL2(Z/2xZ), n/imlich diejenigen, die man mit primitiven 
Chakteren (s. Definition in Teil II, w aus der unverzweigten Weilschen Darstel- 
lung und aus den verzweigten Weilschen Darstellungen mit cr = 0 oder 1 erhiilt (s. 
Teil II, Satz 2, Satz 3 und w Selbst wenn man die irreduziblen DarsteUungen 
der zerlegten Reihe (principal series) und diejenigen, die man mit primitiven 
Charakteren aus den /ibrigen verzweigten Weilschen Darstellungen (also o-> 1) 
erhiilt, hinzufiigt, fehlen immer noch unendlich viele, n~imlich diejenigen, die man 
nur mit nicht-primitiven Charakteren konstruieren kann (s. Teil II, w und w 
sowie die sogenannten Ausnahmedarstellungen (s. Teil II, w 

1 Unterst/itzt durch den Schweizerischen Nationalfonds (820.167.73). 
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In der vorliegenden Arbeit findet man ffir beliebige Primzahlen p und be- 
liebige h e i n e  Klassifikation und Beschreibung aller irreduziblen Darstellungen 
yon SL2(Z/pXZ). Wir geben auch jeweils den Grad und, fiir feste h und p, die 
Anzahl der irreduziblen Darstellungen an. Im ersten Teil wird zuerst gezeigt, wie 
man, ausgehend von gewissen quadratischen Formen auf endlichen Z/pXZ - 
Moduln, mit der Methode von A. Weil [12] Darstellungen von SLE(Z/pxZ) 
koristruiert (w Satz 2). Die verwendeten quadratischen Formen werden 
vollsthndig klassifiziert (w Im dritten Paragraphen werden zwei Methoden 
beschrieben, mit denen man Unterdarstellungen der konstruierten Darstellungen 
finden kann. Die Anzahl der Konjugiertenklassen von SLE(Z/pXZ), d.h. die 
Anzahl der irreduziblen Darstellungen von SL2(Z/pXZ), wird im vierten Para- 
graphen berechnet. Entsprechende Betrachtungen sind fiir p ~ 2 von Kloosterman 
[2] durchgefiihrt worden. Im zweiten Teil (in Zusammenarbeit mit J. Wolfart), 
werden die Weilschen Darstellungen vollsthndig reduziert. Die Ausnahmedarstel- 
lungen, d.h. die irreduziblen DarsteUungen, die nicht in den Weilschen Darstel- 
lungen vorkommen, werden durch Tensorprodukte konstruiert. 

Ich m6chte an dieser Stelle den Herren P. Cartier und J. Wolfart fiir Ihre 
wertvollen Hinweise und Bemerkungen, sowie dem "Institut des Hautes Etudes 
Scientifiques" in Bures-sur-Yvette fiir seine Gastfreundschaft herzlich danken. 

1. Weilsehe Darstellungen der Gruppen SL2(Ax). 

Es sei p eine feste Primzahl und )t eine natiirliche Zahl. Wir bezeichnen mit 
Ax den Ring Z/pXZ. Die Methode von A. Weil (etwas vereinfacht), Darstel- 
lungen von SL2(Ax) zu konstruieren, beruht auf dem folgenden Struktursatz: 

SATZ 1. (2) Die Gruppe SL2(Ax) wird erzeugt yon den Elementen 

und den Relationen: 

a) u(bl)u(b2)= u(bl + b2), 

b) h(al)h(a2)= h(ala2), 

c) h(a)u(b)= u(a2b)h(a), 

d) h(a)w = wh(a-1), 

e) w 2= h(-1),  

f) wu(a)w = u ( -a -1 )wu( -a )h ( -a ) ,  

fiir alle b, bl, b2~Ax und a, al, a2~A~.  

0 
h(a) = (0  a_ l ) (a  E A x ) u / ~ d  w = ( _ ~  10) 

(1) 

2 Siehe P. Cartier: S6minaire de th6orie des groupes (1972/3), I.H.E.S. Bures-sur-Yvette. 



Die irreduziblen Darstellungen der Gruppen I. Teil 467 

Sei M eine additiv geschriebene abelsche Gruppe. Eine quadratische Form Q 
auf M i s t  eine Abbildung von M nach Q/Z, welche folgenden Bedingungen 
gen/igt: 

a) Q(-x) = Q(x) f/ir alle x ~ M, 

b) B(x, y) := Q(x + y ) -  Q(x)-  Q(y) definiert eine Z-bilineare Abbildung von 
M • M nach Q/Z. 

B heisst die zu Q geh6rige Bilinearform. Q heisst nicht-entartet, wenn B 
nicht-entartet ist, d.h. wenn fiir jedes x ~ 0  aus M ein y e M  mit B ( x , y ) # 0  
existiert. 

Um DarsteUungen von SL2(Ax) zu erhalten, betrachten wir endliche A~- 
Moduln M und quadratische Formen Q auf M mit Werten in p-XZ/Z c Q/Z. Die 
zugeh6rigen Bilinearformen B sind dann Ax-bilinear: Es genfigt, die Multiplika- 
tion t~. r fiir ~ A x  und r~p-~Z/Z durch a .  r in Q/Z zu definieren, wo a ein 
Repr~isentant von ti in Z ist. Wir werden im folgenden, dort wo keine Ver- 
wechslungen m6glich sind, die Klassen von Ax und ihre Repr/isentanten in Z 
nicht mehr unterscheiden. 

Unter diesen Voraussetzungen sei V der Raum C M der komplexwertigen 
Funktionen auf M. Wir nennen das Paar (M, Q) einen quadratischen Modul. 

SATZ 2. Die durch 

[10 ~]f(x)=e(bQ(x)).f(x), fiiralle beA~, 

[0 aO-1] f (x)=A(a) ' f (ax) '  fiJralle a e A : ,  (2) 

fiir aUe f e V und alle x e M gegebene Operation der Erzeugenden yon SL2(A~) auf 
V mit 

So(a) =iM1-1/2 ~ e(-aQ(x)) (3) 
x ~ M  

und 

A(a) = So(a)So(1) -1 (4) 
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deliniert genau dann eine Darstellung y o n  SL2(Ax), wenn 

A(ala2)= A(al)A(a2) fiir alle al, a2eA~ (5) 

giiltig ist oder, was dazu ?iquivalent ist, 

So(al)So(a2)= So(1)So(ala2) fiir alle al, aEeA'~. (5') 

(Mit �9 bezeichnen wit den Homomorphismus yon Q/Z in C • der die Klasse mod 1 
yon t in e 2~rit abbildet.) 

Zum Beweis von Satz 2 muss man zeigen, dass die Operatoren [ ] mit den 
Relationen (1) genau dann vertfiiglich sind, wenn (5) bzw. (5') gilt. Ffir die erste 
Relation ist 

wegen e(blO(x))" e(b2O(x)) 

= e((b~ + bE)Q(x)) 

[o o~ ~ 

e(bO(ax)) = e(a2bQ(x)); 

dies folgt jedoch aus Q(ax)= a2Q(x) (Beweis durch Induktion fiber a). 
Ffir den vierten Typ von Relationen erhalten wir 

l o ] f ( x )  = A(a)So(-1) IMI -~'~ ~. e(B(ax, y)) .  f(y), 
y~M 

OiL  0 y'Em 

und die Substitution y = a - l y  ' in der zweiten Summe zeigt, dass hier A(a )=  
A(a -~) fiir alle a e A~ nachzuweisen ist. Nach (4) und (3) ist dies jedoch klar, 
denn es ist 

e(-aQ(x))= ~ e(-a-lQ(ax)) = ~'. e ( - a - l O ( y ) ) .  
x ~ M  x ~ M  y ~ M  

immer erfiillt. Die Relationen (1.b) gelten genau dann ffir die Operatoren [ ], 
wenn (5) richtig ist. Die Relationen (1.c) sind genau dann erffillt, wenn ffir alle 
b e Ax und a e A~ gilt: 
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Die fiinfte Relation ist erfiillt, wenn 

So( -1)  2 IMI -~ ~ e(B(x+z, y)). f ( z ) = A ( - 1 ) - f ( - x )  
y , z~M 

ist. Da B nicht-entartet ist, hat man 
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(6) 

z e,~,~ r" {'o' wean ~=0 
y~M andernfalls, 

was den Nachweis von (6) zuriickfiihrt auf.den Beweis von 

So(-1)  2 = A ( - 1 ) =  So(-1)So(1)  -~ oder S o ( -1 ) .  So(l)  = 1, 

und dies ist eine wohlbekannte Eigenschaft der Gausschen Summen. 
Die Relationen (1.f) behandelt man folgendermassen: 

[~ ~01110 1][~ 10]~, 
~ S o ( - - 1 )  2 tCz) 

= So( -1 )2So( -a )  IM1-1/~ ~ ' e ( -aQ(a- l x  + a- lz) )  �9 f(z), 
z ~ M  

wenn man dabei benutzt, dass 

B(x, y)+ a Q ( y ) +  B(y, z) = a{Q(a- lx  + a- l z  + y ) -  Q(a -~x + a-lz)} 

gilt. Andererseits hat man 

- a  - a  0 
[ ~ - a - ~ ] [  0 1 0 ] [ 1 0 1  . 1 [ - 1 1 ] [ 0 - a - ~ ]  f(x) 

= So(-1)A(-a)e(-a- lQ(x)) IM1-1/2  ~ e(B(x, y ) ) - e ( - a Q ( y ) )  �9 f ( - a y )  
y~M 
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und durch die Substitution z = - a y  ergibt sich daraus 

=So(-1)A(-a) IM1-1/2 ~ e(-a-l{O(x)+ B(x, z)+ O(z)})- f(z) 
z~:M 

= So(-1)a(-a)IM1-1/2 ~ e(-aQ(a-lx+a-lz~) �9 f(z). 
z E M  

Nun zeigt (4), dass beide Ergebnisse gleich sind; damit ist Satz 2 bewiesen. 

DEFINITION 1. Wenn (5) erffillt ist, wollen wir mit W(M, Q) die Darstel- 
lung bezeichnen, welche durch Satz 2 dem quadratischen Modul (M, Q) zugeord- 
net wird. Sie heisst die zu (M, Q) geh6rige Weilsche Darstellung. 

DEFINITION 2. Eine Darstellung yon SL2(Zp) heisst vonder  Stufe A, wenn 
sie sich fiber SL2(Ax), abet nicht fiber SL2(Ax-1) faktorisieren lhsst. Analog heisst 
eine Darstellung yon SLE(A~,) vonder  Stufe A, wenn sie sich fiber SL2(A~), abet 
nicht fiber SL2(Ax_x) faktorisieren lhsst ( /x-)t) .  

Um alle irreduziblen Darstellungen von SL2(Zp) zu beschreiben, genfigt es, fiir 
alle A die irreduziblen Darstellungen der Stufe Avon  SL2(Ax) zu beschreiben. 
Der Kern der Projektion yon SL2(Ax) auf SLE(Ax-1) ist die invariante Unter- 
gruppe yon SL2(Ax), die yon den Elernenten u(pX-lb), mit b e A1, erzeugt wird. 
Wenn die Werte von Q auf M in p-X+lz/z liegen, dann i s t  der Operator 
[u(pX-lb)] gleich der Identitht ffir die Darstellung W(M, Q) (siehe (2)), d.h. 
W(M, Q) ist h6chstens yon der Stufe A -  1. Deshalb setzen wir jetzt ffir ein fest 
gewhhltes A voraus, dass die Werte von Q auf M in p-XZ/Z und nicht alle in 
p-X+~Z/Z liegen. Die Darstellung W(M, Q) ist dann von der Stufe A. 

Erfiillt der quadratische Modul (M~, Q1) die Bedingung (5), und ist (M2, Q2) 
zu (M1, Q1) hquivalent (d.h. gibt es einen Isomorphismus q~ von Ma auf M2, 
sodass Q2 o q~ = Q0, so erffillt auch (M2, Q2) die Bedingung (5) und die Weilschen 
Darstellungen W(M1, Q1) und W(M2, Q2) sind isomorph. 

2. Klassifikation Quadratischer Moduln und Weilscher Darstellungen. 

Wir wollen in diesem Paragraphen die Klassen ilquivalenter quadratischer 
Moduln klassifizieren. Die Resultate sind ffir p ~ 2  schon bekannt [11], werden 
aber vollst~indigkeitshalber wiederholt. 
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Wir beweisen zun~ichst folgendes 

LEMMA 0. Seien s und d feste Elemente aus Ax. Die Menge 

S ( s ,d )={aeA~J3(~ , ' q )~Axx  Ax mit ~2+s~rl+dT12=a} 

ist eine Untergruppe yon A '~. Die genaue Beschreibung yon S(s, d) entnimmt man 
aus der Tabelle 1. 

Dass die Menge S(s, d) eine Untergruppe von A~ ist, folgt sofort aus der 
Tatsache, dass 

'2 + s"o + d'tl2 = det ( ~E + ~(_ 1 ~) ). 

Sei zuniichst p #  2. Es ist leicht zu zeigen, dass 

A2 D S(s, d) ~ (A~) 2 ~ 1 +pAx. 

Auf der anderen Seite nimmt die quadratische Form ~ 2 + s ~  + d't/2 jeden Wert 
aus A~ an, ausser wenn ihre Diskriminante a = sE-4d kongruent null ist mod p. 
In diesem Fall stellt sie nur Quadrate dar (siehe etwa H. Hasse: Vorlesung fiber 
Zahlentheorie,  2. Auf., Springer-Verlag, w Damit ist die Richtigkeit der 
Tabelle 1 ffir p #  2 bewiesen. 

Tabelle 1 

x Bedingungen Iflr s, d A S(s, d) [Ax .S(s, d)] 

zl=s2-4d~Omodp {a~A~ I (p)= 1 } 2 
p~2 h_~l 

A = s2-4d~O mod p A~ 1 

s-~l mod 2 A~I A~ 1 

p=2 

s a - d ~ 0  rood8 {a~A~Ja=-I mod8} 4 
~2 x s -d-~3,4,7mod8 {a~Ax ta---1,5 rood8} 2 

s'~-d=--2 mod8 A---3 {a~A~Ja=-l, 7 mod8} 2 
s=2s' sa-d=-6 rood8 {a~A~Ja=-l,3 mod8} 2 

s a-d----I,5 rood8 {a~A~Ja=l,3,5,7mod8} 1 

sa-d~'O'3m~ )t---2 {a~A~Ja=-I mod4} 2 
sa_d~ 1,2mod4 {a~A~Ja~l,3mod4} 1 

s' = 0 h = 1 A~ 1 
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Sei jetzt p = 2 und h-> 3. Es gilt 

A 2 ~ S(s, d) D (A 2) 2 = 1 + 8A~. 

Um S(s, d) vollst~indig zu beschreiben, geniigt es, die ungeraden Zahlen mod 8, 
die von ~2+s~l+dr /2  dargestellt werden, anzugeben. Wir unterscheiden zwei 
F~ille: 

1. Sei s - 1  mod 2, dann stellt ~2+s~- 0 +d~/2 alle ungeraden Zahlen mod 8 
dar. Um dies einzusehen, geniigt es, die Paare" 

f(1, 1), (3, 1), (5, 1), (7, 1) falls d = 1 mod 2 (~, 
n) = t(1,  0), (1, 2), (1, 4), (3, 2) ~ falls d - - - 0 m o d 2 ,  

zu betrachten. 
2. Sei s = 2s', dann gilt 

~2 + s ~ / +  d'o 2 = (~ + s'r/) 2 - (s '2 - d)rl 2, 

und es ist eine leichte Aufgabe, die ungeraden Zahlen mod 8, die durch diese 
quadratische Form dargestellt werden, in Abhfingigkeit von (s'2-d) zu 
bestimmen. 

Die F~ille 3, = 2 und A = 1 lassen sich ohne Schwierigkeit von den Resultaten 
fiir A -- 3 ableiten. Damit ist Lemma 0 bewiesen. 

Wir nehmen zuerst an, dass M von einem einzigen Element erzeugt wird. Die 
einzigen quadratischen Ax-Moduln (M, Q), welche fiir die Erzeugung von Dar- 
stellungen der Stufe A v o n  SLE(Ax) in Frage kommen, sind dann 

M = A x ,  Q(x)=p-%x 2, r ~ 0 m o d p ,  falls p ~ 2 ,  A--1 ,~  
(7) f 

M=Ax-1 ,  Q(x)=2-%x 2, r - = l m o d 2 ,  falls p = 2 ,  A->2. J 

Ffir p~  2 hat man zwei Klassen, gegeben durch die Werte des Legendre-Symbols 

p) .  Fiir = 2  und A->3 hat vier durch -= 5 und P man Klassen, gegeben r 1, 3, 

7 mod 8. 

LEMMA 1. Sei p~ 2. Die quadratischen Moduln (M, Q) yon (7) erfiillen die 
Bedingung (5) yon Satz 2, erzeugen also Weilsche Darstellungen yon $L2(Ax). Die 
Faktoren A(a) und So(-1)  lauten: 

[ ( i )  falls Agerade, 
A(a) = So(-1)  = 

wobei e (d )=  1 oder i ist, je nachdem ob d - 1  oder 3 mod 4 ist. 
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Zum Beweis verwendet man die Formeln in [7] (IV, w 

LEMMA 2. Sea p = 2. Die quadratischen Moduln (M, Q) yon (7) erfiillen die 
Bedingung (5) yon Satz 2 nicht, erzeugen also keine Weilschen Darstellungen yon 
SL2(Ax). 

Die Berechnung von A(a)= So(a)So(1) -1 erfolgt durch 

So(a) = Im~-l1-1'2 ~ e(-aO(x))  = 2-'~-~'22 -1 ~ e(-2-Xrax2), 
x E A x _  1 x c A x  

und folglich 

+ .  x (1 1) / -2  ~ , , 
S o ( a ) = -  x/2 1~---~-r] e t -ar)  (8) 

(s. [7], IV, w das Minuszeichen kommt daher, dass dabei (__~m)= 

(sign m)(m) gesetzt ward. Der Quotient So(a)/So(X)ward nun 

wo a der kleinste natfirliche Rest von a mod 4 ist. Weiter ist 

l[a~-I a ~ - i  (ala2)2-1] a l - 1  a 2 - 1 m o d 2  
8 8 2 2 

ffir nile al, a2~ A~. Andererseits hat man ffir das Hilbertsymbol 

(al, a2)2 = (-1) t~~ (siehe [9], S. 39). 

Alles zusammen gibt uns die Beziehung 

a(alaz)  = A(aOa(a2)(al,  a2)2, 

und damit ist Lemma 2 bewiesen. 
Sea jetzt M yon genau zwei Elementen erzeugt (d.h. M/pM ist zweidimen- 

sional fiber Z/pZ),  und Q eine quadratische Form auf M. War sagen dann, dass 
(M, Q) ein biniirer quadratischer Modul ist. 



474 ALEXANDRE NOBS 

SATZ 3. Sei p # 2 .  Die folgenden quadratischen Moduln bilden ein 
Repriisentantensystem der Klassen der binliren nicht-entarteten quadratischen Mo- 
duln mit Werten in p-XZ/Z, aber nicht nur in p-X+IZ/Z: 

a) M = A x ~ ) A x ,  Q(x)=p-Xxlx2 (A---I), 1 

b) M = A x ~ A x ,  Q(x)=p-X(x2-ux2) C3) ()t---l), I (10) 

c) M=Ax~)Aa_, , ,  Q(x)=p-Xr(x2+p'~tx 2) (A>-2), 

wobei o, die Menge {1 ,2 , . . . ,  A - l }  durchliiuft und r, t die Menge {1, u}, mit 

Diese biniiren quadratischen Moduln erfliUen aUe die Bedingung (5) yon Satz 2. 
Die Faktoren A(a) und So(-1) lauten: 

a) A(a)=  1, S o ( - 1 )  = 1, 

b) A ( a ) = l ,  S o ( - 1 ) = ( - 1 )  x, 

f(rl( ,I _\-21x-2/ e(p) falls cr ungerade, 
i v v  

c) A(a)= So(-1) = x 
falls tr gerade. 

Den Beweis von (10) kann man wie Iiir p = 2 (siehe unten) vornehmen. Man 
verwendet dabei Lemma 0. Die Resultate stehen aber schon bei Tanaka [11]. 

Die (M, Q) in (10) lassen sich alle als direkte Summe (M1 ~M2,  QI~Q2)  
schreiben, mit (Mi, Qi) vonder  Form (7), daraus folgt sofort (11). 

(11) 

S A T Z  4. Sei p = 2 .  Die folgenden quadratischen Moduln bilden ein 
Reprftsentantensystem der Klassen der bin~iren nicht-entarteten quadratischen Mo- 
duln mit Werten in 2-XZ/Z, aber nicht nur in 2-X+lZ/Z: 

a) M = Ax ~) Ax, 

b) M = A x ~ A x ,  

c) M = A x - l ~  A~,-,,-1, 

Q(x) = 2-Xxlx2 ()t I> 1), ] 

Q(x) 2-X(x2+xlx2+x 2) (a~>l)' t(12) 

Q(x) 2-Xr(x2 + 2"tx 2) (r, t ungerade, A~>2)J 

wobei cr die Menge {0,1,2 . . . . .  h - 2 }  durchliiuft, und die Paare (r,t) ein 

3 Ist Ist iiquivalent zu O(x) = p-X (x~ + xlx2 +[(1 + t)/4]x2), t m 3 mod 4, (p )  = -1. 
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Repriisentantensystem der Klassen durchlaufen, die wie folgt definiert werden: 

(rl, tl) - (r2, t2)r t2 -= tl mod Min (23, 2 x-~ 

und 
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r2 ==- rl oder rl tl mod 4, falls o- = 0, 

r2=-rl oder rl + 2rl h mod 8, falls t r = l ,  

r 2 -  rl mod 4, falls tr = 2, 

r2 = rl mod 8, falls or >_ 3. 

b) A(a)= 1, 

c) A ( a ) =  \ a /  \--a-/ 

Diese biniiren quadratischen Moduln erfiiUen alle die Bedingung (5) yon Satz 2. 
Die Faktoren A(d) und So(a) lauten: 

a) A(a) = 1, So(a) = 1, ) 

So(a) = ( -  1) ~, 

( 5(5 So (a )= i  - 1  2 x-~ 2 ~ 2 e ( -ar )e ( -ar t )  
\ t / \ t l  \ r /  \ a l  

(13) 

Wir woUen den Beweis von Satz 4 in mehreren Etappen durchfiihren. Die 
allgemeinste Gestalt eines binhren quadratischen Ax-Moduls (M', Q') mit Werten 
in 2 - \Z /Z ,  aber nicht nut in 2-\+1Z/Z, ist (bei Einfiihrung yon Koordinaten in 
M'): 

M ' = A , , ( ~ A m ,  Q'(x)=2-X(rx2+sxlx2+tx 2) fiir x = ( x b x 2 ) ~ M ' .  (14) 

Die Koeffizienten r, s, t diirfen nicht alle gerade sein. Wir haben /./.1, /d,2 so zu 
whhlen, dass (M', Q') ein nicht-entarteter quadratischer Ax-Modul ist. Diese Wahl 
ist eindeutig und h~ingt yon r, s, t ab .  Wit miissen dann zeigen, dass (14) zu (12) 
a), b) oder c) ~iquivalent ist. 

A. Sei s -  1 mod 2. Es ist leicht zu sehen, dass fiir /~1--/~2 = A die quad- 
ratische Form Q' auf M' nicht-entartet ist. Sei o.B.d.A. (ohne Beschr~inkung der 
Allgemeinheit) r -  1 mod 2: Wenn nhmlich 2 1 r, aber 2 X t ist ,  vertausche man xl 
und x2; wenn r und t beide gerade sind, ersetze man x2 dutch xl+x2,  um eine 
~iquivalente quadratische Form der gewiinschten Eigenschaft zu erhalten. Mit der 
Annahme r--1 rood 2 werden wit nun zeigen, dass Q' zu Q aus (12) a) bzw. aus 
(12) b) hquivalent ist, wenn t - O  bzw. t--1 mod 2 gilt. 
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Sei zun/ichst r--- 1, s -  1, t - 0  mod 2. Dann existiert ein isotroper Vektor 

0)  mod 2 in M'. Multipliziert man n~imlich die Kongruenz 
u ~  0 

FX 2 "4" SXI  X 2 "4- tx 2 -~ 0 mod 2 x 

mit 4r -1, so erh~ilt man 

(2Xl + r -1 sx2) 2 - [(r -1 s) 2 -  4r -1 t]x~ mod 2 x+2. 

Die rechte Seite ist kongruent 1 mod 8 fiir x2 = 1, also existiert eine L6sung von 

Q'(u)=O (in Q/Z) mit 2~-~u~(~) .  Dazu gibt es ein v ~ M '  mit 2XB'(u,v)~A'~ 

(B' ist die zu Q'  geh6rige Bilinearform), denn andernfalls wiirde B'(2X-tu, y) fiir 

alle y e M '  in Q/Z verschwinden; das ist unm6glich, da 2 X - l u # ( 0  ) and B'  

nicht-entartet ist. O.B.d.A. darf man sogar 2XB'(u, v )=  1 annehmen (Normierung 
von v). Die Elemente u und v bilden eine Basis von M': ware nfimlich v-= 
/xu mod 2, so w~ire auch 

1 ----- 2~B'(u, v) ---/x2XB'(u, u) - 0 mod 2, 

was unm6glich ist. Wenn Q'(v)= 0, dann hat man O'(~lU + ~2v)= 2 - x ~ 2 ,  also ist 
Q'  zu Q aus (12)a) ~iquivalent; andernfalls ersetze man v durch v'= v - Q ' ( v ) u .  

Sei nun r - l ,  s ~  1, t---1 mod2 .  Hier  existieren keine isotropen Vektoren v 

mit v ~ ( ~ )  mod2 ,  da rx2+sxax2+tx 2 stets ungerade ist, wenn Xl und x2 nicht 

beide gerade sind. Es existiert aber ein u e M'  mit 2~Q'(u) - 1 mod 2 x. Um dies 
einzusehen, multipliziert man 

ru2+sulu2+ tu 2 -  1 mod 2 x 

mit 4r -1 und erh~ilt 

(2ul + r-lsu2) 2=-- 4r -1 + [(r- is)  2 -  4r -1 t]u 2 rood 2 x§ 

Fiir u2 = 1 gibt es eine Lfsung ul, denn die rechte Seite ist dann kongruent 

1 mod 8. Zu diesem u = existiert ausserdem ein v = ~ mit 2XQ' (v ) -  
!,l 2 1) 2 

1 und 2XB'(u, v)--  1 mod 2 x. Mit anderen Worten: Es gibt eine L6sung der beiden 
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Kongruenzen 

rvE+svlv2+ tv 2 -  1 mod 2 x, 

2 ru~ v~ + sul v2 + SUEV~ + 2 tu21) 2 ~ -  1 mod 2 x. 

477 

Dabei  ist die zweite Kongruenz von der Form 

al) 1 + bt~ 2 ~ 1 mod 2 ~, 

wobei mindestens einer der Koeffizienten a, b invertierbar ist, denn u~ und u2 
sind nicht beide gerade. O.B.d.A. sei b e A2 (andernfalls vertauscht man die 
Variablen); wenn man nun v 2 = - b - l - b - ~ a v ~ m o d 2  ~ in die erste Kongruenz 
einsetzt, finder man 

[r - b -1 as + (b- l  a)2t]v 2 + [sb -~ - 2ab-2t]Vl + tb -2 - 1 ---- 0 mod 2 x. 

Die Koeffizienten von v~ und v~ sind ungerade, w~ihrend das konstante Glied 
gerade ist. Die L6sbarkeit  dieser Kongruenz zeigt man wie oben durch Multiplika- 
tion mit 4 [ r - b - l a s + ( b - ~ a ) 2 t ]  -~. Die Elemente u und v bilden eine Basis von 
M'. Man erh~ilt also 

O ' ( ~  u + ~ v )  = 2 -~ ( ~  + ~1~2 + r 

was die Aequivalenz yon Q' und Q aus (12)b) beweist. (Man kann den zweiten 
Fall auch behandeln,  indem man zeigt, dass sich Q '  mittels der Norm der 
eindeutig best immten unverzweigten quadratischen Erweiterung von t)2 

realisieren l~isst; [7], S. 49, Prop. 9.) 
B. Sei s -  0 mod 2. Man darf dann o.B.d.A, r - 1  mod 2 annehmen (andern- 

falls wiire t = 1 mod 2 und man k6nnte die Variablen vertauschen). Die Transfor-  

mation 

Xl -'~ X l - -  s ' r - l x2 ,  X2 ~ X2, mit  s = 2s', 

zeigt, dass die quadratische Form Q'  aus (14) in diesem Fall auf M ' =  A x - ~ )  
Ax_~_~ nicht-entartet  ist, und dass (M',  Q')  zu einem quadratischen Modul (M, Q) 

aus (12) c) ~iquivalent ist. 
Die Automorphismen q~ von M =  A ~ - I ~ A x - ~ - ~  lassen sich alle als 

ot /3 Xm fiiralle x =  , 
~ ( x ) =  3' ,51\x2/ \x2/ (15) 

mit a ~ A x - 1 , / 3 ~ 2 " A x - l ,  3 " , ~ A x - , ~ - i  und d = a ~ - / 3 3 " ~ A ' ~ _ ~ _ l ,  
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darstellen. Die quadratischen Formen 

Ol(X) = 2-Xrt(x 2 + 2"fix2), Q2(x) = 2-%2(x 2 + 2"t2x 2) 

sind genau dann iiquivalent, wenn es einen Automorphismus q~ von M =  

A~_I~)Ax_,,_I gibt mit Qto~=Q2, d.h. wenn es eine Matrix ( a ~) v o n d e r  

Form (15) gibt mit 

a) ri(a2+2"q72)-r2mod2 x, } 
b) a/3 + 2"q3'8 - 0 mod 2 x-t, 

c) r1(/32 + 2,~tl 62) __ 2%2 t2 mod 24, 

d) ct8 - / 3 , / -  d mod 2 x-'~-l. 

(16) 

Dieses Kongruenzensystem fiir a, /3, % 6 und d ist iiquivalent zu: 

a) r1(o12+2'~1172) -- r2 mod 2 x, ) 

J 
b) rZqd 2=- r~t2 mod 2 x-'~, 

c) r2/3 - -2"qrlyd mod 2 x-t, 

d )  r2~$ ~ rlotd mod 2 x-'~-l. 

(17) 

Dass (16) aus (17) folgt, liisst sich ohne Schwierigkeiten nachrechnen. 
Umgekehrt,  quadriert man (16.b) und multipliziert man (16.a) mit (16.c), so 
erh~ilt man mit (16.d) die Kongruenz (17.b). Multipliziert man (16.a) mit/3 (bzw. 
(16.c) mit a)  und (16.b) mit a (bzw. /3), so erhiilt man (17.c) (bzw. (17.d)). 

Aus (17) sieht man jetzt, dass Qi und Q2 genau dann iiquivalent sind, wenn 

a) q = 12 mod Min (2 3, 2 x - " ) ,  

b) 3 a  ~ Ax-t ,  V 6 Ax-,~-i r~it a 2 + 2'~tl'y 2 ~ r2rl 1 mod 2 ~. 

(18) 

Sind niimlich (18.a) und (18.b) erfiillt, so lassen sich /3 und 8 aus (17.c) und 
(17.d) berechnen und es gilt (16.d). 

Die L6sbarkeit von (18.b) entnimmt man aus Lemma 0, bzw. Tabelle 1. 
Es bleiben die Faktoren A(a) und So(a) zu bestimmen. Fiir (12)a) erh~lt man 

So(a) = [M1-1'2 ~ e(-2-~axlx2) = 2 -~ ~ 8o(xl)2 ~ = 1. 
xt,x2eAx xleA~, 
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Mit den Bezeichnungen F = (21 ~), q = A = 3, folgt aus [4] (w (5)), ffir (12)b): 

So(a) = 2-xGv(--a, 2 x) = (2)x = (_l)X. 

In diesen beiden F~illen ist damit A(a) = 1; die Bedingung (5) von Satz 2 ist 
demnach erffillt. 

In (12)c) ist Q(x)=2-Xr(x~+2~tx~) die direkte Summe der quadratischen 
Formen QI(X1)  = 2-Xrx 2 und Q2(x2) = 2-X+=rtx 2. Man findet deshalb mit Hilfe von 
(8) 

\ t I \ t /  \ r l  \ a l  

Fiir den Faktor A(a) erh~ilt man 

(_ at)r art) 
A(a)= So(a)So(1) - l = \ a ]  e(-r)e(-rt)  " 

Ffir alle ungeraden u, v gilt: 

e(u)e(uv)=e(v)(-1)  t("-1)/2]'t(~-1)/2] und (~U1)=(--1) (u-l)/2, 

Folglich ist 

A ( a ) = \ a /  \ a / 

ein Charakter von A~ und erfiillt die Bedingung (5) von Satz 2. 
Auf eine Untersuchung quadratischer Moduln, die yon mehr als zwei Elemen- 

ten erzeugt werden, kann man hier verzichten, denn die Darstellungen, die zu den 
quadratischen Moduln (7) und (10) bzw. (12) gehSren, reichen fiir unsere Ziele 
im wesentlichen aus. Es ist aber zu bemerken, dass im Fall p ~ 2  jeder hier 
betrachtete quadratische Modul zu einer direkten Summe quadratischer Moduln, 
die von einem einzigen Element erzeugt werden, ~iquivalent ist. Im Fall p = 2 ist 
jeder quadratische Modul zu einer direkten Summe quadratischer Moduln, die 
yon einem oder zwei Elementen erzeugt werden, ~iquivalent (man verwendet ein 
Resultat yon Minkowski fiber ganzzahlige quadratische Formen mod n, n e N). 
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Anhand von Satz 2 sieht man leicht, dass fiir quadratische Moduln (M, Q), die 
von mehr als zwei Elementen erzeugt werden, die Darstellung W(M, Q), falls sie 
existiert, zum Tensorprodukt der Weilschen Darstellungen, welche von den Sum- 
manden von (M, Q) erzeugt werden, iiquivalent ist. 

DEFINITION 3. Die Darstellungen von SL2(Ax), die zu den biniiren quad- 
ratischen Moduln (10) bzw. (12) geh6ren, heissen: 

---die zerlegte Weilsche Darstellung Dx im Fall a); 
----die unverzweigte Weilsche Darstellung Nx im Fall b); 
---die verzweigten Weilschen DarsteUungen R~(r, t) im Fall c). 

Die Darstellungen von SL2(A~), die im Fall p # 2  zu den quadratischen 
Moduln (7) geh6ren, heissen Rx(r). 

3. Zwei Zerlegungsmethoden. 

In diesem Paragraphen beschreiben wir zwei Methoden, um Unterdarstellungen 
der Weilschen Darstellungen zu konstruieren. 

Die erste Methode stammt von Kloosterman [2]. Sei (M, Q) ein quadratischer 
Modul, der eine Weilsche Darstellung von SL2(Ax) erzeugt, und sei Aut (M, Q) 
die Gruppe der unter Q invarianten Automorphismen von M, d.h. fiir alle 
q~ e Aut (M, Q) gilt Q(q~(x))= Q(x) fiir alle x e M. Sei 1~ eine abelsche Unter- 
gruppe von Aut (M, Q) und X ein Charakter von U, dann ist 

V(X) := {fe C M I f(ex) = x(e)f(x) Ve e 1t, Vx e M} 

ein unter SL2(Ax) invarianter Unterraum von V = C M. Schreibt man W(M, Q, X) 
fiir die Unterdarstellung von W(M, Q) im Raum V(X), so gilt 

W(M, Q) = �9 W(M, O, X) 
X 

wobei X alle Charaktere von 1~ durchliiuft. 
Die zweite Methode beruht auf einem Lemma yon P. Cartier. 

LEMMA 3. Sei (M, Q) ein quadratischer Modul, der eine Weilsche Darstellung 
W(M, Q) yon flL2(Ax) erzeugt. Sei H ein Untermodul yon M, sodass Q auf H 
verschwindet, und sei 

H ' = { x  e M I B(x, y)=OVyeH} ,  
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wobei B die zu Q gehi~rige Bilinearform ist. Es gilt H• H. Setzt man 

M I : = H •  und QI(x+H):=Q(x)  fiiralle x e H  L, 

so erfiillt (M1, QI) die Bedingung (5) yon Satz 2, und W(M~, Q1) ist zu einer 
Unterdarstellung yon W(M, Q) isomorph. 

Q~ ist n icht-entar te t ,  denn  (H• l =  H. Nun hat man  

Y'. , ( Q ( y + h ) ) =  ~ , (B (y .h )+Q(y) )={~  H fiir y , H  ~, 
h~H h~H I e (O(y) )  ffir y e H I .  

Diese  Formel  bleibt  richtig, wenn  man  Q durch aQ und B durch aB ersetzt  fiir 
bel iebige a e A~.  Daraus  folgt 

So(a)=lMI -~'2 ~, e(-aQ(x))=lMI -m ~ Y'. 2 e ( -aQ(x+y+h) )  
x E M  x ~ M / H  x y ~ H X / H h ~  FI 

=IMI -"2 ~ IHle(-aQ(Y)) 
y ~ H X / H  

So(a) = IM1-1'= IHI IMll +1/2 So,(a) = S Q , ( a ) .  (4) (20) 

Die Bed ingung  (5') ist also fiir Q1 genau  dann  erfiillt, wenn  sie fiir Q erfiillt ist. 
U m  zu zeigen, dass W(M1, Q1) eine Unterdars te l lung  von W(M, Q) ist, be t rach-  
ten wir den U n t e r r a u m  E von C M, der  die Funk t ionen  f e  C M enth/ilt, welche 

1) f ( x )=o  fiir alle x ~ H  1, 

2) f(x) = f(x') ffir alle x, x '  e H -~ mit  x - x '  e H, 

erfiillen. E ist wegen  (19) ein invar ianter  U n t e r r a u m  von C M und ist zu C ~ '  
i somorph.  Mit  Hilfe  yon (20) ist leicht e inzusehen,  dass W(M1, Q1) gerade  die zu 
E geh6rige  Unte rda r s te l lung  von W(M, Q) ist. 

4. Die Konjugiertenklassen yon SL2(Ax)ff ) 

U m  die Klassen kon jug ie r te r  E l emen te  in den G r u p p e n  SL2(AD zu unter -  
suchen,  erweist  es sich als zweckm/issig, eine Par t i t ion von SL2(AD in zwei 

4 Um [MI=IH[ 2 [Mll zu beweisen, bemerkt man, dass durch die Zuordnung x ~ B(x, ?) eine 
eineindeutige Abbildung von M auf Car + (M) (additive Charaktere) gegeben ist. Man verwendet dann 
die allgerneinen Siitze fiber Charaktere (Siehe etwa H. Hasse, Vorlesungen fiber Zahlentheorie, 2. 
Aufl., w 13.4). 

5 Dieser Paragraph entstand unabh/ingig von "The automorphisms and conjugacy classes of 
LF(2, 2")= PSL2(Z/2~Z) ''von J. B. Dennin, Illinois J. of Math. 19, 542-552, 1976. 
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konjugationsinvariante Teilmengen 

M~ := { U e SL2(Ax) [ fiir alle a e A1 ist U ~  aE mod p} 

und 

M ~ : = { U  eSL2(Ax)  [ 3a  ~ A1 mit U = aE rood p} 

(mit E := (10 ~)) vorzunehmen. (Wir werden in diesem Paragraphen meistens in 

Ax = Z/pAZ rechnen, und nur dort Kongruenzen benutzen, woes  zweckm~issiger 
ist. Wir werden aber fiir eine Klasse aus Z/pXZ und deren Reprhsentanten stets 
den gleichen Buchstaben verwenden.) 

Wir beweisen zuerst zwei Lemmata, die auch noch richtig sind, wenn man Ax 
durch einen lokalen Ring ersetzt. 

LEMMA 4. Sei U = |  a / R\EI aus M2(Ax)(Menge der (2,2)-Matrizen mit 
\ Y O~ 

Koeffizienten aus Ax) mit U ~  aE mod p [iir aUe a aus A1, dann existiert X aus (* :) SI,2(Ax), sodass X U X  -~ = mit 7~e A'~ gilt. 
71 

Wenn 3 , - 0 r  ist, so konjugiert man U mit X = ( _ ~  10). Wenn 

3 , - / 3 - - 0 ~ o t - S m o d p  ist, so konjugiert man U mit x = ( l l  ~). Der Fall 

3, =-/3 - a - ~ ~ 0 mod p ist nach Voraussetzung ausgeschlossen. 

LEMMA5.  Seien U i = (  cti ~ i ) ( i = l , 2 )  aus M2(Ax) mit 3,~A'~.  Es e, xistiert 
7i 

genau dann ein X aus SL2(Ax) mit X U 2 X  -1= U1, wenn 

1) Sp U1 = Sp U2 = s (Spur), 
2) det U1 = det U2 = d (Determinante), 
3) die Gleichung 

(21) 

mindestens eine L6sung (~, ~1) aus Ax x AA besitzt. 
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Die Notwendigkeit der Bedingungen 1)und  2) is t  klar. Existiert X = ( *  *~ 
\ x  Y / 

aus SL2(Ax) mit X U 2 X  -1= U1, so gilt 

3,2y 2 + ( a 2 -  ~2)xy - [32x 2 = 3'1. (22) 

Das Paar (~, ~) mit 

= y-rS23,~lx und ~1 = 3'21x (23) 

ist eine L6sung von (21). 
Seien umgekehrt 1) und 2) erfiillt und sei (~, ~!)~ Ax • Ax eine L6sung von 

(21). Aus (23) liisst sich ein Paar (x, y) berechnen, das (22) erfiillt. Die Elemente x 
und y k6nnen, wegen der Voraussetzung iiber 3'i, nicht beide in A x -  A~ liegen. 

(: *) Man kann also das Paar (x, y) zu einer Matrix X1 = aus SL2(A,) erg~inzen 
Y 

und U2 ist zu einer Matrix U3=X1U2X- i l=[  a3 ~3~ mit , 3 = , 1  konjugiert. Die 
/ \ 

83 / 

Spuren und Determinanten yon U1 und U3 stimmen iiberein, wegen 1) und 2). 
W~ihlt man 

so gilt 

X2 U3X-~ 1 = X2X1U2(X2XO -1 = U1 

mit X2X1 aus SL2(A~). Damit ist Lemma 5 bewiesen. 
Lemma 4 und Lemma 5 lassen sich auf M~ anwenden. 

LEMMA 6. Die Anzahl  der Konjugiertenklassen in M~ ist (p+2)p x-l, falls 
p~  2 und h -> l oder p=  2 und ),->3 (sie ist 6 falls p = 2  und ) ,=2 ,  2 falls p = 2  
und ), = 1). 

Die Elemente aus M~ erfiillen die Bedingung von Lemma 4. Aus Lemma 5 
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(d 1) folgt, d a s s d i e M a t r i z e n (  s - 0  - t )  = ein Repr i i sen tan tensys tem der  K o n -  
3' 

jugier tenklassen  in M~ bilden, wobe i  s ganz Ax und 3' ein Repr i i sen tan tensys tem 
von A ~  m o d  S(s, 1) (siehe w durchlaufen.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  3' ist 
fiir ein festes s gleich [A'~:S(s, 1)] (siehe Tabel le  1), dami t  liisst sich die Anzahl  
der  Konjug ie r t enk lassen  in M~ sofort  berechnen .  

Die  Tabe l le  2 gibt  vollstiindige A n g a b e n  fiber M~. U m  die Miichtigkeit  der  

Klassen zu be rechnen ,  geht  m a n  wie folgt vor.  Sei u={S, _ - 1 ) . -  Die  Matr izen 
\ Y O / 

aus SL2(Ax), die mi t  U k o m m u t i e r e n ,  sind alle v o n d e r  Fo rm (;E+*1U mit  
(~, .1) e Ax x Ax und 

det  (~E + *1U) = ~2 + s~*1 + ,12 = 1. 

Die  Miichtigkeit  m ( U )  der  Klasse von U ist also gleich der  O r d n u n g  von SL2(Ax) 
dividiert  durch  die Anzah l  N(s) der  L6sungen  (~, .1) in Ax x Ax von 

~2+ s~.1+.12 = 1. 

Sei nx(s, d) die Anzah l  der  L/Ssungen (~, .1) in Ax x Ax von 

~2 + S~*1 + d*12 ~ 0 m o d  p, 

Tabelle 2 
_ t - 1  

Die Matrizen ( :  0 ) ,  wobei s und 

der Konjugiertenklassen von M~. 

t folgende Werte durchlaufen, bilden ein Repriisentantensystem 

Anzahl der Miichtigkeit 
p A s c Ax mit t = Klassen der Klassen 

1, u; ( u ) = - I  4p ~-1 �89 s-~+2modp 

/s2-4\ 
p# 2 A> 1 s~ +2 mod p, ~--b---J = +1 1 �89 - 3)p x-1 (p + 1)p 2x-1 

s~ • mod p, \---~--/= - 1 �89 - 1)p x-1 (p - 1)p 2~-1 

p = 2  

s ~ 2 mod 4 1, 3, 5, 7 2 x 3 �9 2 2~-4 
h>-3 sm0mod4 1,3 2 ~-1 3-2  2~-3 

s ~ 1 mod 2 1 2 ~-1 2 2~-1 

sm0mod2 1,3 4 6 h = 2  s-~l mod2 1 2 8 

s--0 1 1 3 A = I  s = l  1 1 2 
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dann ist N(s) gleich nx(s, 1) dividiert durch die Ordnung von S(s, 1) (Lemma 0). 
Man erhiilt also 

re(U) =ISL2(ADI IS(s, 1)l= ISLz(A~)[ IA2I 
nx(s, 1) nx(s, 1)[A2:S(s, 1)] 

Eine leichte Rechnung zeigt, dass fiir A-> 1 

ISI.2(A~)I = (p 2_ 1) p 3~-2 

( p - 1  p -  P p falls 

nx(s,d)= 22~-1 falls s = 0 m o d 2  

22x-2 falls d - 0  l und 

3.22x-2 falls d - 1  J 
damit l~isst sich jetzt re(U) explizit berechnen. 

p r  

s - 1 mod 2 

(A = s 2 - 4d), 

und p = 2 ;  

(24) 

LEMMA 7. Jedes Element U aus M~ besitzt, eventuell nach Konjugation mit 
einem geeigneten X aus SLz(AD, die Gestalt 

mit l<-h<-A, e<ph,  eZ=- lmodp  h, s, d e A x - h ,  tEA'S-h, und s liisst sich 
mod pX-h eindeutig in Abhiingigkeit yon e, h, d dutch die Kongruenz 

e2+phse +p2hd ------ 1 mod p~ (26) 

berechnen (A , -h  = A'2-h -- {0} falls h = h). 

Wenn U = (  ~ ~ ) i n  MX liegt, so gibt es einen Exponenten h--1  mit 

p" = g .  g .  T .  (~ - ~,/3, 30, und eine Zahl a e A2, sodass 

U =- aE mod ph und fiir alle a' ~ A~ U ~  a'E mod ph+l. 

Es gibt also ein e <ph  m i t e - = a  rood ph und ein VeNz(A~-h) ,  sodass 

U= eE+phV.  
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Die Matrix V erfiillt die Bedingung von Lemma 4, d.h. sie l~isst sich durch 

Konjugation auf die Form mit t e A'~-h bringen (Anwendung yon 

Lemma 5). Berechnet man die Determinante yon U, so erhhlt man die Relation 
(26). Daraus folgt insbesondere, dass 2___ 1 rood ph gelten muss, d.h. 1 rood ph ist 

• falls h ~ 1 

1 falls h = 1 ) 

+ 1 falls h = 2 

• 1 7 7  h-l) falls h->3 

und p ~ 2 ,  

und p = 2. 

LEMMA 8. Zwei Matrizen Ui = eiE + ph'l si / 
\ti 

genau dann konjugiert, wenn 

= 1, 2) aus M~ sind 

el = e2, hi = h2 = h,  sl = s2 = s, dl = d2 = d 

und die Gleichung (ira Ring Ax-h) 

~2 + $~1"~ "F d 'q  2 = tz t2 -1 

mindestens eine L6sung (~, ~!) aus Ax-h x Ax-h besitzt. 

Das ist eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 5. 

L E M M A  9. Die Anzahl der Konjugiertenklassen in M~ ist 

p k _ l  ,, ~,-1 
4~--L-_~-z p falls )t >- I und p ~ 2 ,  

1'5 �9 2 x - z -  16 falls a >- 3 ] 

4 falls A = 2 1  und p=2.  

1 falls h = 1 

Aus den Lemmata 7 und 8 folgt, dass die Konjugiertenklassen in M~ durch 

1) h (durchlhuft alle ganzen Zahlen von 1 bis ~), 
2) e (durchl~iuft die L6sungen von e 2 m 1 m o d  ph, m i t e  < p"), 
3) d (durchl~iuft ganz Ax-h), 
4) t (durchlhuft, fiir gegebene h, e, d, ein Reprhsentantensystem von 

A~- h mod S(s, d), wobei s (26) erfiillt) 
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e i n e i n d u e t i g  c h a r a k t e r i s i e r t  w e r d e n .  M i t  H i l f e  v o n  T a b e U e  1 lhsst s ich n u n  d ie  

A n z a h l  d e r  K o n j u g i e r t e n k l a s s e n  in M~  so fo r t  b e r e c h n e n .  

D i e  T a b e l l e  3 en th i i l t  voUst~indige A n g a b e n  f iber  M~.  Sei  

U = e E + p h V ,  m i t  V = ( :  - d o - ~ ) E M 2 ( A x _ h ) ,  

Tabelle 3 

(: 7 )  Die Matrizen eE+p h , wobei e, h, d und t folgende Werte durchlaufen und s die 

Kongruenz (26) erfiillt, bilden ein Reprhsentantensystem der Konjugiertenklassen yon M~. 

Anzahl der Mhchtigkeit 
A, h e d ~ Ax-h,d ~ t = Klassen der Klassen 

p # 2  

d m 0 rood p 1, u 4pX-h-1 �89 _ l ) p 2 x - 2 h - 2  

+1 (-~-d) = +1 1 (p-1)p x-h-I (p+l )p  T M  A>--1 
l_<h<A 

(Z-pd) = - 1  1 ( p - - l ) p k - h - l ( p - - 1 ) p  T M  

l _ < h = h  • 0 0 2 1 

p = 2  

O, 1 mod 8 1, 3, 5, 7 2 ~'-I 
A_>4 

1 4, 5 mod 8 1, 3 2 x-2  
h = l  

2, 3, 6, 7 mod 8 1, 5 2 x-1 

A=3,  h = l  1 0, 1 mod4 1,3 4 
2, 3 rood 4 1 2 

A=2,  h = l  1 0, 1 mod2 1 2 

0 mod 8 1, 3, 5, 7 2 x - h  

A. ->5 +1 1, 4, 5 mod 8 1, 3 3 �9 2 ~-h-t 
2 - < h - A - 3  2 ,6mod8  1,5 2 x-h 

3, 7 mod 8 1 2 x-h-~ 

h > 4  +(1  + 2 h _ 1 )  I m o d 2  1 2 x-h 
3 - h < A  0rood2 1 2 x -h  

h----.4 :el O, l m o d 4  1,3 8 
h = A - 2  2,3 mod4 1 4 

h ->3 :t:l O, 1 mod 2 1 4 
h = A - 1  

3 �9 2 2k-6 
3 �9 2 2~-s 
3 �9 2 2~-5 

6 
12 

3 

3 �9 2 2 x - 2 h - 4  

3 �9 2 T M  

3 �9 2 T M  

3" 2 T M  

22X-2h-1 

3 �9 2 2 x - 2 h - I  

6 
12 

3 

+1 
A=h=3 +(1+2h_1) 0 0 4 

A = h = 2  +1 0 0 2 

h = h = l  1 0 0 1 
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wie in (25). Eine Matrix X aus SL2(Ax) kommutiert genau dann mit U, wenn 

X V -  V X  mod p X-h. 

Die M~ichtigkeit re(U) der Klasse von U ist demnach gleich der Ordnung von 

SLE(Ax-h) dividiert durch die Anzahl der X aus SLE(Ax-h), die mit V kom- 
mutieren. Man wiederholt jetzt fast w6rtlich die Rechnung, die fiir U aus MS 
gemacht wurde, und erh~ilt 

re(U) = ISL2(A~-h)I IA~-.I 
nx (s, d)[A '~_h: S(s, d)] 

(wobei S(s, d) hier eine Untergruppe yon A ~ - h  ist, d.h. h muss in Tabelle 1 durch 
A - h ersetzt werden). 

SATZ 5. Die A n z a h l  der Konjugiertenklassen in SL2(Ax) (mit  Ax = Z/pXZ) ist 
gleich 

p X + 4 ( p X - 1 ) / ( p - 1 )  falls p g 2 ,  A->l ,  

2 3 . 2  x - 2 - 1 6  falls A > - 3 ]  

10 falls A = 2 I und p =  2. 
3 falls A = I  

Das folgt aus den Lemmata 6 und 9. Damit ist nun auch die Anzahl der 
irreduziblen Darstellungen von SL2(Ax) bekannt. 
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