
Hyperkomplexe Differentiale 
Von HANs GEORO HAEFELI, Rom 

Herr Rud. Fueter und seine Schiller haben in mehreren Arbeiten die 
Theorie der hyperkomplexen Funktionen entwickelt. Dabei wurden zu- 
erst der K0rper der Quaternionen zugrunde gelegt, dann die Erweite- 
rung in Cliffordsehe Linear- und spezielle Produktsysteme behandelt und 
schlie~lieh Argument und Funktionswert in verschiedenen Algebren 
betrachtetl). Daher ist es wilnsehenswert, diese mannigfachen M0glich- 
keiten systematisch zu durchgehen. Dabei soll vor allem auf die jeweilige 
Regularit~itsbedingung, die zuerst eine formale ~bertragung der Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen ist, aber als Voraussetzung filr 
die Gilltigkeit der Integrals~tze ihre wesentliche Bedeutung hat, geachtet 
werden. Diese kann auf eine invariante Form gebracht werden, womit 
die Invarianz der ihr genilgenden Funktionen ersichtlich wird. Dabei 
zeigt sich, dab die Form des Differentials nicht nur die regul~ren Funk- 
tionen, sondern auch ihre Spezialisierung so weitgehend eharakterisiert, 
dab sie geradezu definierend verwendet werden kSnnte. Das wird vor 
allem bei den Systemen yon analytischen Funktionen yon mehreren 
komplexen Veri~nderlichen, welche durch einen Integralsatz ausgezeieh- 
net werden, und bei den Quaternionenfunktionen durchgefilhrt. Dabei 
soll die SchOnheit der letztern, die die Symmetrien der Funktionen in 
Linear- und Produktsystemen in einer Divisionsa]gebra vereinigen, zum 
Ausdruck kommen und das Natiirliehe der Begriffsbildungen hervor- 
springen. 

Einleitung 
Bevor wir mit den eigentlichen Untersuchungen beginnen, soll kurz 

die Regularit~tsbedingung im allgemeinen erl~utert werden. Wir wollen 
am Beispiel der Potentialfunktionen in einem Linearsystem den Zu- 
sammenhang mit dem (~uflern Digerentialcalcul aufzeigen. Dabei bietet 
aber gerade in diesem Fall die hyperkomplexe Sehreibweise noch keine 
wesentliche Vereinfaehung. 

1) Siehe Seite 420. 
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Es sei ein Linearsystem ~ einer Cliffordsehen Algebra ~n, wie das in I 
n~her ausgeftihrt wird, gegeben. 

-~ [e l . . . e , ]  mit ehe ~-~ --e~e h h yek h , ] c :  1 . . . n  

und eke k =  + 1 k =  1 . . . n  . 

n freie Variablen xk im Kt~rper der reellen Zahlen fassen wir zu einer 
n 

hyperkomplexen Variablen x : ~ , x k e  ~ zusammen; ebenso bilden wir 
k = l  

mit n Funktionen uk (Xl.. .  x~), die in einem n-dimensionalen Gebiet H 
des euklidischen R ~ zweimal partiell differenzierbar seien, eine hyper- 

n 

komplexe Funktion w - ~ , V ,  uke  k. In ~ definieren wir ferner einen 
k = l  

n 

Differentialoperator D : ~ 3 - - e k ,  und verlangen fiir regul~re Funk- 
tionen : k=l 0xk 

D.w----- 0 . (1) 

Diese Regularit~tsbedingung ist eine Verallgemeinerung der Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen, welche man auch in eine einzige 

komplexe Bedingung + i �9 (u  + i v )  = 0 zusammenfassen kann. 

Interpretieren wir w als Vektorfunktion, so besagt (1) reell einfaeh : 

d i v w : 0  und rotw----- 0. (la) 

Daraus folgt sofort die Existenz eines Potentials r  so dab w : D e  
wird, und A r  weiter folgt D . A q ~ : A . D r  A w - - - O ,  und 
wegen der lineaxen Unabhi~ngigkeit der e k sofort A u g  == O. Dieses kann 
aber direkt aus der hyperkomplexen Form (1) geschlossen werden, denn 
es ist D .D  ~ A. Die Komponentenfunktionen sind demnach harmo- 
nisch und durch die Existenz eines skalaren Potentials miteinander ver- 
bunden. 

Daraus ergibt sich unmittelbar der Zusammenhang mit dem ~ul3ern 
Differentialcalcul. Wir ersetzen e k durch d x  k und fassen w als Pfaffsche 
Form 1. Grades auf. 

n 

w = . Z  u k d x ~  . 
k = l  

Die Multiplikation der dx~ ist jetzt nur noeh schie/ .  

d x h d x  ~ ~ - -  d x k d x  h f i i r  h =/=: lc , aber d x h d x  h : 1 .  h ,  k -~ 1 .  . . n . 

Damit wird 
D w  : d w  ~-&v ,  wobei ~w : (dw*)*  ist, w* die zu w adjungierte 
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Form bedeutet und d das ~uBere Differential bezeichnet. Der Differential- 
operator erseheint also als Summe yon d und 8 2) 

D = d + ~ . (2) 

Ferner wird D . D w : d . d w  ~ d.  Jw - -  8 . d w  ~ 8 . O w : d . 8 w  --  8 . d w ,  

da d . d w = O  und 8 . 8 w : 0  werden; somit D . D : d . 8 - - 8 . d = ~ .  
Die Regularit~tsbedingung D . w  : 0 zerf~llt in d w  = 0 und Ow = 0, 
was gerade die Gleichungen ( 1 a) ergibt. Die Eleganz der hyperkomplexen 
Schreibweise besteht somit in der Zusammenfassung der Operatoren d 
und 8; dies ist in der angefiihrten Weise aber nur in affinen Rgumen 
mOglich. 

Nun k6nnen natiirlich eine Menge Integralformeln abgeleitet werden, 
welche alle auf den Integralsatz der Pfaffschen Formen zuriickzufiihren 
sind. Hier sell nur auf zwei besonders wichtige F~lle kurz eingegangen 
werden. 

Es sei H ein n-dimensionales Gebiet im euklidischen R n, das von einer 
zweiseitigen, sieh nicht durchdringenden Hyperfl~che R mit ste~igem 

t l  

Normalenfeld u berandet wird, und d Z  = u .  dr = ~ ,  u~%. dr das Hyper- 

flachendifferential, wo u die ins Innere gerichtete Einheitsnormale und 
dr das Hyperflachenelement bedeuten. Dann gilt:  

~ ( m n ) d r = u S d i v m d h  und ~ S [ m n ] d r = u ~ r ~  . 

In  hyperkomplexer Sehreibweise erhalten wir:  

( w d Z  -{- g Z w )  = H "~ ( w D  -{- D w ) d h  und 

S ( w d Z  - -  d Z w )  = S ( w D  --  D w ) g h  . 
It H 

Dureh Addition der beiden Gleichungen erfolgt : 

 wdz =  wDdh 
R H 

Ist  nun w in H e i n e  regul~re Funktion, gilt also D w  = O, so gilt auch 
w D  ~ O. (Die Rotationsterme haben entgegengesetzes Vorzeichen.) Dem- 
nach wird fiir eine regul~re Funktion w 

,f w d Z  = O . 
R 

Ist ferner auch v eine in H regul~re Funktion, so kann entspreehend 
bewiesen werden, dab auch 

s) Pierre Bidal et George, s de Rham, L e s  f o r m e s  d i f f d r e n t i e l l e s  h a r m o n i q u o s .  
Comm. Math. He lv ,  voL 19, S. 9. 
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.~wdZv =- 0 (3) 
R 

wird. Dies nennen wir den 1. Integralsatz ; er kann als eine Verallge- 
meinerung des Cauehyschen Integralsatzes aufgefal~t werden und wird 
in der Regel mit Hilfe des GauBschen Integralsatzes hergeleitet. Aus (3) 
kann in unserm Fall nun w in jedem innern Punkt  x yon H dureh ein 
Integral fiber R dargestellt werden. Wir umschlieBen den Aufpunkt x 
mit einer Hyperkugel K mit dem Rande R K und w~hlen als Funktion v 
die mit Ausnahme ~ ~ x fiberall regulgre Funktion 

v=[(~-x) ']  ~ (~-x ) .  

Dann kann im Gebiet H f -- H -- K der 1. Integralsatz angewendet 
werden. 

f~ 

wdZ [ ( ~ :  - -  x ) ~ ]  - -~- (~:  - -  :~ )  = o . 

R~ K 

Durch bekannten Grenzfibergang folgt daraus:  
n 

w (x) ~- const, f w d Z  [(~ - -x)  2] - ~ (~ -- x) (4) 
R 

Dies bezeichnen wir im folgenden als 2. Integralsatz ; er kann als Verall- 
gemeinerung des Cauchyschen Residuensatzes betrachtet werden. 

Aus dem Zusammenhang mit dem /~ul]ern Differentialcalcul ist ohno 
weiteres ersichtlich, warum man als Basisgr6l]en des hyperkomplexen 
Systems Cli~ordsche Einheiten zu wiihlen hat. Ihre Multiplikation mul~ 
schief sein, und ihr Quadrat reell. Dureh Bildung yon Ableitungen 
k6nnen nun Pfaffsche Formen h6heren Grades erzeugt werden, doch ist 
dann die bisherige hyperkomplexe Schreibweise keine grol3e Erleichte- 
rung. Dafi~ aber lgt~t sie sich auf die Funktionentheorie yon hyper- 
bo]ischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung fibertragen. Dabei 
ist nattirlich (4) neu zu formulierenS). Welter lgBt sich die Theorie ha 
Linearsystemen mit Haupteinheit, in Produktsystemen und Algebren 
entwickeln, wobei die Komponentenfunktionen yon w nicht mehr immer 
als partielle Ableitungen eines skalaren Potentials auftreten und als 
L6sungen des die Regularit~t definierenden Systems linearer partieller 

a) Rud. 2'ueter [10]. 

W, Ne/  [21], 

Wei te re  Arbe i t en  werden  bei den  e n t s p r e c h e n d e n  A b s c h n i t t e n  zitiert .  Die N u m m e r n  
beziehen sich a u f  die Z u s a m m e n s t e l l u n g  yon  Seite 420. 
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Differentialgleichungen 1. Ordnung uns interessieren. Da man zudem w 
in einem andern Linearsystem oder einer Algebra w~hlen kann, die nicht 
Cliffordsch zu sein brauehen, kann letzteres die mannigfachsten Formen 
besitzen. Das soll nun im folgenden n~her ausgeftihrt werden. 

I. Funkt ionen  in einem Linearsystem 

Wit  gehen yon einer Cliffordschen Algebra ~ aus. Diese besteht aus 
den 2 n Basiselementen 

1 ,  e l , . . . ,  e n ,  

und ist durch die Relationen 

eae ~ = _ eke h 

u n d  e~ = zk" 1 

el2 . . . . . . . .  , e l 2 . . . n  , (5) 

h ,  k -----1 . . . .  , n h :/: k (5a) 

k ----- 1 . . . . .  n (Sb) 

vollst~ndig bestimmt;). Dabei ist 1 die Haupteinheit und u~ = =[= 1. 
Die n Basisgr6Ben e l , . . . ,  e~ bilden ein minimales Erzeugendensystem 
yon {~.. Dies nennen wir ein Linearsystem ~ yon ~n 

----- [e I . . . . .  en] . (6) 

Es sei jetzt a eine Gr0Be aus ~ im K(~rper der reellen Zahlen, also yon 
der Form 

a = ~ a k e  k 
k = l  

mit reellen a~. Wir definieren ferner 
n 

a -----Xuka~el, . 

Ferner seien auch b und c solche Gr61~en aus ~.  Dann werden 
n f~ 

N ( a )  - ~ a a = - . ~ b , a ~  , 2 n ( a ) =  a a + a a =  2 X a  ~ , 
k = l  k ~ l  

/$ f l  

S (ab)  --~ a b  + b a  : 2 ~ ,  u k a k b  ~ , s ( a b )  ---- a b -~ b a = 2 ~ ,  a~b~ 
k--1 k=l  

wegen (Sa) reell, und es bleibt die multiplikative Verkniipfung 

a b c  --I-- c b a  = a . S ( b c )  ~ c . S ( a b )  - -  b . S ( c a )  

im Linearsystem ~.  Daraus folgt als Spezialfall 

a b a  -= - -  a*b ~ a . S ( a b )  . 

l) Siehe auch P,  Bophard [14]. 
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Wir wollen nun  die hyperkomplexen  Zahlen aus ~ den Punk ten  eines 
affinen, n-dimensionalen Raumes  R n mit  doppelter Metrik zuordnen.  I)a-  

n + l  
zu erweitern wit  unser Linearsys tem ~ und ordnen den Zahlen ~,~ xee~ 

k = l  
X -~ Xn+len+ 1 die Punk t e  P(x 1 : x2 : . . .  : x~+l) des n-dimensionalen pro- 
jekt iven Raumes  P~ zu. Dabei  sei x in 2 ,  und  e~+ 1 geniige den Rela t ionen 

= fiir k = 1, n en+ 1 ~ 8 ,  und  e n + l e  ~ - -  e ~ e n +  1 . . . ,  . 

In  P~ fiihren wir im Klein-Cayleyschen Sinn eine Metrik ein, indem wir 
in einem projekt ier ten Koord ina tensys tem die quadrat ische Hyperf lgche 

n 

e 2 ~ y , ~  X 2 2 ~ 0 (X "9 I- Xn+ 1 n+l)  = ~7~ k /g -~- EXrt+I 
k = l  

als fundamenta l  auszeichnen. Sind nicht  alle xk positiv, was wit  im fol- 
genden annehmen,  so erhal ten  wir eine hyperbolische Metrik. Den Punk-  
t en  Pa(al : . . .  : an+~) und Pb(b~ : . . .  : b,+l) wird die Ent fe rnung  E N 

zugeordnet  S (a b) -~- 2 e a.+ 1 bn+ 1 

E~r (PaPb) = c. i. arc cos 2~/(a2 ~- ea2n+l) ( b~ -4- ebb+l) 5) 

N un  lassen wir die Fundamenta lhyper f lgche  einmal ausarten,  indem wi t  
e -~ oo s t reben lassen. ] ) ann  wird x~+~ = 0 zur unendlichfernen Hype r -  
ebene, in welcher die ausgear te te  Fundamenta lhyper f lgche  

n 

k = l  

liegt. Fiir  die En t fe rnung  yon  P= und Pb erhal ten wir :  

E ( P ~ P O  = l i m E ~  = 

[ 4 ~  b2 $2(ab) +4a~b=n+,+4b,a:+,_4an+lbn+,~q(ab) 
1 e 

lira c. i. arc sin 

C V a2 b 2 b ) ~ 
= l i m - - = ,  i .  + 

an+l bn+l b:+l 

wenn wir die MaBkonstante c rein imagingr wghlen und so gegen ~ s t reben 

S(ab) _~-~V( a 
a n + l  b n + l  a-~+ 1 

s) En~sprechende  Ab le i t ung  wio bei H .  G. Hae]el i  [16], wo die Fo rme l  fiir Q u a t e r n i o n e n  
hergolei tot  wird.  
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C 
lassen, dab l i m - - ~ ,  i ~ -~ 1 wird. Damit wird der projektive Raum P~ 

zu einem affinen Raum R n mit einmal ausgearteter nichteuklidischer 
Metrik. Seine Punkte  sind den hyperkomplexen Zahlen aus ~ eindeutig 
zugeordnet, wenn wir deren Komponenten als affine Koordinaten auf- 
fassen. Den Basiselementen yon ~ entsprechen die Einheitspunkte auf 
den Axen des affinen Koordinatensystems, in welches das projektive 
tibergegangen ist. Die eingefiihrte Metrik bezeichnen wir als die ,,zum 
Linearsystem ~ geh6rende" Metrik. Fiir die Entfernung zweier Punkte P~ 
und Pb erhalten wir: 

E (Pa Pb) -'~ -{- V(a - -  5) 2 : ~- V N ( a  - -b)  �9 (8) 

E kann reell, null oder rein imagin~r werden. Die Gesamtheit der Punkte 
P ,  die yon einem festen Punkt  P~ verschwindenden Abstand haben, liegt 
auf dem zu Pa gehSrenden isotropen Kegel, den wir auch Nullkegel 
nennen. Diesor trennt den Bereich der Punkte mit reellem Abstand yon 
P~ yore Bereich der Punkte, welche yon P~ einen rein imagin~ren Ab- 
stand besitzen. Die Winkelmessung ist im R ~ nieht ausgeartet und kann 
auf das Messen der nichteuklidischen Entfernung der zu den Richtungen 
geh(~renden unendlichfernen Punkte zurfickgeffihrt werden. Fassen wir 

a und b als Vektoren yore Ursprung nach den Punkten P~ und Pb auf, 
so betragt ihr Winkel : 

S (a b) 
W(ab) -~ are cos 2 1/~'(a) N ( ~ - '  wenn nicht zugleieh N(a)  : 0 

und N (b) -~ 0 ist. (9) 
i 

Dabei haben w i r c - ~ - ~  gew~hlt, um bei lauter positiven u~ mit der 

euklidischen Winkelmessung iibereinzustimmen. Der Winkel W(ab) 6) 
wird reell zwischen 0 und 2~, wenn die durch a und b aufgespannte 
Ebene E den Nullkegel nicht schneider, rein imagin~r zwischen 0 und c~, 
wenn E den Nullkegel schneidet und a und b demselben Bereieh ange- 
h0ren, und sonst komplex ; beriihrt E den Nullkegel, so wird W(ab) un- 
bestimmt, wie aueh, wenn sowohl a wie b auf Erzeugenden des Null- 
kegels liegen, w~hrend er c~ wird, wenn nur eine der beiden GrSBen auf 
einer Erzeugenden liegt. Daraus folgt speziell, dal~ unser affines Koordi- 
natensystem reehtwinklig ist. Gleichzeitig denken wir uns im R n auch 
die gew0hnliche euklidisehe Metrik eingefiihrt. Die entsprechenden For- 

6) Wenn  keine Verwechslung m6glich ist, soll for tan m i t a  sowohl die hyperkomplexe 

Zahl, wie der Punk~ Pa  oder der Vektor a bezeichnet werden.  
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meln fiir Entfernung und Winkel konnen aus (8) und (9) fibernommen 
werden, da ffir lauter positive ~k die euklidisehe Metrik zu ~ geh0rt. 

s ( a b )  
e ( a b )  : Vnn(a - -  b) ; w ( a b )  : arc cos 2 V n ( a ) n ( a ) -  (10) 

Damit haben wir die M6glichkeit, dort, wo die nichteuklidische Metrik 
unbestimmt wird, euklidisch zu messen ; zudem werden wir analytische 
Verhiiltnisse bald in der einen, bald in der andern Metrik einfaeher 
deuten kOnnen. In diesem affinen R ~ wollen wir nun die hyperkomplexen 
Funktionen erklgren ; in einem spi~tern Ausbau der Theorie mfissen die 
Punkte der unendlichfernen Hyperebene identifiziert werden, doch 
brauchen wir hier bei den Untersuchungen fiber die Differentialform nieht 
n/~her darauf einzugehen 7). 

In R ~ sei ein zusammenh~ngender Bereieh H,  der auch mit R ~ iden- 
tisch sein kann, gegeben. Seinem allgemeinen Punkt  P sei die hyper- 
komplexe Zahl n 

X - -  ~ X k e~ 

aus ~ zugeordnet, k=l 
In H seien n Funktionen u k ( x  x . . . .  , Xn) erkl~rt, die wir zweimal nach 

x~ partiell differenzierbar voraussetzen, und in ~ zu einer hyperkom- 
plexen Funktion 

W - ~  ~ U h e h 
h=l  

zusammenfassen. Wir verlangen ferner, dab die Funktionaldeterminante 
in H nicht identisch verschwinde 

Wit erkl~ren trod bezeiehnen die partfielle Ableitung yon w naeh x k wie 

folgt : Ow n ~ OU h 
- -  w ( k )  = Z "Y~i k') eh ~ -  O X  k eh " 

Oxk h=l  h=l  

In ~ definieren wit jetzt den Differentialoperator D 

0 
D = 5 2  = - - e ~  . 

k = l  OXk 

Nun bezeichnen wit diejenigen Funktionen, welche der Bedingung 

D w  = 0 ( l l )  

~) Siehe Rud.  Fueter [8]. 
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geniigen, als , ,regulate" Funktionen. (11) ist eine Verallgemeinerung der 
Cauehy-Riemannschen Differentialgleichungen, wie einleitend gezeigt 
wurde, und mit 

w D  = 0 ( l l a )  

~quivalent. In ~ sind somit die regul~ren Funktionen immer beidseitig 

n 2 - -  n - ~  2 linearen par- regular. (11) zerfillt reell in ein System yon 2 

tiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung, die wir in vektorieller Schreib- 
weise folgendermaBen zusammenfassen k~nnen: 

d i v w  = 0 ( l l b )  

und rot w = 0 . ( l l c )  

Daraus folgt sofort die Existenz einer skalaren GroPe ~ ,  so dab w = D ~  
n a2 

wird. Wegen (5a, 5b) wird D . D  = Q = ~ ,  ~k-~__2 ein reeller Differen- 
k=l OXk 

tialoperator. Daher wird ~ ein Integral der Differentialgleichung 

n 0 2 U 

Q u  ---kffiiv xk  OX--~k = 0 . (12) 

Da (12) yore hyperbolischen Typus ist, nennen wit k~ ein skMares Poten- 
tial im weitern Shin. Welter folgt Q w  - -  D . D w  ----- 0 und damit wegen 
der linearen Unabh/ingigkeit der e k sofort Q u  k = o. Die Komponenten 
yon w sind somit Integrale yon (12) und als partielle Ableitungen eines 
ebensolchen untereinander verkniipft. 

Umgekehrt  karm jede lineare homogene partielle Differentialgleichung 
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten dutch eine lineare Variablen- 
transformation auf die Form 

n a 2u x k = - } - I  ftir k = l  . . . . .  v, und 
Z u ~  ax i - O  mit (13) 
k=l x k = - - I  ffir k = ~ - t - 1  . . . . .  n 

gebraeht werden. Da nun nach (Sa) uk beliebig -b 1 oder - -1  gewihlt  
werden kann, gibt es zu jeder Differentialgleichung yore Typus (13) ein 
zugehb'rendes L inearsys t em  ~ und im affmen R n e i n e  zu diesem geMirende 

Metrilc. Jede regul/~re Funktion w liefert n Losungen yon (13), lind jede 
kann auf diese Weise erhal~en werden s). In diesem Sinn kann die 
Theorie der regul/~ren Funktionen als Funkt ionentheor ie  der Digerent ia l -  

gleichung (13) aufgefaBt werden. 

s) W.  2Ve/ [21]. 
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Aus (11) ist nicht ohne weiteres ersichtlich, bei welchen Koordinaten- 
transformationen eine regul~re Funktion regular bleibt. Dies wird aber 
aus 4er Form des Differentials sofort hervorgehen. Ist eine Funktion w 
in jedem Punkt  yon H regular, so nennen wir H einen Regularit~ts- 
bereich yon w. Insbesondere bezeichnen wir einen Punkt  P yon H 
regular, wenn die Funktionaldeterminante in P nicht verschwindet. Die 
dureh w vermittelte Abbildung des Regularit~tsbereiches H auf einen 
Bildbereich H t i s t  daher in regul~ren Punkten topologisch. Wit be- 
sehr~nken uns in den naehfolgenden Ausfiihrungen immer auf regul/~re 
Punkte. 

Unter dem totalen Differential dw = ~ ,  w (k~ d x  k 9) verstehen wir den 
k = l  

n 

Zuwachs von w, wenn sieh x um d x  = ~ d x k %  ver~ndert. Ist  w eine 
/c=l 

regul~re Funktion, so hat dw wegen (11) eine spezielle Form. Diese sell 
nun in einem regul~ren Punkt berechnet werden. Wir nehmen zur Ver- 
einfachung der Darstellung an, dab der Ursprung 0 ein regul~rer Punkt  
sei, was ohne Einschr~nkung der Allgemeinheit geschehen kann, und 
schreiben : 

n 
dw = . ~  A~ e h dx k , wobei A~ = u(a k) (0) bedeutet. 

h , k ~ l  

Die Regularit~tsbedingung besagt nun, dab die reelle Matrix (A~) tier 
infinitesimalen Abbildung symmetrisch ist. 

A2=AI.  h,k= 1 , . . . , . .  

Daher existiert in 0 ein euklidisch rechtwinkliges Koordinatensystem, in 
welchem diese Matrix Diagonalform besitzt 

(A~)--->(B~) . B ~ = O  fiir k , h  . 

Auf jeder Axe dieses Koordinatensystems liege eine der hyperkomplexen 
Zahlen ~m, a : 1 . . . .  , n. Diese seien so normiert, dab 2 aa, n (~-m) = 

wird; a~ legt das Vorzeichen lest. 
Wegen ( l lb )  muB ferner die nichteuklidische Spur der Abbildungs- 

matrix verschwinden. 
Wir erhalten somit ftir das Differential einer regul~ren Funktion : 

0) Eine  Verwechslung mi t  dem ~u~ern Differential ist n ich t  zu befi irchten,  d a  y o n  
l e t z t e rm nur  in der  Einle i tung gesprochen wird.  
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t l  

dw = ~,  aaams (amdx) 
O t = l  . (14) 

mit der Nebenbedingung ~, a~,N (~n) = 0 . 
C { = I  

Da s(amdx)  -:  ~ m d ;  ~ dx~m ist, so erhalten wit bei Beriicksiehtigung 
der Nebenbedingung 

n 

dw = ~,  aaagndxam (15) 
C~=l  

Die Transformation x1= x bedeutet Spiegelung an der Koordinaten- 
hyperebene Ev, die yon den ersten v Koordinatenaxen aufgespannt wird. 

Die Transformation x ~ = a xa  bedeutet nichteuklidische Spiegelung 
und Streckung an der Geraden 2a;  2 reeller Parameter. 

Aus diesen beiden Transformationen setzt sich dw zusammen, und es 
gilt : 

1. Satz. Die durch eine regulare Funkt ion vermittelte Abbildung der 

Umgebung eines reguldren Punktes  setzt sich aus n Streckspiegelungen, 

denen eine Spiegelung an der Koordinatenhyperebene E~ vorangegangen ist, 
an n orthogonalen Richtungen zusammen ; dabei verschwindet die Summe  

der nichteuklidisch gemessenen Streckenverhdltnisse. 

Um nun die Koordinatentransformation zu finden, denen gegeniiber 
die Regularit~tsbedingung invariant bleibt, brauchen wir nur diejenigen 
Transformationen zu suchen, welche die Form (15) des Differentials 
nicht zerst(~ren. Dabei zeigt sich, dal~ wit w als Funktion yon ~ aufzu- 
fassen haben. Wit transformieren : 

x = a x t a - } - b  ; w = a w l a - q - c  . (16) 

n 

Dann folgt sofort dw r = "~ a~ ~m r dx  r ~'m ~ mit ~m r = 1 (a ~n a) Die 
a 2 

0 t ~ l  

~m ~ gehen aus den am durch niehteuklidische Spiegelungen hervor und 
bilden deshalb kein orthogonales System mehr. Sie liegen daher nicht 
mehr auf den zu der infinitesimalen Abbildung gehSrenden Eigenvek- 

n 

toren. Hingegen ist w I wegen ~, aa N ( a m  ~) = ~ a~N(~ = 0 immer 
~ = 1  ( x = l  

noeh regul/~r. Die Orthogonalit~t der Spiegelaxen ist somit fiir die Regu- 
larit~t nicht wesentlieh, und besagt nur, dab die Form (15) auf Haupt- 
axen bezogen ist. Die Transformation (16) kann nun beliebig oft aus- 
gefiihrt werden. Wird dabei noeh normiert, so erh/~lt man gerade die 
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nichteuklidisch orthogonalen Koordinat~ntransformationen. Andere 
Transformationen lassen ( l lb)  nicht invariant, und es gilt: 

2. Satz. Wird auf die regulate Funktion w und die gespiegelte Variable 
dieselbe nichteuklidisch orthogonale Koordinatentransformation ausge- 

]l~hrt, so ist die Funktion w1( ~ 1) im transformierten Bereich wieder reguldr. 

Aus der Regulariti~tsbedingung ist ohne weiteres ersiehtlich, dab die 
regul~ren Funktionen einen reellen Modul bilden, aber keinen Ring; 
aueh diiffen weder ~ noch w einzeln transformiert werden. 

Um die geometrisehe Bedeutung der metrischen Bedingung der Streck- 
verhi~ltnisse zu finden, ersetzen wir die orthogonalen Spiegelaxen durch 
supplementare. Wir wollen aber bei der Umformung des Differentials (15) 
voraussetzen, dab die Matrix (B~) ]auter positive Eigenwerte besitzt, 
dab also alle a s = ~ 1 sind ; das ist nur im hyperbolisehen Fall mit der 
Nebenbedingung yon (14) vertr~glich. Wir betrachten den Beitrag zweier 
Glieder der Differentialform (14) und suchen zwei neue Riehtungen, so 
dal3 identiseh gilt: 

B :~ lms(lmdx) ~ ~ms(~mdx) =_~ las(ladx) ~- ~as(2adx) �9 (17) 

Besehreibt dx eine euklidische Hyperkugel, so beschreibt B eine Ellipse 
E 1 mit den Hauptaxen 2n(lm) und 2n(2m). la und 2a miissen daher 
in der yon ~m und 2m aufgespannten Ebene liegen 

la = r~ ~m ~- r~2 ~n , 

a 2 = r ~ 1 1 m - ~ r ~ 2 m  . 

Notwendig und hinreichend ftir die Identit~t (17) ist nun die Orthogo- 
nalit~t der Matrix (r~k) . Wir kOnnen somit die Richtung von la beliebig 
w~hlen; dann ist die Li~nge yon ~a und Richtung und L~nge yon 2a 
bestimmt. Wir nennen la und 2a zwei in bezug auf die Ellipse E~ supple- 
mentdre Richtungen, da der yon ihnen eingeschlossene Winkel zu dem- 
jenigen der beiden x-Richtungen, deren Bilder la und 2a sind, supple- 
mentor ist. Seien ~1 und ~2 die Winkel, welche la und 2a mit der Haupt- 
axe lm bilden, so gilt:  

n (~m) 
tg ~1 tg ~ : -- n (lm) 

Somit sind zwei in bezug auf eine Ellipse E~ supplement~re Richtungen 
immer kon~ugierte Richtungen in bezug auf eine Ellipse E~, deren Haupt- 
axenrichtungen mit denen yon E~ zusammenfallen, und deren Axen- 
l~ngen die Quadratwurzeln der Axenl~ngen yon E1 sind. Zwei supple- 
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ment~re Richtungen bestimmen daher eine Ellipse eindeutig. Nun 
w~hlen wir la so, dab N ( l a ) =  0 wird. la liegt dann auf einer der 
beiden Schnittgeraden der Ellipsenebene mit dem Nullkegel. Dieser ist 
der zum Ptmkt  0 geh(irige charakteristische Kegel der Differential- 
gleichung (13). Wir bezeichnen dieses la mit in. Dann wird 

in  s (in dx)  = in d~ J~a 

eine regul~ire Abbildung vom Range 1 
n 

X in [s(ndx)]~a~eh = 21n" in = 0 . 
h = l  

Je tz t  verfahren wir mit ~as(~adx) -4- ams(3mdx)  genau gleich, usw., bis 
nut  noch eine einzige Richtung na tibrigbleibt, die nicht auf dem Null- 
kegel liegt. ])ann hat  dw die  Form:  

d w  = Z ~ n d x ~ n  ~- ~as (nadx)  �9 
eta1  

])a die n -- 1 ersten Glieder regular sind, muff das letzte fiir sich aueh 
regul/~r sein ; dann mul3 abet  ha .ha  = 0 sein, d .h .  ~a auch auf dem 
Nullkegel liegen. ])amit ist gezeigt : 

3. Satz. Bildet  die  F u n k t i o n  w eine inf ini tesimale Hyperkuge l  u m  den 

P u n k t  P so au] ein Hypere l l ipsoid  ab, daft dasselbe n supplementdre  Rich- 
tungen au f  dem  charakteristischen Kegel  besitzt, so ist die F u n k t i o n  w im  
P u n k t e  P reguldr. 

])as Differential hat  damit die Form 
n 

d w  = ~ ,  C'n d~ ~ , (18) 
a = l  

wo aber die Komponenten ~n k nicht immer reell sein werden. Entspre- 
chend kOnnte man im Fall negativer Eigenwerte, der ja durch Spiege- 
lung aus obigem hervorgeht, verfahren ; die supplement/~ren Richtungen 
wiirden dann kon/orme Richtungen, doch mti~ten gewisse F/~lle, bei 
denen die letztern unbestimmt werden, ausgeschlossen werden. Mit 
diesen Ausnahmen kann Satz 3 auf den elliptischen Fall r = n fiber- 
tragen werden, wo natiirlich der Nullkegel selber imagin~r wird. 

Da die einzelnen Beitr/~ge der Differentialform (15) wohl yore Range n, 
abet  nicht regul/ir shad, diejenigen der Form (18) regular, aber vom 
Range 1 sind, soll absehlieBend kurz auf die einfachsten regul/iren Ab- 
bildungen yore Range n eingegangen werden. Diese werden lhaeare Funk- 
tionen yon x sein. 

a ~ a : - -  a2 ~ , -4- a s (a x)  . (19) 
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n 

~ [ a  ~ a](a)en = (2 - -  n ) a  z reguli~r fiir n = 2 . 
h=l 

b a ~ a b  -~ a ~ b ~  - -  a2bs(bx)  - -  b~as(ax)  -f- b S ( a b ) s ( a x )  . (20) 

a und b sollen niehteukl idisch senkrecht  sein, also S ( a b )  = 0. D a n n  
wird 

n 

.~[ba~ab](h~eh = a~b~(n --  4) regular  fiir n = 4 . 
h=l 

cbaTcabc  mit  S ( a b )  = S (bc )  -~ S ( c a )  -~ 0 . 

n 

~[cba~abc]~a~% ~ (6 - -  n)a2b2c2 regular  ftir n = 6 . 
h=l 

So erh~lt  m a n  fiir alle geraden Dimensionen lineare regul~re Abbi ldun-  
gen, die als P r o d u k t e  yon  nichteukl idischen Spiegelungen konfo rm sind. 

4. Satz. Z u  jeder geraden Dimens ion  n = 2 m  gibt es in  tier zur  
Di~erentialgIeichung geh6renden Metr ik  kon/orme regulate Abbi ldungen  ; 

diese werden durch m-/ache Streckspiegelungen an  m senkrechten Richtungen 
erhalten. 

Durch  K o m b i n a t i o n  erh~lt  m a n  lineare regul~re Abbi ldungen zu jeder  
Dimension  n ,  z. B. : 

a { ( n  -- 4)b2~ ~- (n - -  2 ) 5 5  b } a  . 

I m  F a l l e n  = 4 kann  dw immer  durch  regul/~rkonforme Bestandtei le  

dargestel l t  werden,  da  wegen S ( a  b ) =  s (a  b) nichteuklidische Ortho-  
gonalit / i t  immer  auf  euklidisehe zurfickgeffihrt  werden kann .  Dieser  
Fal l  interessiert  uns wegen der  sp/~tern Spezialisierung auf  Quater-  
nionen. Man erh~lt  nach  einfacher R e c h n u n g :  

+ 2kl~Tg3md~3mlm + 3klm2~/~dx2~-~l~ -~- 4k2~l$3mdx3m2m (21) 

wobei  die K o n s t a n t e n  

I - -  a l  - -  ~1 N Q m )  0" 1 
l k =   (lm) ; N(3m----y ; 3 k =  ; ' k - -  

bedeuten .  
Man kann  nun  fiir die Funk t ion  w nur  einseitige Regular i t~t ,  e twa  

Linksregular i t~ t  D . w  ~ O, verlangen.  D muB wie bisher im  Linear-  
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system ~ liegen, aus dem auch x stammt, w selber kann hingegen in 
einem beliebigen hyperkomplexen Linearsystem ~ oder einer Algebra 
liegen, die nicht Cliffordsch zu sein brauchen. s  mull bei Linksmultipli- 
kation mit Gr0llen aus s invariant bleiben und ftir diese Multiplikation 
mull das assoziative Gesetz gelten. 

x = X x k e ~ ;  w = X u k e ' ~  �9 
k = l  k = 1  

~ t n 

p . ~ r _ _ p f  , d . h .  ~ a h e  h . X b s e s - ~ , c k e '  k . 
h=I i = I  k=1 

w ist dann immer noch eine L0sung der Differentialgleiehung Q. w ~ 0. 
Insbesondere gelten der 1. und 2. Integralsatz, wenn man bei letzterem 

als Greensche Funktion eine regul/~re Funktion aus ~ w~hlt. Fiir das 
Differential folgt dann aus (15): 

n 

d w - ~ , ~ n d x ~ m C ' p  mit ~m aus ~ und ~p aus ~ r .  (22) 
0 t ~ l  

Invarianz und geometrische Eigenschaften riehten sich dann nach ~r. 
Das der hyperkomplexen Regulariti~tsbedingung entsprechende reelle 
Differentialgleiehungssystem kann nun die mannigfaehste Gestalt an- 
nehmen. Herr Rud. Fueter hat auf diese Weise die Diracschen Gleichungen 
bei fehlender Ruhmasse als Regularit~tsbedingungen einer Klasse yon 
hyperkomplexen Funktionen dargestellt lo). Die Komponenten der regu- 
l~ren Funktionen sind L0sungen der Wellengleiehung und durch die 
Existenz eines hyperkomplexen Potentials miteinander verkniipft11). 

Hier stellt sich nun die Aufgabe, alle linearen Differentialgleichungs- 
systeme zu finden, die Q . w - - - 0  zur Folge haben, oder alle hyper- 
komplexen Linearsystem ~r, ftir die ~.  ~r ~ ~ gilt. Wie weit ~ selber 
durch Q bestimmt ist, soll diese Arbeit zeigen. 

H. Funkfionen in einem Linearsystem mit Haupteinheit 

Oft erscheint es zweckm~Big ein System ~1 von Cliffordschen Basis- 
elementen zu betrachten, unter welchen die Haupteinheit e 0 ~ 1 selbst 
aueh auftri t t  

~1 ~-- leo : 1, e 1 . . . .  , e~_l] �9 (23) 

lo) Rid.  Eueter [I0]. 
11) A. Kriszten [17]. 
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Ftir die BasisgrOflen gelten jetzt  die Relat ionen : 

eoe n = eke o , 

und 

eo~ = 1 ,  

e a e ~ :  - - e n e  ~ h , / e :  1 . . . . .  n - -  1 ,  h=/=k (24a) 

e~ - -  - - u n . 1  / c =  1 . . . . .  n - -  1.  (24b) 

Dabei  haben die un dieselbe Bedeutung wie bei (13). 
Die Basisgr6Ben yon  ~1 bilden jetzt  ein Erzeugendensystem einer 

Cliffordschen Algebra ~ - 1  der Ordnung 2 ~-1. Wegen der Haupte inhe i t  
ist dieses nieht  mehr minimal. Wir  nennen daher ~1 zum Unterschied 
von ~ ein Linearsystem mit  Haupteinheit .  

Durch  die Auszeiehnung yon e o : 1 ist die Multiplikation (24a) 
nicht  mehr  schief. Um die Unsymmetr ie  kfinstlich wegzuschaffen, deft- 
nieren wir die konjugierten Einheiten : 

w 

e o = e  o ; e n =  -- e n k =  1 . . . . .  n - -  1 . (25) 

Unabh/ingig davon gilt aber immer n o c h :  

e n = u n e n  . k = 0 , . . . , n - -  1 . 

Die beiden Operationen sind miteinander  ver tauschbar  : 

e n = e n = ~nek 

Es sei jetzt  a eine GroBe aus s im K5rper  der reellen Zahlen. 

n - - 1  

a = ~ a n e  n mit  reellen a n . D a n n  wird 
k=O 

a = ~ an e k 
k = 0  

a ---- a und  

u n d e s  g i l t :  

a = a = a  . 

Dami t  kOnnen wir die mult ipl ikativen Verkniipfungen und metrischen 
Formeln  yon  I i ibertragen 

N ( a )  = a a = X ~ k a ~ ,  2 n ( a ) = a a - k a a = 2  ,~a2k , 
k = 0  k = o  

S ( a b ) = a b - k b a = 2 X z k a k b n  ; s ( a b ) - - - - a b + b a = 2  X.,.~anbn . 
k = o  k = 0  
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E (a b) -- ] /N (a --  b) , 

e(ab)  ~ - V n ( a - - b )  , 

W ( a b ) - ~ a r c  cos 

w (a b) -~ arc cos 

S (a b) 

2 Vn(a) n (b) 

s(ab) 

2 Vn (a) n (b) 

Mit a ,  b und  c liegen wiederum a-bc + c-ba und a-ba in ~1 und  
haben dieselbe Bedeutung wie in I. 

Nun  betrachten wir die hyperkomplexen Funkt ionen in ~ 

n - - 1  n - - 1  

/r = o  k = o  

0~ber die ue(x o . . . . .  x,_l) seien dieselben Voraussetzungen gemacht,  
wie in I. Entsprechend definieren wit  den Differentialoperator 

D = ~  ~:-x e~ . 
h=O " h 

Wegen (24b) wird dann  
_ . - I  02 

D.  D = Q --- X ~ 

zum selben Differentialoperator 2. Ordnung wie in I. 
J e t z t  haben wir zwei M6glichkeiten, regul~re Funkt ionen  zu deft- 

nieren, deren Komponenten  wieder Integrale der Differentialgleichung 
(13) Qu ~ 0 sind. Die entsprechenden Regulari t~tsbedingungen lauten : 

JO.w = 0 . (26a) 

D . w  ----- 0 . (26b) 

Reell erhalten wir im ersten Fal l  dieselben Bedingungen wie in I 

d i v e = 0  und r o t w = 0  . 

Im  zweiten Fal l  erhalten wir dagegen:  

div ~z ----- 0 und  rot  ~ ---- 0 . 

Daraus folgt fiir beide F~lle die Existenz eines skalaren Potentials  im 
weitern Sinn ~ ,  das ein Integral  der Differentialgleichung (13) ist. Die 
Funk t ion  w ist dann  im ersten Fal l  

w--~-D~g, 
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w~hrend sie im zweiten Fall 

w = / ~  
wird. 

Damit ist die Beziehung zu den regul~ren Funktionen in ~ sofort 
ersiehtlieh, wenn man die neuen Indizes sinngem~B mit den vorherigen 
vergleicht. 

5. Satz. Is t  w in  9~ eine reguli~re Funktion,  so sind w nach (26 a) und 
-w nach (26 b) in 9~1 wiederum reguldr. 

Nattirlich sind die Funktionen in ~z in beiden Fi~llen immer noch 
beidseitig regular, und es gelten die Integrals~tze wie in s  Wegen der 
sp~tern Spezialisierung auf Quaternionen und der l~bereinstimmung 
mit den Regularit~tsbedingungen in den bisher erschienenen Arbeiten 
wollen wir eine regul~re Funktion nach (26b) dureh eine der beiden 
~quivalenten Gleichungen 

D w =  O oder w D =  O 

definieren, obwohl die Regularit~t nach (26a) formal scht)ner w~re. Die 
dureh w vermittelten Abbildungen gehen aus denen yon I dureh zusiitz- 
liehe Spiegelung an der reellen Axe hervor. Deshalb erf~hrt die Form 
des Differentials einer regul~ren Funktion gewisse Veri~nderungen. Die 
Darstellung (15) lautet je tz t :  

n 

dw =- ~,aaamdxC'm mit .~,a~,~m~m = 0 . (27) 
OL~I  0 ~ 1  

In der Tat  ist mdTcm = --  m m d ~  + m s ( m d x )  zu m d ~ m  aus 
konjugiert. Den Streckspiegelungen yon (15) folgt noeh eine Spiegelung 
an der reellen Axe. Satz 2 fiber die zul~ssigen Koordinatentransforma- 
tionen gilt unver~ndert. Da mit n auch n ein Nullteiler ist, gilt der Form 
(18) entspreehend : 

d w = ~ , " n d x ~ n  mit ~n"n-----0 ffir a = l  . . . . .  n . (28) 

Ganz entsprechend finder man wieder konformregul~re Abbildungen 
in geraddimensionalen R ~. Diese entstehen durch dieselben Spiegelungen 
wie in I, nur da~ sich abwechslungsweise noeh eine Spiegelung an der 
reellen Axe einsehaltet 

a x a  

b a x a b  

c b a x a b c  

regular ftir n = 2 ,  

regular ffir n = 4 ,  

regular ftir n = 6,  U S W .  
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Dureh Kombination erh~lt man ftir beliebige Dimensionen regul~re 
lineare Abbildungen 

b { ( n - - 4 )  a a x +  ( n - -  2) a x a ) ' b  . 

Diese sind aber jetzt notwendigerweise Funktionen yon ~ und x .  Ftir 
n = 4 und n = 2 kann das Differential wieder aus regulgr-konformen 
Abbildungen zusammengesetzt werden 

+ + 

--t-- 2k lm am dx am l m +  3k lm 2m dx 2m I m +  ak em am dx 3m 2m , (29) 

wobei die Konstanten k dieselben sind wie bei (21). Die Einftihrung einer 
Haupteinheit empfiehlt sich besonders bei einfaehen hyperbolischen 
Differentialgleichungen v = 1 und bei elliptischen Differentialgleichun- 
gen v = n. 

A. Ist v =  1, so wird ~ = a ,  und damit n ( a ) - ~ a a +  a-'a und 

s(ab) -= ab + ba.  Die Darstellungen (27) und (28) bleiben unvergndert ; 
erst bei (29) zeigt sieh, wie sehr das hyperkomplexe System der Diffe- 
rentialgleichung angepa~t ist: 

dw - - -  lk lm (a22mdx~m + a s am dxam + a m ~mdx ~m) lm 

+ ~k lmamdxamlm + a k ~ n l m d x l m 2 m  + 4k~m3mdxam~m , 

wo die k wiederum dieselben shad wie bei (21). 

B. Haben wir eine elliptische Differentialgleichung, so tr i t t  ~ iiber- 
haupt  nicht mehr auf. Zur Differentialgleichung geh0rt jetzt die euklidi- 
sche Metrik, und wir k(~nnen konforme und antikonforme Abbildungen 
unterscheiden : 

a x a regular ffir n -= 2,  

b a x a b  regul~rfiir n = 4 ,  

e b a x a b c  regul~rfiir n = 6 ,  

konforme Abbildung 

antikonforme Abbildung 

konforme Abbildung usw. 

In ungeraden Dimensionen setzen sich die linearen Abbildungen immer 
aus konformen und ant ikonfomen zusammen. Im Unterschied zu (20) 
gilt jetzt aber : 
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6. Satz. Die dutch eine regulate Funlction vermittelte infinitesimale 
Abbildung ist in Rdumen R '~ von gerader Dimension bei n = 4m ~ 2 
eine Summe von kon/ormen, bei n = 4m eine Summe yon antilcon/ormen 
reguldren Abbildungen. 

HI. Funktionen in einem Produktsystem 

Eine wesentlich neue hyperkomplexe Funktionsklasse wird uns fiber 
einem Produlctsystem ~ = e - e  r definiert, wo e und e f Linearsysteme 
einer Cliffordschen Algebra mit  m und m r Basiselementen bedeuten. In 

sollen ffeie Variable, Funktion und Differentialoperator liegen, und es 
sollen wieder regul/~re Funktionen durch eine entsprechende Bedingung 
ausgezeichnet werden, lJber ~ k0nnen wir die Funktionen nun so speziali- 
sieren, dab sie als Funktionen yon m r hyperkomplexen Variablen in 
oder yon ra hyperkomplexen Variablen in e I regul/~r werden. Dadurch 
erhi~lt man Systeme yon hyperkomplexen Funktionen yon beliebig vielen 
hyperkomplexen Variablen. Nattirlich dfirfen wir ffir e o d e r  e r oder auch 
fiir beide ein Linearsystem e 1 mit Haupteinheit setzen, oder sogar eine 
Subalgebra. In letzterem Fall erhalten wir in der Regel ein ht)heres 
Produktsystem 12). W/~hlt man ftir ~ sloeziell die Algebra der komplexen 
Zahlen, so muI3 unter den zu einem solchen Produktsystem gehSrenden 
regul/iren Funktionen ein System yon analytischen Funktionen yon 
mehreren komplexen Variablen enthalten sein. Solche regul~tre Funk- 
tionen nennt man analytisch-regul~r. Herr Rud. Fueter hat zum ersten- 
real diese sinngem/~Be Zusammenfassung analytischer Funktionen yon 
mehreren komplexen Ver/~nderlichen zu einer hyperkomplexen Funktion 
durchgeffihrt 13). Dieser interessanteste Fall, der alle Merkmale des all- 
gemeinen besitzt, soll hier als Vertreter der Produktsysteme n/~her unter- 
sueht werden. Dabei werden die analytisch-regul~ren Funktionen als die 
einzige Funktionsklasse charakterisiert, ffir die auch der 2. Integralsatz 
unver/~ndert gilt. 

Es sei eine Cliffordsche Algebra {~. 

e 0 = 1, el ~ " " " ~ e n  ~ e12 ~ �9 �9 �9 ~ �9 �9 �9 ~ e12-  �9 . n 

gegeben, aus der wir die Linearsysteme 

e l  = [1, e~] und e~ = [1, e 1 . . . . .  e~_l] 

1~) S i e h e  H i l f s s a t z ,  S .  4 1 1 .  

18) Rud. Fueter [9]. 

H i e r  u n d  i n  d e n  d a r a u f  f u a e n d e n  A r b e i t e n  w i r d  d a s  z u g r u n d e  g e l e g t o  h y p e r k o m p l e x o  

Basissystem a u c h  L i n e a r s y s t e m  g e n a n n t .  
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herausgreffen. Wi t  identifizieren % ~-- i mi t  der imagin~ren Einhei t  der  
komplexen Zahlen.  Es  sollen die folgenden Relat ionen ge l ten :  

e a e ~ :  - - e~e  a ,  h r  
h , ] c :  1 , . . . , n .  

N un  definieren wit  das P roduk t sys t em ~ : 

= [1, i] [1, e~ . . . . .  e~_~] = [e~', ie~] = 

[1, e 1 . . . .  , e,~_l, i ,  i e  1 . . . . .  ie,~_l] . 

Als hyperkomplexe  Variable erhal ten wir in ~ die Gr6Be 

n--I n--I 

z = x q-  i y  = I (xk  "q- i y k ) e k  - - - - I z k e ~ .  , 
k=O k=O 

wo x~ und Yk reelle Variablen sind. x und  y sind Zahlen aus ~fl. Ver- 
s tehen wit un te r  den konjugier ten  Einhei ten  wie bisher 

e o ~ e 0 - ~  1 ; ~ - - - - - i  ; e k ~ - - e  k ; ] c :  1 . . . . .  n - -  1 , 

so erhal ten wit  ftir die konjugier te  hyperkomplexe  Var iable :  

In  ~ ist nun die Mult ipl ikation auch bei Ausschlul3 der Haupte inhe i t  
n icht  mehr  durchwegs schief 

e h . i e  k = i e k . e  h ,  h ~ k ,  h ,  k - :  1 , . . . ,  n - -  1. (30) 

Dahe r  wird j e t z t  die Norm z. z- in der Regel n icht  mehr  reell. 

n (z) ---- z . z =  (x + iy)  (~ - -  iy)  = x .  x -}- y.  y -~ i (y. x - -  x.  y) 

n - - 1  n - - 1  

= ~ ( 4  + yl) + 2i  ~ ~ y ~  
k = O  h,k=l 

(h :~ k) 

N un  fassen wit  2n  reelle Funk t ionen  u k ( x  o . . . . .  x ,~_i ,  Yo . . . . .  Y ~ - I )  t r o d  

vk(Xo . . . .  , x , , - 1 ,  Yo . . . . .  Yn-1), die in einem 2n-dimensionMen Bereich 
stetig und  stet ig part iel l  differenzierbar sein sollen, zu einer hyper -  
komplexen  Funk t ion  w zusammen 

n- -1  

w = u + v i  = I e k ( u k  + i % )  . 
k=O 

402 



w wird im Produktsystem ~r  = [1, e 1 . . . .  , e~_l][1, i] definiert, damit 
beim Spezialisieren auf analytisch-regul~re Funktion die Cauchy-Rie- 
mannschen Differentialgleiehungen die fibliehen Vorzeiehen haben. In 

w~re w - ~ u ~ - i v .  
Zur Definition regul~rer Funktionen verwenden wir den DifferentiM- 

operator 
n-l[  0 

lind nennen eine Ftmktion w reehts- oder linksregul~r, je naehdem 

w D  = 0 oder D w  = 0 (31) 
wird. 

Dabei verstehen wit unter 

aw ~-1 ~ auk avk 

Wegen (30) sind jetzt links- und reehtsregul~re Funktionen wesentlieh 
versehieden. Wir beschr~nken uns in der Darstellung meistens auf rechts- 
regul~re Funktionen. 

Die Regularit~tsbedingungen zerfallen in ~ in die beiden Gleichungen : 

u E - - v F = O  , 
(32) 

~ E + ~ F = 0 .  

Sie sind daher lineare Kombinationen der Regularit~tsbedingungen yon 
II. Da die Norm nicht mehr reell ist, gentigen die regul~ren Funktionen 
im allgemeinen nicht mehr einer linearen partiellen Differentialgleiehung 
2. Ordnung. Die Regularits hat immer noch die Gtiltigkeit des 1. Inte- 
gralsatzes zur Folge : 

w D : O, w reehtsregul~r, 
~ w d Z v  : ~ w D v . d h  : 0, wenn 
R H D v  : O, v linksregul~r. (33) 

R ,  H und  dZ  sind bei (3) erkl~rt. Hingegen kann der 2. Integralsatz ohne 
weitere Einschr~nkungen nieht mehr aufgestellt werden, da die ent- 
sprechende Greensche Funktion in P nicht regular ist. 

Da die euklidisehe Metrik zu den beiden Linearsystemen geh0rt, aus 
denen ~ zusammengesetzt ist, so werden wir den Zahlen aus ~ die 
Punkte des euklidischen R ~n zuordnen. Die metrisehen Formeln yon I I  
gelten weiterhin, wenn man Norm n und Spur 8 durch n rund s ~ ersetzt, 
die wie folgt definiert sind : 
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n'(a + ib) ----- P {Ca + ib)(a--  ib)} = P {aa + bb + i (ba- -  ab)} 

------aa+bb. 

s'(a + ib, c + id) = P{(a + ib)(c--  id) + (c + id)(a--  ib)} 

- ~ a c + c a + b d + d b .  

Dabei sind a, b, c und d Gr~Ben aus ~ ,  und P vor einem Ausdruck sell 
die in diesem enthaltenen Bestandteile aus dem Produktsystem ~ be- 
zeichnen. 

Aus (32) folgt, dab wit die n-Funktionen u~ beliebig wi~hlen kOnnen, 
w~hrend wir fiir die n-Funktionen v k folgendes reelles Gleichungssystem 
erhalten : 

div~ ~ -- divvv ~ 0 , 

rot~ u -- rot~ -v ~ 0 , 
(34) 

div~ u + div~ v = 0 , 

rot v u + r o t , v = O  . 

Dabei deutet der Index an den Differentialoperatoren die Variablen an, 
nach denen zu differenzieren ist. Wegen (34) setzt sich nun das Differen- 
tial einer regul~ren Funktion folgenderma~en zusammen : 

n - - 1  

dw = ~. {(A~dx~ -- BhkdYh) ek + 
k ,h=O 

t 

Dabei bedeuten (Ahk) und (Bhk) reelle Matrizen, die keinen Bedinglmgen 
geniigen miissen, wghrend (Chk) und (Dhk) reelle Matrizen sind, die zu 
den naoh (26a) bzw. (26b) regul~ren Abbildungen in ~ geh0ren. Fassen 
wit zu hyperkomplexen Grol3en zusammen und spalten die beiden in ~ 
reguliiren Funktionen ab, fiir welche wir die schon gefundene DifferentiM- 
form einsetzen, so erhalten wit : 

7. Satz. Eine hyperkomplexe Funktion w aus dem Produktsystem ~ = 
[1, i]. [~]  ist rechtsreguldr, wenn ihr DiUerential in ]edem regul~ren Pun]ae 
]olgende Form hat : 

d w = ~ ( a a +  abi)(dxh + idya) + a~,~pdx~p a~qdy~q i . 
h=O 
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Dabei bedeuten ha, hb beliebige Grt~llen aus 1~1, w/thrend ~p und ~q 
obenfalls aus ~ den Bedingungen 

f i  n 

~ ~ ~p ~-~ = ~ ~ ~q ~-~ = o 
0r ~ I  

geniigen mtissen; a~ und a# sind die Vorzeiehen der Eigenworte yon 
(Cnk) und (Ohk). 

Daraus folgt sofort die Invarianz der regul/tren Funktionen gegontiber 
orthogonalen Transformationen aus ~1 oder ~ und deren Produkto, 
wenn auf x ,  y und w gleichzeitig dioselbe Transformation ausgefiihrt 
wird. 

Nun wollen wir diejenigen Funktionen aufsuchen, fiir die auch der 
2. Integralsatz in der Form (4) gilt. Diesen miissen wir in ~ jetzt folgen- 
dermallen sehreiben : 

(r (35) 
R 

-- ~ + i~ variiere im Innern und auf dem Rando R eines endlichon, 
abgeschlossenen Regularit/ttsbereiches H ; fiir R gelten dieselben Vor- 
aussetzungen wie bei (3). Um die Gfiltlgkeit des 2. Integralsatzes zu be- 
urteilen, versuchen wir diesen aus dem ersten abzuleiten. Wir um- 
schliellen den Aufpunkt z mit einer Hyperkugel K mit der Oberfl/tche R~ 
und verlangen ftir den verkleinerten Regularit/ttsbereich H ~ = H -- K : 

f 
n+n K n' (36) 

Gilt (36), so folgt aus 

R R K 

nach Grenziibergang R K --> 0 sofort (35), da wir auf R K ffir d Z  = 

const. (r -- z) setzen diirfen, und damit P {dZnI ( r  - -  z)-'~(r - -  z)} reoll 
wird. Damit sieh eine hyperkomplexe Funktion w nach dem 2. Integral- 
satz berechnen 1/tilt, mull demnach in H ~ 

w P { D n t  ( r  z)-'~ ( r  z) } = O 

werden, da (36) ftir beliebige Hyperfl/tchen R gelten mul l  
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Wegen 
D n '  ( $ - - z ) - n (  ~--z)----- - -  2 n . n '  ( ~ - - z ) - n - l i  ( (~ - - y )  (~--  x ) - - ( ~ - -  x) (~ - - y )  } 

wird P { D n I ( ~  - -  z)-~(~ - -  z)} = O. Also mu~ der Operator auf w an- 
gewandt identisch in allen Komponenten yon ($ -- z) verschwinden. Wir 
erhaJten somit als Bedingung der Existenz des 2. Integralsatzes folgendes 
System yon Differentialgleichungen : 

we{De } = o ,  k = o . . . . .  n -  1 .  (37) 

Da ftir k = 0 sofort w D  ----- 0 folgt, so sind alle Funktionen, ftir die der 
2. Integralsatz giiltig ist, in der Klasse der rechtsregularen Funktionen 
enthalten. Differenzieren wir (37) nach x k und Yk und summieren ent- 
sprechend, so erhalten wir: 

I)a aber P {D. D} = D. D = A ,  gleieh dem reellen Laplaeesehen Ope- 
rator ist, folgt sofort 

A w =  0 . 

Da die e k und i e k linear unabhiingig sind, werden damit alle u k und v k 
Potentialfunktionen. 

Um die verschgrfte Regularitgtsbedingung (37) mit der allgemeinen 
Regularitgtsbedingung (31) zu vergleichen, zerlegen wir (37) in ~ :  

Oyo + . . . .  o x k e k + i ~ e ~  = 0  

v . E + u . F = 0  fiir k = l  . . . . .  n - - 1  . 

Summieren wir die letzten n -  1 Gleichungen, so folgt 

( u + v i )  E + i F + ( n - - ~ )  ~ o + i - ~ y o  = o  . 

Wegen (31) ist damit fiir n > 2 :  

I)araus folgt aber unmittelbar : 

( u + v i )  + i  = o  f '~r  k = 0 , . . . , n - - 1  . 
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In  9~ zerfallen diese n hyperkomplexen  Gleichungen in 

au av au av 
= o ; . , - -  + 

ax~ ax~ ~oy 
= 0  . k = O  . . . . .  n - - 1  . 

Somit  zerfallen sie reell in :  

auh avh 0ua Ova 
a . . . . .  . (38) 

Dies sind gerade die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir 
die n komplexen Variablen z k = x~ + i y~. Die n komplexen Funk t ionen  
(u~ + i %) sind also analyt isehe Funkt ionen  der n komplexen Ver~nder- 
lichen z~ ; in diesem Fal l  nennen wir die hyperkomplexe  Funk t ion  w = 
u + vi  eine analytisch-rechtsregul~re Funkt ion .  Dami t  gilt : 

8. Satz. Damit /ar die rechtsregulare FunIction w = u + vi aus dem 
Produktsystem ~ = [1, i][1, e 1 . . . . .  e,_l] mit n > 2 der 2. Integralsatz 
in der Form (35) gilt, muff w eine analytisch-rechtsregulare Funktion sein. 

Man k6nnte  sich nun  fragen, ob die rechtsregul~ren Funkt ionen  w, 
fiir welche noch zus~tzlich Aw = 0 gilt, n icht  schon analytisch-rechts-  
regular  sind. Da  zeigt sich sofort,  dab nur  eine der Gleiehungen (31) nach 
(38) zerfallen muB, dami t  Aw = 0 wird. Wir  erhal ten somit un te r  den 
rechtsregul~ren Funkt ionen  zwei Funktionskla88en, deren Komponen ten-  
funkt ionen harmonisch sind. Ihre  Regular i t~tsbedingungen sind : 

au av u E  - -  r E =  0 
= 0  

axk ayk oder au av 
- - -  - I -  - -  = 0 , 

v E  + u F  = 0  ayk ax~ 

wo beidemal ]c = 0 . . . . .  n - -  1 l~uft. 
Natiirl ieh sind diese Funkt ionen  noch nieht  analytiseh-reehtsregul~r,  

und  der 2. Integralsatz  gilt fiir sie in der vorliegenden F o r m  nicht,  obwohl 
sich die einzelnen Komponen tenfunk t ionen  durch  ein Randintegral  be- 
rechnen lassen. Da  ihre Regulari t~tsbedingungen aber  gegentiber Trans-  
positionen T k yon u o, v0, Xo, Y0 mit  u k, v k, x~, Yk bzw. mi t  - - u ~ ,  
- - % ,  xk, Yk invar iant  bleiben, so k6nnen ihre komplexen Komponen ten -  
funkt ionen  nach  dem 2. Integralsatz  in einer etwas spezielleren F o r m  
berechnet  werden. 
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Es 1/~t sieh n/imlich uo -+- iVo bei jeder rechtsregul/iren Funktion w 
durch ein Randin~egral darstellen 14) 

u o + i v  o = const. K ~ w ( ~ ) d Z n 1 ( ~  - -  z ) -~(~  - -  z) . 
R 

Dabei bedeutet K vor dem Integral, dal] nur komplexe Beitr/~ge bertiek- 
sichtigt werden. Wegen den zul/issigen Transpositionen ist 

w'  (z) = kw(kz) 

eine neue, aber wiederum rechtsregul~re Funktion ; dabei soll kz = T~ z 
und kw : T k w bezeiehnen. Dann gilt : 

u~ (z) + i v  o (z) : uk (kz) + i v~ (kz) ----- const. K S k w  ( k ~ ) d Z n '  ( ~ - -  z ) -n(  ~ - -  z). 
R 

~ben  wir auf kz nochmals die Transposition T k aus, so erhalten wir : 

uk(z  ) + i vk ( z  ) -~ const. K ~ k w ( k ~ ) d Z n ' ( $  - -  kz ) -n(~  - -  kz) . 
R 

Naeh Linksmultiplikation mit e k und Summation fiber k erh~lt man so- 
mit eine Integraldarstellung ffir die Funktion w(z): 

•--1 
w(z)  : const.__.~ e k K  .fkW (k~ )dZn '  (~ - -  kz)-n (~ - -  kz) . 

k=O R 

Diese Integralformel kann als eine Erweiterung des 2. Integralsatzes 
aufgefal~t werden ; hingegen muB bei jedem Summationsglied die Green- 
sche Funktion wie auch die Wertverteilung auf R gei~ndert werden, mad 
es muB R ganz im Innern des Bereiches liegen, ffir den die Transposi- 
tionen T k zul~ssig sind, und natfirlich im gemeinsamen Regulariti~ts- 
gebiet der n Funktionen kw.  

Das Differential einer analytisch-reehtsregul~ren Funktion w ergibt 
sich aus (34) sofort, da die Matrizen (Chk) und (Dhk) wegen (38) einzeln 
verschwinden. 

9. Satz. I s t  w eine analytisch-rechtsregul~re F u n k t i o n ,  so hat ihr Di~e -  
rential  dw  in  ]edem reguldren Punlct  /olgende F o r m  : 

~--1 
dw = ~ .  (ha ~ hbi)(dxa ~ idyh)  

hffiO 

ha, hb beliebige Gr6flen aus  P~. 

14) M. Schaad [23], S. 34. Am Schlusso des w 10 fiihrt Fraulein Schaad Beispiele zu 
diesen beiden Funktionsklassen auf; fiir diese gilt der weiter unten stehendo verallgemoi- 
nerte 2. Integralsatz. 
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Aus diesem Satz ist nun auch gut ersichtlieh, wie das allgemeine Diffe- 
rential einer rechtsregul~ren Funktion aus dem Differential einer ana- 
l y t i s c h - r e c h t s r e g u l d r e n  Funktion und zweien naeh (26a, 26b) regul~ren 
Differentialen in den Teilr~umen x und y zusammengesetzt ist. 

Ftir den Fall n -~ 2 erhalten wir auBer der gew(ihnlichen Regularit~ts- 
bedingung keine weitern Einschri~nkungen ffir die Gfiltigkeit des 2. In- 
tegralsatzes. Aus (37) folgt in diesem Fall :  

w P  { D e l }  = w D e l  - ~  0 , (39) 

also wiederum w D = O. 

Der 2. Integralsatz gilt also in einem Produktsystem mit 4 Einheiten, 
sobald die Funktionen regular sind. Da~ hat seinen Grund darin, dab die 
Produktsysteme ~ = [1, i] [1, e] mit e s =  •  die gleichen Sym- 
metrieeigenschaften haben wie die Linearsysteme ~ 

i . e  = - -  e . i  ; i . i e  = - -  i e . i  ; e . i e  = - -  i e . e  . (40) 

Ihre Auszeichnung ist aber noch grOi3er, da sie mit den Algebren fiber 
dem Linearsystem ~ = [i, e] fibereinstimmen, also selber Algebren 
sind. Zugleich sind sie auch die einzigen Algebren mit den Symmetrie- 
eigenschaften (40). 

IV. Funktionen in einer Cliffordschen Algebra 

Wir wollen zuerst diejenigen C l i f f o r d s c h e n  Algebren finden, in welchen 
wir die Ergebnisse yon I I  fibertragen k0nnen. Dazu genfigt, da ]  ihre 
Basiseinheiten is) sich ausschliei~lich der Haupteinheit sehief multipli- 
zieren : 

i ~ i  k - ~  - -  i k i  ~ , h ~ k , h ,  k --~ 1 . . . . .  2 n -  1 . 

Dann und nur dann werden Norm n und Spur s reell, und es k0nnen die 
metrischen Formeln yon I I  fibernommen werden. 

Solche Algebren sind nun die zuletzt betrachteten Produktsysteme 
der Ordnung 4, welche durch ein minima]es Erzeugendensystem mit zwei 
hyperkomplexen Einheiten bestimmt sind 

= [il, is] mit i ~ i  2 : - -  i s i s ,  i 2 : -4- 1 ,  i~ : i 1 . 

Die von ~ erzeugten Algebren ~2 sind : 

~s = [1, il,  i2, i3] mit i a ~ i1~ ~- i 1.i s . 
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(E~ ist daher auch ein Produktsystem 

~ = [1, i~] [1, i~ ] ,  

und es gelten die Relationen : 

i l i  2 = - -  i~i 1 ; i~i3 ----- _ i3i  ~ ; 

Wir haben folgende 4 Fi~lle zu unterseheiden : 

A. 

i 3 i  1 - -  __ i l i  3 ; 
(41) 

i [ = i ~ = - -  1. ] ) a n n w i r d a u c h  i ~ -  -- 1. 

Wir erhalten die Algebra der Quaternionen 

3 __ 3 
"7" 

a = ~ _ , a k i  k ;  a =  ~__,a~i k ;  T =  1 ; * k =  - - i s ,  k - ~  1 , 2 , 3 .  
kffiO kffiO 

~(a) = a ~  = ~ § ~ §  ~ § ~ .  

Die zugehOrige Metrik ist wegen der positiv definiten Norm euklidiseh. 

B. i ~ =  + 1; ig----- -- 1 . Dannwird  i g =  q- 1 und 

n ( a ) = a o  ~ - a ~ + a ~ - a ]  . 

C. i F =  -- 1; i f =  q- 1 . Dannwi rd  i ~ =  q- 1 und 

n(a)  = a~ -q- a~ - -  a~ - -  a~ . 

I). i l = i ~ =  ~ 1 . Dannwi rd  i ~ =  -- 1 und 

n ( a ) = a o  ~ - a ~ - a l q - a ]  . 

Die drei Algebren der F~lle B,  C und D sind isomorph. Wegen ihrer 
indefiniten Norm geh0ren sie zu einer einmal ausgearbeiteten hyper- 
bolischen Metrik. Wit unterscheiden die drei Algebren wegen ihrer Iso- 
morphie nicht mehr, und nennen ihre hyperkomplexen Zahlen Pseudo- 
quaternionen, da sich ihre Basiseinheiten mit Ausnahme der Haupt-  
einheit wie bei den Quaternionen schief multiplizieren. Nun gilt: 

Hilfssatz. Die  Algebren der k o m p l e x e n  Zahlen,  der Quaternionen u n d  
der Pseudoquaternionen s ind  die einzigen Clif fordschen Algebren mi t  reellen 
1Vormen u n d  Spuren .  

x~) D a  nu r  Quaternionen u n d  Pseudoquatern ionen in Bet racht  kommen,  bezeiehnen 
wir  die hyperkomplexen  Basiseinheiten von  jetzt  an  mi t  ik, u m  Verwechslungen mit  den 
bisher  behandel ten Sys temen zu vermeiden. 
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Beweis : fi:, sei eine Cliffordsehe Algebra der Ordnung 2 n mit n > 2. 
Diese besitzt ein minimales Erzeugendensystem @ -= [el . . . .  , e,]. In @ 
gelte ehe k ----- -- ekea ; ansonst ist schon in s keine reelle Spur m6glich. 
Dann ist aber bereits im Produktsystem [1, ex]. @, das natiirlich in C,  
liegt, die Norm nicht mehr reell, da eh.e lek -~ e,%.eh, h :/: k, h, k -= 
2 , . . . ,  n ist. 

Man k6nnte nun trotzdem hyperkomplexe Funktionen in einer all- 
gemeinen Cliffordsehen Algebra betrachten. Diese ist dann als ein h6heres 
Produktsystem zu betraehten. Fiir solche Funktionen gilt natiirlich ohne 
zus/Ctzliche Bedmgungen nur der 1. Integralsatz. Vor allem aber sind 
ihre Komponentenfunktionen nicht mehr Integrale einer reellen linearen 
partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung. Zudem k6nnen die Quadrate 
der Basiseinheiten nur im minimalen Erzeugendensystem frei gew~hlt 
werden, da die andern mit diesen bestimmt sind. 

l~berdies aber geht die formale Eleganz verloren, welehe doch wesent- 
lich zur Berechtigung der hyperkomplexen Schreibweise beitr/Cgt. Es ist 
deshalb verniinftig, Funktionen yon mehr als 4 Variablen in einem 
Linearsystem zusammenzufassen, auch wenn es gerade eine Cliffordsche 
Algebra passender Dimension gibt. 

Im folgenden sollen nun die Funktionen in den Algebren der Quater- 
nionen und Pseudoquaternionen betrachtet werden. Es sei: 

3 3 3 

z = ~ x~ i~ , w = ~ ,  u~ i~ , D - - ~ o  a ~  ~h �9 
k = o  k =o  

Wir iibernehmen die Regularit~tsbedingungen yon I I  und verlangen fiir 
regul/Cre Funktionen : 

D w  : 0 und w D - ~  0 . (41) 

Reell zerf~llt (41) in zweimal 4 Bedingungen 

u(oo) + ( i~ )~?)+  (i~)~(:) + (i~)~u?)= o , 

u(ol)+ 
@) + ~i ~ 

u(:) + ~y) 

Dabei gilt das obere Zeichen 
das untere fiir linksregul/~re 
tionen zerfKllt (41a) in 

div ~ = 0 

u7 ) + ( i~)~i  2) m (i~)~ul ~) = o ,  

T (il)~@) • (il)~ul ~) = o , 
(41 a) 

:F ~(~') • ~?)  = 0 . 

fiir rechtsregul~re Funktionen w D  = O, 

D w  = 0. Fiir beidseitigreguli~re Funk- 

und rot w = 0 . 
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Wir erhalten genau die Regularit / i tsbedingungen (26b), und  k0nnen 
den l~bergang yore Linearsystem zur Algebra ohne weiteres verfolgen. 
Naeh (29) ist das Differential einer regul/~ren Funkt ion  eine Summe yon 

regul/~ren Ausdrticken der Fo rm t ~  k~ d~-k~ ~ mit  ~m k~ A- k ~ t m  
= 0. In  unsern Algebren wird t ~  k~ = p eine hyperkomplexe Zahl, 
und  die Nebenbedingung besagt, dal~ der Realteil  Po = 0 versehwindet.  

Also ist  p d ~ p  mit  P0 = 0 eine reguli~re Form. Multiplikation mit  
einer hyperkomplexen Zahl mi t  verschwindendem Realteil  bedeutet  
Drehung um 90 ~ 

P -}- P are cos 0 = :t W ( a , a p )  = are cos 2 l/p.---- ~- -- ~ fiir P o =  0 und  p p  # 0 .  

Die beiden Spiegelungen yon (29) werden durch zwei Rota t ionen mi t  

dem Drehwinkel 90 ~ ersetzt ; neue Spiegelaxe wird jetzt  p .  Wit  erhalten 
somit nach einfacher Zusammenfassung als Differential einer regul/~ren 
Funk t ion  : 

! ! ! 
dw --- a !dx  i 1 -4- b!dx  is -f- c ! dx i z m i t a  o ----- b o = c o ~-- 0 . (42) 

Nattirlich ist dieses w immer noeh links- und  rechtsregul~r und  seine 
Komponenten  sind die partiellen Ableitungen eines skalaren Integrals 
der Differentialgleichung 2. Ordnung Q u = 0 

3 a 2  __ 

w = b T  ; Q T = o  ; Q=V-~yx~ i j ,  . 
k=o  k 

In  den Algebren k0nnen wir aber auf beidseitige Regularit/i t  verzichten. 
Wir beschr/~nken uns hier auf rechtsregul~re Funkt ionen,  da  die Resul- 
tare  mi t  Symmetriefiberlegungen sofort auf linksregul/~re tibertragen 
werden k0nnen. Im  folgenden gelte je tz t  nur  noch : 

w D  = 0 . 

Daraus folgt sofort w D D  = Q w  = 0, und  wegen der linearen Unab- 
hiingigkeit der Einhei ten wiederum : 

Q u k : O  k-----0 . . . .  , 3  . 

Das Differential einer reehtsregul~ren Funkt ion  geht entsprechend (22) 
dureh Linksmult ipl ikat ion mi t  einem beliebigen Fak tor  aus (42) hervor. 

10. Satz. Das Di~erential  einer rechtsreguldren Quaternionen- oder 
Pseudoquaternionen/unktion hat in einem regularen P u n k t  die Form 

dw = a d ~  i 1 + b d ~  i~ -4- c d ~  i3 und umgekehrt ; ist insbesondere a o = 

b o = c o = O, so ist die Funk t ion  im  betre~enden P u n k t  auch linksregul~r. 
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Man kann diese Differentialform geradezu als neue Formulierung der 
Regularit/itsbedingung auffassen. Die infmitesimale Abbildung setzt sich 
aus drei regul/~ren in der zugeh~rigen Metrik konformen Abbildungen 
zusammen. 

Umgekehrt geht jedes Differential einer rechtsregul~ren Funktion aus 
dem Differential einer beidseitig regul~ren Funktion hervor. Sind a, b, v 

beliebige Zahlen unserer Algebren, so ist d = a b c -  ~ a  eine Zahl, 

deren Vektor auf denen yon a, b, c senkreeht steht ; somit haben da, 

db, dc versehwindenden Realteil. Daraus folgt : 

11. Satz. Das Di~erential einer rechtsregul~ren Funktion w geht immer 
dutch Linksmultiplikation mit einer hyperkomplexen Orts/unktion K aus 
dem Di~erential einer beidseitig-reguldren Funlction w* hervor. Far einen 
regul~ren Punlct gilt: dw ~- K dw* mit 

K =  (-~ b -~ - -c b -d ) -1 

Natiirlich mtissen im Falle der Pseudoquaternionen gewisse Einsehr/in- 
kungen gemacht werden, da Nullteiler auftreten k0nnten und K dann 
unbestimmt wtirde. Wenn wir nun nach dem Zusammenhang der rechts- 
regul/~ren Funktionen selber mit den beidseitig regul/iren Funktionen 
fragen, so haben wit einen Spezialfall yon (22) vor uns ; die reehtsregu- 
]~ren Funktionen besitzen daher in der Regel an Stelle eines skalaren ein 
hyperkomplexes Potential. Das soll nur noch fiir Quaternionenfunktionen 
ausgefiihrt werden. Die Beschr~nkung auf Quaternionenfunktionen 
dr/ingt sich besonders auch deshalb auf, da man nur bei diesen auf ana- 
lytische regulitre Funktionen spezialisieren, und das Differential der Um- 
kehrfunktion betrachten kann. Funktionen in Pseudoquaternionen haben 
somit gegenfiber solchen in Linearsystemen trotz allgemeineren Regulari- 
t/~tsbedingungen wenig Vorteile. Die K0rpereigenschaft der Quater- 
nionen, die bisher nicht zur Geltung kam und zur Gtiltigkeit der Integral- 
s/itze in keiner Beziehung steht, gestattet erst, die Vorteile einer Algebra 
richtig auszuniitzen. 

V. Quaternionenfunktionen 

Die Quaternionenalgebra erscheint in diesem Zusammenhang als 
interessanteste Spezialisierung ;s ie  besitzt die Symmetrieeigenschaften 
eines Linearsystemes ~, ,  ist ein Produktsystem und eine Algebra. Daher 
vereinigen die Quaternionenfunktionen alle Eigensehaften yon II,  I I I  
und IV. 
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Beidseitig regul/ire Quaternionenfunktionen bezeichnen wir mit w. Fiir 
sie gilt : 

Dw-----O u n d  w D - ~ O  . 

Die einseitig regul~ren Quaternionenfunktionen bezeichnen wir mit W. 
Hier besehrii~ken wir uns auf rechtsseitig reguli~re 

W D  = 0 . 

Aus tier Regulariti~tsbedingung folgt sofor~ : 

A w = - O  und A W = 0  . 

Somit sind sowohl die Komponentenfunktionen yon w wie yon W selber 
Potentialfunktionen 

A u ~ : O  und A U k = - 0  k = 0  . . . . .  3 . 

Die u~ sind durch die Bedingung verkniipft, dal~ sie die par~iellen Ab- 
leitungen eines skalaren Potentials sein mtissen 

w = D O  mit A O = O  . 

Nun soil als erstes untersucht werden, wie die U~ verkniipft sind. Aus 
dem 2. Integralsatz 

1 
w(x)  = ~ Jf(~)j dZ 3 ~ (2 - -  x)- i  

R 

folgt wegen d ~ ( ~ - - x ) - l =  d x ( ~ - - x )  -x 

Aufpunkt x angewandt wird. Somit ergibt sieh: 

W : V D  mit V:-8~i-2 f ( ~ ) d Z ( ~ - - x )  -1 D u n d  A V : O  . 

Umgekehrt  ist W - =  V D  immer rechtsregul/ir, wenn A V - ~  0 ist. 

W D  ~ V D D  ~- A V -=- O. Somit gilt : 

12. Sat~. E i n e  rechtsregul~re Quaternionen/unkt ion  W besitzt immer  

ein Quaternionenpotential ,  das eine bedingungs/reie L6sung  der Potential-  

gleichung ist. 



Bezeiehnen ~ die Komponenten yon V mit V~, so folgt:  

3 3 v 5. 
k = 0  k=0  

Nun ist aber kw = V k D eine beidseitig regul/~re Quaternionenfunktion, 
da aus A V = 0 sofort A V~ ----- 0 folgt. Somit kann W aus beidseitig 
reguliiren Funktionen dargestellt werden. 

13. Satz. Jede rechtseitig reguldre Quaternionen/unktion laflt sich aus 
vier beidseitig regul4ren zusammensetzen 

W : ~  1 1 w + i  szw + i  aaw . 

Gleichzeitig ist damit auch eine koordinateninvariante Form der Regu- 
larit/~tsbedingung (41) gewonnen 

d i v k @ : 0  ; r o t k ~ : 0  ; k----0 . . . . .  3 . 

Nun stellt sieh sofort die Frage, was man bei der schw/~chern einseitigen 
Regularit~tsbedingung gewonnen hat. 

Die rechtsregul~ren Funktionen bilden fiber den Quaternionen einen 
Modul. Sind 1W. . .~W rechtsregul~re Funktionen, so ist auch W -  

fl 

~: ~a ~ W mit konstanten Quaternionen aa eine rechtsregul/~re Funktion. 
~ t ~ l  

Insbesondere ist W ~ = a W  -4- b, a und b konstante Quaternionen, 
wieder eine regul/~re Funktion. Nach einer regul/~ren Abbildung kann 
eine Cliffordsche Linksschraubung le) und eine gew6hnliche Parallelver- 
schiebung ausgefiihrt werden, ohne dab die Regularit/~t verlorengeht. 
Um zu sehen, welche Transformationen im Argumentenraum mit der 
Regularit/~tsbedingung vertri~glich sind, hat man das transformierto 
Differential zu betrachten. 

Nach Satz 11 hat eine rechtsregul/~re Quaternionenfunktion die Diffe- 
rentialform : 

d W  = A d X i l  + B d X i ~  -~ C d X i  a . (43) 

~Yben wir nun die Transformation X = a X~ ~- b aus, so wird d X  = 

a d X  ~ und d W ( X ' )  = A'dfY' i l  --~ B'dX' i~ + C'dX'ia. 
W ( X  ~) ist also wieder eine regul~re Funktion. Dabei ist natfirlich der 

Regularit~tsbereich jeweils entsprechend zu transformieren. Hingegen 
ist eine rechtsregul~re Quaternionenfunktion bei einer linear gebrochenen 

~6) H. a.  B~Ia~; [13l. 
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Transformation ~7 = (cX ~ W d) -1 erst nach Hinzuffigen eines Regulari- 
t~tsfaktors wieder rechtsregul~r. Es wird n~mlich: 

dX =- --  (X' c + d) c dX'  (X' c + d) 
n ~ (c X '  + d) 

d . c  
I)a nun aber n ( X l c +  d)-l(XIc + d) -1 mit Ausnahme X I -- 
eine beidseitig regul~re Funktion ist, so wird (n) c 

W I :  W[(X'c + d)- l]n(X'c+-d)- l (X 'c  + d) -~ 

im transformierten Bereich wieder eine regul~re Funktion, well 

( X ' c +  d)i , (X'c  + d) -~ 

verschwindenden Realteil hat. 
Die rechtsregul~ren Quaternionenfunktionen gestatten somit auBer 

den orthogonalen Koordinatentransformationen, wobei X und W gleieh 
transformiert werden mtissen, noch ganz lineare linksseitige Transforma- 
tionen des Funktionswertraumes oder des an der reellen Axe gespiegelten 
Argumentenraumes in sich. Somit erhalten wir : 

14. Satz. Die rechtsregularen Quaternionen/unktionen W(X) bilden 
einen Quaternionenmodul, in welchem die ganz linearen linksseitigen Trans- 
formationen einen Automorphismus erzeugen. 

Da man die Algebra der Quaternionen auch als Produktsystem auf- 
fassen kann, miissen wir dureh Spezialisieren yon den rechtsregul~ren 
Quaternionenfunktionen zu den analytisch-rechtsregul~ren Quater- 
nionenfunktionen gelangen, welehe Verbindungen zweier analytischer 
Funktionen Yon zwei komplexen Ver~nderlichen sind. Wir identifizieren 
etwa il = i und schreiben : 

X = I Z  + ~ Z i ,  = ( X 0 + i l X 1 ) + ( X ~ + i  1X3) i, , 

W = ~W + i ~ W  = (Uo + i~ U~) + i~(U~ + il  U3) , 

wo wiederum wie bei I I I  wegen der Vorzeichen der Cauchy-Riemalm- 
sehen Differentialgleiehungen die Funktion 

W-= Uo + Ulil  + U , i ~ -  Uzi 3 

eine analytisch-reguliire Funktion werden soll. Dazu miissen 1W (1Z, tZ) 
mad *W(1Z,*Z) analytisehe Ftmktionen werden. Dalm zerf~llt die 
Regularitiitsbedingung (41) : 

W (~ + W(1)il : 0 und W (2) + W(a)il : 0 . ( 4 4 )  
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Dieser Zerfall ha t  n ich t s  mit  dem ZeffaI1 bei beidaeitig regu~ren Funk-  
t ionen zu tun,  we nach Rota t ions thermen aufgespalten wird. Nun fragen 
wir, wie das Differential einer analytisch-rechtsregul~ren F u n k t m n  aus- 
gezeichnet ist. Darauf  an twor te t  folgender Satz : 

15. Satz. Damit W' eine rechtsregulare analytische Funkt ion  ist, ist not- 
wendig und hinreichend, daft das Digerential [olgende Form hat: 

d W  = B d X  i ,  + C d X  i3 . 

Zum Beweis haben wir nur  zu zeigen, da~ (44) erftillt ist. Es i s t :  

W ( ~  3 ; W ( x ) = - B i a + C i 2  , 

W (~)--- B - - C i  l ; W (3 )=  B i I + C  

Somit  folgt sofort  : 

W (~ W (1) i 1 =  B i 2 - + - C i 3 - - B i ~ - - C i  3 - - -0  , 

W (2)+ W ~3) i l = B  - - C i l - - B  +Ci l - - - - -0  . 

Is t  umgekehr t  W rechtsregul~r, so folgt aus (43) al lgemein:  

W (~ = A i x -~- B i ,  + C ga ; W (1) = A --  B ia + C is �9 

Sell nun W analyt iseh rechtsregul~r sein, so muB 

W (o) ~ W~l)il = A i  1 -~ Bi~ ~ Ci  3 -+- A i  1 --  Bi~ --  Ci  3 -~ 2 A i  1 = 0 

werden. Das ist nur  moglieh, wenn A = 0 ist. 
Nati ir l ieh kann  das Differential auch auf die Form yon Satz 9 gebraeht  

werden. 

d W  = (B i s -~ C i3)(gXo + d X l i l )  + (B  --  C i l ) ( g x ,  -~ d X ,  il) . 

Man h~t te  natiirl ich ans ta t t  i~ auch i2 oder i 3 mit  der komplexen Einhei t  i 
identifizieren k6nnen ; dann  w~re in der Differentialform (43) B bzw. C 

Null  zu setzen. 
Nun  sell noeh kurz untersucht  werden, wie sich in einem r eg u l~en  

P u n k t e  die inverse Funk t ion  X (W) verh~lt, wenn W eine rechtsregul~re 
Quatern ionenfunkt ion  ist. Dazu l(~sen wir die Differentialform nach d X  
auf ; dabei  ha t  man  sich in A (X) ,  B ( X ) ,  C (X)  X durch X ( W )  ersetzt  

zu denken.  Man erh~lt : 
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1 1 - -  w d X - ~ - ~  ! dW (CBA--  ABC) -b ildW (a~ff21 + B~tB-t.- CA6~: 

-t- i2dgr (ABA -.b B B B + C BC) -.t- i3dW (A CA -t- J~CB -b C C C) t 

mitree l lem K = A (A ~I A + B 71B. + C ] C), + B (A B A + B B B 

+ C BC) + C(A CA  + B C  B + CCC). 

K ist im wesentlichen die Funktionaldeterminante und daher in einem 
regul~ren Punkt  yon Null verschieden. Damit die Umkehrfunktion X (W) 

linksregul~r wird, muB C B A  -- A B C ----- 0 werden ; d. h. A ,  B und C 
miissen linear abhangig sein. Ist  die urspriingliche Funktion zaldem noch 
linksregul~r, so ist auch die Umkehrfunktion beidseitig regul/~r. Es ist 

n~mlich AA-A -~ BA-B + CAC = A {n(A) -- n(B) -- n(C)} + Bs(AB) 
Cs(AC), und hat  daher mit A o = Bo = Co = 0 selber verschwinden- 

den RealteiL Insbesondere sind die Umkehffunktionen der analytisch- 
rechtsregul~ren Funktionen analytisch-linksregulgre Funktionen ; spezielle 
lineare Abh~ngigkeit A = 0. Damit ist bewiesen : 

16. Satz. Die Umkehr]unktion X(W) einer rechtsregulgren Quater- 
nionen/unlction W (X) ist iz~ ]edem regu~ren Pwnkt eine lin&~egul~re 
Quaternionen/unktion, wenn in der Digerential/orm d W die Komponenten 
A,  B und C linear abhgngig sind. 

Nun soll noch gezeigt werden, welche Bedingung die Komponente~ der 
Differentialform efftillen miissen, damit die durch eine rechtsreguI~re 
Quaternionenfunktion geleistete Abbildung im betrachteten Punkte kon- 
form wird. Da gilt der Satz : 

17. 8atz. Eine rechtsregulgre Quaternionen/unktion bildet di~e um- 
gebung eine~ reguld.ren Punkte~ lmnfor~ ab, wenn die Kompon~n~en A,  B 
und C ihrer Di~erential/orm proportional sin& 

Es sei B = #A und C ~-~A;  #, u reelle Konstanten. Dan~ wird 

dW = Aaxi~  ~- ~AdXi2 + ~,AdXia = AdX(i~ + i~i~ + ui~). Dies isr 
in der Tat eine konforme und natii~lich i m r ~  noch regul~re Abbild~ng. 

D~mit h~ben~ wir gesehen, wie die regut~ren Quaternionens 
mit allen ihren Spezialffillen dureh ihreDigerentiale votls~ndig ehaxakte- 
risiert werden. Deren Form kant, somit als Definition clef ~eweiligen 
Spezialisierung verwendet werden, obwohl doch dieaeurspriinglieh dnreh 



ein System yon Differentialgteichungen festgelegt wurde. Bemerken wir 
noch, dal3 das Differential einer beliebigen Quaternionenfunktion immer 
auf die Form 

d W  -= D d X  + AdF,  il  + B d X i ,  + C d X i  3 

gebraeht werden kann, so erhalten wir abschliet3end : 

18. Klassiflkationssatz. Das Differential einer beliebigen Quaternionen- 

funktion W (X) hat die Form : 

d W  = A d X i l  q- B d X i ~  + CdXi3  + Dd 'X  . 

I s t  : a) D =  0, so ist W (X) rechtsregular. 

b) D = 0 ,  und A o = Bo = Co = O, so ist W (X) 
regular. 

c) D = C = 0, so ist W ( X )  analytisch-rechtsregular. 

d) D = 0 und A B C  = C B A ,  so ist X ( W )  linksregular. 

e) D = O und A = # B = v C,  so ist die infinitesimale Abbil- 
dung kon]orm. 

beidseitig 

Natiirlich k0nnen mehrere Unterfalle zugleich vorkommen. Damit shad 
die Differentiale der Quaternionenfunktionen ha regul~Lren Punkten er- 
sch0pfend behandelt, und es mul3 nun deren Verhalten an Stellen, wo die 
Funktionaldeterminante verschwindet, untersueht werden. 
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