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P l o n g e m e n t s  des var i6 t6s  de  Ste in  

OTTO FORSTER 

Introduction 

D'apr6s un th6or6me de Remmert-Narasimhan-Bishop ([16], [13], [2]), pour toute 
vari6t6 de Stein X de dimension n i l  existe un plongement X ~ C  2"+ 1, c'est-h-dire une 
application biholomorphe de X sur une sous-vari6t6 analytique ferm6e de C z"+ 1. Le 
but de cet article est de d6montrer le r6sultat plus pr6cis suivant: Si n i> 2, il existe 
un plongement X ~ C  2", et si n~>6, il existe mSme un plongement X--.),C 2n-k, O~l 
k =  [ (n-2) /3] .  Nous d6montrerons 6galement une g6n6ralisation d'un th6or6me de 
Gunning-Narasimhan [8]: Toute vari6t6 de Stein de dimension n peut ~tre immerg6e 
holomorphiquement dans C 2"-x. (Pour n/> 6, ce r6sultat est d6j~ contenu dans te 
th6or~me sur les plongements.) 

Je tiens /t remercier M. A. Haefliger de sa contribution essentielle /t ce travail. 
Je lui dois l'id6e qui m'a permis d'am61iorer et de g6n6raliser aux plongements une 
m6thode que j'avais pour les immersions. Je remercie 6galement MM. R. Narasimhan, 
J. Mather et F. Ronga des discussions utiles relatives/~ cet article. 

Notations et conventions g6n6rales 

Si X est un espace analytique complexe, on notera t~ x son faisceau structural. Un 
sous-ensemble analytique de X est ferm6 par d6finition. Si A est un sous-ensemble 
analytique d'un ouvert U de X, nous dirons que A est localement analytique dans X. 
Toute vari6t6 analytique complexe aura au plus un hombre d6nombrable de com- 
posantes connexes, qui seront toutes de m~me dimension. Si Xe t  Ysont deux vari6t6s 
analytiques complexes, une immersion (resp. submersion) f : X ~  Y sera une appli- 
cation holomorphe telle que, pour tout x~X, l'application tangente df(x): Tx(X)~ 

T.r(x) (Y) soit injective (resp. surjective). Un plongement est une immersion injective 
propre. Alors f induit une application biholomorphe de X sur une sous-vari6t6 ana- 
lytique (ferm6e) de Y. 

1. Singularit6s des applications X ~ C  N 

1.1. Soient X une vari6t6 analytique complexe e t f =  ( f l , ' " , f N )  : X ~ C u  une appli- 
cation holomorphe. Pour xeX, d6signons par a x ( f )  l'ideal de Ox, x engendr6 par les 
germes des fonctions f l - f l  (x), ...,fN--fN(x). On voit facilement que les assertions 
suivantes sont 6quivalentes: 
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(i) Cx,~/ctx ( f )  est un espace vectoriel de dimension finie sur C. 
(ii) I1 existe k e N  tel que m k c a x ( f ) ,  o3 rrt~ est l'iddal maximal de r 

(iii) x est un point isol6 de la fibre f - l  ( f  (x)). 
Soit c~(f)=dimc(Ox, x/a~(f)); trivialement c~(f)/> 1. On a c~(f)= 1 si et seulement 
si a~(f )=m~.  Ceci signifie que le rang de dfau point x est 6gale ~t la dimension de X, 
c'est-~-dire q u e f e s t  une immersion au voisinage de x. Si c~(f)<<, k, alors m k c a ~ ( f ) .  
Pour voir cela, on consid~re la chalne 

2 k + l  Ox, . = m~ = a~(f)  + rrt~ = a~(f)  + m~ = . " ~  ct~(f) + rrt~ , 

et l'affirmation se ddduit du lemme de Nakayama. 
Pour 6tudier le comportement de c, ( f )  par rapport h x et h J, considgrons l'espace 

jk (X, C N) des jets d'ordre k d'applications holomorphes de X dans C N. jk (X, C N) 
est un fibr6 vectoriel analytique sur X et la fibre en x e X  s'identifie b. (tYx, x/m k+*)N. 
Dgsignons par zr :jk (X, CN)~X la projection. 

Sif:  U ~ C  Nest une application holomorphe d'un voisinage U de x dans C N, nous 
d6signerons par j k ( f )  son jet d'ordre k, c'est-~t-dire la classe d'dquivalence de f dans 
(0x,~/rnk+l) N. La d6composition canonique Ox,~=CGm~ donne naissance h une 
d6composition 

Jk(x ,  C ~) = C N • JR (X, C~), 

la fibre de j k  (X, C N) en x &ant ( m J m  k+ 1)N. 
Z "1~[~7 Imk+lvV et soi ta(z)  Soit z~jk(x ,  C N) et n (z )=x ,  c'est-A-dire z=(z~,. . . ,  Nj ~ x,~t ~ ~ , 

l'id6al de l'anneau r ~ engendr6 par z~ - z~ (x),..., zN- zN (x). D6signons par 
c(z) la codimension de ct(z) consid6r6 comme sous-espace vectoriel complexe de 
(~ , . . ~ k +  1 x,x/m~ . Si f :  U--}C s est une application holomorphe dans un voisinage U de x, 
alors a ( jR(f))_ a~ ( f )  mod mR + ~. Trivialement c (jk ( f ) )  ~< C~ ( f ) ,  et s i c  (JR(f)) <~ k, 
on a mSme 6galit6: c(jk( f))= c~(f). (On applique de nouveau le lemme de Naka- 
yama.) 

1.2. Pour tout p/> 1, soit 

Mp = {z~ jk (x ,  CN):c(z) >t p}. 

E v i d e m m e n t  M 1 = jk (X, CN). Sip ~< k + 1, les raisonnements pr6c6dents montrent que 

cx(f) >I p '~ jR( f )eMp.  

En consid&ant la d~composition JR(x, CS) = CSx jk+ (X, C s) on voit aussit6t que 
les ensembles M n sont de la forme Mn= C N x M  +,  ot~ M + =j+k (X, CN). 

PROPOSITION 1. Mp est un sous-ensemble analytique de jk (X, CN). 
Ddmonstration. Le probl~me &ant local, on peut supposer que X =  C". La trans- 
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lation x ~ x -  a dans C" induit  un i somorphisme canonique dTc, ,.-~ d~c, ' o. Ceci nous 
permet  d'identifier J* (X, C n) / t  C" x A n, off 

A = Cc., o/rll~ +l ~- C [z 1 . . . . .  z ,]/(zl  . . . . .  z,) k+l . 

Soit Mp ~ l 'ensemble des �9 = (zl, ..., zn)eAN tels que dim c (A/ct (~)) ~>p, ct (~) 6tant I'id6al 
engendr6 par  zl - zl (0), ..., z N -  ZN (0). Alors on a Mp = C" x M ~ 

Soit ZmaA la classe de Zm modulo(za , . . . ,  z.) *+1, 1 <~m<~n. Les mon6mes  Zi= 
=Z~k..Z~. ", i=(ia, . . . , / . )aN ' ,  li[ = i l  + ... +i.<~k, forment  une base de l 'espace vecto- 
riel complexe A. Soit 

zv = Z av,Z', (v = l . . . . .  N) .  
I~l<k 

Alors Ct (z) est engendr6 comme  sous-espace vectoriel de A par  les 61~ments 

%j = ~ a~Z i+j, v = 1 . . . . .  N ;  j a N ' ,  IJl < k.  
0<li+jI~<k 

La condit ion dim(A/or(z))~>p revient ~ dire que le rang d 'une certaine matrice, dent 
les coefficients sent  des a,i et des z6ros, soit inf6rieur ou 6gal ~t dim c ( A ) - p .  Ceci 
prouve que M ~ est un sous-ensemble analytique de A N, ce qui ach6ve la d6mon- 
stration. 

P R O P O S I T I O N  2. Soient X une varMtO analytique complexe de dimension n, q >>. 0 
et N = n + q .  Alors pour 1 ~p<~4 et k>~p-1 ,  la codimension de M p c j k ( X ,  C N) est 
sup~rieur ou ~gale d ( p -  1) ( q +  1). 

D~monstration. a) Soit ,~i l 'ensemble des jets z e J k ( x ,  C N) tels que corang(z)>~ i, 
T - -  .k ~ i  c'est-/~-dire que rang (dfl (x) . . . . .  dfn (x)) <<. n - i pour  - i x  ( f i  . . . . .  fn)- est un sous- 

ensemble analytique de J k ( x ,  C N) de codimension i (q+i )  et Z i = ~ i \ ~  r~+l est une 
sous-vari6t6 (sans singularit6) localement analytique (cf. [3]). On a M z = Z  l, d'ofi 
notre assertion pour  p = 2. (Le cas p = 1 est trivial.) 

b) Consid6rons main tenant  l ' ensembleM3.  I1 suffit de mont re r  que la codimension 
de M3 en chaque point  z ~  l nM3=M3\~ r2 est ~>2(q+l)o Soit z ~ 1 7 6 1 7 6  �9 
Sans restreindre la g6n6ralit6 on peut  supposer  q u e f  ~ = zl .. . .  , fo_ 1 = z,_ l, oh z , . . . ,  z, 
est un syst6me de coordonn6es locales centr6 en x. Soit E1 c j k  (X, C N) l 'ensemble des 
jets  au dessus de x de la forme ~ =jk(z  I . . . . .  Z,_l,f~ , ...,f,+q). Pour  que z appartienne 
/L ~x c~Ma, il faut  et il suffit que 

Of.+~ 02f. 02~+-q (x) O. Of. (x) . . . . . .  (x) = 0, (x) . . . . . .  
~z. az .  ~zz~ z- 

Donc  codim@ (El n M a ,  El)  = 2 (q + 1), d 'oh  codim,o (M3) 1> 2 (q + 1). 
c) Pour  6valuer la codimension de M4, consid6rons d ' abo rd  un point  z~ e2: lc~M, = 

=M,,\~, 2. En conservant  les notat ions et conventions de b), on voit  qu 'un  jet ~ = 
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�9 k Z =ix( 1 .. . .  , z ,_~ , f ,  . . . .  ,f ,+q) appartient ~ 271 c~M~ si et seulement si 

" c 

) 

azf tX)  . . . . .  t3z~ , x  = 0 ,  i =  1 , 2 , 3 .  

Doric codim~o (E~ n M4,//1) = 3 (q + 1) et codim~o (M4)/> 3 (q + 1 ). 
I1 reste A montrer  que codim(~  2 nM,)~> 3 ( q +  1). Puisque codim,~ 3 > 3 ( q +  1), il 

suffit d'6valuer la codimension en un point  z~eZ2nM4.  Soit z~=jk ( f~ , . . . , f ~ ) .  
Comme avant, on peut  supposer que f~  = z  1 .. . .  , f~-2 = z , - 2  off zl, ..., z~ est un syst~me 
de coordonn6es locales en x. Soit E 2 c jk (.y, C N) l 'ensemble des jets de la forme 

.k 

Pour que z appartienne h/72 c~M 4, il faut et il suffit que 

aL 
(x) = ~f~.(x) = 0,  v = ~ - J  . . . . .  n + q ,  

~Zn - 1 

et que le rang de la (q + 2, 3)-matrice 

Oz2_, (x), ~zf~ (x), ~ tx )]  
~ Z n - l ~ Z n  n /n-l<<.v<~n+q 

soit ~<2. Comme la codimension de l 'ensemble des (q+2 ,  3)-matrices de rang ~<2 
dans l'espace des (q+2 ,  3)-matrices est 6gale h q, il s'ensuit que 

codim,, (E z n Z 2 n M4, E2) = 2 (q + 2) + q = 3q + 4.  

Par cons6quent codim,~ (272 r iM4)>/3q+ 4 >  3 (q + 1), ce qui ach~ve la d6monstration 
de la proposit ion 2. 

1.3. Pour  r~> 1, consid6rons le produit  cart6sien J k ( X ,  CN) r de r exemplaires de 
Jk(x ,  CN), qui est un fibr6 vectoriel sur X'.  Pour  toute application holomorphe 
f : X ~ C  Net  (x 1 .... , x , ) e X  ~ posons 

JL ....... ( f )  = (J~, ( f )  . . . . .  J L ( f ) ) e J k (  X,  CN) ". 

Soit X, c X "  l 'ensemble des (xl,  ..., x , ) eX"  tels que xlv~ x i pour  ivLj. D6signons par 
Jk(x ,  CN), la partie de Jk(X, CN)" qui se projette sur X~. Si Vest un ensemble d'appli- 
cations f :  X ~ C  N, on a une application 

j,: v • x ,  - .  j~ (x ,  c~),,  

d6finie par ( f ;  xx, ..., x,)~--}j k ........ ( f ) .  

L E M M E  1. Soient gl , . . . ,  gm des fonctions holomorphes sur une varidtd analytique 
complexe X telles que l'application (gl, ..., gm) : X ~ C m  soit une immersion injective. 



174 OTtO FORSTER 

Soit V un espace veetoriel d'applieations holomorphes X ~ C  N de dimension finie qui 

contient toutes les f = ( f l , . .  " , f  N) dont les eomposantes fv sont des polyn6mes en g x . . . .  , g,~ 
de degr~ < ( k +  1) r. Alors l'applieation 

Jr: v • x,-+ Jk(x, c~)r 

est une submersion surjective. 
Ddmonstration. Puisque j ,  est un morph isme  de fibr6s vectoriels analytiques sur 

X,, il suffit de mont re r  que Jr est surjective. Or, ceci est une cons6quence imm6diate 
d 'un  simple problbme d ' in terpolat ion sur X. 

Remarque. Sur une vari6t6 de Stein X il existe toujours des fonctions g~,..., g ,  
satisfaisant aux conditions du lemme. C'est  la partie facile du th6or~me de plonge- 
ment  de Remmer t -Naras imhan-Bishop .  

Par  des raisonnements  s tandards de transversalit6 (cf. [1], [3], [17]) on d6duit du 
lemme 1 

L E M M E  2. Sous les hypothkses du lemme 1 soit M un sous-ensemble analytique 
(resp. localement analytique sans singularitY) de codimension s dans j k  (X, CN)r. Alors 
il existe un ensemble maigre T c  V tel que pour tout f ~  V\T,  

Y {(x, . . . . .  xr )aX , :  .k = J . . . . . . . . .  ( f ) a M }  

soit un ensemble analytique (resp. localement analytique sans singularitd) de codimen- 

sion s dans X,. En particulier, si s > d i m X r ,  on aura Y=O. 

1.4. Soit X un espace de Stein de dimension n. Nous  dirons qu 'un  ensemble 
ouvert  relat ivement compac t  P c X est un poly~dre analytique spgcial, s'il existe des 
fonctions ho lomorphes  F~ . . . .  , F n sur X telles que P soit r6union de composantes 

connexes de l 'ensemble 

{ x ~ x :  IFi(x)l < 1, i = 1, ..., n}. 

D 'apr~s  Bishop [2], il existe une suite P,, P2,... de poly~dres analytiques sp6ciaux 
avec [.J Pj = X e t / 5  c Pj + 1 pour  tout  j >t 1. Une  applicat ion f =  ( f l  . . . .  , fN): X-+ C N est 
propre  si et seulement si la suite des nombres  c g = i n f  I f (Pj+l \Pj ) l  tend vers l'infini 
pour  j--*oo. (Ici If(x)l =max{If~ (x)l, ..., If~(x)l}.) On a le th6or~me d'existence sui- 
vant  (Bishop [2], voir  aussi [10], p. 124): 

Soit 7~, 72,... une suite de nombres rdels arbitraire. Si  N ~  n + 1, il existe une appli- 

cation holomorphe f :  X--*C N avec 

i n f l f  (Pj+,\Pj)I >t ej pour tout j >1 1. 

On peut  d6duire de ce th6or~me le l emme suivant:  
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LEMME 3. Soient X un espace de Stein de dimension n e t  V un espace vectoriel 
d'applications holomorphes X ~ C  N de dimension finie. Si N>~n + 1, il existe un espace 
vectoriel de dimension finie V ' ~  V d'applications holomorphes X ~ C  N e t  un sous- 
ensemble ouvert et dense U c  V' tel que chaque g~ U soit une application propre. 

Ddmonstration. Soit f ~ : X ~ C  N, i=  1,..., k, une base de l'espace vectoriel V e t  
P ,  P2,... une suite de poly~dres analytiques comme ci-dessus. Soit 

f l j=  max suplf~(ej+l\Pj)l. 
l <~i<~k 

Alors pour chaque f e  V il existe une constante c > 0 telle que 

sup If (Pj+ 1\Pj)l ~< cflj pour tout j .  

Posons ?j = (ill + 1) j. Il existe une application holomorphe fo: X--+ C s avec 

inflfo(Pj+,\Pj)l 1> ~j pour j -- 1, 2 . . . . .  

Soit V '=  V+Cfo. L'ensemble U=V+C*fo  est ouvert et dense dans V'. Soit geU,  
g = f +  ;tfo, f e  IT, 2 # O. Alors 

~j = inflg(Pj+ ~\Pj)I/> 
1> 121 inflfo (Pj+ I\Pj)I - sup If  (Pj+ ~\Pj)I >- 
> lid Tj - c &  >>. I,~1 J + (I,ll j - c) /~j .  

On voit que ej--* c~ pour j--* 0% donc g est une application propre, c.q.f.d. 

1.5. Soient X une vari6td de Stein e t f :  X ~ C  N une application holomorphe propre. 
Comme tout sous-ensemble analytique compact d'un espace holomorphiquement 
sdparable est fini, les fibres de f Sont finies. Pour x ~ X  posons 

d~ ( f )  = ~ {cz ( f ) :  z ~ f -1 ( f  (x))}, 

oia cz( f )  a 6td ddfini dans 1.1. On peut interprdter les hombres d~( f )  ~t l'aide du 
faisceau image o~=f.d) x. o~ est un faisceau analytique cohdrent sur C s (voir par 
exemple [14]). Si xl, ..., x, sont les points de la f i b r e f  -1 (y), y = f ( x ) ,  on peut iden- 
tifier #-y ~t Cx, x l~ . . .~Ox . , r .  Soit mr l'iddal maximal de ~Pc~,r. Alors on a 

rrtra~-y = a~, ( f )  ~ . . .  �9 a,,  ( f ) .  

I1 en rdsulte que 4 ( f ) =  dime (~'y/rrty~-y). 

TH]~OREME 1. Soit X une varidtd de Stein de dimension n. Soient q>~max{1, 
( n -  2)[3 } et N =  n + q. Alors il existe une application holomorphe propre f" X--, C N telle 
que pour tout p >>. 1 

Ap = { x ~ X :  dx ( f )  >1 p} 
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soit Un ensemble analytique de dimension ~ n - ( p - 1 )  q et 
l 

Ap = Ap ~ {x E/X : rang df (x) < n} 

soit de dimension <<,n-(p- 1) q -  1. 
Remarque. Si A 2 = 0, l 'applicat ion f est un plongement ;  si A~ = 0, f est une immer- 

sion. Done,  en posant  q = n + 1 resp. q = n, le th6or6me contient comme cas particuliers 
l 'existence d 'un  plongement  X-+C 2"+ 1 et d 'une immersion propre  X---~C 2n. 

D~monstration. Mont rons  d ' abord  que pour  toute application ho lomorphe  propre 
f : X ~ C  N, l 'ensemble Ap est analytique. En effet, comme  J : = f ,  Ox est coh6rent, 
l 'ensemble 

Bp = {y ~ cN: dim (~-y/myoqz-y)/> p} 

est analytique, done 6galement A p = f -  j (Bp). 
Fixons k/> 3. D 'apr~s  les lemmes 1 et 3, il existe un espace vectoriel V d'applica- 

tions ho lomorphes  X ~ C  N de dimension finie tel que pour  chaque r = 1,.. . ,  n + 2 

j ,  : V x X, ~ jk (X, CN), 

soit une submersion surjective et que chaque 616ment d 'un  certain sous-ensemble 
ouvert  et dense U c  V soit une applicat ion propre.  

Pour  chaque r-uple d 'entiers (pl . . . .  ,p , ) ,  1 ~<po~<4, l~<r~<n+2,  d6signons par 
Mm...p, l 'ensemble des multi-jets (z I .... , "~r )6Jk (X ,  CN)r jouissant  des propri6t6s sui- 
vantes:  
(i) Tl(x~) . . . . .  ~,(x,)  o f i x ~ = ~ ( % )  

(ii) c(r~)>_,pQ pour  o = l , . . . ,  r. 
(Les notat ions  sont celles de 1.1.) Rappelons  qu 'on  a une d6composit ion jk (X, C N) = 
= C N x jk+ (X, CN), qui induit une d6composi t ion 

J~(x ,  cN) ' = (cN)" • J~+ ( x ,  cN)" 

Soient A = {(Yl,..., Y,)~(CN)':Yx . . . . .  y,} et 

M L . , .  = A x M + • • M ;  = J~(X, C~)" 

* jk(X,  CN),, qui est un ensemble analytique. La proposi t ion 2 On a Mp,...p =Mp~...p, c~ 
entraine que 

codim Mp, p codim M *  N(r  1) i ( P Q  1 ) ( q +  .. . .  = m...p, >~ - + - 1). 
Q=I 

D'apr6s  le lemme 2 il existe un ensemble maigre T =  V tel que pour  tout  f 6  V\T et 
tout  ( p , . . . ,  p , )  l ' ensembl e  analytique 

Yp,...p, = ((x, ,  ..., x,)eX,:  j~ ...... ( f )eMp, . . . , ,}  
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soit de m~me codimension que Mp~...p. Donc, avec p =P2 + " "  + P ,  on a 

(*) dim Yp~...p, <~ nr - S (r - 1) - ~ (pQ - 1) (q + 1) = 
= n - q ( r -  1 ) - ( p - r ) , q  + 1 ) =  
= n - ( p - 1 )  q - ( p - r ) .  

Si on choisit f~  U\T, f est propre et l'ensemble analytique Ap est la rdunion des en- 
sembles pr, (Yp,...p~) pour 1 ~< r ~< n + 1, 1 <~Po ~< 3 et p l  + . . .  +p ,  = p ;  ici pr,: X,-~ X ddnote 
la projection sur le premier facteur. En effet, en vertu de (*), les ensembles Yll...1 c 
~X~+2 et Y 4 ~ X  sont vides, c'est-~t-dire que chaque fibre d e f a  au plus n +  1 points 
et c~(f)~< 3 pour chaque x~X. Donc, s i x  appartient ~ Ap, il existe des points xt =x ,  
x2,..., x ,  ( l~<r~<n+l),  dans f - ~ ( f ( x ) )  et des entiers p~,...,p~ avec 1 ~<po~<3 et 
P2+"" +P~=P, tels que cx~(f)>~po. Par d6finition on a alors (x2 . . . . .  Xr)~Yp~...p ~ et 
x epr, (Yp~...v,). Puisque dim Yp,...v~ <~ n -  ( p -  1) q, il s'ensuit que dim Ap ~< n -  ( p -  1) q. 

t Pareillement on d6montre que Ap est la rdunion des ensembles pr,(Yp,...p~) pour 
l<~r<~n+l, l<~po ~ < 3 , p l + ' ' ' + p , = p , p l > / 2 "  Alors p - r / > l  et dimYp~...p,~<n- 

�9 ~ . (  - ( p - 1 ) q - - 1 ,  donc d l m A v . . ~ n - ( p - l )  q -  1. 

2. Plongements  et immersions  

2.1. Soient X une varidtd de Stein e t f :  X-~C N une application holomorphe propre. 
Consid6rons le faisceau image .~=f,d)  x qui est un faisceau cohdrent de modules 
sur (9c,,. Nous identifierons les sections de ~-  au dessus d 'un ouvert U ~ C  N b. 
F ( f -  2(U), Ox), l 'anneau des fonctions holomorphes s u r f  -~ (U). F ( f - 2  (U), Ox) 
est une algbbre sur F (U, 6c,,) moyennant l 'homomorphisme 

f*:r(u ,  r  --' F(f -2 (U), ox)  

induit p a r f .  Donc ~'=f ,d)x  peut ~tre considdrd comme faisceau d'alg~bres sur ~c,,. 

LEMME 4. Soient X une vari~t~ de Stein, f = ( f 2 , . . . , f s )  :X'- 'CN une application 
holomorphe propre, ~ '=f ,d)  x et y ~ f  (X). Soient gl, ..., gm des fonctions holomorphes 
sur X qui engendrent la fibre ~ y  comme algbbre sur d)c,, y. Alors l'application 

(P = ( f ,  . . . . .  fN, g l  . . . . .  gin): x --, c N+m 

sdpare les points de la fibre f -  2 (y) et 9 est une immersion au voisinage de chaque point 
de f - l ( y ) .  

Ddmonstration. Soient x2 ... .  , xr les points de la fibre f -  1 (y). On a ~-y = r x, @... 
""q~Ox, xr. Si on avait gu(xt)=g,(xj)  pour # =  1 .. . . .  m, on aurait de mSme g(x i )=  
---g (x j) pour chaque dldment g de la sous-alg~bre G = ~ Ox, x~ engendrde par g2, ..., g,~ 
sur r  Mais G =  ~)Ox,,~ par hypoth~se, donc les fonctions gx, ..., gm sdparent les 

points de la f i b r e f -  a (y). 
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Pour voir que ~o soit une immersion au voisinage de chaque point x e f  -~ (y), il 
suffit de montrer que l 'homomorphisme induit *" qJ~. ~Vc,,+,.,z~egx,~, o~ z=~o(x)= 
(y, g(x))eC N§ soit surjectif. Or, l'image de ~o* contient d'une part les germes des 
fonctions ga,..., g,, et d'autre part l'image de l 'homomorphisme 0c~, ' y~  d~x, ~ induit 
par f .  L'hypoth6se du lemme entralne alors que Imq~*= Ox,~, c.q.f.d. 

COROLLAIRE. Soient X une varidtd de Stein, f : X ~ C  N une application holo- 
morphe propre et g = (gl, . . . ,  g,,) un systOme de fonctions holomorphes sur X qui en- 
gendre l'alg~bre F(X,  Cx)=r(cN, Aex) s , r  r(c r Ators l'application (f ,g):  
X ~ C  N+m est un plongement. 

2.2. Soit ~- un faisceau analytique cohdrent sur un espace de Stein Y. Pour y~. Y, 
posons 

dy(o~-) = dim (~-y/rrty~-y), 

oh my est l'iddal maximal de 0r, y. D'apr~s le lemme de Nakayama, dy (~-) est dgal au 
nombre minimal de gdndrateurs du module ~-r sur 0r,r. Les ensembles 

Sp = Sp (o~) = {y ~ Y: dy ( ~ )  >1 p} 

sont analytiques, donc des espaces de Stein. Posons 

{ i  si S p ( ~ - ) = 0  
bp (~-) = si dim Sp ( ~ )  = 0 ou 1 

+ [(1 + sp)/2] si dim Sp(~-) = sp/> 2 

LEMME 5. Soit ~ un faisceau analytique cohHent sur un espace de Stein Y e t  
supposons b=sup{bp(o~-):p >_-1} <oo. Alors il existe b sections de ~ qui engendrent 
le module F ( Y, ~ )  sur F ( Y, Or). 

D~monstration. D'apr6s [4], Satz 4.3, il existe une famille finie f = ( f l ,  ...,fk) de 
sections de ~" qui engendre F(Y,  ~ )  sur F(Y, 6r). Soit 2y:F(Y, ~ - ) ~ - / m r ~ r  
rhomomorphisme canonique. Ddsignons par 2y( f )  le k-uple de vecteurs )~y(fl),... 
..., ,~,(A)e~-y/my~-~. On a r an g (Ar ( f ) )= d y (~  ) pour tout y~ Y. Soit Mbk l'espace 
des (b, k)-matrices ~ coefficients complexes. Pour T= (tij)eMbk soit T2r ( f  ) le b-uple 
q~ = (~oi) de vecteurs ddfinies par 

k 

q~i = E tii2y(f J), i =  1 .. . . .  b. 
j = l  

Soit 

E = {(y, T)~ Y x Mbk: rang (T2r ( f )  ) = dr(#-)}. 

Muni de la projection canonique sur Y, E est un fibrd localement trivial sur chaque 
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Sp\Sp+l (cf. [6], Satz 1). La fibre F. de E au dessus d'un point de S.\S.+I a l e  type 
d'homotopie de Wb., la vari6t6 de Stiefel des p-rep6res orthogonaux dans C b. Une 
section holomorphe de E ~  Y est une (b, k)-matrice T holomorphe sur Y telle que Tf  
soit un b-uple de sections de ~- engendrant F(Y,  ~ )  sur F(Y,  0r). D'apr6s le principe 
d'Oka, E ~  Y admet une section holomorphe s'il admet une section continue ([6], 
Satz 5). Pour qu'une section continue existe, il suffit que 

(*) Hq+l(Sp, Sp+ 1 "~ zcq(Fp)) = 0 pour tout q t> 1, p i> 1. 

([7], Lemma 2). Or, 

:zq(F.) = rcq(Wbp) = 0 pour q ~< 2(b - p) 
et 

H q + I ( S . , S . + 1 ; G ) = O  p o u r q l > l + d i m S .  

et tout groupe de coefficients G (cf. [12] ou [15]). Lorsque d i mS ,=  1, on a mSme 
H2(S. ,  Sp+~; G)=0. Si q > 2 ( b - p ) ,  la d6finition de b montre que q~>l+dimS. ,  
resp. q~> 1 si d i mS .=  1. Donc la condition (*) est toujours remplie, ce qui ach6ve la 
d6monstration du lemme 5. 

2.3. Nous pouvons maintenant 6noncer le r6sultat principal. 

THI~OREME 2. Soit X une vari~t~ de Stein de dimension n >~ 2. Alors il existe un 
plongement (holomorphe propre) X ~ C  2". Si n>~6, il existe m~me un plongement 
X-~C 2"-k, o~ k = [(n - 2)/3]. 

DOmonstration. a) Posons 

{ i  si n = 2  
q =  si n = 3 ,4 ,5  

n/3] si n~>6. 

Soit f :X-:,C n+a une application holomorphe propre ayant les propri6t6s 6nonc6es 
dans le th6or6me 1. Soit ~r'=f.d) x le faisceau image du faisceau structural, N = n  + q 
et 

m = j ' n - q  si 2~<n~<5 
[. q - [ ( n - 2 ) / 3 ]  si n i > 6 .  

Vu le corollaire du lemme 4, notre th6or6me sera d6montr6 si nous arrivons ~ prouver 
l'existence de fonctions holomorphes gl, . . . ,  gm sur X qui engendrent F (X, Ox)= 
= F (C N, ~-) comme alg6bre sur F (C N, 0c,, ). 

b) Supposons d'abord n~>3. Soit ff=~-/(1) le faisceau de modules sur 0c., qui 
est le quotient par le sous-module engendr6 par la fonction constante 1 ~F (X, dTx)= 
= F (C N, ~-). Evidemment, si F (C N, (r poss~de un syst6me de m g6n6rateurs comme 
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module sur F (C N, OcN), il existe m sections de o~- qui engendrent F (C t~, ~-) comme 
alg~bre sur F (C N, Oc,, ). On a 

dim (fOr/tufty) = dim (~-y/nb~ry) - 1 pour  chaque y ~ f  (X) .  

Comme Sp ( ~ ) = f  (Ap), (avec les notations du th6or~me 1 et du lemme 5), on a pour 
tout p i> 1 

dim S p ( o ~ )  <~ n - ( p  - 1) q ,  

donc 

dim Sp(ff)  <<, n - p q .  

Nous allons maintenant  appliquer le lemme 5 pour  montrer  que F (C N, fr est en- 
gendr6 par m 616ments; distinguons 4 cas: 
(i) n = 3 ,  m =  1. On a dimS1 (fr 1, S 2 ( f f ) = 0 ,  donc F ( C  N, fr est engendr6 par un 
616ment. 
(ii) n = 4 ,  m = 2 .  On a dimS1 (f9)~<2, dimS2(ff)~<0 et S 3 ( f f ) = 0 ,  donc F ( C  N, fr est 
engendr6 par deux 616merits. 
(iii) n = 5, m = 3. On a dimS1 (if) ~< 3, d imSz (if) ~< 1 et $3 (if) = O , d o n c  F (C N, if) est 
engendr6 par trois 616ments. 
(iv) n I> 6. Alors q = In/3] t> 2. Doric pour  p/> 1 on a 

d imSp(f f )  <<, n - p q  <~ n - q - 2 ( p -  1) 
et 

p + [ ( 1  + d i m S p ( f f ) ) / 2 ] ~ < p + [ ( n - q - 2 p + 3 ) / 2  l - - [ ( n - q + 3 ) / 2 1  . 

I1 en r6sulte que F (C N, if) peut  ~tre engendr6 par b = [(n - q + 3)/21 616ments. Or 

m = n - In/3] - [(n - 2)/3] = [(n - In/3] + 3)/2] = b,  

ce qui ach~ve la d6monstrat ion du th6or6me pour  n I> 3. 
c) Trai tons maintenant  le cas n = 2. L'ensemble analytique 

A 3  = { x ~ X :  d x ( f )  >>- 3}, 

oil  f : X - - , C  3 est l 'application d6finie dans a), est de dimension ~<0, c'est-h-dire un 
ensemble discret, tandis que 

A'3 = A3  c~ { x e X  : rang d f  ( x )  < 2} 

est vide, c'est-h-dire que f est une immersion au voisinage de tout  point  de A3. I1 
existe une fonction ho lomorphe  h sur X qui s6pare les points de A3. Alors pour 
chaque y e B 3  =f (A 3) ,  la fibre ,~'y du faisceau . ~ = f , r  est engendr6 par  1, h, h 2 
comme module sur r  

Soit 3r ~ -  le sous-faisceau engendr6 comme module sur 0c3 par  les deux sec- 
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tions 1, he F( X ,  Ox)=F(C 3, o~-). Chaque point yeB3 poss~de un voisinage V(y) avec 
les propri6t6s suivantes: 

(i) V(y)c~B 3 = {y} 
(ii) f I f - 1  (V(y))~C3 est une immersion 

(iii) h s6pare f - a  (z) pour tout ze  V(y). 
Alors ~f" coincide avec ~- au dessus de V(y)\{y}.  En effet, pour chaque ze  V(y)\{y},  
la fibre f -  a (Z) a a u  plus deux points. Si f -  1 (z) est r6duit ~t un point, l'assertion est 
6vidente ~t cause de (ii). Lorsque f - 1  (z)= {xl, x2}, Xl ~ X 2 ,  o n  a o~-z = @x, xlOd) x .... 
et en vertu de (ii), les homomorphismes Oc3z--*r et OC~.z~C)x,~, induits par f ,  
sont surjectifs. L'assertion d6coule maintenant du fait qu'il existe des combinaisons 
lin6aires h,=c~,+fl,h; % fl, eC, tels que ha (Xl)= 1, h a (x2)=0 et h2 (xa)=0, h2 ( x J =  1. 

Ceci nous permet de d6finir un sous-faisceau ~vf ~ ~- comme suit: 

~*1 (C3\B3) = o~- I (CS\B3), 
9 ~  I V ( y )  = 9~ ~ I V (y ) ,  y e Ba. 

Par construction, la fonction I e F ( X ,  Ox) est une section de 9r ~ Soit fg=o~/(1) le 
faisceau quotient de ~ par le sous-faisceau de modules engendr6 par cette section 
sur 60.  On a alors 

S,(fg)=S2(o~-)=B2=f(A2) et $ 2 ( ~ ) = 0 .  

Puisque dimBz ~< 1, F (C a, N) peut ~tre engendr6 par un seul 616ment comme module 
sur F (C 3, @c~). Ceci entraine l'existence d'un ge F (C 3, ovf) tel que 1 et g engendrent 
F (C a, ~%~') comme module sur F (C 3, 0c0. Alors g engendre F (C 3, o~) comme alg6bre 
sur F(C 3, Oc~ ). Comme nous l'avons indiqu6 sous a), le th~or6me est ainsi d6montr6. 

2.4. Gunning et Narasimhan [8] ont d6montr6 que toute vari6t6 de Stein de di- 
mension 1 (c'est-h-dire toute surface de Riemann ouverte) peut ~tre immerg6e dans 
C. En utilisant une m6thode de Haefliger ([9], lemme 2), on peut g6n6raliser le th6o- 
r6me de Gunning-Narasimhan comme suit: 

THt~OREME 3. Soit X une varidtd de Stein de dimension n. Alors il ex&te une 
immersion X ~ C  2n- 1. 

Remarque. Pour les dimensions n/> 8, le th6or6me 2 donne un r6sultat plus fort. 
D~monstration. Nous utiliserons le lemme suivant de Gunning-Narasimhan: 

LEMME. Soit Y une vari~td de Stein de dimension 1 e t a  une forme diffOrentielle 
holomorphe de degr~ 1 sur Y. Alors il existe des fonctions holomorphes F et g sur Y 
telles que dF = egg. 

(Ce lemme est d6montr6 dans [8] pour les formes diff6rentielles qui ne s'annulent 
pas sur Y. Mais la d6monstration s'6tend au cas g6n6ral.) 
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Considdrons dans l 'espace des jets j1  (X, C 2n-2 )  les  ensembles 2; 1 et ,~2 (cf. ddmon- 
stration de la prop.  2). On a cod imZ 1 = n - 1  et c o d i m ~ 2 = 2 n .  D 'apr6s  le lemme 2, 
il existe une application ho lomorphe  f :  X ~ C  2"- 2 telle que l 'ensemble 

{ x e X :  jxX(f )e~  2} = { x e X :  rang df  (x) <<. n - 2} 

soit vide et que rensemble  

Y = { x e X :  j ~ ( f ) E Z  1} = { x e X :  rang d f (x )  = n - l} 

soit une sous-varidtd analytique (sans singularitd) de dimension 1. C o m m e  tout fibrd 
vectoriel analytique sur une varidtd de Stein de dimension l e s t  trivial, le fibrd normal  
de Y est trivial. I1 existe donc un voisinage W de Y e t  une applicat ion biholomorphe 
q~ de W sur un voisinage W'  de Yx {0} dans Yx  C "-1 qui envoie Y sur Yx  {0}. 
Nous  identifierons W e t  W'  ~t l 'aide de q~. 

Soit T* (X) le fibrd cotangent  de X et T '  le sous-fibrd de T* (X) I Y, engendrd par 
dr(y) ,  y~ Y. Puisque (T*(X)  [ Y) /T '  est un fibrd de rang 1 trivial, il existe une section 
ho lomorphe  co o de T* (X) I Y telle que 

rang (df  (y), co o (y)) = n pour  tout  y e r .  

to o est la restriction h Y d 'une  forme diffdrentielle ~0 sur W -  ~ W ' ~  Y x C  "-1 qui 
s'dcrit 

71--1 
~o(y, z) = cr(y) + ~, ~,(y) dzv 

i=1 

Ici o est une forme diffdrentielle sur Y, les ~i sont des fonctions ho lomorphes  sur Y 
et z l , . . . ,  z ,_ a ddsignent les coordonndes de C "-1.  D 'apr~s  le lemme de Gunning- 
Naras imhan ,  il existe des fonctions ho lomorphes  F et g sur Y avec dF = egtr. Ddfinis- 
sons la fonct ion H sur W par  la formule  

n - 1  
H (y, z) = e "~y) ~, oti (y) z i + F (y).  

i=1 
On a 

dH (y, z) = Z zldy(e''y) cti(Y)) + egtY) Z a,(Y) dzl + e g'y) tr(y) 
= Z z,dy (e ~(y) o: i (y)) + d ~') co (y, z),  

donc dH] Y=e~(to ] Y)=e~too . D 'apr~s  le Thdor~me B il existe une fonct ion holo- 
morphe  h sur X avec h -  H m o d J  2 sur W, oh ..~ est le faisceau d' iddaux ddfini par  Y. 
II s 'ensuit que dh ] Y =  dH ] Y, donc 

rang (df  (y), dh (y)) = n pour  tout  y e Y. 

I1 en rdsulte que ( f ,  h):X--*C 2"-1 est une immersion.  
Remarque. Si n>~3, on peut  toujours  s 'ar ranger  que l 'application f : X ~ C  2"-2, 
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qui figure dans la d6monstration, soit propre. On obtient ainsi une immersion propre 
de X dans C 2"- 1. 

2.5. Pour  finir, donnons quelques contre-exemptes. 

P R O P O S I T I O N  3. Soi t  n u n  nombre naturel  et N =  n + In/2]. Alors  il exis te  une 

varidtd de Stein X de dimension n, qui ne peu t  pas  ~tre plongde dans C • ni immergde 

dans C N-  1 

Ddmonstration. Soit 

Y = {(x :y  : z ) E P z ( C ) :  x 2 + y2 + z z ~ 0}. 

Posons 

ym si n = 2m,  
X =  Y" x C  si n - - - 2 m +  1. 

X est une vari6t6 de Stein de dimension n. Si on consid6re X comme vari6t6 diff6ren- 
tiable de dimension r6elle 2n, on constate que la classe de Stiefel-Whitney duale w2,, (X) 
est non nulle (cf. [5], p. 715). Ceci implique qu'il n'existe aucun plongement X ~ C  ~ 
et aucune immersion X ~ C  N-  ~ (voir par exemple [11], p. 261). 

La proposit ion 3 montre que nos r6sultats sur les plongements et les immersions 
des vari&6s de Stein de dimension 2 sont les meilleurs possibles. Pour  les autres di- 
mensions on peut conjecturer que toute vari&6 de Stein de dimension n se plonge 
dans C n+ 1 et s ' immerge dans C N, ofa N = n  + In/2]. Quoiqu 'une  &ude plus d&aill6e 
des singularit6s apporterait  des petites am61iorations/t nos r6sultats pour  n grand, la 
ddmonstration de cette conjecture semble &re tr6s difficile. En effet, on ignore m~me, 
si le disque D = (ze  C: Izl < 1 } peut &re plong6 proprement  dans C 2. 
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