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yon MARGRIT F R E I ,  Ztirich 

Herrn Rektor Dr. W. Rotach zum 60. Geburtstag gewidmet 

In meiner Dissertation 1) wird der Begriff t(subnormale L0sung ~)einer linea- 
ren Differentialgleichung eingefiLhrt. Wit verstehen darunter ein partikul~res 
Integral, das wesentlich schw~cher w~chst als die allgemeine L0sung. 

Nach dem dort bewiesenen verschar/ten Hauptsatz ist die allgemeine L0sung 
einer Differentialgleichung 

w " ~ - e  - z . w ' + ~ . w - - O ,  o~ konst, veO, (1) 

eine ganze ~unktion unendlicher Ordnung. Und es gibt 2 positive Konstante 
c 1 und c2, so dal~ clr ~ log T(r) ~ c2r gilt. (T(r)  ist die charakteristische 
Funktion der allgemeinen L0sung.) Die Differentialgleichung (1) besitzt hsch- 
stens 1 unabh~ngiges part. Integral w0 mit T (r, we) --~ exp. o(r), das ist 
eine subnormale L0sung. Solche schwach wachsende Integrale kommen tat- 
siichlich vor. Zum Beispiel ist we ---- e z ~- 1 (mit T(r ,  we) -~ r/z  ~- 0 (1)) 
ein part. Integral der Differentialgleichung 

w" + e - z .w'  - w = 0 (~ = - 1) .  (2) 

Aber wir ksnnen zeigen, dal3 (2) einen Ausnahmefall darstellt. 
Wit werden feststellen, dab die Differentialgleichung (1) nur ftir bestimmte, 

seltene Werte yon a eine subnormale LOsung zul~Bt. Dabei zeigt sich eine 
merkwiirdige Analogie zu den linearen Differentialgleichungen mit Polynomen 
als Koeffizienten. Fiir diese n~mlich kann die Frage nach der Existenz eines 
subnormalen Integrals allgemein beantwortet werden. Denn aus einer Arbeit 
yon PSSCKV.L [1] 2) folgt, dab eine subnormale Losung einer linearen Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung mit Polynomen als Koeffizienten entweder ein 
Polynom oder eine ganze transzendente Funktion endlicher Waehstumsord- 
nung ohne Nullstellen ist. Eine transzendente subnormale I~sung ist also nur 
msglich, wenn die Differentialgleichung reduzibel ist (vgl. PSLrn [1]), ist doch 
eine nullstellenfreie ganze Funktion endlieher Wachstumsordnung schon 

1) Siehe Comm. Math.  Helv.  Bd.  35, Jg.  1961, S. 201. 
z) Fiir  alle Zi ta te  vgl. Literaturverzeichnis meiner oben erw/ihnten Dissertat ion.  
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L~sung einer linearen Differentialgleiehung erster Ordnung mit  Polynomen als 
Koeffizienten. 

Aus der Existenz der subnormalen L0sung w 0 = e ~ + 1 der Differential- 
gleichung (2) folgt zwar nicht, da~ die Differentialgleiehung (2) reduzibel ist, 
denn w 0 ist nicht LOsung einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
mit  ganzen Funkt ionen  als Koeffizienten. Aber w o ist ein ~Polynom in e~.  
Und wir werden zeigen, dab jede subnormale LSsung der Differentialgleichun- 
gen (1) ein Polynom in e �9 ist. Wir beweisen n~mlich den 

Satz. Die Differentialgleichungen 

w" + e -~ .w '  + ~ . w - ~  O ~ konst.,  r  

besitzen dann und nur  dann eine subnormale LOsung, wenn die Kons tan te  
r ----- -- n 2, n natiirliche Zahl, ist. Diese subnormale LOsung w o ist dann ein 

Polynom n-ten Grades in e ~ : w o -= X a ~ e  ~z. 
k=o 

Beweis .  Man sieht leicht ein, dab die Differentialgleichungen (1) nur  trans- 
zendente LOsungen besitzen. Sie sind s~mtliche mindestens vom Mit te l typus 
erster Ordnung, wobei sogar 

lim inf T(r ,  w ) / r  > 0 (3) 

gilt, weil der einzige t ranszendente  Koeffizient von (1), e -~, von vollkommen 
regelmgBigem Waehs tum ist. 

Das Wachs tum einer eventuellen subnormalen LOsung w o sch~tzen wir mit  
Hilfe der <~ charakterist isehen Gleiehung ~) yon WIMA2r ab. Nach den Ausfiih- 
rungen in w 1 meiner Dissertation gilt ftir eine L~sung der Differentialglei- 
chung (1) fiir alle r ,  r > 0, auBerhalb einer r-Menge von endliehem logarith- 
mischem MaB 

[v(r)]~]2.(1 + ~ ( ~ ) )  + e - ~ . v ( r ) / ~ . ( 1  + ~1(~)) + ~ = 0 .  (4) 

Dabei ist ~ = r .  e i* eine Stelle auf  dem Kreis ] z ] = r ,  we der Betrag yon  
We das Maximum Mo(r  ) erreieht, das heiBt I wo(~) [ = lV[axJwo(z ) [; v(r) 

Izl=r 
tier Zentralindex. Wegen (3) werden die GrsBen ]~, ] = O( r - ' / ' + ' ) ,  e > 0, also 
beliebig klein. 

~'fir eine subnormale Lt}sung w o ist 

lim sup log, Mo(r) / r  = 0, das heiBt log, M ( r )  = o ( r ) .  (5) 

Aul3erhalb einer r-Menge yon endlichem logarithmisehem MaB unterliegt der 
Zentral index v(r) der bekannten Bedingung: 



~ b e r  die  s u b n o r m a l o n  LOsungen  der  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  w tr + e - z .  w r +  k o n s t . ,  w = 0 ;J 

v ( r )<[ logM(r ) ]  1+~, e > O .  Also gilt for w 0: 

log v(r)/r < logs Mo(r) = o(r) . (6) 

Maximalrichtungen einer subnormalen Ltisung yon (1) kOnnen also nach (4) 
auBerhalb einer r-Menge yon endlichem logarithmischem ]VIaB nu t  im Gebiet 

-- �89 -- e(r) < ~Pmax < -~- 2 -1-7g -~- E(?') lira e(r) = 0 (7) 
~ O D  

liegen. 
Well in den Richtungen -- �89 < ~ < + �89 s~mtliche Koeffizienten der 

Gleichung (4) beschr~nkt sind, sind dort auch die Quotienten v(r)/r be- 
schr~nkt.  

Nur in den Interval len � 8 9 1 8 9  [bzw. - - � 8 9 1 8 9  
kann  v(r)/r unbeschr~nkt  sein. 

Ftir  diese Richtungen vergleichen wir unter  der Annahme, dab v(r)/r un- 
beschri~nkt sei, die Betrage in (4) und  bekommen ohne prinzipielle Schwierig- 
keiten durch Rechnung ftir v/r au•erhalb einer r-Menge yon endlichem loga- 
r i thmischem MaB die Absch~tzung 

e r  �9 sin 

1 - -~ l ( r )  ~ v/~r-- ~ 1 + v~2(r ) ,=~lim #~ (r) = 0 (8) 
i ~ 1 , 2  

Und ebenso durch Vergleich der Realteile der Glieder yon (4) unter  denselben 
Voraussetzungen und augerhalb derselben Ausnahmemenge 

e r �9 s i n ,  

- -  �9 cos r = (~(r) lim ~(r) = 0 (9) 

(8) und  (9) sind aber ftir ein e > 0 nut  vereinbar, wenn cos r = o(1), das 
heiBt fiir diejenigen r ,  die einem ungeraden Vielfachen yon �89 benachbart  
liegen. Diese r bilden eine l~Ienge, die aus Teilintervallen A r~ zusammen- 
gesetzt ist. Der Mit te lpunkt  yon A r ,  ]iegt ungef~hr bei r n ~ -  (2n + 1)�89 
Das heigt in A r~ gilt 

r ~ - - o ( 1 ) < r < r ~ + o ( 1 ) ,  wo c o s r = O [ s i n ( o ( 1 ) ) ] = o ( 1 ) .  (10) 

AuBerhalb der WlMA~schen Ausnahmeintervalle und  der Interval le  A r~ 
sind (8) und  (9) unvereinbar,  solange e > 0 und  v/r unbeschr~nkt  verlangt 
werden. Ftir e _~ 0 ist aber v/r nach oben gleichm~Big beschr~nkt.  Also ist 
auBerhalb den WIMANschen und den A r . - Interval len 

v/r beschranla. (11) 

I m  Innern  eines Intervalles, das zwischen zwei Punk ten  liegt, wo v/r 



4 M~oRrr FBm 

gleichmaBig beschrankt ist, laBt sich v/r absehatzen, weil v(r) eine nicht 
abnehmende ~Mnktion yon r ist, namhch 

r' liege im Intervall  (ri_l, r~), also ri_ 1 < r' < ri, mit v(r~_l)/ri_ x < c o und 
v(r,)/r, < Co, dann ist v(r')/r' < v(r,)/rl.r,/r' < v(r,)/r~.rJr~_ 1. 

Ist  nun das betrachtete Intervall ein WI~lAl~sches, so gilt lim rJri_ 1 = 1. 
i = o o  

Ist das betrachtete Intervall ein A r~, so gilt lim rJr~_ 1 = 1 ebenso, well 
ri = r~_l + o(1). i ~  

Also sind die Quotienten r~/r' in beiden Fallen gleichmaBig besehrankt, 
also ist v/r auch innerhalb der Ausnahmeintervalle gleiehmaNg beschr~nkt, 
wenn ihre Endpunkte  nicht zur andern Ausnahmemenge geh6ren. 

Wie steht es aber fiir ein r innerhalb einer Vereinigungsmenge der A % 
und der WI~tAI~sehen Intervalle ? - Wenn das logarithmische MaB aller A r~ 
zusammen aueh endlich ware, so diirften wir schliegen, dag auch die Vereini- 
gungsmenge der beiden Ausnahmemengen yon endlichem logarithmischem 
MaB ist, und nach unsern ~berlegungen oben ware dann v/r fiberall gleich- 
maBig beschrankt. Aber die Voraussetzung ftir e bzw. 8(r) ist zu schwach, 
dal~ daraus folgen wfirde, auch das logarithmische MaB der A r n ist endlich. 

Es bleibt uns aber eine andere M6glichkeit, v/r abzusehatzen: Zu untersuchen, 
wie groB die Intervalle sind, die durch die Vereinigung yon Komponenten 
der beiden Ausnahmemengen entstehen. Nach oben ist v/r dann beschr~nkt, 
wenn der Quotient r,/r,_l, der in dieser Abschatzung wesentliche Faktor,  
beschrgnkt ist. Unsere Frage lautet also: KOnnen durch die beiden Sorten 
yon Ausnahmeintervallen soviele aufeinanderfolgende Intervalle aneinander- 
gehangt werden, dag das entstehende zusammengesetzte Intervall  so groB ist, 
dal~ der Quotient * * und die End- r~/ri_ 1 beliebig grog wird? (Wenn * * ~ ' i  - 1 ? ' i  

punkte dieses Intervalles sind.) - Der Logarithmus dieses Quotienten ist aber 
das logarithmische MaB der Vereinigungsmenge der aneinandergehangten In- 
tervalle (beider Sorten) ; er ist also h0chstens so groB wie die Summe der loga- 
rithmisehen MaBe der einzelnen Intervalle, die das neue Intervall  bilden, also 
endlich, wenn dieses yon endlich vielen Intervallen beider Sorten zusammen- 
gesetzt worden ist. 

K6nnte  aber der Fall eintreten, dab yon einem gewissen r > r o an, die 
WI~A~schen Ausnahmeintervalle durch die A rn zu einem Intervall  verbun- 
den wiirden ? - Das ware der Fall, wenn yon diesem r > r o an die WI~Nsehen  
Intervalle alle, zwei aufeinanderfolgende A r~ trennende Zwischenraume, das 
ist die KomplemenRtrmenge der A r ,  iiberdeekten. Das ware aber nur m6glieh, 
wenn da~ logarithmische MaB dieser Komplementarmenge endlich wgre. - 
Schatzen wir also das logarithmisehe Mag der Komplement~rmenge der A r,  
ab~ 
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Es ist (r k ~-o(1),  r~+ 1 - -o (1 ) )  das k-te Intervall dieser l~Ienge, wenn 
r ~  ~ (2k -k 1).�89 k ~- 1 ,2  . . . . .  Sein logarithmisches l~aB also: 

log r~+l -- o(1) (2k ~- 3)�89 -- o(1) [ z~ -- o(1) ] 
r~q-o(1)  - - log  ( 2 k T 1 ) � 8 9  >--l~ 1 + (2kq-  1)�89 1 

[ l [ ' ]  ~ l o g  l q -  k - J - � 8 9 1 8 9  > l o g  l q - � 8 9  k-t- 1 " 

Damit ist das logarithmische MaB der Komplement/Crmenge der A r~ grOBer als 

log 1 -t- �89 1 , das ist aber mit 2~ 1 divergent t 
k k + l  

Also wird die Komplement~rmenge der A r~ von den WIMxNsehen Intervallen 
nicht bedeckt. 

Der Quotient * * r i / r i_  1 ist somit fiir jedes urspriingliche oder zusammenge- 
setzte Ausnahmeintervall endlich und folg]ich gilt : 

v/r ist ffir alle r gleichm~Big beschr~nkt. (12) 

Das heiBt w 0 ist hochstens vom Mitteltypus erster Ordnung. (13) 

(3) und (13) zusammen aber ergeben: 

Wenn die Differentialgleichung (1) eine subnormale L0sung besitzt, so ist 
sie sogar endlicher Ordnung, n~mlieh vom 

Mit te l t ypus  erster Ordnung .  (14) 

Warum muB nun aber eine LOsung erster Ordnung der Differentialglei- 
chungen (1) ein P o l y n o m  in e z sein? 

Das k0nnen wir zeigen, indem wit eine besondere Eigensehaft nachweisen, 
die allen LOsungen yon endiieher Wachstumsordnnng einer Differentialglei- 
chung w" + al(z).w' + ao(z ) .w  = 0 zukommt, wenn der transzendente Ko- 
effizient a l ( z  ) wesentlieh starker wiichst als ao(z ) . 

Zur Vereinfachung der Untersuchung setzen wir noeh voraus, dab der 
schwi~cher wachsende Koeffizient a o ein Polynom sei. 

Nehmen wir also an, die Differentialgleichung 

w" -~- a l ( z ) . w '  -~- P ( z ) . w  = 0 ,  (15) 

wo a 1 ganz-transzendent und P(z) ein Polynom ist, besitze ein partikul~res 
Integral endlieher Ordnung w0. 

Dann gelten folgende Beziehungen: 

I .  m ( r ,  ' Wo/Wo) ----O(log r) f'tir jedes r. Aus (15) folgt dureh leiehte Um- 
formung 
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M / wo/w~o = a~( -  1/p) + Wo/Wo.(- 1/p) , 

und  daraus nach ~bergang  zur Schmiegungsfunktion 

II. re(r, wo/w~) ~ m(r, al) + O(log r) fiir jedes r ,  weil die Schmiegungs- 
funkt ion  einer ra t ionalen Funk t ion  ~ O (log r). Andererseits  k6nnen wit  (15) 
aueh umformen in 

?// ! 
P" Wo/W~ + Wo/wo ---- -- ch , also 

re(r, wo/Wlo) + m (r, P) + m(r "" '" , Wo/Wo) > re(r, al) das heiBt 

III .  re(r, wo/w~) ~ re(r, al) -- O(log r) fiir jedes r .  
Ftir  m(r,  al) setzen wir noch T(r ,  al), denn a 1 ist ganz, und  well a 1 

t ranszendent  ist, gilt l im logr /T ( r ,  al)-~ O. Also dfirfen wir fiir groBe r 

I I .  und I I I .  zusammenfassen in 

m(r,  Wo/Wto) ~ T(r ,  al) fiir r > r0. (16) 

Nach  den bekannten  Eigenschaf ten der charakter is t ischen Funk t ion  gilt 
aber  

m(w'/wo) + N(w'/wo) = T(w'/Wo) = T(wo/W') + 0(1) 
= ~(Wo/W:) + N(Wo/W:) + 0(1) 

(wenn wit  f'tir re(r, w, oo) bzw. N ( r , w ,  oo), re(w) bzw. N(w) schreiben).  
Daraus  bekommen wir 

O(log r) + N (w~o/wo) ~ T(r ,  a,) + N (wo/W~o) f i i r r  > ro, 
also 

N (r, Wo/Wo; oo) ~ N (r, wolw~o, oo) + T (r, al) fiir r > r o . (17) 

Wo L~sung einer l inearen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, I ) a  
! 

deren  Koeffizienten ganze Funk t ionen  sind, so haben w o und w o keine ge- 
meinsame Nullstelle, weil die WRONSKIsche Dete rminan te  dieser Differential- 
gleichung nirgends verschwindet .  Und  da w o und  alle ihre Ableitungen ganze 
Funk t ionen  sind, haben wo und  w~ keine Pole. Folglich ist 

N(r ,  w~/wo, co) = N ( r ,  1/wo, oo), das ist Nullstellenzahl y o n  w o in I z I < r 

und  

N(r ,  wo/w~, co) = N(r ,  1/w~, c~), das ist Nullstellenzahl yon  w~ in I z t < r .  

(17) bedeute t  also 

Nullstellenzahl von w o ~ Nullstellenzahl von  w~ + T(r ,  al) . (18) 

Das heiBt w~ hat  weniger Nullstellen als w o. Es bes teht  ein Untersehied,  
der  e twa so gro~ ist wie T(r ,  al). 
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In  den Differentialgieichungen (1) ist aber T(r ,  a l ) - :  T ( r ,  e - * ) =  r/~.  

Also verliert die erste Ableitung eines Integrales endlieher Ordnung gegentiber 
w o r/:~ Nullstellen in ] z] < ~r. Insbesondere wird also die Anzahl der Null- 
stellen eines subnormalen Integrals wo, das ja nach (14) vom Mittel typus 
erster Ordnung ist, beim Differenzieren wesentlich verminderta). Und wir 
haben 

N( r ,  w~, 0) = N( r ,  Wo, 0) + O(log r) - -  r/ze. (19) 

Die Ableitung w o ihrerseits geniigt aber der Differentialgleichung dri t ter  0rd-  

mmg writ+ e-Zw " - -  e-Z.w ' + ~w' ---- 0 ,  (20) 

die aus der Differentialgleichung (1) durch Differentiation hervorgeht. 
Wenn wi t  w o -~ (Wlo/eZ). e z = w 1.e �9 setzen, so ist  w 1 eine ganze Funkt ion  

hOchstens vom Mittel typus erster Ordnung. In  (20) setzen wit die entspre- 
chenden Ableitungen yon w10, ausgedrtickt dureh w I u n d  e z, ein und be- 
kommen nach Division dutch e z 

w" + (2 + e-z).w, + (~ + 1).w = 0 (21) 

als Differentialgleichung ffir w I . Diese Differentialgieichung ist linear, zweiter 
Ordnung, und  ihre Koeffizienten erfiillen die Voraussetzungen der Differential- 
gleichung (15). Sie besitzt in w 1 ein partikuliires Integral endlicher Ordnung, 
daher  verliert wl bei der Differentiation Nullstellen. Es ist 

N ( r ,  WI1, O) : N ( r ,  W l ,  O) - -  T ( r ,  2 + e -~) + 0(log r) . 

Aber nach Definition ist N ( r ,  w i ,  O) : N ( r ,  wo, 0) und wegen den bekann- 
ten Regeln ffir die charakteristische Funkt ion  einer ganzen Funkt ion  gilt 
T ( r , 2 + e  - z ) : T ( r , e  z) + 0 ( 1 ) ,  also nach (19) 

N (r, w1~, O) : N (r , wo, O) --  2.r/z~ + O(log r) . (22) 

Nun  substituieren wir wll mi t  eZ.w, und wiederholen dieses Verfahren. Mit 
Hilfe vollstiindiger Indukt ion  zeigt man, dab nach n-maliger Wiederholung 
ftir w,+ 1 folgende Differentialgleichung gilt: 

wit + w'[2(n + 1) + e -z] + w . [ ( n  + 1) 2 + o~] : 0 .  (23) 

Nach Seite 2 Mitre und wegen der Kons t ruk t ion  der Funk t ion  w~+ 1 muff 
(23) ein partikuls Integral  vom Mittel typus erster Ordnung besitzen, des- 
sen NuUstellenzahl gegentiber der Nullstellenzahl yon w 0 um (n + 1) .r /~  

verminder t  ist: 

s Wn+l, 0) = ~/~(r, Wo, 0) -- (7~ + 1).r/g1: + O(log r) . (24) 

8) Man kann  sogar zeigen,  dal~ 0 defekter Wert  y o n  Wo t wird.  
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Da w 0 selbst vom Mittel typus erster 0 rdnung  ist, so gilt 

IV (r, wo, 0) = O (r).  (25) 

Somit existiert eine Kons tan te  c > 0, so dall N( r ,  wo, 0) < c . r .  Und also 
gibt es eine nattirliche Zahl n ,  so dab 

(n A- 1)-r/zt > N (r, wo, 0) A- O (log r) gilt. 

Das heist ,  nach e n d l i c h  vielen Wiederholungen des oben beschriebenen Ver- 
fahrens bekommen wir eine Differentialgleichung vom Typ (23), die ein part .  
Integral  vom Mittel typus erster Ordnung o h n e  Nullstellen besitzt. 

Das sei nach genau k-maliger Ausftihrung des Prozesses der Fall.  Dann  
heillt das part .  Integral  w ~  = et ~z, f lkonst .  Nach (23) ist w~ L0sung der 
Differentialgleichung 

w" -4- (2k -~ e - Z ) w  ' -4- ( k  S + ~x ) .w  = O .  (26) 

Darin setzen wir w~ = e ~ ein und bekommen die Beziehung 

f l ~ + ( 2 k + e  - z ) . f l  A-  (k  2 + ~x) =_ 0 . 

Daraus folgt: /~ = 0, und  deshalb k S + ~ = 0. 
Dami t  ein part .  Integral  yon  subnormalem Wachs tum existiert, mull also 

n o t w e n d ~  

= -- n 2, n nattirliche Zahl, sein. (27) 

Diese Bedingung ist aber auch h i n r e i c h e n d :  Wenn n~mlich auf  eine Diffe- 
rentialgleichung 

w "  + e - ~ w  ' -- n 2. w = 0 (28) 

das oben beschriebene Verfahren n-mal ausgeiibt wird, so erfiillt w, die 
Differentialgleichung 

w " +  ( 2 n + e - Z ) w  ' + ( n  2 - n ~ ) w =  0 ,  also 

w" -4- (2n -~ e - Z ) w  ' : O .  

Diese hat  das part .  Integral  w n ---- konst.  # 0. 
Sei wn = c 1, d . i .  die erste Integrat ionskonstante.  Dann  gilt wn-lt : c l . e z ,  

also w,~_ x : c x �9 e z A- c2 (c~ h/ingt yon der entspreehenden Differentialgleichung 
ab), t : e z .  (c 1 . e  z -~  cz) usw. Es resultiert  eine Funk t ion  wo, die wir Wn--2 

n 

dutch  Ausmultiplizieren auf  die Form w o = X a ~ e  kz bringen ktinnen. Q.e.d.  
k=0 

(Eingegangen den 1. Jun i  1960) 


