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Sur une hypoth~se de transversalit6 d'Arnold 

Y.  COLIN DE VERDII~RE 

Dans [AD], V. Arnold introduit certaines hypotheses de transversalitE 
relatives aux valeurs propres d 'une famille d'opErateurs autoadjoints. 

Apr~s avoir donne une definition precise d'une hypoth~se forte (SAH = 
"strong Arnold's  hypothesis") et d 'une hypothEse faible ( W A H = " w e a k  
Arnold's hypothesis"),  nous prouvons les rEsultats suivants: 

-L 'hypo thEse  SAH est vErifiEe pour toutes les valeurs propres positives du 
laplacien de S 2 pour la mEtrique canonique. 

-L 'hypo th~se  SAH est vErifiEe pour toute valeur propre d'un tore plat de 
multiplicit6 ---6 et non pour les autres. Cela fournit un contrexemple 
l'hypoth~,se d 'Arnold.  

- Nous traitons ensuite le cas des laplaciens discrets sur certains graphes finis. 
Tous ces rEsultats sont utilisables dans la construction de mEtriques rieman- 

niennes ou de domaines euclidiens de R" dont une partie finie du spectre est 
prescrit ( [C-C],  [CV3]). L'ensemble de ces rEsultats est annonc6 dans [CV2]. 

Je tiens ~ remercier Michel Brion pour m'avoir aide ~ traiter le cas de S 2. 

1. L'hypoth~se d'Arnold 

Rappelons d 'abord quelques ElEments de la thEorie des perturbations des 
valeurs propres multiples: 

soit H = HR ~ C le complexifi6 d'un espace de Hilbert reel et (Ha)~T une 
famille d'opErateurs autoadjoints reels sur H (i.e. dEfinis sur HR) de m~me 
domaine D c H,  dependant  continument de a variant dans l 'espace topologique T 
au sens que a ~ (Ha + i) -~ de T dans ~ ( H ,  D) est continue pour la norme. Soit 
alors 4o une valeur propre isolEe de multiplicit6 finie no de Ho(0 ~ T), c'est ~ dire 
telle que ~,o ~ sp.ess (Ho). Soit e > 0 tel que le disque D de centre ~-0 et de rayon e 
ne rencontre le  spectre de Ho qu'en ~.o. 

II existe alors un voisinage U de 0 dans T tel que, si a ~ U, Ha admet dans D 
un nombre fini de valeurs propres dont la somme des multiplicitEs est no. De 
plus, le projecteur orthogonal Po de H sur la somme Ea de ces espaces propres 
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depend continument de a: 

P . = ~  ( Z - H . ) -  d;t avec ~ ,= bD.  

Lorsque a-+O, E~---~Eo et on d6finit la forme quadratique q, sur Eo par 
q. ( f )  = (H.U.f I Uof) oa U. est l ' isom6trie naturelle de Eo sur Eo d6finie par: 

avec ~0x = x + Nx et Eo = graphe (B), B ~ ..~(Eo, E~). 
I1 est clair que le spectre de q. sur Eo est (spectre (H,,)) N D. 
Supposons maintenant  que T e s t  une vari6t6 C k (k-> 0) et que q. est ddfinie 

sur un voisinage de 0 hom6omorphe  h une boule K d'un espace mod61e. On 

d6signe par 

49:K--* ~ ( E o ) =  {formes quadratiques rdelles sur Eo} 

l 'application a ~ q. et on pose les: 

Dt~FINITIONS.  On dira que la valeur propre 3.0 de Ho v6rifie l 'hypoth~se 
d 'Arnold forte (SAH) (resp. l 'hypoth~se d 'Arnold faible (WAH))  relativement 
la famille (H~) . . r  si 49 est une submersion en a = 0 (resp. 49 est essentielle sur 

Z,,<. 1. >).) 

Soit K un espace topologique,  E un espace de Banach, Yo ~ E, 49: K---~ E 
continue, on dira que 49 est essentielle sur (E, Yo) s'il existe e > 0  tel que, 

V~:K---~E,  continue, avec 1 1 ~ -  4911L~K) <-- e, on a yoe IP(K). 
L 'ensemble  de ces applications est un ouvert de C(K, E). Lorsque K est une 

boule d 'un espace vectoriel et 49 de classe C 1, si 49(xo)=yo et d49(xo) est 

surjective, 49 est essentielle sur (E, Yo). 
On introduit de mfime les propri6t6s SAH et W A H  pour une famille 

)-~ < ~-2 < " " " < ~.N de valeurs propres isol6es de multiplicitds n~ < ~ de Ho darts ta 
famille (Ha) en consid6rant l 'application 

49: K---~ 2~(E1) (~ �9 �9 �9 ~ 2~(EN), somme des applications pr6c6dentes. 

Une condition n~cessaire pour SAH et W A H  est 6videmment que: 

ni(ni + 1) 
dimension (T)  >- 

i=1 2 
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On peut 6galement traiter le cas non r~el de mani6re similaire: c'est le cas qui 
intervient pour la th6orie de l 'op6rateur de Schr6dinger en pr6sence d'un champ 
magnEtique. 

La v6rification de SAH se ram~ne h celle de la surjectivit6 de la diff6rentielle 
de @:a~---~q~ en a = 0  et on a le :  

CRITIC.RE. Pour que ~.o v6rifie SAH, il faut et il suffit que la diff6rentielle de 
q~'a ~ (H,.  I. ) e ~(Eo) soit surjective en a = 0. 

Preuve. On a 

qa,(x, y) = (H,,(x + B,x) lY + B,y) + O(t2), 

et donc 

(h,(x, y )=  (1;fox lY) + (Ho[~X lY) + (Box l By) 

et comme/~ ~ ~?(E,,, E~-), on a q,,(x, y) = (l:lox l Y). 
Lorsque H et (ou) D d6pendent de a, on peut souvent modifier les /4 ,  par des 

transformations unitaires explicites pour se ramener h la th6orie pr6c6dente. 
Traitons par exemple le cas off (X, go) est une vari6t6 riemannienne compacte de 
dimension 2 et la famille H,  celle des laplaciens A,, associ6s aux m6triques 
eZago = g(a ~ C~(X, R) = T), on a alors la: 

PROPOSITION.  ~-o( 4:: 0) vdrifie SAH si 

est surjective de C=(X) dans ~(Eo). 

Preuve. Vg =e2avg,, et A = e-~Aoe -~, oil A est le transport6 de A~ sur 
L2(X, vs, ) par l'isom6trie Uf = e-"f de L2(X, vu,,) sur L2(X, vg). Le r6sultat est 
alors imm6diat. 

2. Cas de la sphi~re 

THI~ORI~ME. Soit .(S2, go) la sphere munie de la m~trique usuelle et 
~o = l(! + 1) ( l -  1 entier) une valeur propre du laplacien. Alors ;~o v~rifie SAH 
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relat ivement  ~ la fami l l e  des laplaciens des mdtriques con formes  ~ go. I I e n  est de 

m~me  en ne consid~rant que les d~formations invariantes par  antipodie. 

Preuue.  On dEsigne par ~2t l'espace des polynfmes homog~nes de degrE 21 
sur R 3 et par ~(~ l'espace des harmoniques sphEriques de degrE I. D'apr~s le w il 
suffit de montrer  ia surjectivitE de I'application 

Ft:~21 "--~(~r d6finie par F t : P ~ ( q ( q 0 ) =  f s 2 P q 9 2 ) .  

La transposEe de Ft est l 'application de ~(~ o ~r ~2t ddfinie par q~ o ~p ~ q~Ip. 
Comme dim (.~(~7(1)) = dim (~2t) ( = (l + 1)(2/+ 1)), il suffit de montrer  la 
surjectivit6 de tFt, c'est ~ dire que tout polyn6me homog~ne de degrE 21 est 
combinaison linEaire de produits d 'harmoniques sphEriques de degrE l. 

Comme tout sous-espace de ~2t contient une fonction zonale (invariante par 
rotation autour de O z ) ,  il suffit visiblement de le montrer  pour les ElEments 
zonaux de ~2J. Pour cela, on utilise des arguments classiques de la thEorie des 
representations linEaires qui m'ont  Et6 expliquEs par Michel Brion. On note 
a = x + i y ,  b = z ,  c = x - i y  et on a une base de ~2t form6e des a"bOc ~ avec 
u + v + w = 2l. L'espace zonal est engendr6 par les mon6mes tels que u = w, 
I'alg~bre de Lie de SO(3) par les vecteurs 

9 O 
L x = y ~ s - z ~ 2 ,  L y = . . .  et L~--- . . . .  

~ z  ~y  

On pose W• = Ly d- iLx et on a: 

W+(a) = 2b, W+(b) = - c ,  W+(c) = 0 = W_(a) ,  W_(b)  = - a ,  W_(c)  = 2b. 

De plus cette alg~bre de Lie opEre sur ~2/par d6rivation: 

W+(a"bOc w) = 2ua , - lb , ,+ lc  w _ va,b, , - tcW+l 

W_ (aUb Oc w) = - va "+ lb ~ lc w + 2wa"b ~+ tc ~-  i. 

Dans le plan des (u, w) ,  on a donc 

W_(e ,  w) = ' . �9 Ol e u w - i  + fl  eu+l,w, 
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le' 

! ~. . ,e-.~ a---~,-.,~ 

�9 . . .~..~ ~ ~ ~ ,, _ 

o0 tr, fl, a~' et 13' ne sont nuls que s'ils sont coefficients d'un e,,.w, avec 
(u' ,  v ' )  ~ T, oO 

T =  {(u, w) e N 2 I u + w-<21}. 

Par applications successives de W+ et W_ ~ partir de et.i = ( x  2 ~ y2) t  = atb ~ qui est 

produit de deux harmoniques sph6riques, on obtient visiblement tous les 
mon6mes zonaux ek., (0 <--k <--l): le vecteur a~c t est donc un vecteur cyclique de 
~2t, ce qui prouve le r6sulat. 

3. Cas  des  tores  plats  

THI~ORI~ME. Soit X un tore de dimension 2, muni d'une mdtrique plate, et 
)~o une valeur propre non nulle du laplacien, de multiplicit~ N, alors )~o v~rifie S A H  
relativement ~ l'ensemble de toutes les m~triques riemanniennes sur X si et 
seulement si N <- 6. 

Cela fournit des contre-exemples ~ la conjecture d 'Arnold,  car on sait que N 
peut Etre sup6rieur ~ 6. Je ne sais pas ce qu'il en est pour l 'hypoth~se WAH.  

Preuve. Soit X = R2/Z 2, toute m6trique sur X s'dcrit q~*(g), o0 q~ est un 

diff6omorphisme de X et 

g = eh(A d x 2 + 2 B d x d y  + Cdy  z) 

avec [.x e h dx dy = O. 
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On est donc amen6 ~t considErer, pour go = Ao dx 2 + 2Bo dx dy + Co dy e, une 
valeur propre ~-o 4:0 du laplacien. Soit 

P =  {U = (m, n) e Z2[gS(# )  = 2,o} 

alors l 'espace propre Eo est engendr6 par les exponentielles e~,(x,y)= 
exp (2sri(mx + ny)) o?a ~ ~ P. Soit 

de,: co(x,  c) r (c &:  r c dx dy @ C dyg'~, ~(Eo) | c 

la complexifi6e de ia 
EL(X, C) [ f x f  = 0}. 

On a, d'apr6s le w 

diff6rentielle de q~ en go, off Co(X, C ) =  {f 

[dcb(f ~ 0)]u, w = C fxfe~,e~,. 

avec/~, g '  e P, et 

[dq~(0 �9 (or dx 2 + 2fl dx dy + 7 dYZ))]~,,w 

fx[  8e~,Oe', /SeuOe'~, 8e, Sel, ] OeuOe'u] dxdy" 
= c or T;x -g;, + Y-y ay ax / + ay ay J 

Done, si/~ + ~' ~e0, 'd~(e, oe~,,)=C'ee~,+wfi).., si ~ + t~' =0 ,  

'dq)(e u o e_u) = 0 �9 c'~(m 2 ~) 2ran ~ n 2) off I~ = (m, n). 

Comme les/~ + /a '  sont 2 h 2 distincts lorsque {g,/~'} sont distincts, on voit que 
l'injectivit6 ' d ~  se r6duit au fait que les vecteurs (m 2, mn, n 2) sont lin6airement 
ind6pendants pour ies diff6rentes valeurs de/~ ~ symftrie pros (/~ ~ - t ~ ) .  Ce qui 

est le cas si et seulement s'il y a moins de 3 telles paires, i.e. si N -< 6. 

4. Cas des graphes 

Donnons d 'abord quelques d6finitions: les graphes que nous allons consid6rer 
sont des graphes finis, non orient6s et connexes; S sera l 'ensemble des sommets et 
A, l 'ensemble des ar6tes, est un sous-ensemble de l 'ensemble des parties ~ 2 
616ments de S. 
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On se donne une mesure/u = ~i ,s  V~ 6(i)  (Vi > 0), I~o = E~,s 6(i)  sera appellee 
la mesure canonique. Un laplacien combinatoire A sur F est dEfini par la donnEe 
de/~ et d 'une forme quadratique 

q(x i )= ~ G(d,,x) 2 oh d ~ x = x i - x  i si a = { i , j } ;  
a~A 

A est alors donne par: 

1 (ax) =g 
{i , j}Ea 

Un op&ateur de SchrOdinger combinatoire est un opErateur de la forme 
H = z~ + V, o~ Ves t  diagonale. 

Par la transformation unitaire U(x~)= V ~ x ~  de L2(S, ~) sur LZ(s, ~o), on 
ram~ne un tel op6rateur h u n  opErateur H de matrice symEtrique (H) = (a~j) avec 
a~.j<0 si {i , j}  c A ,  a~.j = 0  si {i , j}  CA et i4:j .  Ainsi nous considErons soil des 
laplaciens s u r  L2(S, l.t), soit des opErateurs de Schr6dinger s u r  L2(S,//i,). 

Soil CN le graphe complet ~ N sommets, i.e. tel que tout couple de sommets 
distincts est l 'ensemble des extrEmitEs d'une ar6te; C/v a donc N ( N -  1)/2 ar~tes. 

On dEsigne aussi par E/v le graphe en (toile "~ N branches (N + 1 sommets el N 
ar6tes). On a les :  

THIS.ORI~ME 1. Si )tl = 0 < ) t z  - < ' ' "  -<)t/v et t~ = •x- I V, O(i) sont donnds, il 
existe un laplacien combinatoire sur ( C/v, l~ ) ayant ce spectre avec multiplicit(s. 

De plus la partie Sp* ( A ) = S p ( z ~ ) - { 0 }  v&ifie S A H  relativement aux 
d~formations de A ?l ft fixd. 

On a l e  m~me r(sultat, avec )tl <)tz < - ' ' "  <_)t/v, pour les op&ateurs de 
SchrOdinger H sur L2(CN, ~to) avec S A H  pour le spectre entier. 

THI~ORI~ME 2. Soit )t~ = 0 < ) t 2 < ' ' "  < ) t N + l ,  il existe l~ et A sur (E/v, ~) 
ayant ce spectre et Sp* (A) v&ifie S A H  relativement aux d~formations de A (t~ 
variable). 

Remarque. Soit Ao sur (E/v, ~t,) associ6 h qo(xi)= ~ = t  (x t , -x , )  2, alors le 
spectre de A0 est 0 < 1 = 1 . . . . .  1 < (N + 1) et la valeur propre 1 ne v6rifie pas 
WAH relativement aux deformations de/~o et de Ao si N -> 5. 

Les applications de ces r6sultats EIEmentaires sont "~ la construction de 
spectres prescrits, mais ~iussi h de curieux crit6res de non-plongement de graphes 
dans une surface (voir [CV2], [CV3] et [CV4]). 
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Par exemple,  si un graphe F admet  un opErateur de Schr6dinger combinatoire 
de spectre ~.1 < ~-2 . . . . .  ilk+2 < . . .  O6 ~2 est de multiplicitE k et vErifie W A H  
relativement aux deformations de H, alors F n'est planaire que si k -- 3. 

Preuve du th~or~me 1. 

Hypoth~se SAH.  Soit �9 : Ra+ ~ ~(Eo), 06 

A = (aretes de CN}, Eo = { ( X / )  E LZ(S, g)  J ((x,) I 1) = 0}, 

dEfinie par 

�9 (c~,j) = ~ c~j(x~ - x/) 2 JE.. 
t ,] 

A cause des dimensions, il suffit de verifier l'injectivitE. Cela est laiss6 au lecteur. 

Le cas de Schr6dinger est analogue. 

Existence: elle se montre  par recurrence sur le nombre  N et la notion de 
suspension d'un graphe. Si F est un graphe fini ~ N sommets { 1, 2 . . . . .  N}, muni 
d'une mesure/~ = ~U=~ V, 6(i)  et d 'une forme quadratique 

c, , (d , ,x)  2 (G > 0), 
aE.~/ 

on construit pour  tout E) > 0 et a > 0 un graphe SF de sommets  {0, 1, 2 . . . . .  N}, 
en joignant chaque sommet  de F au nouveau sommet  0 par une arEte. On 
l '6quipe de la mesure S~u = V() 6(0) + # et de la forme quadratique 

N 

Sq(xo, xl . . . . .  xu)  = a ~ V/(x(, - xi) 2 + q(x,  . . . . .  xN). 
i = l  

Les valeurs propres  non nulles de SF, muni de ce laplacien combinatoire sont les 
)~j+a ( j =  1, 2 . . . . .  N),  ~.j valeurs propres de F et la valeur propre A =  

a(1 + (ET=~ V3/V~,). 
Soit ~ rEaliser pour  SF  le spectre 

A1 = 0 <~A2---- -  �9 �9 " <--AN+I. 



192 v. COI.IN DE VERDIERE 

On choisit a tel que a(1 + (~N= 1 V,)/Vo) = A2. On doit alors avoir pour 

2 < - j < - N ,  )tj = A i + i -  a > 0 ,  (car A2 > a). 

On raisonne alors par recurrence pour construire F ayant 0 < ~ . z - - - . . .  -<ks 
comme spectre. 

P r e u v e  du  th~or~me 2. I1 est facile de verifier que les valeurs propres non 

nulles sont les solutions de 

N Ci 

( 4  - ( c , / V , ) )  - 1 ,  i=l 

et donc 

C2 
0 < C 1 < ) ~ 2 < - - <  � 9  < C N < ~ N +  1 

V1 V2 VN 

si les c i / V  i s o n t  2 ~ 2 distincts et ordonnEs. 

On se donne la suite 0 < ; t 2 < ~ . 3 < . . .  <~'N+l et on choisit ai tels que 
0 < al < 2-2 < a2 < �9 �9 �9 < aN < AN+I. Les Zi sont alors les solutions de ~N=I Ci/()~ -- 

ai) = 1 et donc les ( - c i )  sont les rEsidus en A = a~ de R(~.)--,~=2rlN+l (2._ Ai) / ( )  " _ 

a~). I! est facile de verifier que les c~ ainsi dEfinis sont >0  et on pose V, = c J a ,  

L'application (V, c,)~--~(Zj)j~_z est une submersion, car le procEdE prEcEdent 

donne un rel~vement analytique local oO les c / V i  sont fixes, d'ofJ SAH. 

Pour la deuxiEme partie, il suffit de compter les dimensions: ~ cause de 

l'invariance par dilatation, on peut supposer V0 = 1 et on a 

# paramEtres = 2N; 

et donc, si 

N - 6 ,  

dim (~(Eo)) = N ( N  - 1)/2 
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