
Comment.  Math. Helvetici 67 (1992) 167 181 0010 - 2571/92/020167 - 15 $1.50 + 0.20/0 

�9 1992 Birkh/iuser Verlag, Basel 

Une in6galit6 du type "Reilly" pour les sous-vari6t6s de 
l'espace hyperbolique 

A. EL SOUFI AND S. ILIAS 

Soit (M, g) une vari6t6 riemanienne compacte connexe de dimension m > 2. 
Dans [13], Reilly montre que, pour toute immersion isom&rique ~b de (M, g) dans 
l'espace euclidien (~", can) on a: 

fM H2(c~) dv > 21(M) V(M) (1) 
m 

off H(q~) est la norme de la courbure moyenne de ~b, 21 (M) est la premi6re valeur 
propre non nulle du laplacien de (M, g) et off dv et V(M) sont respectivement 
l'616ment de volume et le volume riemanniens de (M, g). De plus, l'6galit6 a lieu 
dans (1) si et seulement si q~(M) est contenu darts une sph6re de rayon x / ~ 2 1 ( M )  
et si q5 est une immersion isom6trique minimale de (M, g) dans cette sph6re. 

L'extension aux sous-vari6t6s de la sph6re canonique (5", can) de l'in6galit6 de 
Reilly se fait de mani6re imm6diate. En effet, pour toute immersion isom&rique ~b 
de (M, g) dans (~", can) on a: 

fMH2(c~)dv > (21 ~//)  1) V(M). (2) 

(Cette in6galit6 s'obtient en appliquant (1) fi l'immersion i o q~ off i est l'injection 
canonique de ~n dans ~n+ 1). 

En ce qui concerne les sous-vari&6s de l'espace hyperbolique (Hn, can), le 
dernier r6sultat obtenu dans cette direction est celui de Heintze [8]: pour toute 
immersion isom6tique q~ de (M, g) dans (H", can) on a: 

Max H2(q~) > 2, (M) + 1. 
m 

Dans le pr6sent article, nous obtenons l'in6galit6 int6grale optimale qui 6tend celle 
de Reilly fi ces sous-vari6t6s. 
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THEOREME 1. Pour toute varibtk riemanienne compacte (M, g) de dimension 
m > 2 et pour toute immersion isombtrique ch de (M, g) dans (~n, can) on a: 

f H ~ ( ( o )  dv > ( 2 1 7 ) +  I)V(M). (3) 

De plus, l'bgalitO a lieu si et seulement si q~(M) est contenue dans une sphOre 
gbodbsique de rayon Arg sh m x / ~ ( M  ) et si ~b est une immersion isombtrique 

minimale de (M, g) dans cette sphkre. 

En fait, il est facile de voir fi partir du th6or6me de Takahashi (cf [10]) que les 
immersions ~ pour lesquelles l'in6galit6 (3) est une 6galit6 sont exactement les 
immersions de la forme q5 = j  o th' off ~b' est une immersion isom6trique de (M, g) 
dans une sph6re euclidienne dont les composantes canoniques t ~ ] , . . . ,  qS~ sont des 
premi6res fonctions propres du laplacien et off j e s t  un plongement totalement 
ombilique de cette sph6re dans H". De telles immersions existent en particulier 
lorsque (M, g) est un espace homog6ne irr6ductible (par exemple une sph6re, un 
projectif r6el, complexe, quaternionien ou de Cayley), un tore de Clifford, un tore 
6quilat6ral, e tc . . .  (cf [10]). 

Dans le ~4 de [8] consacr6 aux probl6mes ouverts, Heintze pose le probl6me de 
d&erminer la constante Cm(H n) d6finie comme le supremum pour toutes les 
sous-vari6t6s immerg6es M de dimension m de H n de la diff6rence 2 1 ( M ) -  
(m/V(M))  ~M H2(q ~) dr. La r6ponse fi cette question est contenue dans le Th6or6me 
1 qui donne Cm (H") = - m. 

Notons aussi que les in6galit6s (1) et (2) restent valables pour les courbes de R n 
et ~". Quant fi l'in6galit6 (3), Heintze fait remarquer dans sont article, en s'ap- 
puyant sur un travail de Langer et Singer [9], qu'elle est valable pour les courbes de 
H" de longueur inf&ieure ou 6gale fi 2~ mais qu'elle n'est pas valable en g6n6ral. 
C'est pour cela qu'il s'&ait alors pos6 la question de savoir sous quelles conditions 
de "petitesse" l'inbgalit6 (3) pouvait avoir lieu pour les sous-vari&6s de H ". Notre 
Th6or6me 1 montre bien que le cas des courbes de H ~ est en fait un cas sp6cial car 
l'in6galit6 (3) est valable pour toutes les sous-vari6t6s de dimension m > 2 de H ~ 
sans aucune hypoth6se suppl6mentaire. 

Notre d~monstration du Th6or6me 1 s'appuie sur le fait que (H", can) est 
conform~ment ~quivalent fi un ouvert de (~=, can). En fait, les r6sultats pr~c6dents 
peuvent se g~n~raliser fi toutes les vari&& riemanniennes (N, h) de dimension n 
(non n6cessairement compl&es) telles qu'il existe une immersion conforme de (N, h) 
dans la sphere (5", can) de m~me dimension (cette derni~re condition est v6rifi6e en 
particulier par (~", can), (5  =, can), (~", can) ainsi que par toute vari&6 (N, h) 
simplement eonnexe et conform6ment plate). En effet, les in6galit& (1), (2) et (3) 



Une in6galit~ du type "ReiUy" 169 

sont des cas particuliers du r6sultat plus g6n6ral suivant: 

THEOREME 2. Soit (N, h) une vari&b riemanienne de dimension n (bventuelle- 
ment non compl&e) qui admet une immersion eonforme dans la sphdre (S", can). 
Alors, pour toute varikt~ riemannienne compacte (M, g) de dimension m > 2 et pour 
toute immersion isombtrique 4) de (M, g) dans (N, h), on a: 

fM (H2(49) + .R(~)) dv > )t,(M) V(M) (4) 
m 

off 

1 
]~(~)(x) m(m -- 1) ~ j  KN(ddp(e~), dq~(ej)); 

K u Otant la courbure sectionnelle de (N, h) et {el } une base orthonormke de T~M. 
De plus, l'bgalitk a lieu si et seulement si H2(ck) + R(dp) est constant ~gal 

21 (M)/m, 

Une main~re 6quivalente d'6crire l'in6galit6 (4) est: 

fM [r(q~)[2 dv > (m - I ) 2 1 ( M ) V ( M ) -  fM ScalM dv (5) 

off ScalM est la courbure scalaire de (M, g) et off I ( )12 = I ( )12 - mn2(~) , 
&ant la norme de la seconde forme fondamentale de ~b. 

Dans le cas particulier off la courbure sectionnelle de (N, h) est major6e par un 
r6el c, l'in~galit6 (4) nous donne: 

fMH2(ck) dv >(21(M) c)V(M). (6) 

Dans le cas des sous-vari&6s de dimension 2 l'in6galit6 (4) peut &re am61ior6e. 
En effet, le r6sultat qu'obtiennent Li et Yau dans [11] pour les surfaces de ~" 
s'&end ais6ment aux surfaces de toutes les vari&& (N, h) de dimension n qui 
admettent des immersions conformes dans la sph6re (~", can): 

PROPOSITION 1. Soit (N,h) une varibtb riemannienne de dimension n 
(Oventuellement non complbte) qui admet une immersion conforme dans (~", can). 
Alors, pour toute immersion isombtrique dp d'une surface (M, g) dans (N, h), on a: 

fM( H2(~) +/~(~b)) dv > Sup (Vc(M), 4ni(~b)) 

off Vc(M) est le volume conforme de (M, g) et ok i(~b) = Sup {#4)-~(z); z e N}. 
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Nous rappellerons/~ la fin du w la d6finition de V,(M).  Notons seulement que 
cet invariant qui a 6t6 introduit par Li et Yau dans[  11], ne d6pend que de la classe 
conforme de (M,g )  et v6rifie V~(M) > 2~(M)V(M)/2  (cf [11]). 

Enfin, dans le w nous donnons quelques applications concernant la stabilit6 des 
hypersurfaces minimales et des hypersurfaces 5. courboure moyenne constante. 

1. Equation principale 

Dans toute la suite on d6signera par M une vari6t6 diff6rentiable de dimension 
m > 2 et par (N, h) une vari6t6 riemannienne de dimension n > m. Pour toute 
immersion ~b de M dans N on notera respectivement tr(~b) et r/(~b) la seconde forme 
fondamentale et la courbure moyenne de ~b consid~r6e comme immersion isom6trique 
de (M, q~*h) dans (N, h) et on posera pour tous X, Y ~ T M  

z(dp)(X, Y ) =  a(dp)(X, Y ) -  $*h(X, Y)rl(d?). 

L'immersion ~b est dite minima& si r/(qS) = 0, totalement ombilique si z(~b) = 0 et 
totalement gkodksique si a(~) = 0 (cette derni6re hypoth6se signifie que les images 
par ~ des g6od6siques de (M, ~b*h) sont des g6od6siques de (N, h). Elle est 
automatiquement v6rifi6e si M e t  N ont m~me dimension). 

Notons que l'invariant z(qS) ne d6pend que de la classe conforme de la m&rique 
h. En fait, nous aurons besoin de la propri6t6 plus g6n6rale suivante: 

LEMME 1. Soit 11 une immersion conforme totalement gbodbsique de (N, h) dans 
une autre vari~t~ riemannienne (FI, ~). On a 

~ ( n  o ~,) = d U o  r(~,). 

En particulier, si ~b est totalement ombilique il en est de m~me de H o ~b. 

Preuve. Posons h ' =  H*/?=  efh. Du fait que H est totalement g6d6sique on a, 
par un calcul imm6diat: 

�9 (11 o ~ )  = d11o ~'(~)  

o~ ~'($) = tr'($) - q'(~b)~b*h' est l'invariant associ6 ~i l 'immersion ~b : M ~ (N, h'). 
D'autre part, l'expression de la connexion sous l'effet d 'un changement conforme de 
m6trique nous donne (voir par exemple [4]): 

r = tr(~) - l~b*h(gradf) x o ~b, 

~1"(7) = e f~ ~(r/(q~) - ~(gradf )  • o ~b) 
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off (grad f )  ~ est la partie normale fi 0(M) du gradient de f p o u r  la m6trique h. On 
en d6duit: 

r'(4,) = ~ ( 4 ' ) .  

D'ofi le r6sultat. [] 

Soit x un point de M et soit {ei} une base orthonorm6e de T~M pour la 
m6trique ~b*h. Les normes de r/(q~), a(q~) et z(q~) au point x sont donn6es par: 

H2(~) = h(r/(0), r/(~)), 

Io(q $) 12 = Z h(a(dp)(e,, ej), a(~)(e,, es)), 
i , j  

I~(<~)1 = = Z h(T(q~)(e,, ej), T(~b)(e,, ej)). 
i , j  

Ces trois invariants sont li6s par la relation imm6diate suivante: 

I , ( ~ )  12 = I~ (+)12  - m H 2 ( ~ )  �9 

On pose R(~b)=(1 /m(m-  1))~i~jKN(dt~(ei),d~p(ej)) o~1 g N e s t  la courbure 
sectionnelle de (N, h). L'objet de la proposition suivante est de donner l'expression 
de H2(4)) +/~((k) sous l'effet d 'un changement conforme de la m&rique h. 

PROPOSITION 2. Soit 17 une immersion conforme et totalement gbodbsique de 
( N, h) dans une vari6tk riemannienne ( N, ~h ). On note f la fonction telle que 17"~ = efh. 
Pour toute immersion (~ de M dans (N, h) on a: 

H2(~b) +/~(~b) = e f<, @(H2(H o q~) +/~(H o ~b)) + - -  m - 2 1 A( fo /p)  Iv(T ~ ,~)l 2 - ~  

off [V(fo ~)l et A ( f  o q~) sont respectivement la norme du gradient et le Laplaeien de 
f o dp pour la mbtrique dp*h. 

Preuve. Du Lemme 1 on d6duit 

1~(17o 4,)12 = e I~ 

Or, l'6quation de Gauss donne: 

I'r(q~)[ 2 = I(r(@)[ 2 - mH2(@) = m(m - l )(H2(q~) + /~ (@)  --  R(d~*h)) 

off R(•*h) est 6gal fi 1/m(m - 1 )  fois la courbure scalaire de (M, @*h). D'ofi 

H~(4 ') + ~(4,) - g( i ,*h) = g "  +(H~(n o 4,) + ~ (n  o @) - R((n o 4,)*#)). 
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Les formules s tandards de changement  conforme donnent  (cf. [1]): 

R((11o q~)*h) = R(e f~ 1' dp *h) = e -f~ r *h) - - -  m - 2  i v ( f  ~ q~)[2 +1 a(fo q5)). 
4m m 

Le r6sultat en d6coule imm6diatement.  [] 

Notons  que si l 'on d6signe par e(F1 o dp) la densit6 d'6nergie de 11 o ~b consid6r6e 
comme application de (M, ~b*h) dans (57,/7), on a alors 

m e f ~  e(11 o ~ ) = -~ . 

Une application directe de la Proposi t ion 2 est la suivante: pour  toute vari6t6 
r iemannienne (57,/7) on d6signe par  I(N, 57) l'ensemble de routes les immersions 
conformes totalement gbodbsiques de (N, h) dans (57,/7) et on note I(N) la r6union 
des I(N, 57) lorsque (57, E) parcour t  l 'ensemble de toutes les vari6t6s riemanniennes. 
On a alors le 

C O R O L L A I R E  1. On suppose Mcompacte. Pour toute immersion ~ d e M d a n s  
(N, h) on a: 

fM (H2(4))+R(dp))dv> 2 sup{fMe(11  49)R(11~ - -  o . 

m 

2. Preuves des th~or~mes 

Ces th6or6mes concernent  le cas off M est compacte  et off I(N, ~ )  est non vide. 
Soit qb une immersion de M dans (N, h). Pour  tout  I1 e I(N, ~") on a/~(11 o ~b) = 1. 
Le Corollaire 1 nous donne donc dans ce cas: 

fM (H2(q~)+ R(4)))dv> 2Sup{ fMe(11  4))dr; 1 1 ~ I ( N , ~ " ) }  - -  o , 

m 
(7) 

Fixons nous une immersion 1I ~ I(N, 5") et consid6rons l 'application 11 o qL Par  
un argument devenu standard (cf. [11]) on sait qu'il existe un diff6omorphisme 
conforme y de (~",  can) tel que l 'application ~ = ~ o 11 o ~b ait son centre de masse 
/l l 'origine, i.e. Su~O~dv . . . . .  SM~,+~dv=O off q/~ . . . . .  @,+l sont les corn- 
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posantes canoniques de 0. On pose H' = 7 o H e I(N, 5"). On a alors 

e(H'o05) dv=~ . 1170, dr>= O~dv= 2 

off l'in6galit6 provient du principe du minimax. 
L'in6galit6 (4) (et donc en particulier l'in6galit6 (3)) est d6montrTe. 

Cas d'6galitb dans le Thborkme 2. Supposons que l'6galit6 ait lieu dans (4). 
L'argument utilis6 ci-dessus nous dit que, pour tout 17 e I(N, 5~), il existe un 
diff6omorphisme conforme 7 de (g", can) tel qu'on ait, en posant 0 = 7 ~ 17 ~ q 5: 

fM (H2(05) +/~(05)) dr> ml ~i fM IVOil2dv > ),I(M) ~ m  fM 02i dr-)tl(M)m V(M). 

Cette derni6re in6galit6 est donc une 6galit6 et par suite, les fonctions I~/1 . . . . .  I~/n + 1 
sont des premi6res fonctions propres du Laplacien de (M, g). On en d6duit: 

e(O) = ~  1~70/12 = ~  OiAOi - z  1/12 = 21(M)/2.  

L'6quation de la Proposition 1 nous donne alors (avec H ' = y  ~  et eY~ 
21 (M)/m) 

H2(05) +/~(05) _ 21(M) (H2(0) + 1). 
m 

En int6grant on voit bien que H(0) est nul et que Hz(05) + R(05) est constant 6gal 
fi 21(M)/m. 

Cas d'bgalit~ dans le Thbor~me 1. Supposons que 05(M) soit contenue dans une 
sph6re g6od6sique S de courbure 21 (M)/m et que 05 : M ~ S soit minimale. Si l 'on 
d6signe par i l'injection canonique de S dans H", on a alors Ha(05) = H2(i) (car les 
sph6res g6odTsiques de (H", can) sont des sous-vari6t6s totalement ombiliques). De 
plus, on a par l'6quation de Gauss: H2(i) = (21 (M)/m) + 1. L'in6galit6 (3) est donc 
bien une 6galit6 dans ce cas. 

Pour montrer la r6ciproque, nous utilisons pour H" le mod61e de la pseudo- 
sph6re de l'espace de Minkowski. En effet, soit L , + I =  (R "+1, q) l'espace de 
Minkowski off q est la forme quadratique q =(dyl)2+ . . .  +(dy , )2-(dy ,+l)  2. 
L'espace hyperbolique est alors d6fini comme 6tant la sous-vari6t6 
H" = {y ~ R ~ + ~; y~ + 1 > 0 et q(y, y) = - 1 } munie de la m6trique riemannienne 
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obtenue par  restriction de q ~ son fibr6 tangent. L 'appl icat ion H d6finie par  

I I ( y l ,  Y2 . . . . .  Y, + i ) = ( 1/yn + l )(Yl, Y2 . . . . .  y , ,  I) donne  un plongement  conforme 
de (H n, can) dans (5" ,  can). En fait, on a 

l 
/7* cans ,  - Y ~ +  1 canH,. 

(Aut rement  dit, l ' app l i ca t ion / / i den t i f i e  l 'espace hyperbolique ~ l 'h6misph6re nord  

munie de la m&rique (1/y~+ 1)cans~ 

La suite de cette preuve est bas6e sur les deux lemmes suivants: 

L E M M E  3. Soit  ? un diffbomorphisme conforme de ( ~n can).  1l exis te  un vecteur 

unitaire a ~ R" + l e t  un rbel t >= 0 tels qu'on ait pour tout z ~ ~ :  

7" can]~ = ( (z ,  a )  sh t + ch t) -2 canlz, 

off ( , )  est le produit scalaire euclidien de ~" + 1 

Preuve. Rappelons  que (voir le lemme du w de [6]) pour  tout  diff6omorphisme 

conforme 7 de ($~, can), il existe un r6el t > 0, un vecteur unitaire a ~ E~+ l et une 

isom6trie r ~ 0(n + 1) tels qu 'on  ait 7 = r77, off (7~'), est le riot du champ de vecteurs 
A obtenu en projetant  le champ constant  a sur T ~  ~ (i.e. A(z)  = a - ( z ,  a ) z ) .  Par 

suite, on a 7* can = (77 )*  can. Si ~ est la fonct ion telle que ~*can = ~ can on a 
alors, pour  tout  z e 5 ~ \ { + a }  

~(z) = IdT(A(z))I~/IA(z)I z = 1d77 (A(z)))~/IA(z)I  ~. 

Or, on a [A(z)[ 2 = 1 - (z,  a )  2 et [dy~(A(z))[2 = [A(v~(z))12= 1 - ( 7 ~ ( z ) ,  a )  2. D 'of i  

�9 (z) = (1 - (7~'(z), a)2)/1 - (z, a> 2. (9) 

D 'au t re  part  on a: 

d 
- -  a Z as <7~() ,  a )  = < A ( 7 ~ ( z ) ) , a ) =  1 - <7~(z), a )  2. 

On  en d6duit, apr6s int6gration: 

(7~'(z), a )  = (th t + ( z ,  a ) ) / ( ( z ,  a )  th t + 1). 

On  reporte cette derni~re expression dans (9) pour  obtenir  le r~sultat. []  
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L E M M E  5. Soit ~ un diffbomorphisme conforme de (5", can). Pour tout rkel 
k > 0 on pose Sk = {y e H" t.q. (~o H ) *  cans,[y = k canH.ly }. Alors il existe un rbel 
ko > 0 tel que: (i) S, soit une hypersphkre gbodOsique pour k ~ ]0, k0[, (ii) Sk soit 
r~duit hun  point pour k = ko, (iii) Sk soit vide pour k > ko. 

Preuve. D'apr6s  le l emme pr6c6dent, il existe un vecteur a e 5"  et un r6el t > 0 
tels q u ' o n  ait pour  tout  y e H": 

(7,~ H) * cans .  ly = H *~ * cans .  ly = (Y. +1 ( (a ,  H ( y )  ) sh t + ch t)) -2  canH. ly" 

Par  suite, on a 

{ n 1 } 
Sk= y e H " t . q ,  s h t ~ a ~ y ~ + c h t y , + l =  - a , + l s h t  . 

On pose 

sht ( cht) 
b 

= / v l  + a ,  2 + 1 sh 2 t - a l  . . . . .  - a , ,  sh t]" 

Le point  b ainsi d6fini appar t ien t  5. H" (i.e. q(b, b) = - 1) et on a: 

Sk = {y e H" t.q. q(b, y) = C(k)} 

2 s h  2 t off C ( k ) = ( a n + l s h t - k  1/2)/x/l + a , +  l . 
Or, on a q(b, y) N -- l pour  tous b e t  y E H ' .  Par  suite, Sk est vide d6s que l 'on 

a C ( k ) > - 1 ,  i.e. dds que l 'on a k > k o = ( a n + l s h t + x / a Z + l s h 2 t + l )  -2. Par  

contre,  si C(k) est inf6rieur ou 6ga l / t  - 1 (i.e. k < ko) on a 

Sk = {y e H n t.q. d(b, y) = Arg  ch ( - C(k)) } 

off d(b,y) = Arg ch ( - q ( b ,  y)) est la distance g6od6sique de b ~t y dans (H",  can). 

D 'of i  Sk0 = {b} et, pour  tout  k ~ ]0, k0[, Sk est l 'hypersph6re g6od6sique de centre 
b et de rayon  Arg  ch ( -  C(k)). []  

Supposons  main tenan t  qu ' on  ait l'6galit6 dans (3). Par  les m6mes a rguments  
utilis6s pour  le cas d'6galit6 du Th6or6me 2, on mon t r e  l 'existence d 'un  diff6omor- 
phisme confo rme  7 de (5" ,  can) tel q u ' o n  ait H(7 o H o t k ) =  0 et e(7 ~  ~ ~b)= 
21(M)/2.  La derni6re condi t ion signifie qu 'en  tout  point  x de M on a: 

(~ o/7)* cans~ [O(x) = 21 (M)  canH, [,(x). (10) 
m 
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On en d6duit, par le Lemme 3, que ~b(M) est contenue dans une sph6re g6od6sique 
S de (H' ,  can). Posons S'  = 7 ~ Comme les sph6res g6od6siques de H" sont 
totalement ombiliques et comme la totale ombilicit6 est conserv6e par changement 
conforme de la m6trique de l'espace ambiant, S '  est donc une sph6re g6od6sique de 
(5",  can) qui contient V o / / o  4~(M). Or, puisque H(? o/7 o ~b) = 0, cette sous-vari- 
6t6 est minimale dans (5", can) et ne peut donc 6tre contenue dans aucune 
h6misph+re. Par suite, S '  est n6cessairement une grande sph6re de courbure 1 (i.e. 
un 6quateur). D'apr6s (10), S est donc une sph6re g6od6sique de courbure section- 
nelle 2j(M)/m (donc de rayon Arg sh ~ )  pour la m6trique induite par 
canH,. 

Reste ~ montrer que ~b(M) est minimale dans S. En effet, si l 'on note/7(q~) la 
norme de la courbure moyenne de q~(M) dans S e t  i l'injection canonique (totale- 
merit ombilique) de S dans H" on aura 

H2(c~) = I~2(dp) + H2(i) =/42(~b) + l + - -  
2,(M) 

m 

Or, on a (cas d'6galit6 du Th6or6me 2): H2(4~) = 1 + (21(M)/m). D'ofl/7(~b) = 0, ce 
qui ach6ve la d6monstration. [] 

Cas des sous-varibtbs de dimension 2. Dans [ 11], Li et Yau d6finissent le volume 
conforme, not6 V,.(O), d'une immersion ~O'M--.(5", can) par: 

V~(~k) = Sup {Vol (7 ~ ~); ? e G(n)} 

off Vol (7 ~ if) d6signe le volume riemannien de M pour la m6trique (7 o ff)*can et 
off G(n) est le groupe des diff6omorphismes conformes de (5", can). Si [g] est une 
classe conforme de m6triques sur M, ils appellent volume conforme de M pour cette 
classe conforme la quantit6: 

Vc(M) = Inf Inf {V~(~); ~h ~ Cg(M, 5")} 
n > 2  

off C~(M, 5") est l'ensemble de toutes les immersions conformes de (M, g) dans 
(5", can). De plus, ils montrent que pour toute immersion ~k " M ~ 5" on a: 

Vc(~b) > 4ni(~b) 

off i(~O) = Sup { # qJ - '(z); z E 5"}. 
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Maintenant, dans le cas off M est de dimension 2, on a, pour toute immersion 
49 : M ~ (N, h) et tout 17 ~ I(N, 5n): 

Me(H o 49) dv = Vol (H o 49). 

L'in6galit6 (7) devient donc dans ce cas: 

fM(H2(49) + R(49)) dv > Sup {Vol (17 o 49); 11 I(N, 5")} E 

> Sup {V~(I1 o 49); 17 ~ I(N, 5")}. 

Ceci d6montre la Proposition 1 car, pour tout 17 ~ I(N, 5") on a Vc(11 ~ r > 
Sup {47ti(49); V,(M)}. 

Remarque. Pour illustrer la Proposition 1 prenons le cas off M est le plan 
projectif r6el ~p2. Dans ce cas, on sait qu'il existe une unique classe conforme de 
m&riques et que l 'on a V,,(~P 2) = 6rt (cf [11]). D'ofi, pour toute immersion 49 de 
~p2 dans (N, h) on a: 

;M (H2(49) R(49)) dv > Sup (6rt, 4~i(49)). + 

(Rappelons que si N est de dimension 3, alors i(49) est au moins 6gal ~ 2 et donc 
le second membre de l'in6galit6 ci-dessus est sup6rieur ou 6gal ~i 8~). Les calculs 
concernant les volumes conformes des diff6rentes classes conformes du tore T z 
fournissent d'autres exemples permettant d'expliciter la Proposition 1 (cf [11] et 
[12]) 

COROLLAIRE 2. Soit M une surface compacte orientable de genre ~ et soit 
(N, h) une variktk riemannienne de dimension n vbrifiant I(N, 5") ~ 49. Alors, pour 
toute immersion 49 de M dans (N, h) on a: 

fM lz(49)r >= 8n(fl + i(49) - 1). dv 

Preuve. Ce r6sultat est une cons6quence directe du Th6or6me 2, de l'6quation de 
Gauss 1r(49)12 = 2(H2(49)+/~(49))- ScalM et de l'gquation de Gauss-Bonnet  

fM ScalM = 8n( - fl). dv 1 [] 
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3. Applications 

Nous commenqons par montrer que la majoration de la premirre valeur propre 
non nulle 2~ (M) du Laplacien A d'une sous-varirt6 M par des invariants extrinsr- 
ques donnre dans le Throrrme 2 peut ~tre grnrralisre ~ des oprrateurs du type 
A + W off W est une fonction diffrrentiable quelconque sur M. En effet, on a le :  

T H E O R E M E  3. Soit (M, g) une vari~tb riemannienne compacte de dimension 
m > 2 et soit (N, h) une variktk riemannienne de dimension n telle que I(N, 5 n) soit 

non vide. Alors pour toute fonction diff&entiable W sur M e t  toute immersion 
isombtrique q~ de (M, g) dans (N, h) on a: 

2, (A + W) < V(M) (H2(~b) + R(49)) dv + if" 

off 21(A + W) est la seconde valeur propre de l'opbrateur d + W e t  off I ~ =  
(1 / V(M)) ~M W dv est la valeur moyenne de W sur (M, g). 

De plus, lorsque m est supbrieur ou bgal h 3, l'kgalitb a lieu si et seulement si W 
est constante et si H2(q~) + R(c~) est constant kgal ~ 21 (M)/m. 

Preuve. I1 suffit de remarquer (cf. [7], Lemme 1) que pour tout I1 E I(N, ~"), il 
existe un difiromorphisme conforme 7 de (~", can) tel que les composantes cano- 
niques de ~b = 7 ~ 11 o ~b soient orthogonales (au sens L 2) au premier espace propre 
de A + W (rappelons que cet espace est de dimension 1 et qu'il est engendr6 par une 
fonction strictement positive). Le reste de la preuve se fait par des arguments 
semblables fi ceux utilis~s dans la preuve du Th6or~me 2. [] 

Dans toute la suite, la varirt6 M sera supposre compacte orientable de dimen- 
sion m = n -  1. 

Soit 4~ une immersion minimale de M dans une vari&6 (N, h) orientable. Une 
telle immersion est en fait un point critique de la fonctionnelle volume. Comme, 
dans ce cas, le fibr6 normal de ~b est trivial, la variation seconde de cette 
fonctionnelle s'exprime fi l'aide de la forme quadratique associre fi l 'oprrateur 
suivant, dit oprrateur de Jacobi, (cf. [10]): 

L ,  = A - - 

off t5(4~) = ricN (v, v) est la courbure de ricci de (N, h) dans la direction du champ 
normal unitaire v. On appelle alors indice de ~b le nombre de valeurs propres 
strictement nrgatives de L~. Une immersion d'indice zrro est dite stable. 
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On note Z N = r i c N -  (SCalN/n)h le tenseur d 'Einstein  de (N, h) off ScalN est la 
courbure  scalaire de (N, h). On a alors: 

T H E O R E M E  4. Soit (M, g) une varibtk riemannienne compacte orientable de 
dimension m > 2 et soit (N, h) une variktb riemannienne de dimension m + 1 telle que 
I(N, ~m+l) soit non vide. Si 49 : ( M , g ) ~ ( N ,  h) est une immersion isombtrique 
minima& d'indice infkrieur ou bgal h 1 alors on a: 

fM 1~(49) 1 = dv ~ m + 1 ~ Zu(v, v) dr. 
- m - 1  3~ 

En particulier, si (N, h) est de courbure sectionnelle constante, alors toute immersion 
isomktrique minimale d'indice < 1 de (M, g) dans (N, h) est totalement gbodOsique. 

Preuve. N o t o n s  tout  d ' a b o r d  que N est n6cessairement or ientable  car 
I(N, 5 m§ ~ 49. L'hypoth6se  sur l ' indice de 49 entraine que la seconde valeur 
propre  21(L~) de Lr est posit ive ou nulle. On a donc, d 'apr6s  le Th6or6me 3: 

0 < 2~(L~) < V(M) m (H2(49) + ~(49)) d~ - (~(49) + 1~(49)1 =) d v .  

C o m m e  H(49) est nul, ceci donne: 

f la(r ~ < f~, (m~(r - ~(r d,. 

Or on a: 

1 m + l  
m/~(49) -/5(49) - - -  (ScalN -- (m + 1)t~(49)) -- ZN(V, V) 

(m -- 1) m -- 1 

D'of l  le r6sultat. [] 

Soit ma in tenan t  une immers ion  49 de M dans (N, h) fi courbure  moyenne  
constante  (i.e. H(49)=  cte). Une  telle immers ion  est en fait un extr6ma lib de la 
fonctionnelle volume.  D 'apr6s  Barbosa  et do C a r m o  (cf. [2] et [3]), on dira que 

l ' immers ion  49 est stable si on a ~u uLr ~ 0 pour  toute  fonct ion u telle que 
~MUdV = 0 .  

T H E O R E M E  5. Soit (M, g) une vari~t~ riemannienne compacte orientable de 
dimension m > 2 et soit (N, h) une varibtb riemannienne de dimension m + 1 telle que 
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I(N,  S m+ 1) soit non vide. Si q~ est une immersion isombtrique ~ courbure moyenne 

constante stable de (M, g) dans (N, h) alors on a: 

fM Iz(q~)]2 dv < m + 1 f ZN(v, v) dr. 
= m - 1  jM 

En particulier, si (N, h) est de courbure sectionnelle constante, alors toute immersion 

isombtrique ~ courbure moyenne constante stable de (M, g) dans (N, h) est totalement 

ombilique. 

Preuve. I1 est clair, d ' a p r &  la caract6risation variationnelle des valeurs propres,  

que la stabilt6 de ~b entraine la positivit6 de 21(Lr Le reste de la preuve est 

identique ~i celle de Th~or~me 4. [] 

Remarque. Une cons6quence du Th6or6me 5 est que, dans le cas off (N, h) est 

isom&rique ~t ( 5 "  § 1, can), ( E "  + 1, can) ou (0-0" § ~, can), les hypersph6res g6od6- 

siques sont en fait les seules hypersurfaces compactes  orientables fi courbure  
moyenne  constante stables de (N, h). Ce r&ultat  avait 6t6 obtenu par  Barbosa et do  

Ca rmo  [2] dans le cas (N, h) = (~, ,+1,  can) et par  Barbosa,  do Ca rmo  et Eschen- 

burg [3] dans les cas ( N , h ) = ( ~ m + l ,  can) et ( ~ , h ) = ( H " + l ,  can). Dans  un 

pr6c6dent article [5], nous avions obtenu de mani6re ind6pendante ce r&ultat  dans 
les cas (N, h) = ( 5  m+ 1, can) et (N, h) = (H 3, can). 
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