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Reseaux 61ectriques planaires II 

YVES COLIN DE VERDII~RE, ISIDORO GITLER, DIRK VERTIGAN 

Introduction 

Cet article est la suite de [REP1]. Nous y r6solvons compl6tement les probl6mes 
directs et inverses pour la r6ponse d'un r6seau 61ectrique planaire purement r6sistif. 

Des 616ments de solution, dus ~i Ron Foster sont d6j~ annonc6s par L. Weinberg 
dans [WE], mais ne semblent pas avoir donn6 lieu ~t publication. D'autre part, 
Curtis, Ingerman et Morrow [C-I-M] ont obtenu r6cemment des r6sultats voisins 
par des m6thodes diff6rentes faisant un grand usage d'alg6bre lin6aire et ne 
couvrant que les r6seaux minimaux. Nos preuves sont plus g6om6triques et ex- 
ploitent ~t fond les possibiliti6s du graphe m6dial. 

Les notations et r6sultats de [REP1] seront utilis6s sans commentaire particulier. 
L'id6e nouvelle de cet article est celle de transformation 61ectrique 616mentaire: 

ces transformations engendrent une invariance du probl6me et tiennent donc lieu de 
g6n6rateurs d'un "groupe de sym6trie" du probl6me. 

Ces transformations, au nombre de 6, peuvent se lire au niveau combinatoire: 
elles modifient le r6seau sans changer son caract6re ptanaire, ni affecter les couples 
F-connect6s. 

Au niveau 6lectrique, elles donnent lieu ~i des transformations (F, p) ~ (F', p') 
ne modifiant pas la r6ponse du r6seau: elles sont donc associ6es ~ une relation 
d'6quivalence que doit prendre en compte route solution du probl+me inverse, 
c'est-~-dire la reconstruction de couples (F, p) planaires de r6ponse donn6e. 

Ces transformations seront not6es (B), (BM), (S), (P), ( Y -  A) et (A - Y ) .  
(B) (boucle) consiste ~t effacer une boucle de sommet a. 
(BM) (bras mort) consiste ~ effacer un sommet a de degr~ 1 (a ~ V0) et l'ar~te 

qui en est issue. 
(S) (sdrie) consiste ~t effacer un sommet a(a r Vo) de degr6 2 et les 2 ar&es qui 

lui sont adjacentes, et ii joindre les 2 voisins b e t  c de a par une ar&e unique. 
(P) (parallble) consiste fi remplacer une ar&e double joignant 2 sommets a et b 

par une seule ar~te. 
( Y -  A) (btoile-triangle) consiste ~i remplacer une 6toile ~ 3 branches par un 

triangle d condition toutefois que le centre de l'6toile ne soit pas un 616ment de Vo. 

144 



Reseaux electriques planaires II 145 

/ - -  

Figure 1. Les transformations 61ectriques 616mentaires. 

( A -  Y) (triangle-ktoile) consiste ~t remplacer un triangle par une 6toile fi 3 
branches. 

Remarque. Ces transformations sont d6finies pour un r6seau quelconque. Nous 
les utiliserons uniquement pour des r6seaux planaires. Comme la derni6re transfor- 
mation ne pr6serve pas la toujours la planarit~, nous l'utiliserons uniquement pour 
des r6seaux planaires plong6s en ajoutant l'hypoth~se que l'int6rieur du triangle 
limit6 par le A ne rencontre pas F. 

On commence par d6crire les classes d'6quivalences combinatories de r6seaux 
planaires. On introduit h cette fin un graphe orient6 ~ dont les sommets sont les 
r6seaux 61ectriques planaires (~t isotopie pr6s fixant les terminaux) et ayant une ar&e 
orient6e F ~ F '  si on peut passer de F ~ F '  par une transformation 61ec- 
trique 616mentaire. On note [F] la composante connexe de F dans ~. Deux r6seaux 
F et F'  seront dits combinatoirement 6quivalents, F ~ F',  s'ils sont clans la 
m~me composante connexe de 8. Bien stir, dans ce cas ils ont m~me nombre de 
terminaux. 

Soit maintenant e(F) = IEI le nombre d'ar&es de F et e(F) = infr, ~r e(F'). Un 
r6seau F sera dit minimal si e(F) = e(F). 

On a alors le 

THI~ORI~ME 1. Tout r~seau F peut ~te joint par un chemin orient~ (ie la fonction 
e y est d~croissante) de 8 ~t un rbseau minimal. Deux  r~seaux minimaux Fj, i = 1, 2 

de [F] sont joints par un chemin de 8 le long duquel e est constant bgal ?t e(F l). 

Une cons6quence de ce th6or6me est que l'6quivalence combinatoire de 2 
r6seaux est d6cidable algorithmiquement contrairement / t c e  qui se passe pour 
des probl6mes voisins comme l'6quivalence de noeuds donn6s par une projection 
plane. 
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L'outil utilis6 iciest celui de graphe m6dial, d6j~t utilis6 par exemple dans [GR]. 
On a en fait une caract6risation simple des r6seaux minimaux en terme de leur 
graphe m6dial: celui-ci est tendu. 

Un cas particuli6rement simple concerne les r6seaux bien connect6s introduits 
dans [REP1]. 

THI~ORI~ME 2. Pour chaque valeur de N = [V o I, les r~seaux bien connect~s 
forment une composante connexe de ~. La notion de minimalitk pr6ckdente coi'ncide 
pour eux avec la notion de N-criticitk (cf [REP1] w Ces r~seaux bien connectks 
v~rifient ~(F) = N(N - 1)/2. 

Pour tout rkseau F non bien connectk, ~(F) < N ( N -  1)/2. 

Discutons maintenant le probl6me inverse: 

THI~ORI~ME 3. Si F est minimal, ~r est un plongement de ~ r  dans EN d'image 
une sous-variOtk Z[r] de ~N qui ne dOpend que de la classe d'Oquivalence de F. Si F est 
planaire quelconque, ~r est une fibration diffkrentiable de ~r  sur Z[rl, de fibre 
diffOomorphe ~ R '~r)-~w). 

Plus g6n6ralement, on a l e  

TH]~ORI~ME 4. Si (F, p) et (F', p') sont 2 rkseaux planaires ayant la mbne 
rOponse, ils sont blectriquement bquivalents: F ~ F' et p' se dbduit de pen  suivant les 
transformations Olectriques OlOmentaires le long d'un chemin quelconque de F fi F' 
dans ~ (voir au w la d~finition prOcise). 

Enfin, on a une r6ponse compl6te au probl6me direct de trouver l'ensemble des 
r6ponses possibles pour un r6seau planaire: 

TH]EORI~ME 5. Si F est bien connectb, Ztq = ON. L'ensemble des rbponses 
possibles des rOseaux planaires h N terminaux est l'adhbrence ~N de ON dans EN. Les 
Z~rl forment une partition de ON. 

Remarque. Dans [C-I-M], une caract6risation purement alg6brique de fiN est 
donn6e. L e f2N si et seulement si tousles d6terminants det(LA,s) sont > 0. 

Enfin, mentionnons pour finir qu'il serait int6ressant de retrouver les r6sultats de 
Nachman [NA] concemant l'analogue continu ~i partir du cas discret qui est 
finalement assez simple!! 
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Figure 2. Le graphe m~dial. 

Remerciements: merci infiniment fi Franqois Jaeger sans qui la bonne connection 
entre les auteurs n'aurait pu se faire en juin 93 alors que iG et dV visitaient 
I 'IMAG; iG et dV remercient I ' IMAG (Grenoble) et le Forschungsinstitut fur 
Diskrete Matematik (Bonn). 

I. Combinatoire 

1. Le graphe mbdial d'un rbseau blectrique 

Oft l'on introduit ledit graphe. 

A tout r6seau 61ectrique planaire on peut associer son graphe m~dial (cf [GR]). 
Le graphe m6dial M(F) d'un r6seau 61ectrique planaire est construit ainsi: 

il a 2N sommets sur S t (soient (i§ (i + 1)_) entre les sommets cons6cutifs i et 
(~ + 1) de V0) et les autres sommets en nombre e(F) sont situ6s au milieu de chaque 
ar~te de F. Les ar~tes de M(F) sont telles qu'elles forment un cycle int~rieur 
chaque face de F ne touchant pas le bord et que, compl6t6es avec les arcs 
(i§ (i + 1)_) de S ~, elles forment un cycle int6rieur aux faces touchant dD. Les 
sommets int~rieurs sont tous de degr6 4. 
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Figure 3. Action des transformations 61ectriques sur le graphe m6dial. 

Notons que cette construction peut &re renvers6e. I1 faut simplement partir d 'un 
graphe M dont tousles  sommets int~rieurs sont de degr6 4, les 2N sommets du bord 
de degr6 1. 

On colorie en noir une r6gion sur 2 limit6e par M e n  coloriant ceUes qui 
contiennent un ~l~ment de Vo. On doit alors supposer qu'aucune r6gion noire ne 
connecte 2 sommets de V 0. r est alors construit en prenant un sommet par r6gion 
noire et une ar~te joignant ceux-ci lorsque ces r~gions se touchent en 1 coin. Le 
hombre d'ar~tes de F est ~gal au nombre de sommets int~rieurs de M(F). 

Un graphe m&lial peut donc &re vu comme un ensemble de courbes (cordes ou 
cycles), ie sous-vari6t6s de dimension 1 ferm~es, de D se coupant transversalement 
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et sans intersection triples de faqon que tout sommet du bord soit extr6mit6 d'une 
unique corde. 

2. Equivalence combinatoire de rbseaux; rOseaux minimaux 

Off l'on prouve le thkorOme 1. 

Lorsque le r6seau est planaire, les transformations 61ectriques se lisent simple- 
ment sur le graphe m6dial, en particulier la transformation ( Y -  A) est proche du 
36me mouvement de Reidemeister pour les projections de noeuds. 

DI~FINITION. Le graphe m6dial M est dit tendu s'il ne poss+de pas de 
composantes int6rieures (cycles), si 2 cordes quelconques ont au plus 1 intersection 
et si aucune corde n'a d'autointersection. 

Un ingr6dient essentiel est la 

PROPOSITION [GI]. A l'aide de transformations klectriques (orientOes), tout 
rbseau klectrique planaire peut ~tre transformk en un r~seau Olectrique dont le graphe 
mbdial est tendu. 

Preuve (inspir6e de [GR]). On travaille directement sur le graphe m6dial M. On 
note, pour un graphe m6dial M, par v(M)(=e(F)) le nombre de croisements 
int6rieurs. On va montrer que les transformations 61ectriques (op6rant sur le graphe 
m6dial comme expliqu6 plus haut) permettent de diminuer v(M) rant que M n'est 

pas tendu. 
Donnons quelques 

DI~FINITIONS: une lentille est une r6gion de D limit6e par 2 arcs de 2 courbes 
du graphe m6dial compris entre 2 intersections cons6cutives de celles-ci. Une boucle 
est une r6gion de D limit6 par un arc d'une courbe dont les extr6mit6s sont un point 

double de la courbe. 
Une lentille est dite minimale si son int6rieur ne contient aucune autre lentille ou 

boucle de M. 
Une lentille (resp. une boucle) est dite vide si son int6rieur ne rencontre pas M. 
On voit qu'une boucle non vide contient une lentiUe ou une boucle vide: seules 

les lentilles sont donc ~i consid6rer dans la suite, car on peut 61iminer les boucles 

vides. 
On a alors besoin du 
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Figure 4. Elimination des lentilles et des boucles. 

L E M M E  ([GR] w Si on se donne une boucle ou une lentille minimale de M, 

par des transformations ( Y -  A) ou (A - Y), on peut  transformer M de fagon que 

celle-ci devienne vide sans changer v(M). 

L'id6e de la preuve est qu'une lentille minimale que contient un sommet 
int6rieur contient un triangle dont un c6t6 est sur la fronti6re de celle-ci (et m~me 
sur chacun des 2 arcs de la fronti6re). S'il n 'y a pas de sommets int6rieurs, la preuve 
est encore plus simple. 

On a en fait le 

LEMME.  Si ~es t  un des 2 arcs du bord d'une lentille qui contient un croisement, 

il y a un triangle d'intkrieur vide dont les c6tks sont des arcs du graphe mbdial et dont 

l'un des c6tOs est contenu dans ~. 

On consid6re les croisements p, int6rieur ~i la lentile L qui sont adjacents ~ un 
croisement situ6 sur 7. I1 suffit de prendre un Pi tel que le nombre de faces limit6 par 
les 2 cordes qui se croisent en pi et y soit minimal. 

Si maintenant, on a une lentille ou une boucle vide, on peut la supprimer par 
une transformation 61ectrique qui diminue v(M)  de 1. Cela prouve la proposition. [] 

I1 reste ~ montrer  la 

PROPOSITION.  2 graphes tendus sont bquivalents si et seulement si leurs cordes 

ont m~mes paires d'extr~mit~s; dans ce cas, ils le sont par des transformations Y - A 

et A - Y .  

Montrons la 16re implication: si les cordes ont m~mes paires d'extr6mit6s, on 
peut faire une homotopie de graphes tendus. On raisonne par r6currence sur le 
nombre de cordes. Pour une corde c'est Schfnflies (une courbe ferm6e simple borde 
un disque standard). Ensuite on prend une corde quelconque qui limite avec le bord 
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Figure 5. Le graphe CN. 

du disque une lentille minimale et on la vide comme plus haut. On peut alors 6ter 
un croissant et appliquer l 'hypoth6se de r6currence. 

L'autre sens r6sultera du w oti l 'on montrera comment lire ces paires sur la 
r6ponse: si F ~ F', on peut choisir p, p '  telles qu'ils aient la m~me r6ponse et donc 
le m~me graphe m6dial, s'ils sont minimaux. 

De ces 2 propositions r6sulte le th6or6me 1 que l'on peut reformuler ainsi: 

THI~ORI~ME 1'. Tout rdseau F peut Ore joint par un chemin orientO (ie la 

fonction e y est ddcroissante) de ~ it un rkseau minimal. Deux rkseaux minimaux Fi, 
i = 1, 2 de [F] sont joints par un chemin de ~ le long duquel e est constant ~gal it 

e(Ft). De plus les rOseaux minimaux sont exactement ceux dont le graphe mOdial est 
tendu. Les classes d'Oquivalence sont donc caractdrisOes par la liste des paires 

d'extrOmitOs de cordes du mkdial d'un rdseau minimal quelconque de la classe. 

En particulier, l'6quivalence de F et F' ,  tous deux minimaux, 6quivaut fi l'6galit6 

des paires de terminaux de M(F)  et M(F')  li6es par  une corde. 

3. Le cas bien connectb: minimalitb et criticitO 

Off l'on d~montre le th~orkme 2. 

En fait on va caract6riser les graphes m6diaux minimaux bien connect6s: en effet 
le fait d'Stre bien connect6 est invariant par 6quivalence. 

Le graph CN dessin6 ci-dessus joue un certain r61e dans la suite. 
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On rep6re les sommets vij de Cu par les coordonn6es entibres (i , j)  qui satisfont: 

i > 1 ,  i < j < _ N + l - i ,  

et les ar~tes sont les segments horizontaux et verticaux joignant 2 des points 
pr6c6dents. I1 n'est pas difficile de v6rifier que le nombre d'ar~tes de CN est 
N ( N -  1)/2. 

Ou voit aussi que le graphe m6dial de C Nest tendu et que toutes les cordes sont 
des diam6tres: on dira qu'il est diamktral. 

En fait, on a le 

LEMME. Tout rdseau dont le graphe mddial est diamdtral tendu est kquivalent ft 
CN par une suite de transformations ktoile-triangle. 

Preuve. R6sulte du w en effet alors les paires d'extr6mit6s des cordes du m6dial 
sont les m~mes. [] 

On a maintenant la: 

PROPOSITION. Si F est un rdseau dlectrique planaire, il y a dquivalence entre 
les 2 propridtds suivantes: 

i) F est bien connectk. 
ii) /e graphe mddial d'un rdseau minimal de [F] est diamdtral. 

COROLLAIRE.  Le rdseau blectrique planaire F bien connectO est N-critique si et 
seulement si son graphe mddial est diamdtral minimal. En particulier, tout graphe 
N-critique peut ~tre joint gt CN par une suite de transformations ktoile-triangle e t a  
N ( N -  1)/2 ar~tes. 

Preuve (de la proposition). 
i) --* ii): si le graphe m6dial tendu n'est pas diam6tral, F n'est pas bien connect& 
En effet, dans ce cas, il y a 2 cordes du graphe m6dial qui ne se coupent pas. 

D6signons par C et C' les arcs sous-tendus par ces 2 cordes de faqon que C soit 
celui qui contient le moins de sommets de M(F) situ6s sur S I. 

On Peut supposer au moyen de transformations 6toile-triangle que le crossant 
ouvert limit~ par C et la corde associ6e ne contient pas de sommets de M(F). I1 y 
a alors 3 c a s~  distinguer suivant que les sommets extr6mit6s de C sont (i+,j+), 
(i+,j_) ou (i_,j_).  Dans chaque cas si on consid6re comme partie A de Voles 
sommets Situ6s sur C, il est facile de construire une partie B de Vo disjointe de A, 
contenue dans C', et de m~me cardinal que A tlele que (A, B) ne soit pas 
F-connect6e. 
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Figure 6. A et B ne sont pas F-connectrs. 

Par exemple dans le premier cas si k = 4~ A, on prend pour B les k sommets 
consrcutifs de Vo commenqant fi partir de i ou j suivant l'orientation. 

ii) -+ i): 
I1 suffit de vrrifier que CN est bien connectr, ce qui est facile. [] 

Preuve (du coroUaire). 
Si le graphe mrdial est diamrtral tendu, F est bien connectr. I1 faut montrer 

qu'il est N-critique. I1 sutfit de comprendre que les oprrations de contraction d'une 
ar&e ou de suppression d'une arrte se traduisent par une suppression de croisement 
entre 2 cordes: donc pour un tel graphe e < N(N-1)/2.  Le graphe minimal 
correspondant n'a donc pas assez d'ar~tes pour 8tre diamrtral minimal. Donc aucun 
mineur strict n'est bien connectr. 

Rrciproquement, si le graphe mrdial de F n'est pas tendu, on peut aprrs des 
transformations 6toile-triangle arriver/t  une configuration ofl l'on peut faire op~rer 
une transformation (S), (P) ou (BM) que conserve la propri&6 de bonne connection 
et qui sont associres/~ des mineurs du graphe transform6 de F par des transforma- 
tions (Y - A). 

I1 suffit de vrrifier que le fait que F soit N-critique est invariant par ( Y -  A), ce 
qui est facile. [] 

4. Equivalence combinatoire et connections Oquivalentes 

Dans ce w nous monffons que si Fl et F 2 ont les m~mes paires (A, B) 
F-connectres, ils sont combinatoirement 6quivalents (et rrciproquement bien stir). 

Pour un rrseau F, soit W(F) l'ensemble des paires non entrdacres (A, B) teUes 
que (A, B) est F-connect& 

DEFINITION.  Les rrseaux F~ et F 2 a v e c  N terminaux sont identiquement 

connectrs si W(F~) = W(F2). 
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Dans cette section, nous donnons plusieurs caract6risations 6quivalentes de 
identiquement connect~s. 

Les 616ments de Uo (extr~mitks du graphe m~dial) s6parent 8D en 2N segments, 
dont N contiennent un 616sent de Vo. On place un 616sent de 
F o = {�89 1 �89 . . . . .  N - �89 } dans chacun des autres N segments de fa~on que les 4N 
616ments de VowFoc Uo ~ 8D soient dans l'ordre inverse des aiguilles d'une montre 
�89 1_, 1, 1 +, 1 �89 . . . . .  N - �89 N ,  N, N+. Chaque 616sent de Fo (respectivement Vo) 
est sur la fronti6re d'une face blanche (respectivement noire) de M. On suppose 
dans cette section que que N, Vo, Fo and Uo sont fix6s. 

Pour A, B c V o et a, b, c V o u Fo, (A, B, a, b) est non-entrelac~ si A, B, a, b sont 
2 fi 2 disjoints et A est contenu dans une composante de 8D\{a, b} et B dans 
l'autre. 

Soit X l'ensemble des (A, B, a, b) non entrelacbs. 
Pour (A, B) non-entrelac6e, soit XA. s = {(a, b): (A, B, a, b) e X}. 
Pour a, b c VowFo soit ~'~a,b = {(A, B): (A, B, a, b) 6X}. 
Pour (A, B) non-entrelac6, un (A, B)-chemin est un chemin avec une extr6mit6 

dans A, l'autre dans B, et tousles  sommets int6rieurs dans V\Vo. 
Soit f (A,  B) le nombre maximum de (A, B)-chemins 2 ~ 2 disjoints; clairement 

f (A,  B) ne depend que de [F]. 
Pour a, b c V 0 w F0, un (a, b)-cut est un arc ~ dans D d'extr6mit6s a, b, tel que 

ne coupe pas d'ar~te de F. Soit g(a, b) le hombre minimum possible de sommets 
de F dans l'int6rieur d'un (a, b)-cut (en ne comptant pas a e t  b s'ils sont des 
sommets). On voit aussi que g(a, b) ne d6pend que de IF]. 

Pour (A, B, a, b)- non-entrelac6s, soit g'(A, B, a, b) le nombre minimum de 
dans un (a, b)-cut, en ne comptant pas ces sommets dans Vo\(A w B). Soit 
nombre minimum possible d'ar~tes ou de sommets terminaux de M(F) 
un (a, b)-cut. On remarque, lfi encore, que h(A, B) ne d6pend que 

sommets 
h(a, b) le 
coupant 
de [F]. 

Pour 

/"/M (C) = 

un graphe m6dial tendu M, soit / / g  l'involution de Uo d6fine par 
d si et seulement s i c  et d sons les extr6mit6s d'une m~me corde de M. 

Pour un graphe m6dial quelconque M, soit / / g  l'involution / /g ' ,  Off M est 
6quivalent au graphe tendu M'. En g6n6ral, IIM(C) = d n'implique pas que c et 
d sont extr6mit6s de la m~me corde. Notons aussi que HM est bien d6finie 
car 2 graphes m6diaux minimaux sont 6quivalents si et seulement si on peut passer 
de Fun ~ l'autre par des transformations A -  Y Y -  d et ceux-ci ne changent 
pas / / g .  

Pour (A, B) non-entrelac6 avec 4~A = # B  = k et a, b c (VowFo) - ( A  uB)  soit 
8DI une composante de 8D - {a, b} et d~finissons 

sep(A, B, a, b) = I ~(OD1 hA) - ~(0D,  riB) I. 
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En particulier sep(A, B, a, b) = k si et seulement si (A, B, a, b) est non-entrelac& 
Le lemme suivant relie les diff6rentes quantit~s d6finies pour F. 

LEMME. 
(a) rang(LA.n) =f (A ,  B) 
(b) f (A ,  B) = max{ # A' I (A', B') est F-connect~ pour un A' = A, B' ~ B} 
(e) f (A ,  B) = #~ A = ~ B si et seulement si (A, B) est F-connect~e. 
(d) (A, B) est F-connectk si et seulement si g(a, b) > sep(A, B, a, b) pour tous 

a, b E (V0 uFo)  - ( A  uB)  
(e) g(a, b) = max(.~,m E x , . j ( A ,  B) 
(f) h(a, b) = 2g(a, b) + #({a, b} c~ Vo) 
(g) Si dD1 est une composante de dD - {a, b }, h(a, b) = #e {c I c e  Uo, c E 3D,, 

HM(r)(C) r ~Ol } 
(h) Pour c, dE Vo et a ,b ,a ' , b 'E  VouFo avec a , c , a ' , b , d , b '  qui apparaissent 

dans l'ordre contraire des aiguilles d'une montre et a, a' adjacent d c et b, b' adjacent 
fi d: IIM(r)(C) = d ssi 

h(a, b) = h(a, b') + 1 = h(a', b) + 1 = h(a', b') 

Preuve. (a) est prouv6e dans [REP1]. (b), (c), (f), (g), (h) sont faciles h v6rifier. 
(e) provient facilement de [R-S]. 

Appliquant ce r~sultat au graphe obtenu de F en efia~ant les sommets de 
Vo- (A uB),  il vient que (A,B) est F-connect6e si et seulement si 
g'(A, B, a, b) >_ sep(A, B, a, b) pour tous a, b ~(Vou  Fo) - (A u B). Clairement, si 
(A, B) est F-connect6e, alors g(a, b) > sep(A, B, a, b) pour tous a, b, e (VouFo) - 
(A ~)B). Supposons que la r6ciproque soit fausse. Alors il existe 
a, b, E (Vo u Fo) - (A ~B)  tels que g'(A, B, a, b) < sep(A, B, a, b) et sans perdre de 
g6n6ralit6s, on peut choisir un tel (a, b) avec g'(A, B, a, b) aussi petit que possible. 
Ainsi il existe un (a, b)-cut C qui contient g'(A, B, a, b) sommets en ne comptant 
pas ceux de Vo - (A u B). Supposons aussi que C contient un c E Vo - (A u B). 
Alors g'(A, B, a, b) = g'(A, B, a, c) + g'(A, B, c, b) et sep(A, B, a, b) < 
sep(A, B, a, c) + sep(A, B, c, b) en sorte que g'(A, B, a, c) < sep(A, B, a,c) ou 
g'(A, B, c, b) < sep(A, B, c, b) contredisant le choix de (a, b) minimisant 
g'(A, B, a, b) avec la contrainte g'(A, B, a, b) < sep(A, B, a, b). Mais, si le (a, b)-cut 
C ne contient aucun sommet de V o - (A w B) alors g(a, b) = g'(A, B, a, b) < 
sep(A, B, a, b) contredisant l'hypoth6se que la r6ciproque est fausse. Donc (d) est 
vraie et le lemme est prouv6. [] 

Nous donnons maintenant plusieurs caract6risation des paires de graphes iden- 
tiquement connect~s. 
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THI~ORI~ME. Pour des rkseaux F1 e t  F2, les propri~t~s suivantes sont bquivalen- 
tes: 

(i) FI et F 2 sont identiquement connectks. 
(ii) fl(A, B) =f2(A, B) pour tousles (A, B) non entrelacbs. 

(iii) rang(Ll,,~m) = rang(L2.Am) pour tousles (A, B) non entrelacks. 
(iv) gl(a, b) = g2(a, b) pour tous a, b e Vow Fo 
(v) hi(a, b) = h2(a, b) pour tous a, b ~ Vo w Fo 

(vi) (det(Ll.A.B) = O) =~ (det(L2.A,n) = O) pour tousles (A, B) non entrelacbs. 
(vii) (A, B) est F:connectb r (A, B) est F2-connectb pour tousles (A, B) non 

entrelacbs. 
(viii) Fl et F2 sont combinatoirement bquivalents. 

(ix) llr~ = Fir2 

Preuve. (viii) et (ix) sont 6quivalents par d6finition de Hr et le fait que cette 
application est bien d6finie. Les autres 6quivatences proviennent imm6diatement du 
lemme. [] 

H. Electricite: Le probleme inverse 

5. Equivalence ~lectrique de rkseaux 

Oft l'on d~crit l'~quivalence (F, p),-~ (F', p') et off l'on introduit aussi un dia- 
gramme commutatif associk ~ tout chemin orientk de o ~. 

A toute transformation 61ectrique 616mentaire F ~ F' (ar&e de ~) est associ6e 
une application Wr.r': ~ r ' -+~r  ' qui ~t p associe p' (r6seaux 6quivalents au sens 
61ectrique); par exemple, pour la transformation (S) portant sur une ar~te (ct, t )  
suivie d'une ar~te (fl,)9 de F, 

~r,r'(P,.#, P~.r, P I) ~Pa.# "~- P#,y P l - 

On voit que ~Pr.r est une fibration de fibre diff6omorphe h R pour les 4 premi6res 
transformations et un diff6omorphisme pour les 2 autres (Y - d et A - Y). 

De plus, on a bien stir: 

~r' o ~r.r = ~r 

qui exprime que la r6ponse est conserv6e par cette transformation. 
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Plus g6n6ralement, si 7 est un chemin orient~ de ~ joignant un r6seau F / t  un 
r6seau F', on obtient une application ~rr.r,, : ~ r  ~ l r '  en composant les fl6ches 
pr6c6dentes. Ces applications sont des fibrations diff6rentiables de fibres 
diff6omorphes r R e(r)-e~r'). 

On a bien entendu pr6servation de la r~ponse par l'application ~ , r ' .  
I1 se peut que cette application d6pende du chemin (~i extr6mit6s fix6es), mais ce 

n'est pas le cas si F'  est minimal: cela r6sultera de l'injectivit6 de ~ro lorsque F0 est 
minimal ('8), puisque les images de p par les 7J~,ro ont la m~me r~ponse. 

DI~FINITION. On appelle 6quivalence 61ectrique la relation d'6quivalence 
not6e 

(r ,  p) ~ ( r ' ,  p') 

engendr6e par les transformations 6lectriques 616mentaires: F '  s'obtient de F par 
une transformation 616mentaire et p ' =  ~Pr,r'(P). 

I1 r6sultera de ce qui suit que, si (F, p ) ~  (F', p'), on peut prendre comme 
chemin un chemin r6union de 2 chemins monotones joignant respectivement F et F' 
/t un r6seau minimal F0. 

En particulier (F, p) ~ (F, p') si les images par ~r,ro de p et p' sont 6gales, avec 
F0 minimal. 

2 r6seaux 61ectriques 6quivalents ont la m~me r6ponse. Le fait que la r6ciproque 
soit vraie est l'objet du th6or6me 4 qui est un des principaux r6sultats de cet article. 

6. Potentiels d'~quilibre et graphe mOdial 

Off l'on montre comment lire gOomOtriquement un potentiel d'Oquilibre sur le graphe 
mOdial. 

Le graphe m6dial M(F) d6finit une cellulation du disque unit6 D. On colore les 
cellules en noir ou blanc de fa~on ~ former un 6chiquier: les ceUules noires sont 
celles contenant un sommet de F; les blanches sont en bijection avec les faces ou 
cycles +16mentaires de F. 

On veut repr6senter les potentiels d'6quilibre sur cette cellulation de la faqon 
suivante: si y ~ R vest  le potentiel d'6quilibre, on attribue r la cellule noire attach~e 
au sommet ~ la valeur y, du potentiel en ce sommet. 

Pour ce qui est des cellules blanches, elles repr6sentent les courants 61ectriques: 
on sait que tout courant J satisfaisant la loi de Kirchoff aux sommets de F est 
somme de courants port6s par les cycles faciaux, une telle d6composition 6tant 
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, / 
\ / 

\ 

Figure 7. La loi d'Ohm lue sur le m6dial. 

unique ~i une constante additive globale pr6s. Le couple potentiel-courant est donc 
repr6sent6 par un nombre attach6 ~i chaque cellule de M(F). 

Pour avoir une configuration d'6quilibre, il reste 5. satisfaire la loi d 'Ohm qui se 
lit/t chaque croisement de cordes de M(F): elle est de la forme J~ - J/~ = P(Yi - Yj): 
relation reliant les valeurs attribu6es aux 4 cellules adjacentes au croisement associ6 
/l l'ar~te (i , j)  et de conductance p. 

Ces couples (y, J )  induisent des couples (x, I)  sur les cellules en nombre 2N, 
alternativement blanches et noires, qui touchent 0D. 

I1 est clair que la donn6e de l'ensemble de ces couples (x, I) 6quivaut/l la donn6e 
du graphe de l'application Lr.p et donc de la r6ponse Lr,p du r6seau (F, p). 

Les couples (y, J )  et (x, I) associ6es/t des potentiels d'6quilibre seront appell6es 
admissibles. 

7. Supports de potentiels d'Oquilibre. 

Off l'on construit des potentiels d'Oquilibre h support limit~ par une corde du 

m~dial et l'on dOduit une caract~risation du m~dial dt partir d'une r@onse. 

Le support d'un couple (y, J)  est l'ensemble des cellules (ferm6es) qui ne sont 
pas marqu6es de la valeur 0. On peut de la m~me fagon parler du support d'une 
donn6e (x, I) qui s'identifie ~ une r6union d'intervalles ferm6s de 0D. 

Remarque: les supports possibles pour des couples (x, I) admissibles forment un 
ensemble d'informations que l'on peut d6duire de la r6ponse Lr. p. 

On va prouver sur ces supports les 2 lemmes suivants: 

LEMME 1. Supposons M(F) tendu et a, b 2 extr~mitks d'une eorde y de M(F).  

Soit 7+ l'un des arcs de OD limit,s par a et b, D+ le domaine limit~ par 7 et y+ et D 



Reseaux electriques planaires II 159 
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Figure 8. Le cas trivial. 

le compldmentaire de D+ dans D. Alors, il existe un couple admissible (x, I)  de 
support 7+ restriction au bord d'un couple admissible (y, J) gl support D+. 

L E M M E  2. Soit a, b sommets terminaux de M(F) limitant 7+ et 7- sur 8D. S'il 
existe (x+ , I+) et (x , I )  admissibles gt supports respectifs y+ et 7- ,  alors a et b sont 
les 2 extrdmitds d'une mOme corde de M(F). 

Les 2 lemmes pr6c6dents impliquent  le 

C O R O L L A I R E .  La rkponse d'un r~seau dlectrique planaire (F, p) dOtermine la 
classe [F]. 

En effet, on peut  6videmment  supposer  F minimal  et les lemmes impliquent  que 
la r6ponse d6termine les extr6mit6s des cordes de M(F). 

Preuve (du lemme 1). La preuve est par  r6currence sur le nombre  de cordes de 
M(F) enti6rement contenues dans D+.  On mont re  l 'assert ion suivante plus g6n6rale 
que le l emme 1: 

(*) tout couple (y  , J  ), d~fini dans D =DkD+ et admissible dans D se 
prolonge en un couple admissible global. Si le couple de ddpart est nul, il y a un 
prolongement de support D+. 

1) Le cas off il n 'y  a aucune corde de M(F) contenue dans l ' int6rieur de D+: 

On r6gle d ' a b o r d  le cas off M(F) n 'a  aucun croisement  int6rieur fi D+,  qui est 
trivial. 

Ensuite, on se ram6ne fi ce cas par  t ransformat ions  (Y - A) successives (vider  les 

croisements  dans la lentille D+),  en contr61ant les solutions pour  une t ransforma-  
tion (Y-A): on passe fi un nouveau  couple admissible s implement  par  modificat ion 
concernant  les petits triangles. I1 faut  v6rifier que les suppor ts  ont  un bon compor te -  
ment  par  r appor t  fi la t rans format ion  Y -  A, comme  on peut le voir  sur la figure 

suivante: 
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Figure 9. Transformations des couples admissibles par (Y - A). 

2) La r6currence: 

on fabrique un nouveau graphe M(F') en supprimant une lentille contenue dans 
D+ limit6e par 0D et une corde de M(F) contenue dans D+; on suppose en plus que 
la lentille ainsi ot6e est minimale, ce qui permet de lui appliquer la 16re 6tape. 

On applique d 'abord  l 'hypoth6se de r6currence A F';  puis on prolonge A la 
lentille 6t6e. On peut choisir un prolongement qui ne soit nul sur aucune cellule de 
la lentille car on peut toujours ajouter un multiple grand d'un couple admissible 
dont le support est ladite lentille. 

Preuve. (du lemme 2) On peut d6monter le lemme 2 avec n ' importe quel graphe 
minimal de [F]: on choisit une repr6sentation g~od~sique, c'est-fi-dire qu 'on  de- 
mande aux cordes du graphe mddial d'atre des segments de droites euclidiennes. 

Pour voir que cela est possible commencer par joindre par des segments 
euclidiens les paires d'extr6mit6s de cordes du m6dial. Puis bouger un peu les 
extr~mit6s de fagon fi se placer dans une situation g~n~rique o~ les segments ne se 
coupent que 2 par 2. 

Maintenant, on peut parler de convexit& Soit (y, J )  une paire admissible. On 
d6finit un sous-ensemble ouvert N(y, J) de D de la faqon suivante: N(y, J) est le 
compl6mentaire du support  ferm6 (r6union des cellules ferm6es off y o u  J e s t  non 
nul). 

Figure 10. La r6currence. 
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Figure 11. L'ensemble N(y, J). 

I1 est a lors  clair  que les composan t e s  connexes de N(y ,  J)) sont  convexes:  en 

effet il est imposs ib le  que N(y ,  J)  cont ienne l ' in tar ieur  de 3 des 4 cellu!es a t tachaes  

pa r  un seul sommet  & cause de la loi d 'Ohm.  Les composan te s  sont  donc  des 

polyg6nes  connexes  et loca lement  convexes,  donc  convexes.  

Supposons  ma in t enan t  que la corde  6 de M(F) issue de a air son aut re  extramit6 

c sur  l ' int6rieur de 7+. Alors  la composan t e  connexe de N ( y _ ,  J )  con tenan t  ?+ 

cont ient  les 2 interval les  cont igus  fi a. 

En effet, elle cont ien t  le disque limit6 pa r  7+ et 6 (enve loppe  convexe de 7+) et, 

pa r  app l ica t ion  successive de la loi d ' O h m  en pa r t a n t  de c aux sommets  de M(F) 

situas sur 3, un vois inage de 6 doric de a con t ra i r emen t  ~ l 'hypoth6se.  

Le cas off cette corde  issue de a a son autre  extremit6 dans  7 -  est aussi  absurde  

et cela conclut  la preuve du lemme 2. 

8. Injectivitf de �9 r pour F minimal 

Oh l'on montre que tout graphe minimal est Oquivalent ~ un graphe Z(F') ou f~ un 

graphe El(U) et on en dkduit le rOsultat pat" rOcurrence. 

4 'l 1 
I I 

/o/o/~ 

Figure 12. Preuve du lemme 2. 
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/ /  

/ 

Figure 13. M(F) a une cellule du bord triangulaire. 

On aura besoin du 

L E M M E .  Si F o est minimal connexe, Fo est kquivalent ~ un rOseau minimal F 

dont le graphe m~dial a une cellule triangulaire (3 c6tOs) dont un c6tO est un arc de 

OD. 

Suivant que cette cellule est noire ou blanche, F s 'obtient donc d 'un  r6seau 

minimal F '  ayant une arate de moins  par  adjonct ion d 'une  arate apr6s un des 

sommets terminaux de F'(F = Z(F'))  ou en connectant  par  une ar~te 2 sommets  

terminaux voisins de F '  (F = g(F')).  

Preuve. (du lemme) On consid6re un arc (a, b) du graphe m6dial de Fo limitant 

avec le bord de D u n e  lentille ne contenant  aucune autre corde de M(Fo) 

complOtement. Comme Fo est connexe, l 'arc (a, b) de cette lentille contient d 'autres  

sommets terminaux de M(Fo). Soit c celui qui suit imm6diatement a: les cordes 

issues de a et de c se coupent:  par isotopie gknkrique (vider la demi-lentille qu'elles 

d6terminent), on peut faire qu'elles d6terminent la cellule triangulaire cherch6e. [] 

La  preuve de l'injectiv6 de 4~r set fait donc de la faqon suivante: ~, partir  de la 

r6ponse, on d6termine la conductance Po de l 'arate mise en 6vidence dans le lemme, 

puis on conclut par r6currence sur le nombre  d 'ar&es de F. 

. . . . . . .  I 
< !, 

r r >F 

Figure 14. F et F'. 
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o 

Figure 15. Ddtermination de 9o. 

1) D6termination de Po. 
On applique les r6sultats du w fi une corde y bordant  le triangle. 
On a ainsi un couple admissible (y, J )  fi support dans la lentille limit6e par y e t  

cette propri6t+ de support  se lit sur la valeur au bord (x, I)  de ce couple. Les valeurs 
marqu6es dans le triangle et la r6gion contigfie de la lentille d6termine la r6sistance 

Po de l'arSte isol6e. 
2) R6currence. 
La r6ponse de (T, p) d6termine Poet donc de fa~on 6vidente la r6ponse de F' .  En 

effet les graphes de ces 2 r6ponses se d6duisent l 'un de l 'autre par une transforma- 
tion simple ne faisant intervenir que Po. I1 suffit de constater que F '  est minimal, ce 
qui r6sulte de la construction de son graphe m6dial fi partir de celui de F: il suffit 
de faire franchir le bord de D par le croisement utilis6 de M(F).  

9. InjectivitO de cb'~. pour F minimal 

M~me type d'argument qu'au w 

On donne d 'abord  une expression de la diff6rentielle de r 

P R O P O S I T I O N .  On a, si Q~,p est la Jorme bilinOaire symOtrique sur RV associOe 

la rOponse Lr,p ; 

1 V 6pi,/ fiQrr X, Y')  = ~ ~ _2 I, dI;J, 
' { id}~E P i d  

off I~j, Ii. J sont les courants pareourant l'ar~te (i , j)  lorsque le potentiel au bord est 
X , X ' .  
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Cet 6nonc6 est classique. Nous en esquissons la preuve. 

Preuve. I1 suffit de le prouver pour la forme quadratique. 

On a 

1 ~ 6p,j(y, _y;)2 + E P~J(Y~ -y;) f(y~ --y;),  6Qr(X, X) = ~ E 

o~ y est le potentiel d'rquilibre. La deuxirme somme est nulle: en effet, c'est le fait 
que qr,p(X, y) est extrrmale par rapport ~ y pour le potentiel d'rquilibre. 

On montre ensuite que, si ~'r(rp) = 0, on a 6po = 0 et on finit par rrcurrence 
comme pr~crdemment. 

On se replace dans la configuration du w si 7 et 7' sont les 2 cordes du mrdial 
bordant le triangle, on construit des couples admissibles (y, J )  et (y',  J ')  dont 
l'intersection des supports est le triangle. De la connaissance de 6Q(.Y, X') pour les 
valeurs au bord de ces couples, on drduit la valeur de 6po. 

Maintenant comme plus haut, la rrponse L~ est fonction de P0 et de Lr. Donc 
si 6po et 6L r sont nulles, on voit que 6Lv, est nulle. On conclut par rrcurrence sur 
e(r). 

10. ProblOme inverse fi F fixk 

Off l'on finit la preuve de th~orbme 3. 

On vient de voir que, si F est minimal, ~r  est un plongement de ~ r  dans r N. 
Sinon, on utilise la fibration 

~r, ro : ~ r  -'* ~ro, 

avec F 0 minimal pour conclure la preuve du throrrme 3 et le fait que l'rquivalence 
(F, p) ,-- (F, p') provient de l'rgalit6 des images de p et p'  par 7'r,ro. 

11. ProblOme inverse planaire 

O~ l'on prouve le thbor~me 4. 

Si on se donne L, le corollaire du w montre que cela drtermine [F]. Ensuite, il 
suffit d'appliquer le throrrme 3 et la drfinition de l'rquivalence (F, p) ~ (F', p'). 
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12. Le problOme direct 

0~) ron prouve le th~orOme 5 en utilisant [REP l] 

Traitons d 'abord le cas bien connect& l'image de 4~ est alors (2 x. 
I1 suffit de le voir dans le cas minimal. Dans ce cas, 4) 1- est un plongement de ~ .  

dans (2•. De plus, d'apr6s [REP1] (thdor6me 9) et le fait que minimal coincide avec 
N-critique dans ce cas, ce plongement est propre et les dimensions sont les mames. 

Puis le cas gbn6ral: 

I1 r6sulte de [REPI]  et du fair que tout graphe planaire est mineur d'un graphc 
bien connect6 que les rdponses des r6seaux planaires sont toutes dans f2N. 

R6ciproquement, la compactification de [REP1] (proposition 10) montre que 

l'ensemble des r6ponses possibles est ferm6 dans r x .  

13. Application aux pavages 

I1 y a un dictionnaire entre les r6seaux 61ectriques planaires et les pavages rectangu- 

laires d 'un polygone du plan fi c6t6s parall61es aux axes (cf [B-S-S-T], [KE]). 
D6crivons bri6vement ce dictionnaire: au pavage par des rectangles dont tousles 

c6t6s sont horizontaux et verticaux on associe le r6seau obtenus en considdrant les 

c6t6s verticaux comme isolants, les c6t6s horizontaux comme court-circuit et la 
r6sistance de chaque rectangle calcul6e comme s'il s'agissait d'une plaque mdtallique 

homog6ne. 

Figure 16. Pavages et reseaux. 

La r6alisation g6om6trique du pavage met en 6vidence un couple de potentiel 
courant d'6quilibre: les 6quipotentielles sont les horizontales et les lignes de courant 
verticales. 

En particulier, les transformations 61ectriques 616mentaires donnent lieu ~i des 
mouvements 616mentaires des pavages. 
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Les boucles et bras morts correspondent fi des rectangles plats que l'on peut 
supprimer. 

Les parall61es et s6ries correspondent fi des rectangles juxtapos6s le long d'un 
c6t6 de m~me longueur. 

Les transformations 6toile-triangle correspondent fi des op6rations sur 3 rectan- 
gles fi la fois: 

Figure 17. Transformation des pavages par rectangles. 

De cet article, on d6duit que 2 pavages arbitraires d'un rectangle par des 
rectangles fi c6t6s rationnels sont 6quivalents par ces m o u v e m e n t  616mentaires: en 
effet, darts le dictionnaire avec les r6seaux 61ectriques planaires, on  a 2 r6seaux 
61ectriques avec N = 2  sommets  au bord qui ont  m~me rdponse. Ils sont donc  
g6om6triquement 6quivalents et dans cette 6quivalence, on peut choisir de pr6server 
la rationalit6 des conductances .  

[ BE] 
[B-S-S-T] 

[C-M] 

[C-I-M] 

[C-M-M] 

[cv] 

[GI] 

[GR] 
[KE] 

[LA] 
[NA] 
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