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INTRODUCTION 

Ce travail a 6t6 entrepris dans le but de d6montrer, d'une mani6re ~ la 
fois simple et rigoureuse, le beau th6or6me de W. V. D. Hedge, d'apr6s 
lequel le pi~me nombre de Betti d'un espace de Riemarm elos et orientable 
est 6gal au hombre de formes diff6rentielles harmoniques de degr6 p 
lin6airement ind6pendantes. 

Pour raison de clart6, la th6orie des formes diff6rentielles harmoniques 
a 4t6 reprise d6s le d6but et so trouve oxpos6e au chapitre I. C'est dire 
que la connaissance d'autres travaux ddj~ publi6s sur ce sujet n'est pas 
exig6e du lecteur. Nous esp6rons y avoir apport6 d'appr6ciables simplifi- 
cations. Grace ~ l'emploi d'un op6rateur diff6rentiel A (d6fini au No. 3), 
applicable aux formes diff6rentielles, qui g6n6ralise les op6rateurs de 
Laplace et de Beltrami, los formes diff6rentiolles harmoniques sent d6- 
finies simplement comme les formes ~ qui satisfont ~ l'6quation A ~ = 0.  
Lo th6or~me de d6composition [No. 5], qui nous paralt detainer la th6orie et 
dent le th6or6me de Hedge so d6duit faeilement, est d6duit lui-m4me d'un 
th6or6me d'existence relatif ~ l'6quation A/~ = fl, dent un cas particulier 
est eontenu dans un th6or6me do Hilbert [4, p. 226--227] 1), d'apr6s lequel 
la condition de possibilit6 de cette dquation est que la forme diff6rentielle 
donn~e fl soit orthogonale (au sens d6fini au No. 2) ~ toutes les solutions 
de l'6quation homog~ne zJ ~ = 0, c'est-~-dire 5, toutes les formos diff6ren- 
tiellos harmoniques du m6me degr6. 

La d~monstration de ce th6or~me, que nous appelons le th6or~me H, 
laquelle est consacrde la suite du travail, est faite par la mSthode de la 
param6trix de E. E. Levi [15] et de Hilbert [4, p. 219--232]. Dans le cha- 
pitre II, apr~s avoir d6fini la param6trix, nous dtablissons deux formules 
qui jouent un r61e fondamontal dana la ddmonstration. Bien qu'fl ne soit 
fait appel, le plus souvent, qu'k des m6thodes 4'un emploi courant dans la 
th~orie du potentiel et dans l'6tude des ~quations aux d~riv~es partielles 
du type elliptique, nous avons pens6 faire oeuvre utile en ne laissant aucun 
point dans l'ombre. De 1~ l'6tendue relative de ce chapitre. 

Dans le chapitre III ,  apr~s avoir ~nonc6 los th6or~mes de Fredholm 
relatifs aux 6quations int6grales sous la forme off ils devront ~tre utilis~s, 

z) Les chiffres entre crochets [ ] renvoient h l ' index bibliographique plac6 aprbs l 'intro- 
duction, 

1 Commentarii ~[athematici Helvettci 1 



nous donnons la d6monstration du thgbr~mo H. Elle ne diff6re pas do cello 
exposge par Hilbert pour lecas  examin6 par lui et mentionn6 ci-dossus, 
sauf quelques simplifications provenant du f a r  que l'op6rateur/1 est auto- 
adjoint. 

Enfin, dans l'Appendice, nous revenons sur la th6orie g6n6rale des 
gquations int6grales utilis6es ici, off l'inconnue est une forme diff6rentielle 
ou un tenseur. Lorsque l'espaco n'est pas parall61isable, ces gquations ne 
so ram~nent pas imm6diatement aux syst~mes d'6quations int6grales en- 
visaggs par Fredholm. Nous montrons que la th6orie s'applique ngan- 
moins, et nous reprenons aussi la dgmonstration de la validit6 sans restric- 
tion du troisigme th~or~me do Fredholm dans lecas  do certains noyaux 
non borngs. Tout co qui intervient dans la d~monstration du thgor~me H 
nous paralt ainsi complgtemont 6tabli. 

L'id~o d'appliquer la m~thodo de la param6trix s la d~monstration du 
th~or~mo de Hedge, duo s ~ .  Hellmuth Kneser, a ~t5 utilis~e par ~ .  Hedge 
lui-mSme [7, 8], dent l 'argumentation a ~t5 compl~t~e sur un point essen- 
tiel par ]~[. t termann Weyl [16]. La premiere d~monstration de M. Hedge 
- -  dent M. Weyl dit: ~I find it hard to judge whether a previous proof 
along different lines is complete, or rather how much effort is needed to 
make it complete ~ - -  ~tait bas~e sur la m~thode directe du Calcul des 
Variations (Principe de Dirichlot)[5, 6]. 

Dans co travail, nous utilisons comme param~trix ]a mSme forme 
~%(x, y) employee par l~. Hedge, qu'il avait consid~r~e d'abord dans le 
cas d 'un espaco euclidien [5], et dent il romorcie M. Kneser [7] de lui en 
avoir communiqu~ l'exprossion g~n~rale. Mais nous l'appliquons s l'~qua- 
tion diff~rentielle A/~ = fl, ce qui conduit s discuter uno ~quation int~- 
grale de noyau zl,c%(x, y), tandis que MM. ttodgo et Woyl consid~rent 
l'~quation diff~rentiello ~d# ~ fl (avec les notations du No. 3 ci-dessous) 
dent l'~tude directe par cette m~thodo est moins simple. L'avantage do 
notre op~rateur zl, ~ cot ggard, tient au fair qu'il ost totalement elliptique et 
que, contrairement s l'~quation Od~ ~ 0, l'~quation z]~-~ 0 n 'a qu'un 
hombre fini de solutions lin~airemont ind~pondantes partout r~guli~res. 

Lo mode d'exposition de la thdorie des formes diff~rentiolles harmo- 
niques adopt~ dans lo chapitre I a ~t5 pr5sont~ dans sos grandes lignes par 
l'un de nous dans des conferences ~ Budapest on 1940, s Clermont-For- 
rand, Rome et Fribourg en 1942 et ~ ~r en 1944. 
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C H A P I T R E  I 

L E S  FORMES D I F F ] ~ R E N T I E L L E S  H A R M O N I Q U E S  SUR U N  

ESPACE DE R I E M A N N  

1. Fonctions et tenseurs sur une vari~tb di i~rentiable 

Pour  commencer,  nous rappellerons quelques d4finitions, ndcessaires 
pour  bien pr~ciser la not ion de forme differentielle sur une  variet6 differen- 
t iable (Cf. [2] et [13]). 

v designant  un ent ier  positif, une fonction de n variables reelles est dire 
de classe C ~ si elle poss~de des derivees partielles continues jusqu'~ l 'ordre 
v inclus. On d~signe encore par C O la classe des fonctions continues, par  
C | la classe des fonctions possddant des derivees de tou t  ordre, et par  C ~ 
la classe des fonctions analytiques.  (Nous conviendrons que, v 6rant fini, 
v < ~ ,  v < w ,  c~<~o ,  ~ •  ~ ,  ~o ~ : v = ~ o . )  

E t a n t  donn~e une  varigtg ~t n dimensions V, c'est-~-dire un espace topo- 
logique connexe d e n t  chaque point  poss~de un voisinage hom6omorphe 
l ' interieur d 'une sphere de l 'espaee euclidien ~t n dimensions, nous appelle- 
rons syst~me de coordonndes dans V une r e p r ~ e n t a t i o n  topologique d 'un  
domaine D de V dans  l 'espace numer ique  ~ n dimensions; D est appel6 le 
domaine du syst~me. Une telle reprdsentat ion associo ~ chaque point de 
D n nombres reels, appel~s les coordonnges du point relativement au 

syst~me. 

Nous appellerons varidtg d n dimensions de classe C v, v ddsignant un  
entier  positif, ou c~, ou co, une varlet6 ~ n dimensions V dans laquelle ost 
donnde une  famille F de syst~mes de coordonnees satisfaisant aux deux 
conditions suivantes:  

1. Los domaines des syst~mes de la famille F reeouvrent  ent i~rement  
V, c'est-~-dire que leur r~urdon est ident ique s V. 

2. Un point var iant  dans  la par t ie  commune  aux domaines de deux  
syst~mes de  la famille F,  sos coordonn~es re la t ivement  s l 'un des syst~mes 
sent  des fonetions de classe C ~ et k jacobien non nul de sos eoordonn6es 
re la t ivement  ~ l ' au t re  syst~me. 

Deux familles de  syst~mes de coordonndes, donnes dans la memo 
vari~t~ V e t  satisfaisant routes les deux aux conditions 1. ct 2., sent con- 
sider6es comme dquivalentes, et ddfinissent la m~me vari~td de classo C ~ 
si la famflle form6e par leur r~union satisfait aussi ~ l a  condit ion 2. Nous 
dirons encore qu 'un  syst~me de coordoun4es dans V e s t  admissible, s'il 



appar t ion t  ~ la famille F ou si la famille obtenuo on l ' ad jo ignant  ~ F satis- 
fai t  encore s la condit ion 2. 

I1 est clair quo, si u ~ v, la classe C u contient  C v. 
Los varidtds de classe C ~ sent  los varidtds analytiques, los vari~tds do 

classe C 1 sent  los varidtds di/fdrentiables. 
Une /onction / (x) ,  d~finie sur la vari~t4 V do classo C ~ est dito do 

classo C u (u d tant  ~ v), si, ~ tant  donnd un sys t~me quolconque de la 
famille F ,  pour  x dans  le domaine  de ce syst~mo, / (x)  est fonct ion do 
ciasso C u des coordonndes do x re la t ivomont  s co syst~mo. I1 ost clair que 
le sons de cet te ddfinition no change pas  si l 'on  remplaco  F pa r  uno autro  
famille dquivalente  (pourvu que, comme  on l 'a  suppos6, u ~ v). 

U n  tenseur est d~fini, en  un point  x do V, pa r  sos composantes  relat ive- 
m e n t  ~ un  syst~me quelconque de coordorm4es den t  le domaino cont ient  
x; los composan tes  r e l a t ivement  ~ un second syst~me se ddduisont  dos 
premieres  par  los formules  connues qui, commo on sait, font  intorvenir  
los ddrivdes partiel les du premier  ordro des coordonndes d 'un  sys t~me par  
r appor t  s cellos do l ' au t re .  Ces ddrivdes partielles sent  des fonct ions de 
classe C v-l, si la varidt6 V e s t  de classe C ". I1 en r~sulte que, s i les  compo-  
santes  du  tenseur  re la t ivemont  au premier  syst~me sent  de classe 
C~(u ~_ v -  1), il on est  de m~me des composantos  re la t ivemont  au 
second systSmo, dans  tou te  la par t io  com m une  aux  domainos dos deux 
syst~mes. Cette r emarquo  justifie la d~finition su ivante :  

U n  tenseur, ddfini sur la varidt~ V do classe C',  est dit de classe C u 
(pour u ~ v -  1), si, x grant  un  point  du domaine  d 'un  syst~me quel- 
conquo de la famillo F ,  los eomposan tos  du tenseur  re la t ivement  s co 
syst~mo sent  des fonctions de classe C" dans  co domaine .  

L a  donndo, sur une vari~t6 V de classe C v+~, d ' u n  tenseur  covar ian t  
sym~tr ique  s deux  indices, do classo C v, tel que la forme quadra t iquo 
(off x 1 . . . .  , x ~ sent  los coordonn4es de  x re la t ivoment  s un cer ta in  
syst~me et  g~ los composantos  du tenseur  au point  x ro la t ivomont  au 
mSme syst~mo) 

ds ~ ~ ~ g~ dx  ~ dx~ 
i , i  

soit ddfinio posi t ive on chaque point  x, d~finit un espace de R iemann  de 
classe C ~. 

L a  vari~td V e s t  close si elle est  un espaco topologique compact .  El le  est 
alors compl~temont  recouver te  par  los domaines  d ' un  n o m b r e  fini de 
syst~mes do coordonndes, de sor te  qu 'on  peu t  supposer  la famille F finie. 

L a  varidtd V e s t  orientable s'il  est possible do rdpar t i r  los syst~mes de 
coordonn~es en deux classes, de  mani~re quo le jacobien re la t i f  s deux 



syst~mes den t  les domaines empi~tent  soit positif si los doux syst~mes 
sent de la m~mo classe, n6gatif  dans le cas contraire.  Orienter la varidt6, 
c 'est  choisir l 'une de ces classes, den t  les syst~mes sent  alors appel6s posi- 
tifs, coux de l 'autro classe 6tant  appelds ndgatifs. 

2. Formes diif6rentielles. Forme adjointe 

Sur une vari~td diffdrentiable, ~ tou t  p-vecteur covariant, c'ost-~-dire 
tou t  tenseur covariant  ant isymdtr ique ~ p indices, est associde une 

/orme diff~rentielle ext~rieure de degr~ p, reprdsent6e dans le domaine D 
d 'un  syst~me de coordonn~es par  l 'oxpression 

~ -  ~, A i l . . . i pdx i l . . . dx ip ,  
(Q.. ,i~) 

off les Ail.  �9 �9 ip sent les valeurs, au point x de D do coordonndes x 1 . . . .  , x ~, 
des composantes  du p-vecteur  re la t ivement  ~ ce m6me systbme, ot la 
sommation dtant  dtendue aux (~) combinaisons (i1...i~) des n indices 
1 ,2  . . . . .  n pris p ~ p. 

On sait quo, dans un  changement  de coordonndes, on vor tu  des rbgles 
du calcu] extdrieur, les produits  extdrieurs dxi l . . .dx ip  se t ransforment  
comme les composantes  d 'un  p-vecteur  cont ravar ian t  (c'est-~-dire d 'un  
tenseur cont ravar ian t  ant isymdtr ique ~ p indices). La  forme ~ appara i t  
ainsi comme le produit  contractd (divis6 par  p !) d ' un  p-vecteur  contra-  
var iant  inddtermind par  le p-vecteur  co~zariant auquel elle est associde. 

Sur un  ospace de Riemann  orientd ~ n dimensions, on peut  faire cor- 
rospondre ~ tou te  forme diff6rentielle extdrieure de degrd p, ou, commo 
nous dirons dordnavant  pour  abrdger, ~ tou te  forme de degrd p, une forme 
de degrd n - - p  qu'on appelle la/orme adjointe. Nous allons en rappeler  
la ddfinition en dtablissant ses principales propridtds. 

Nous utiliserons les symboles de Kronecker  51)...i.p , dgaux g 1 (respec- 
t I , . . ~ p  

t ivement  - -  1) lorsque J l . . .  ]~ est une permuta t ion  paire (respectivement 
impaire) des indices tous distincts i~ . . .  i~, et/~ 0 dans tous le s  autres  cas. 

On sait que ces hombres 5i. ~'''ip. peuvent  ~tre consid6r6s comme les 
~ 1  �9 �9 .~p 

composantes  d 'un  tenseur covar iant  ant isymdtr iquo par  rappor t  aux 
indices i et cont ravar ian t  ant isym6tr iquo par  rappor t  aux indices ~. 

Nous utiliserons aussi le n-vecteur covariant e (tonseur e de Levi-Civita 
[9, p. 78]), d e n t  los composantes  e~ . .  "~n sent d6finies par  

eil in : ~ V ~  (~ 1...n 
�9 . .  g l , , . ~ n  

off g est lo d6 terminant  1] g~]] des coefficients do la forme quadra t ique  



fondamentale  d s 2 :  ~ ,  g,~ d x  i dxJ ,  et oh il faut  prendre le signe + ou le 
ii 

signe - -  selon que le systSme do coordonn6es ost positif ou n6gatif. La  
formo de degr6 n associde s co n,-vecteur, 

el .  . . n d x l .  . . dxn  , 

reprdsente l 'dldment de vo lume  de l 'espace de Riemann.  
On salt que, dans un espaco de Riemann,  h tou t  tenseur covariant  est 

associ6 un tenseur contravar iant .  En  particulior, ~t tou t  p-vectour cova- 
riant de composantes Aq . . . ~p  est associ6 un p-vecteur  cont ravar iant  

dont  les composantos A i~ " '  ~p sont d6finies par  les relations 

A G . . .  i~ 

qui peuvent  aussi s'6crire 

A i r  . . .  i p =  

gi~k~ . . .  glp~p A ~ ' ' "  kp X 
k l . . , k p  

~ i l k  l . . , ~ i p k p  Ak~... ep, 
k t . .  �9 kp 

les gij dtant  les composantes du tenseur  cont ravar ian t  associ6 au tonseur 
fondamental  g~j et  d6finies par  les formules 

X g~k gkj = ~ 
k 

N o u 8  pouvons  m a i n t e n a n t  dd / in i r  la forme adjointe ~ la /orme  ~x, que 
nous d6signerons par  ~*, en posant,  i l . . . i  n d6signant une permuta t ion  
paire de 1 . . . n ,  

A* et  ~ + l . . . i n  ~ e i t ' " i n  A i l " i P  

A *  �9 d x  j' d x  i'~-~ (1) 0~* ~ ~ ~l...lr~-p " " "  
(J l . . . in-p)  

I1 ost 6vident quo los A * . . . j , _ ~  sont les composantes d ' un  ( n - - p ) -  
vecteur  covariant ,  qui est lo produi t  contract6 (divis~ par  p !) du n-vec- 
teur covariant  e avec le p-vecteur  cont ravar iant  associ6 s la forme ~. 

Remarquons  quo, d'apr~s cet te  ddfinition, la formo adjointe s la forme 
de degr6 0 qui se r6duit ~ la fonction constante 6gale ~ 1 est la forme qui 
repr6sente l 'gldment de vo lume ,  et  que nous d6signerons dor6navant  par  
1" (ou 1" s'fl y a lieu de pr6ciser le point  variable x): 

1"--~ e l . . . n d x l . . . d x  n , 

oh e~ . . . .  ~ ~ /~  si le syst~me de coordonn6es est positif. 



Propri6t6s de la forme adjointe 

et ft dtant deux /ormes de m~me degrd p, / e t  h des /onc t ions ,  on a 

a) (Is  § hft)* = f~* q- hft* 
b) (~x*)* = ( - -  1) :~ a 

c )  ft* = 

d) a ~* -- F .  1", o~ F est une [orme quadratique dd/inie positive 
des coe//icients de a. 

La propri~t6 a) est dvidente, l 'op6ration * dtant  lindaire. 
En  d~signant par Bil...i p les coefficients de ft, Aq. . . ip 6tant  toujours 

ceux de a, d'apr~s la ddfinition de l 'adjointo et d'apr~s les r~gles du 
calcul extdrieur, on a 

Lxft* = ,,~ A~x...iv B i l . . . i v  1" . 
( i ~ . . . i v )  

Supposons qu 'au point considdrd gi~ = ~ ,  ce qu'on Peut toujours 
obtenir en choisissant un systbme convenable de coordonndes. Alors, 
comme on salt, Aq . . .~  ~ Ai~'"~p et Bq...~v-----B~'"~p, de sorte 
que les propri~tds c) et d) rdsultent immddiatoment  de l 'expression de 
a f tg r  

Pour 6tablir b), fl suffit de remarquer  que, au point consid6r6 off 
gi1 ~ (~, On a, i I . . . i n ~tant uno permutat ion  pairo de 1 . . .  n e t  le systbme 
de coordonn~es dtant  positif, 

(dx~ 1 �9 �9 . dxi~,)* = d x i v + l .  �9 . d X i n  

et 
( d x i ~ + l . .  �9 d X i n ) *  ~-- ( - -  1 ) r i p  + p  d x i x .  �9 . d x i l j  �9 

la permuta t ion  i v + l . . . i n i l . . . i ~  dtant  paire ou impaire selon 
( - - 1 ) n v + v =  + 1 ou - - 1 .  

que 

Produit scalaire de deux formes 

a ot fl 6tant  toujours deux formes de mSme degr~ p, nous appellerons 
produit  scalaire do a et  f t o t  nous ddsignerons par (c~, fl), la valour de 
l'int~grale dtenduo ~ V de aft*: 

(a,f t )  = S ft* 

Nous supposons que l'espace V est clos, do mani~re que l'int6gralo ait  
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toujours  un sens, et sauf indication contraire, le signe ffd~signera dordna- 
r a n t  uno intdgrale dtendue k V. 

Si (a ,  fl) ~-- 0, on dira que or et fl sent  orthogonales. 

I1 est clair que ce produi t  est commutat i f ,  en ver tu  de c), e t  distributif.  
E n  vor tu  de d), le carrd scalaire (~ , a) d'une /orme ~ (~ coefficients continus) 
ne peut s'annuler que si cette /orme est identiquement nulle : 

( ~ , ~ ) ~  0 entra~ne ~----0 . 

3. Les opbrateurs d, ~ et A 

On appelle di//drentielle extdrieure, ou simplemont di//grentielle, de la 
formo 0r de dogrd p, ]a forme de degrd p 3- 1 

d a - ~  x~ dAi,  . . .~pdx i , . . . dx ip .  
( i l . .  �9 ip) 

Comme on le vdrifie immddiatement ,  d'apr~s les r~gles du calcul ex- 
tdrieur, ]e coefficient de dx i~ . . . ( i x  ip+~ dans la forme d~ est 

O~kl.... ~p. OA~ . ._k 2 
i (k 1 . . . k p )  ~1 . . .  ~p+ l a x  i 

Los coefficients A~I...~ p de la forme ~ sent  na ture l lement  supposds 
diffdrentiables, c 'est-s que la forme a e s t  de classe C 1. Dans le cas 
d 'une forme de degrd 0, c'est-~-dire d 'une fonction, c 'est la diffdrentielle 
habituelle. On sait que l 'on a la /ormule de Sto~es 

FOP -b I c P +  1 

oh cp+l est un champ d ' in t6grat ion ~ p 3- 1 dimensions et  F c p+I sa 
fronti~re. On sait  aussi que la diffdrentielle seconde d 'une  forme (sup- 
posde de classe C 2) est toujours  nulle. La  diffdrentielle d 'une  forme de 
degrd n est toujours  nulle. 

L'opgrateur 6. Nous ddsignerons par  ~a la forme 

~ = ( d ~ * ) *  . 

Lo degr6 de a dtant  p, celui de ~ est p - -  1. L 'opdra teur  ~ abaisse le 
degrd d 'une  unit~, tandis  que l 'opdrateur  d l ' augmente  d 'une  unitd. 



I1 est clair que 5 ~ = ~2a _~ 0, parce que dda* ~- d~cr * ~ O. Si a est 
de degr~ 0, c 'est-~-dire une fonction, l 'op~rat ion 5 n ' a  pas  de sons, mais  
ce qui sera commode,  nous conviendrons  alors d 'dcrire ~ - -  0. 

On dit  que la forme ~ de degr5 p, suppos~o de classe C 1, est [ermde, 
si d~ ~ 0. S'il existo une forme fl de degrd p -  1 telle que a ~ dfl, on 
dit  que a est  homologue & zdro et  l 'on ~crit a ~-~ 0 . I1 est  clair que si 

~ 0 , a est ferrule. 

Ut i l i sant  des te rmes  de la topologie combinatoire ,  nous dirons que 
est co/ermde si 5~ ~ 0, et  quo ~ est cohomologue ~t z~ro, s'il existe une 
forme y de dcgr5 p ~- 1 tel le  que 5 7 --~ a .  I1 est  clair que la forme ad- 
jointe  a* est ferm~e (ou homologue s zdro), si la forme ~ est  coferm~e 
(ou cohomologue ~ z~ro), et rdciproquement .  

Dans  des cas part iculiers,  los opSrations *, d et 5 et leurs combinaisons,  
fournissent  los opera t ions  bien connues de l ' ana lyse  vectorielle. Une  
forme a de degrd 1 pout  5tre interpr~tde comme le travail gldmentaire d 'un  

vecteur  v ; a est la forme associde ~ v (dans le sens off, solon lo No. 2, 
une forme de degr5 p est associde ~ un  p-vecteur) .  

La  forme a*, de degr~ n - -  1, repr~sente alors l e / l u x  glgmentaire de 

v , tandis  que ~ est la divergence de v 

~ : d iv  v . 

Si / est une fonction, d / e s t  la forme associ~e au gradient do t, et  pa r  
suite 5d t e s t  la d ivergence du gradient  de /:  

__----..~ 

5 d / ~  div g r a d  f . 

R e m a r q u o n s  quo l 'opdra teur  Od, appliqu~ ~ une forme de degr~ p 
(de classe C2), fourni t  une forme du m~mo degr~ p. S i p  : 0, Od se r6duit  

au  laplacien div  g rad  (ou pa ram~t re  diff~rentiel du second ordre de 
Bel t rami) .  Ainsi, en un cer ta in  sons, Od appa ra l t  comme  un op~rateur  
qui, pour  les formes de degr~ p > 0, g~n~raliserait le laplacien. Mais 
d ' au t r e s  gdndralisations sen t  possibles. E n  effet, d ~  est  aussi une forme 
de m6me degr~ p que ~, qui se r~duit  ~ z6ro s i p  : 0, mais  en g~n~ral 
pas  s i p  > 0. Pa r  suite, si a e t  b ddsignent deux hombres,  p o u v a n t  dd- 
pendre  de p et  n, mais  a so rdduisant  ~ 1 pour  p : 0, l 'op~rateur  a Od 

bd(~ gdn~ralise le laplacien au  m~me t i t re  que l 'op6ra teur  ~d. Pou r  
des raisons qui appa ra l t r on t  au chapi t re  I I ,  nous avons  ~t~ conduits  
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prdfdrer l 'opdrateur  ob tenu  en posan t  a - -  ( - -  1) ~p ot b ~ ( - -  1) np+'~, 
mais ce qui impor to  avan t  tout ,  c 'es t  que ni a ni b ne soient nuls. 

L 'op6ra teur  A. Nous  d~signerons par A l'opdrateur 3 ----(--1)nP(~d 
(--1)np+nd6. Appliqu6 s une forme ~ do degr6 p (et de classe C 2) 
cet op6rateur  fourni t  une autro  forme de m6me degr6 p, 

A s  --~ ( - -  1 ) ~ 6 d ~  ~- ( - -  1)np+nd~o~ . 

Nous  dirons qu'une /orme a de degrd p est harmonique si elle est de 
classe C 2 et 8i ,d~ z O. 

Pour  p ~ - 0 ,  A se rdduisant comme  (~d au laplacien gdn6ralisd de 
Bel t rami,  ce t te  ddfinition coincide avec  la ddfinition classique des fonc- 
glens harmoniques .  Pour  p > 0, nous  verrons que, si l 'espace est  clos, 
elle est 6quivalente  s la d6finition de 1~. Hedge,  d 'apr6s  laquelle a est 
dire ha rmonique  si d~ ---- 0 et  5~ ---- 0. 

Si a est une forme de degrd 1, dans  l 'espaco euclidien ~ 3 dimensions,  
-> 

associde au vecteur  v , les formes d ~  o~ (Sd~ sent  respec t ivement  asso- 

ci6es aux  vecteurs  g r ad  div v e t  rot  rot  v , et  la f o r m o d  ~ est pa r  suite 

associde au vecteur  lap v = - g r a d  div v - -  rot  ro t  v ,  qu 'on  appelle 

prdcis6ment le laplacien do v . Cela suggbre que notre  opdrateur  A est 
bien la gdndralisation convenablo du  laplacien, fai t  qui sera confirmd 
au chapi t re  I I .  

4. Relations d'orthogonalit6 

Soit # une iorme de degr6 p, v u n e  formo de degr6 p -t- 1, tou tes  deux 
de classe C 1. # v* est de degrd n - -  1, et, on vor tu  do la r6glo de diff6- 
rent ia t ion d 'un  produi t ,  d(#v*)  -~ d# .  v* Jr- ( - -  1)P/~dv*, ce qu 'on  pout  
6crire, commo dr* -~ ( - -  1)Pn+~(Ov)*, 

d(#v*)  = d#v* -k (-- 1)~ /~ (8v)* .  (2) 

D'apr6s  la formule do Stokes, la varidt6 V dtant  close et cons t i tuan t  
un champ  ~ n dimensions fermd, den t  la fronti6re so rdduit  ~ z6ro, l ' intd- 
grale 6tenduo ~ V d 'une  forme de degrd n homologue h z6ro ost nulle. 
On a donc 
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$d(#v*) = 0 , 

ce qui, en t enan t  eompto de (2), donne la relat ion 

(d~ ,v) = ( - -  1)/an+l(fe, ~J~) (3) 

On en d6duit  los th~or~mes suivants.  

Pour qu' une /orme # soit fermge, il faut et il su/lit qu ' eUe soit orthogonale 
routes lea /ormes cohomologues ~z zdro. 

La  condition est on effet n6cessaire, car si d# =- 0, en ver tu  do (3), 
(~u, (~v) = 0 quelle que soit la f o r m o v  de degr6 p + 1 (et de classo C1). 

Ello est aussi suffisante, car si la forme tt (suppos6e de classo C 2) est 
or thogonale  ~ routes  les formes cohomologues ~ z6ro, elle est orthogonalo 

Od#, (/u, (~d#) - -  0, ce qui entralne en ver tu  de (3) (d#, d/z} = O, et l 'on 
sait  que cola n 'es t  possible que si d/, = 0. 

Pour qu' une /orme soit colermde, il ]aut et il su/lit qu'elle soit orthogonale 
toutes los /ormes homologues ~ zdro. 

Ce th6or~me peu t  se d6montrer  d 'une  mani~re analogue, los r61es des 
op~rateurs d e t  ~ 6rant s implement  pormut6s. Mais il se d6duit aussi du 
pr6c6dent, en l ' appl iquant  ~ la forme adjointe.  

Chacun de cos deux th6or~mes entralne en part iculier  que los [ormes 
homologues ~ zdro sent orthogonales aux /ormes cohomologues ~ zdro (de 
mSme degr6 naturel lement) .  

Cola 6tant ,  soit a uno formo harmoniquo,  de degr6 p, 

z] o~ = ( - -  1)npcJdo~ -~- ( - -  1)np+nd(~o~ = 0 . 

(~dc~ et d(~ sent  deux formes orthogonales,  par  suite A0~ ~-- 0 entralne 
~da-----0 et  d ~  = 0. Comme, d'apr~s (3), (d~x,do~)-~ ( - -  1)~n+l(o~, ~d~), 
~d~ ----- 0 ontralno da ---- O, ot de m~me d ~  = 0 entralne ~ ---- 0. Ainsi: 

Los ]ormes harmoniques sent les ]ormes de classe C 2 ~ la /ois [ermdes et 
co/erm~es. 

Pour qu'une [orme de classe C 2 soit harmonique, il /aut et il su//it qu'elle 
soit orthogonale ~ routes los [orme8 homologues ~ zdro et ~ toutes les formes 
cohomologues ~ zdro. 

Sur un ospace clos, l '6quat ion z] a -= 0 est ainsi 6quivalonte au syst~mo 
des deux 6quations da ----- 0 et 5a ---- 0, qui correspondent  ~ la d6finition 
des formos harmoniques  de M. Hedge.  Pour  une forme de degr6 0, cotte 
6quivalence t radu i t  le fait  bien connu qu 'une  fonet ion harmonique  sur 
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un espace clos so r6duit  s une eonstante.  I1 n 'en  est na ture l lement  plus de 
mSme sur un  espace ouver t  non elos, ni sur un  domaino  ayan t  des points  

frontibres. 
Les formes de degr~ p, pouvan t  ~tre addit ionn6es ot multipli6es par  un 

nombre,  const i tuent  un espace vectoriel (~ une infinit~ do dimensions).  
D~signons cot espace par  F ~ et d~signons par  F~, F~ et F~ les sous- 
ospacos de F p constitu6s respec t ivoment  par  les formes homologuos s 
z~ro, par  les formes cohomologues ~ z6ro, ot par  les formes harmoniques .  
Cola pos~, les deux derni~res proposi t ions ci-dessus peuven t  s 'Snoncer do 
la mani~ro su ivante :  

Les sous-espaces F~,  F~ et F~a de F p sent deux ~ deux totalement per- 
pendiculaires : deux [ormes appartenant h deux distincts de ces sous-espaces 
sent orthogonales. 

I ls  ]orment dans Fp un syst~me complet, dans le sens qu'une ~orme ortho- 
gonale h chacun de ces sous-espaces se rgduit ndcessairement gt zgro. 

Nous pouvons  illustror cot 6nonc~ par  le schema suivant ,  o~ los ospaces 
F~,  F~ et  F~ sent  repr~sent~s par  les trois axes d 'un  tri~dre tr iroctangle,  
l 'un  des plans coordonn~s ropr~sontant  l 'espaeo veetoriel  des formos for- 
m~es, un aut re  eelui des formes coform~es: 

A ~ O  

 or,nes h ,'moniqu J 

/ 

r . \ I  ? , 
IV"'% 

formes - - I  
homologues ~ zero] 

- -  formes - -  
' cot'erm(~es - -  

/ 

\ ~ 2 formes 
cohomologues 

\ a zero 
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Ces propositions, comme le thdorbme de d6composition dent  il va  6tro 
question, correspondent  ~ des th6orbmes connus de To13ologie combina- 
toire. (Cf.[14, 13. 430], [12] et [17].) 

5. Le th6or6me de d6composition et le th6or6me de Hodge 

Les relations d 'orthogonali t6 qui v iennent  d '6tre  6tablies conduisent  
se demander  si route  forme do degr6 p se laisse ddcomposer en la somme 

do trois formes a1313artenant res13ectivement ~ F1 v, F~ vet  F~. Pour  r6pondre 
cet te  question (qui serait 6vidente si Fp  n ' ava i t  qu 'un  hombre  fini de 

dimensions), nous utiliserons les deux propositions suivantes. 

Th6or6me H. fl gtant une /orme de degrd p e t  de classe C 2, la condi- 
tion ngcessaire et su//isante pour qu'il existe une /orme ~t telle que 

A # = f l  

est que fl soit orthogonale dt routes les /ormes harmoniques de degrg p. 

Ce th6or6me sera dtabli au cha13itre I I I .  

La  seconde proposi t ion est la suivante:  il n ' y  a qu'un hombre /ini de 
/ormes harmoniques lindairement indgpendantes de degrg p. Elle sera 6tablie 
ci-dessous par  voie to13ologique, et  d 'une  autre  mani6re, inddpendante,  
au chapitre  I I I .  

Pour  l ' instant ,  admet tons  ces deux propositions. On 13eut alors t rouver  
un  nombre  fini h de formes harmoniques  de degr6 p, l in6airement ind6- 
pendantes ,  ~01, ~2 . . . .  , ~h, et route  au t re  forme harmonique  de degrd p 
est 6galo ~ uno combinaison lindaire de celles-ls On peut  supposer aussi 
que ces formes sent  normdes et  deux  b~ deux orthogonales,  c'est-/~-dire 
quo (~i, ~) ---- ~{ �9 

Soit alors ~ une formo qudconque  do dogr6 p e t  de classe C z. La  formo 

h 

~3 = X (~ ,  ~i) ~t 
i = 1  

est harmonique  et ~ ~ ~ est 6videmment  orthogona]e/~ toutes  lea formes 
harmoniques.  D'a13rbs le th60rbme H,  il existe une forme p telle quo 
A # ~- ~ - -  ~3. En  130sant ( - -  1) ~p Jd# ----- ~2 et  ( - -  1)nv+nd~# ----- ~1, cet te  
6quat ion s'6crit a l  q- c~2 ----- ~ - -~a ,  ou 
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al &ant homologue ~ zdro, a~ cohomologue ~ z6ro et % harmonique. II 
r6sulte imm6diatement des relations d'orthogonalitd du No. 4 qu'une 
telle ddcomposition n'est possible que d'uno seule manibre. Nous avons 
ainsi 6tabli le 

Th6ori~me de d6composition. Toute /orme ~, de degr~ p, de classe C 2, 
peut ~tre decomposde, d'une mani~re unique, en la somme ~ ~ o~ 1 -~ ~X 2 Ji- ~3 
de trois /ormes respectivement homologue dL zgro, cohomologue ~t zdro et har- 
monique. 

Le th~or~me de Hedge v a s e  ddduire aisdment de l~, mais il convient 
de rappeler d'abord quelques propositions gdndrales inddpendantes de 
route m&rique, relatives aux formes diff4rentielles sur une vari&d close. 

dtant une forme ferm4e de degr~ p, on appelle pdriode de ~ relative- 
ment au champ d'intdgration fermd ~t p dimensions Cp la valeur de l'intd- 
grale 

CP 

R,~ &ant le p ~  nombre de Betti de la varidtd, routes les pdriodes 
d'une forme fermde se ddduisent de R v d'entre elles, appeldes pdriodes 
/ondamentales, qui sont les pdriodes relatives ~ un syst~me fondamental 
de R v champs fermds ~ p dimensions. 

On a alors les thdor~mes suivants [10]. 

A. I1 existe tou~ours une /orme /erm& ayant comme pdriodes /ondamen- 
tales des nombres arbitrairement donnds. 

B. Une /orme /erm~e dent routes les p~riodes sent nulles est homologue 
& zgro. 

Cela rappel~, nous pouvons &ablir le 

Th6ori~me de Hedge. I1 existe une /orme harmonique de degrd p, et 
une seule, ayant des pgriodes /ondamentales donndes arbitrairement. 

Soit ~ une forme ferm6e ayant  les pdriodes fondamentales donn~es. 
Une telle forme existe d'apr~s A. D'apr~s le th6or~me de d6composition, 

= r + ~3, la composante ~2 &ant nulle parce que a est ferm6e et par 
suite orthogonale ~ F2 p. Comme c~ 1 ~-~ 0, les p~riodes de ~1 sent nulles, 
et la forme harmonique ~3, ayant les m~mes pdriodes que ~, est la forme 
cherchde. 

Pour &ablir l'unicit6, il suffit de prouver qu'une forme harmonique 
dent toutes les p6riodes sent nulles se r~duit s zdro. Or cela r~sulte im- 
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m4diatement de B e t  des relations d'orthogonalit4, car cette forme serait 
la fois harmonique et homologue ~ z4ro. 

Corollaire. Le nombre des /ormes harmoniques lindairement inddpen- 
dantes de deffr~ p e s t  ~ffal au pi,,,e hombre de Betti. 

En effet, soit a~ la forme harmonique de degr4 p dent toutes les p4riodes 
fondamentales sent nulles, sauf la i i~e qui vaut 1 (i ~- 1 . . . . .  R~). Touto 
forme harmoniquo do dogr4 p d4pend lin4airement de ces R~ formes, qui 
sent lin4airement ind4pendantes. 

Remarque 1. Pour 4tablir l'existence de la formo harmonique ayant 
des p4riodes fondamentales donn4es, nous avons utilis4 lo th4or~mo A e t  
le th4or~me t t  (par l'interm4diaire du th4or6me de d@omposition). 1V[ais 
pour 4tablir ensuite l'unicitd, seul lo th4or&me B e s t  intervenu : il n'a pas 
4t4 fait appel aux th4or~mes A et H. 

On peut aussi, comme l'a fait M. Hedge [7 et 8], 4tablir l'unicit4 sans 
faire usage du th4orbme B e t  on d4duire onsuite le th4orbme B. On so 
base alors sur le th4or~me C : si les pdriodes de la /orme ]ermge a de degr4 p 
sent nulles, (a, fl) ~ 0 quelle que soit la /orme co/ermge fl de degrg p. Ce der- 
nier th4orSme r4sulte d'une proposition g4n4ralo [10 et 11] d'apr~s ]a- 
quelle les p4riodes du produit de deux formes ferm4os sent des fonctions 
bilin4aires des p4riodes fondamentalos de ces derniSres (en appliquant 
cotto proposition ~ la forme aft* dent (~, fl) est une p4riode, on obtiont le 
th4or~mo C). Admettons-lo. Si alors ~ est uno formo harmonique 
p4riodes nulles, (a, a) -~ 0 et par suite l'unicit4 est 4tablie. 

Voici maintenant comment B so d4duit de H ot C. Soit une fornm 
ferm4e s p4riodes nulles. D'apr~s le th4or~me do d4composition, a = 
al H-aa; aa dtant harmonique et ~ p4riodes nulles, a~----0. Par suite 
a - ~  a~ qui est homologue ~ z4ro. 

Remarque 2. Le compl4ment au th4or~mo H, 4nonc4 ci-dessus, d'apr~s 
lequol le nombre des formes harmoniques de degr4 p lin4airement ind4- 
pondantes est fini, et qui sera 4tabli au chapitro IV sans faire usage de A, 
B ni C, est inclus dans le corollairo au th4or~me do Hedge, qui nous dit 
que ce nombre est 4gal ~ R~. ~ais  les raisonnements faits pour 4tablir 
l'unicit4, bas4s uniquement sur B ou sur C et no faisant pas intervenir 
le th4orSmo H, nous montrent d4jh que co nombre est au plus 4gal s R~. 
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C H A P I T R E  I I  

LA P A R A ~ t ~ T R I X  ET  L E S  F O R M U L E S  I E T  I I  

6. Dbfinition de la param~trix. Enone6 des formules I et II  

Nous appellerons /onetion distance (ef. Hodge[8] ,  p. 119--122), sur 
l 'espace de Riemann V, une fonction r (x, y) de deux points do V satis- 
faisant aux conditions suivantes:  

1 ~ r ( x , y ) = r ( y , x )  > 0  pour  x ~ : y ,  r ( x , x ) - ~ O  . 

20 r2(x, y) est fonction de classo C 2. 

30 Les coordonndes do x et y dtant,  re la t ivement  ~ u n  mSme syst~me, 
x 1. . .  x n, y l . . .  yn, la fonct ion 

a2(r ~) 

se rdduit,  pour  x ~- y dans lc domaine du syst~me, au coefficient g~- de 
la forme quadra t ique  fondamontalo ds2: 

Ai, j ( x , x )  - -  gij (x) . 

La  condit ion 3 ~ qui est invar iante  vis-s des changoments  de co- 
ordonndcs, signifie simplement,  comme cela rdsulte des propridtds dta- 
blies plus loin, que lorsque y est infiniment voisin de x, r (x,  y) est dgal 

la longueur ds de l 'arc x y. 

Dans l 'espace euclidien, la distance euclidienne est une fonction 
distance. Dans un espace de Riemann clos de classo C v, pour  v assez grand, 
l 'existence d 'une fonct ion distance sera dtablie plus loin. 

Dd/inition de la param~trix. 

Soient x i e t  yi les coordonndes de x et y, re la t ivoment  ~ deux syst~mes 
en gdndral distincts. Pour  ] e t  y fixds, les n fonctions 

02(r 2) 
A , , j  - -  - -  

v ~ u ~  

sont les composantes d 'un  vecteur  covariant  lid h x; pour  i et x fixds, 
on a l e s  composantes  d 'un  vecteur  covar iant  lid ~ y. Nous dirons que les 
A~,j sont les composantes d 'un  double vecteur covariant, lid aux deux 
points x et y. 
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Nous dirons plus g6ndralement que les (~)2 fonctions 

A i l . . . i v , i l . . . i  p ~ -  

A i v , j  ~ �9 . . A i r , j r  

sent  les composantes d ' un  double p-vecteur covariant lid aux doux points x 
et y, et nous appellerons paramdtrix de degrd p la forme de degrd p t an t  
on x qu 'en  y 

1 Z A i i "  (dx Q . dxlv)(dy jl . dyiv) o~(x,y)  --  r~_2 (x, y) ..r . . . .  
( i ~ . . . i v ) ( j ~ . .  5v)  

1 
pour  n > 2. Pour  n ~ 2, le facteur  ~ doit  ~tre remplacd par  log 1 

r 

I1 est clair que cet te  forme est compl~tement  ddterminde par  ]a fonction 
distance r (x,  y) .  

Dans l 'espace euclidien, r d tant  la distance euclidienne, 

r 2_~ ~ . ( x  ~ _  yi)2 , 
i 

_ ~_ ~Jl...Jv et,  pour  n > 2  Ai,j ~ , Ail...ip,J'l...jv r162 

1 Z (dxi~" dxiv)(dYi~ "dyiv) " o%(x, y) -- r,_2 . . . .  
(Q... i v) 

Le bu t  de ce chapitre  est d '6tablir  les formules I e t  I I  ci-dessous: 

S ~% (x, y) [A ~ (y)]* ---- S ~ (y) [A~ w ~ (x, y)]* --  k ~ (x) (I) 

A~c%(x,y) t~*(y)  : ~ A ~ w ~ ( x , y )  �9 i ~ * ( y ) -  kt~(x) (II) 

et  # ddsignent des formes quelconques de degrd p, ~ de classo C 2 et /~ 
de classe C1; * ddsigne l 'adjointe  re la t ivoment  s y et k --~ n (n - -  2)/e~, k s 
dtant  le contenu de la sphere de rayon  un dans l 'espace euclidien k n 
dimensions. 
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Nous supposerons n > 2;  les modifications qu' i l  y aura i t  lieu d ' ap -  
por ter  aux  ddmonst ra t ions  pour  n- - - -2  d tant  presque dvidentes,  nous 
n ' y  insisterons pas. 

7. Fonetions distances et m6triques oseulatriees 

Sur tou t  espace de R i em ann  clos de classe C 3, on peu t  construire une 
fonction distance de la manibre suivante.  Soit Q (x,  y) la borne infdrieure 
des longueurs des arcs de courbe joignant  les points  x et  y. On sai t  qu'il  
existe alors un hombre  posi t i f  r tel  que, si Q (x,  y) ~< e, les points  x et  
y sont les extrdmitds d 'un  arc de g6oddsique de longueur 0 (x ,  y) et 
d 'un  seul, et  la fonct ion02(x,  y) est de classe C 2 pourQ(x ,  y) <~ .  Soit 
alors F ( t )  une fonct ion de la var iable  rdelle t, de classe C ~, non d6- 
croissan'~e, dgale ~ t pour  0 ~< t ~< ~ et s ~ e pour  t > ~. (On sai t  cons- 
t ruire une telle fonction.) La  fonction F ( O ( x ,  y ) )  est alors une fonction 
distance, comme on le vdrifie aisdment.  

R e m a r q u o n s  que, si l 'espace de R iemann  est de classe C | ou C% la 
fonction dis tance ainsi construi te  est de classe C ~. Si l 'espace de R i e m a n n  
consiste en une varidtd rdguli6re plongde dans un espace euclidien h N > n 
dimensions, la dis tance euclidienne ( re la t ivement  s l 'espace ambian t )  de 
deux points  de la vari6t6 fourni t  une fonct ion distance.  

Pour  dtablir  quelques propridtds de la fonction distance,  nous suppose-  
rons que x e t  y res tent  dans  le domaine  d 'un  m~me syst~me de coor- 
doundes. A = - - � 8 9  2 (x,  y) est alors fonction des 2 n coordonndes x i e t  yi 
de x et  y re la t ivement  ~ ce systbme.  Nous ddsignerons, darts  ce N o .  u n i -  

q u e m e n t ,  les ddrivdes partiel les de cet te  fonction jusqu '~  l 'ordre  3 en affec- 
t an t  la let t re  A des indices des var iables  pa r  r appor t  auxquelles s 'es t  fai te  
la ddrivation, les indices des var iables  x dtant  placds s gauche et ceux des 
variables  y s droite d 'une  virgule. Ainsi: 

OA OA a2A OaA 
A i  = O ~  A i - -  A~ i - -  A~ i  ~ _ etc. 

, ' , a y l  ' , O x i a y i  ' , O x i O x l O y  k ' 

La signification de A~, i concorde avec celle donnde ci-dessus. Les ddrivdes 
d 'ordre  ~ 4 n ' i n t e rvenan t  pas dans la suite, aucune confusion n ' e s t  
craindre au sujet  des symboles  tels que Aii, k z qui ddsigneront toujours  
les dd te rminants  in t rodui ts  plus haut .  

La  fonct ion A dtant  m a x i m a  pour  y----- x, on a: 

A~, ( x , x )  = 0 et  A i ( x , x )  = 0 . 
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En  ddrivant  cos identit~s par  rappor t  s x i ,  on obtiont :  

A~i, ( x , x  ) ~- A ~ d ( x , x  ) ~- 0 et A 1 , ~ ( x , x )  + A i i ( x  x) : O . 

La sym6trie de r (x ,  y) ontraine d'aillours A~, i ( x ,  x )  - -  A i ~ ( x  x)  . I1 on 
r6sulte les idontit6s: 

A i j  , (x  , x )  : - -  A i d ( x  , x )  : - -  A j , i ( x  , x )  ~- A , i s ( x  , x )  . (1) 

Considdrons la fonction 

ar Or 
S ( x  , y )  : r ~x ~ + r o y  i - -  A i, - A , i  ," 

los identitds ci-dessus mont ren t  que cetto fonct ion qui est d6finie dans 
le domaine du syst~me de coordonn6es envisagd, s 'annulo ainsi que sos 
d6rivdes premi6res pour  y--~ x. Son dSvoloppoment par  la formulo de 
Taylor  au tour  du  point  y suivant  los puissances des x ~ - -  yi ne contient  
par  suite pas de te rme de dogrd infdriour s 2. I1 en rdsulte que l 'on a: 

Or Or S ( x ,  y)  S ( x ,  y)  dtant  born~e. (2) 
ax i - -  Oy ~ ~- r - ( x , y )  ' r ~ ( x , y )  

M d t r i q u e  euc l i d i enne  osculatr ice .  On dit  que les mdtriques d~firdes par  
los dldments lindairos 

ds 2 ~- . ~ . g , j d x i d x  ~ et  ds ~ ~ ~ , g i j d x i d x  j 

sent  oscula tr ices  on un  point,  si, on ce point,  

g~j -~ ~;j ot 0g,  0~,~ (pour tous i , i , k )  0x k --  0x k 

Commo on lo v6rifio ais6mont, cos relations sent invariantes  vis-s 
do tou t  changomont du  syst~me do coordonn6os. 

On sait  qu'i l  existe des m6triques euc l id iennes ,  d6firdes au voisinago 
d 'un  point  z quelconque, occulatrices on co point  ~ la m6triquo r ieman- 
niorme donn6o (voir[1], p. 94 96;[9], p. 82--87).  

Thdor~me.  Soit r (x,  y) la distance euclidionne des points x ot y relative- 
mont  s une m~trique ouclidienne osculatrice ~ la m~trique donn~o au 
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point  z de coordonn~es z~ , . . . ,  z ~ ; le dgveloppement taylorien de la fone- 
t ion r 2 ( x , y ) -  r2(x, y) autour  du point  z, suivant  les puissances des 
y i  zi  et dos x i -  z i, no contient pas de termes de degr6 inf6rieur ~ 4. 

Ddmons t ra t i on .  Nous pouvons supposer le systgme de coordonn~es tel 
que l 'dldment l i n~ i r e  de la m6trique euclidienne osculatrice se r~duise i~ 
ds 2 = v (dx i )~ .  Un tel systgme de coordonndes est dit  ggoddsique a u  

po in t  z. 
Og~ 

On a alors g~,. = ~ ident iquement  et g~ = d~ , ax ~ = 0 au point  z. 

Comme 

r2(x ,y) = ~ (x i - -  zi) 2 -~ ~ (y~ - -  zi) ~ - -  2 ~ ,  (x  i - -  z i ) ( y  i - -  z i) , 
i i i 

on tenant  compte des identitds (1) appliqudes au point z, on voi t  que 
dans lo d6veloppoment taylorien de r 2 (x, y), off los termes de degr6 0 
ot 1 manquen t  dvidemment,  les termes du second degr6 se rdduisont 
r 2 ( x ,  y )  . Pour  achevor la d6monstration, il suffira par suite de prouver  
que routes les d~rivdes troisi6mes de r 2 (x, y), ou A (x, y), s 'annulent  pour  
x - - - y - - - - z .  

En d6rivant par rappor t  s x k l ' identitd (1) et r emarquan t  que 

a a 
o x k  A ~ , j ( x , x )  = ~ x k g ~ j l x  ) = O,  

il vient 

Aijk, § Ai~,k = - - A ~ k , ~ -  A~,;k ---- Ak, ij + A,~i~ = 0 

pour x = y = z .  

La sym6trie de A (x, y) entralne d ' au t re  par t  

Ai~k, = A , i j k  et  A i , ~  = A i~ , i  pour y = x . 

I1 en rdsulte en particulier A~, j  --  A~,~ = - -  Aj~,~ = - -  Akj,~ et par 

permuta t ion  circulaire A i k , j  = - - A k j , ~  = A~,~ = - - A i ~ , i  = 0 et l 'on 
volt  que toutes les d6riv~es troisi~mes s 'annu!ent  pour  x = y--~ z .  

R e m a r q u e .  I1 rdsulte de ce thdor~me que si r l ( x ,y )  e t r  2(x ,y)  sent 
des fonctions distances assocides ~ deux mdtriques osculatrices au point  z, 
r~ (x, y) - -  r~(x,y)  s 'annule ainsi que ses d6rivdes jusqu 's  l 'ordre trois 
inclusivement pour x = y ---- z .  
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8. L'op6rateur A dans l'espace euclidien 

T h d o r ~ m e .  Soient x 1, x 2 , .  . . ,  x ~ u n  systbme de coordonndes rectangu- 
laires dans l'espace euclidien, de manibre que d s 2 :  xZ. ( d x i )  2 , et 

i 

~ .~, A i l  . . . i v d x i ~ . . .  d x  iv une forme de degrd p, de classe C ~. On a 
(Q . .  ,ip) 

L J ~  ~ .  Z Z O 2 A i ~ ' " i p d x i ~  d x i p  
( O x i ) ~  . . . .  

(i~.. . iv) i 

D d m o n s t r a t i o n .  Dans l'espace euclidien, comme g iJ -~  gi i  __~ 5~ , on a, 
i~. . . i~,  i~+~. . . i .  6tant une permutation paire de 1 2 . . . n ,  

[ d x  il  . . .  d x i p ]  * = d x i p + l .  . . t t x  in . 

En d6signant par ~x ~ la forme qui se d6duit de a en rompla~ant chaque 

coefficient par sa d~riv~e partielle par rapport ~ x i ,  on peut reprdsenter 
l'op6rateur d par l'expression 

= = d x  ~ i  �9 

i 

L'op6rateur ~ dx i indique que la forme doit 6tre d 'abord multipli6e 

0 
~ gauche par dx i, et ensuite soumise i~ l'op6ration ~ . Les deux op6ra- 

tions sont d'ailleurs permutables: 

x i d x i  _~ d x  ~ Ox i �9 

O 
Dans l'espace euelidien, l'op~ration ~ est permutable avec l'op~ration 

qui consisto s prendre l 'adjointe s une forme: 

Oa* {0~]* 
a x i  - \ a x  i /  �9 

Ce fair, comme on le vgrifie imm6diatement, est li6 ~ la constance des 
coefficients gis d u d s  2 et il n'a pas lieu dans un espaco qui n'cst pas eu- 
elidien. 
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En  d6signant par  0Ja la forme ( d x J ~ * ) *  qui so d6duit  de ~ eu pronant  
l 'adjointe de la forme obtenue err mult ipl iant  ~* ~ gauche par d x i ,  on 
pout reprdsenter l 'opdrateur  6, duns l 'espace euclidien, par  l 'expression 

j Ox i " 

I1 rdsulte de I/~ que, duns l 'espace euclidien, l 'opdrateur  ( - -  1)vPz] ---~ 
~d q - ( - - 1 ) ~ d ~  est reprdsent6 par  1'expression 

a2 
( - -  1 )nvA  = v [ O i d x  j -~- ( - -  1 ) ~ d x i O ~ ] o x i O x  j . (3) 

ii 

Considdrons une forme mon6me de degrd p, par  exemple 

~t = d x  1 d x  2. . .  d x v  . 

On a, en remarquan t  que la permuta t ion  (1, p q- 1 . . . .  n ,  2 . . . .  , p) est 
paire ou impaire  solon que (--1)~v+~ = q- 1 ou - -1  , 

# *  -= d x v + ~ .  . . d x  n , d x  1/~* = d x  1 d x v + l . .  . d x  n 

01# --~ ( - -  1 ) n p + n d x 2 . . .  d x V  , ( - -  1 ) n v + n d x l O l ~ t  --~ tz . 

D'une  mani~re analogue, on obt ient  los relations: 

( - -  1 ) n p + n d x i O i / x  -~  # si i ~< p , ---= 0 si i > p 

( - - 1 ) ' ~ v O i d x i # :  0 si i ~ < p  , : #  si i > p  

d'ofl rdsulte 
[ ( - -  1 ) n v O i d x  i -~- ( - -  1 )nv+ndx iOi ]~ t  : ~t 

quel que soit i. 

L 'opdra teur  qui in tervient  ici dtant  lin6aire et  permutable  a v e c l a  
mult ipl icat ion par  une fonction (variable ou constante) ,  cet te  formule 
s 'applique s une forme quelconque de degr6 p:  

[ O i d x  i -4- ( - -  1)~dxiOi]~x -~  ( - -  1)~v~ �9 (4) 

Ensuite,  si i # ~, on a 

dxiO~ /~ ~ Oi d x i / ~  --- 0 si i ~ p  ou si ? ' > p  . 
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Pour  i ~ p ,  dxi01/~ ~- ( - -  1 ) ~ + ' ~ d x i d x 2 . .  . d x ~ ,  

O~ d x i  p ~ - -  ( - -  1 ) ~  d x i  d x  2 . . .  d x~  , 

d'ofi r~sulte Oldxi/A ~- (-- 1)~dxiO~/~ ~ 0 

et  d 'une  mani~re plus g4ndrale, pour  i ~ p e t  ~" ~ p :  

O i d x i #  Jr ( - -  1)~dxiOi/z ---- 0 . 

Cette  formule  est encore valable  si i ~ p ou si ~ > p ,  los deux te rmes  
~tant  alors nuls. On en d~duit,  pour  une forme quelconque ~ de degrg p, 

[Oidx ~ -~ ( - -  1)~dx~O~]or ~ 0 pour  i ~ ?" . (5) 

L a  formule  s d~montrer  r~sulte imm~dia t emen t  de (3), (4) et (5), en 
r e m a r q u a n t  que los opdrateurs  qui in te rv iennent  dans  (4) et (5) sont  

pe rmutab le s  avec l 'opdra teur  ~xiOxi . 

9. L'op~rateur A dans l'espace riemannien 

Soit z un  point  donn6 de l 'espace de Riemann .  Nous  dirons qu 'une  
fonetion /(x) ,  d~firtie et  cont inue au voisinage do z, est d'ordre k,  si 

](x) est b e r n i e  au  voisinage de z. Si k > O, ](x) s ' annule  gv idemment  
r k ( x ,  z) 
au point  z, t and is  qu'ello pout  y 8tre infinie si k < 0. 

Nous dirons aussi que K ( x , z )  a p p a r t i e n t  & l ' e x p o s a n t  h, si K ( x , z )  est  
d 'ordro - -  h. 

Soient x 1 . . . .  , x ~ des coordonndes gbod~siques en z. La  m~triquo 
euclidionne d~finie pa r  d~ 2 ~ ~ ,  (dxi) 2 ~tant  osculatrice s la m~tr ique 

i 

donn~e, d4finie pa r  ds 2 ---- ~ g ~ d x i d x  ~ , il rdsulto du No. 7 quo los fonc- 
i j  

t ions gij (x)  - -  ~ sont  d 'o rdre  2. Cola ent ra lne  que, g d tan t  lo dd te rminan t  

]] g'~ ][, g - -  1, V g g - -  1, g i i _  ~ sont  aussi d 'ordre  2, comme on lo vdrifie 
on considdrant  los ddvoloppements  du dd te rminan t  g e t  de ses mineurs .  

Soit ~ ~- ~ Ai~. . . i  d x i ~ . . . d x i ~  u n o  forme de degr6 p, d4finie au 
(i~.. ,ip) 

voisinage de z. Nous d~signerons pa r  a~ l ' ad jo in te  s ~ re la t ivement  s la 
mdtr ique  euelidienne : 

~-~ ~_ ~ A ~ . . . i p  d x  ~p+~. . .  dx  i .  
( i l . . .  ip) 

(Off  i ~ + 1 '  �9 �9 in sont tels que i 1. . .  i~ est une p e r m u t a t i o n  paire  de 1 2 . . .  n). 
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Nous ddsignerons encore pa r  ] e t  A l e s  op~rateurs  ~ et A ddfinis 
pa r t i r  de la mdtr ique  euclidienne: ]~  ---- (d~*)* 

-A -~ (--  1 )np-~d -k (--  1)n~+nd] �9 

Nous nous proposons de comparer  les formes ~ e t a  T ,  (~ et ~a ,  As et 
A~, au  voisinage de z. 

Les coefficients de ~*, d 'apr~s  la formule de d~finition (1) chap.  I 
No. 2, sent  des combinaisons lin6aires homog~nes des coefficients 
A ---- A~I ' ..ip de ~ ; les coefficients des A dans ces combinaisons  sent  des 
fonctions des g~j, po lyn6mes  en les g~j multiplids pa r  une puissance 
de g. L a  forme ~ se ddduit  de ~* en rempla~ant ,  dans  cos fonctions, 
gij pa r  6~. P a r  sui te:  

les coe//icients de la /orme ~*--o~ ~ sent des combinaisons lindaires homo- 
g~nes des coe//icients A de o~ ; dans ces combinaisons, les coe//icients des A 
sont des /onctions G~ ]ormdes avec les gi~, qui sent d'ordre 2. 

Ces derniers coefficients sont donc des sommes  de t e rmes  de la forme 

G2A. 

Les coefficients de d (~* - -  ~*) sont par  suite des sommes  de t e rmes  de 
OA OG2 

la forme G 2 ~ et ~ A ,  et les coefficients de [d (~* - -  a~]* des sommes  

aA 
de t e rmes  de la forme G 20xxi et GIA, off G~ est une fonct ion d 'o rdre  1, 

formde avee les glj et  leurs d~rivdes premieres.  

D ' a u t r e  par t ,  les coefficients de a~ n '~ tan t  aut res  que les A, ceux de 
~A 

d~ ~ sent ,  comme ceux de da, des sommes de t e rmes  de la forme ~X~, et 

- -  aA 
ceux de (d~*) * - -  (d~*)* des sommes  de te rmes  de la forme G 2 ~x ~ . P a r  

suite, comme & r  ~ ~ - [ d ( ~ * - - ~ ) ] * - k  (do~*) * -  (d~*)* , 

OA 
les coe//icients de ~--'~o~ sent des sommes de termes de la ]orme G~ 

et G~A .~ 

En rempla~ant  ~ pa r  da, on vol t  que ]es coefficients de (~d~-  ]da 
O2A OA 

sent  des sommes  de te rmes  de la forme G~ ~ et  G~ ~x ~ , et  les coeffi- 

O2A 
cients de d o s -  d]~  sent  des sommes  de t e rmes  de la forme G 20xiaxi ,  
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OA 
G~ O-xx ~ et GoA, G O ddsignant une fonct ion d 'o rdre  0, formdo avec  los g~ 

et leurs ddrivdes premieres  et secondes. P a r  sui te:  

Les coe//icients de z]~ - -  Ao~ sent des 8ommes de termes de la /orme GoA, 
aA a~A 

a~ ax~ et G~ ~x~ax~ " 

Les fonctions G~ et G 2 s ' annu lan t  au  point  x --~ z, seuls subsis tent  on 
co point  les t e rmes  do la forme GoA. Les coe//icients de A ~ -  Ao~ se rd- 
duisent done, pour x ~ z, ~ des combinaisons lindaires des coe]/icients de o~. 

Si l 'on pose z ] ~ -  z]~ ~-- V Bkt...kp 
(k~.,.kp) 

dxk~ . . ,  dx  kp, on peu t  dcrire 

[Bkl  ' .kp] x = [  V G i . . . .  ip A i l . . . ip  ] 
�9 = ~  [ ( ~ . . ~ . i p )  k . . . .  *" 

(6) 

�9 ..ip dtant  los fonctions d~signdos ci-dessus pa r  G 0, fonctions les G;:...k" 

eonstrui tos  a lg~br iquoment  avec los g~; ot leurs ddrivdes premieres  ot 
seeondes, qu' i l  est  inuti le d 'expl ic i te r  ici. 

10. Etude de ~%(x,y) au voisinage d'un point 

Ddsignons pa r  ~ ( x ,  y) la pa r amd t r i x  de degrd p, d6finie, pour  x et y 
voisins d ' u n  point  donn~ z, ~ pa r t i r  de la d is tance  euclidienne r (x, y) de 
x et  y, r e l a t ivemen t  ~t une m~tr ique  euclidienne osculatr ice au  point  z. 

Lemme 1. P o u r  y -~ z, los coefficients de e% (x, y) - -  ~ (x, y) consid6r6s 
comme fonct ions de x, sent  d 'o rd re  4 -  n, et  leurs d6riv6es premieres  
e t  secondes sent  respec t ivement  d 'ordres  3 -  n et 2 -  n. 

L 'o rd re  m a x i m u m  des coefficients d ' une  formo, ainsi que celui de 
leurs d~riv~es premieres  ou secondes, ne ddpendant  pas  du sys t~me de 
coordonndes, nous  pouvons  utiliser un  syst~me de coordonndes g~odd- 
siques au  point  z, de mani~re que 

~ ( x , y )  ~- V ( x  i -  yi)2.  
i 

Du th6orbme du  No. 7, il rdsulte que, pour  y ~- z, r 2 - -  r 2 est d 'ordro  4, 

- -  5 j~'''j~ d 'ordre  2. r - - r  d 'o rd re  3, A i d  ~ ot par  suite A i .... ip,] l . . . jp--  ~ . . . .  ip  
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Les coefficients de o)~ (x, y) - -  N~ (x, y) 6rant  

(}h...~p 
T n - -  2 ~ . n  - -  2 

notre lomme r6sulte imm6d ia t emen t  do lb. 

Lemme 2. Pour  y =  z, los coefficients de d~oJ~(x , y ) - -~x -~ (x , y  ) et 
(dxo)~,(x,y))* - -  ( d Z ~ ( x , y ) ) *  sent  d 'ordre  3 - -  n. 

Ecr ivons  o) pour  o)~,(x,y) et N pour  - ~ ( x , y )  ot convenons que les 
op6rations d, 8, d, *, ~ doivent  8tro effectu6s par  r appor t  /t x. 

On a d o ) - - 6 N  = 6 ( o ) - - N )  -t- ( 8 - - ~ ) N .  I1 r6sulte du l emmo 1 quo 
los coefficients de 8 (m - - N )  sent  d 'ordre  3 - -  n. D ' a u t r e  par t ,  d 'apr6s  lo 
No. 4, los coefficients de W 6tant  d 'ordre  2 -  n et louts d6rivdes pro- 
mi6res d 'ordre  1 -  n, los coefficients de ( 6 -  ~)N sent  d 'ordro  3 -  n, 
ce qui 6tabli t  la premi6ro aff irmation.  

On a ensuito (do))* - -  (dN) ~ = [d(o) - -  N)]* + [(dN)* - -  (d-~)~]. Los 
coefficients de [d(o) - -  N)]* sent  d 'ordre  3 - - n  d 'apr6s  lo l emmo 1, et  
d 'apr6s  lo No. 4 ceux de (d~)* - -  (d~) ~ sent  aussi d 'ordre  3 - -  n, co qui 
ach6ve la ddmonst ra t ion .  

E n  ra i sonnant  de la mgme  mani6re,  on voi t  que los coefficients do 
d&o - -  d~T) et do 8do) - -  ~dgi sent  d 'ordro  2 - -  n. I1 on est done de m~me 
pour  la forme A ~, - -  AN, c 'est-~-diro pour  A o), puisque A--~ = 0 (d 'apr6s 
lo No. 8). Le point  z p o u v a n t  8tre choisi arbi t ra i romont ,  nous avons  ainsi 
prouv6 lo th6or6me su ivan t :  

Th4ori~me. La [orme A,o)~(x,y)  appartient (~ l'exposant n - - 2 .  

11. La lormule I. 

Soient ~ et  fl doux formes de degr6 p e t  de classo C ~. E n  romplagant ,  
dans la formule  (2) du chap. I (No. 4), d ' a b o r d / ~  par  a e t  v pa r  dfl, on- 
sui te/~ par  fl et  v pa r  da, et r e t r anchan t  m e m b r e  ~ mombro  ]es 6gMitds 
obtenues,  il v ient  

d [a (dfl)* - - / ~  (d~)*] = ( - -  1)rip [a (Sdfl)* - -  fl (8d~)*] . 

E n  rompla~ant ,  dans  la mSmo formule,  d ' a b o r d / ~  par  8a et v par  fl 
(qui sent  dos formes de dogr6s p -  1 et  p respect ivoment) ,  ensuito /z 
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par  ~fl et v par  a, e t  r e t ranchan t  membro/~ membre  los 6galit6s obtenues,  
on obt ient  une relat ion qui pout  s'dcriro 

d [fl* ~r162 - -  c~* ~/~] : ( - -  1)v~+n [fl (dOe,)* - -  ~ (d~fl)*] . 

Do cos doux relations r6sulto enfin, comme A = (--1)nv~d + 
+ (--  1)n~+nd~5, 

D6signons main tonant  par  27 la sphere do centre y e t  de r ayon  e (au 
sons de la m6triquo euclidienno osculatrico au point  y), d6finie par  l '6qua- 
t ion ~ (x ~ -  yi)2 = e2, et soient D 1 l ' intdrieur et D 2 l 'ext6rieur do 27. 

i 

Dans la formulo (7), rempla~ons/5 par  ~o --~ wv(x ,y  ) en considdrant x 
comme le point  variable,  le point  y 6rant fixo et los (~) produi ts  extd- 
riours dye1. . .dy ~v ayan t  des valeurs num6riques ddtermin6es, compo- 
santos d ' un  p-vectour  cont ravar ian t  li6 au point  y. Los formes ~o---- 
c%(x,y) ot ~ ~ -~ (x )  6rant do classo C 2 dans D2, la formule do Stokes 
pout  6tro appliqu6o s la relat ion ainsi d6duite do (7) et donne, on sup- 
posant  X orient6e posi t ivement  par  rappor t  s D~, et par  suite n6gative- 
ment  par  rappor t  ~ D2: 

S ~ ( ~ ) . -  ~ ( ~ ) .  = - - S ~ ( d ~ ) * - -  ~(d~)* + ~ * ~ - -  ~ * ~ .  (8) 
D2 27 

La formule cherchdo va rdsulter de (8) en fa.isant tendre  Q vors z6ro. 
La  l imite du premier  membre  ost 

ilit6grale qui a un sons puisque ~ = w~(x, y) ot g o  = z l ~ ( x ,  y) appar-  
tiermolit g l 'oxposant  n -  2. 

La  limito du socolid mombro va  6tro calcul6o on uti l isant  los r6sultats 
du No. 10 et lo lomme 616mentairo ci-dossous. 

Lemme. Si los coefficients do la forme/~(x)  do degr6 n - -  1, d6finie au 
voisinage do y, sent  d 'ordre  2 -  n (au sons du No. 9, pour  y ~- z) ,  

lira S #(x) = o 

I1 suffit, pour  la d6monstrat ion,  do consid6ror le cas oh #(x)  est uno 
formo mon6me, soit par  exomplo # ( x ) ~  m(x)dx2dx3 . . . dx  ~. Eli d6- 
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signant par  d27 l 'dl~ment d 'a ire  ~ ( n -  1) dimensions do 27, par r le 
cosinus de l 'angle form5 par la normMe ~ 2: dirig~e vors l'oxt@rieur avec 
I 'axe dos x ~ (ces grandeurs dvalu@es rolativement s la m@triquo eucli- 
dienne osculatrico en y), on a 

.f ~(x) = .f m(x)~,dZ, 
Z 

d'ofi r6sulte, M e dtant la borne supdrieure de ! m(x) i sur 2: et k@ n-1 
FMre de 27, 

�9 - -  @ 3 - ~  " k@ 

Mq 
et comme ~ est hornS, le lemme est dtabli. 

Les coefficients des formes w(ds)* et o~'5or @rant d 'ordre  2 - - n ,  
comme ceux de o), en ver tu  du lemme: 

lim ~ ~o(d~)* ~- o)*~s = 0 . 

Los coefficients do ~ - -  ~ et do (de))* - -  (d~) ~ 5tant  d 'ordro  3 - -  n 
(No. 10), on a 

lim ~ s(d~o)* + s*dw = lim ~ s(dN) ~ + s*  ($~ . 
@=0 Z @=o 

D@signons par s0 la forme ~ coefficients constants,  ~gaux aux coeffi- 
cients correspondants de s au point  y. s dtant  do classe C 1, los formos 

s - -  s o ot s* - -  so ~ sent d 'ordre  1 et les formes ~ (d~) ~ - -  a0(d~) ~- et 
s * ~  - -  a0~-~k~ d 'ordre  2 - -  n. Par  suite, en ver tu  du lemmo, la derni~re 
limite ci-dossus est ~gale s cello do 

j = ~ ~o(d~)* + ~ o ~ .  
Z 

Or, comme nous allons le voir, J est ind4pendant  de @ et vaut  
- - n ( n - - 2 ) k ~ s  (y) , Ic~ d@signant le contonu do la sphere ~ n dimensions 
de rayon  1 dans l 'espace euclidien. Co rdsultat dtant  admis, l~ formule (8) 
devient s la limite pour  @ ~ 0 

j" s(Ao~)* - -  oJ(As)* ~--/c~(y) 

off k ~ - n ( n - - 2 ) k , .  C'est jus tement  la formulo I. 
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Calcul  de l ' intdgrale J .  Pour  simplifier l 'dcriture, nous  dcrirons 

en convenan t  que ~ --~ ~ (x) est  s coefficients constants ,  quo o~ ~- eo~ (x, y) 
est la forme relat ive s l ' espace  euclidien et  que los opera t ions  * et  ~ se 
r a p p o r t e n t  aussi s l ' espace  euclidien. Nous  conviendrons  aussi que le 
poin t  fixe y est ~ l 'or igine des coordonn5es, de sorte que yi ~-- 0 (mais 
na tu re l l ement  les p rodui t s  extdrieurs d y i ~ . . ,  dyi~ ne sent  pas  nuls). 

Comme r (x, y) --~ ~ sur 2: (q ddsignant  iei la dis tance euclidienne), on a 

j _~ e ~1 f ~r~(do~) , ~- ~ , r ,  Ow . (9) 

Pour  calculer cet te  derni~re intdgrale, nous la t rans formerons  pa r  la 
formule  de Stokes en une intdgrale ~tendue ~ D~.  

De l 'expression de o~ dans  l 'espace euelidien (No. 6), on dddui t :  

rndo~ : (2 - -  n)  ~ ~ ,  x i (dx idx i~  . . . dxip)(dyi~.  . . d y  ip) . 
(h...ip) 

i 1 . . . . .  i~ d tan t  dorm~s, convenons de choisir i~+1 . . . . .  i~ de mani~re que 
i x . . . . .  i n soit  une p e r m u t a t i o n  paire  de 1 . . . .  , n .  Dans  la sommat ion  

ci-dessus, il suffit d ' a t t r i b u e r  h i ] e s  valeurs  i~+~ . . . . .  i , ,  les t e rmes  
i 

s ' annu lan t  pour  i ~ i 1 . . . . .  i~. E n  p r enan t  l ' adjointe ,  il v ien t :  

r ~(dw)* -~ (2 - -  n )  Z ~ ( - -  1)k-lX~k( d x ~ + ~ ' .  �9 d x i ~ - ' d x ~ + ~ ' "  dx~')  (dY i ' ' ' "  dY ~ )  
(i~. . .~p) k ~ +  l 

d'ofi rdsulte 

d[rn(d~o) *] -~ (2 - -  n ) ( n  - -  p ) ( - -  1)p ~:  (dx ip+~ . . .  dx  ~ )  (dy  i~ . . .  dyip) 
( i l . . . i p )  

On a aussi, d 'aprSs l 'expression de co*, 

r~d~o * ~-- ( 2 - - n )  ~ ,  • x t (dx ldx ip+l .  . . d x i ~ ) ( d y i l . .  . d y  ip) . 
( i~ . . . ip) 

Dans  la s o m m a t i o n  ~ ,  il suffit ici d ' a t t r i b u e r  h i les valeurs  i l , . . . ,  i~. 
i 

En p r e n a n t  l 'adjointe ,  il v ient  

r n 5co --- (2 - -  n)  ~ ,  ~ ,  ( - -  1)Pn+n+k-ixik(dx il . . . dx i k - ldx  ik+~ �9 �9 �9 dx  ip) (dy  il �9 . .  dy  ~ )  
( i l . . . i p )  k ~ l  
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d'ofl r~sulte 

d[r~&o]  : ( 2 - - n ) p ( - -  1)p~+~ ~ ( d x ~ . . . d x ~ , ) ( d y ~ .  . . d y ~ )  . 
( i l .  �9 .ip) 

d x  fl . dx i~  Posons main tenant  ~ ~- v a~. . .~ . . . 
( i ~ . . . i p )  

tes r~gles du calcul extdrieur, 

On obtient, selon 

ad[r~(dw)  * ] - ~ ( 2 - n ) ( n - p ) ( - 1 )  ~ ~ ,  a i~ . . .~(dx  ~' �9 . . dx~n) (dy~ .  . . d y ~ ) ~ -  
(Q. . . ip) 

~-- (2 - -  n ) ( n  - -  p ) ( - - 1 ) ~ ( y ) ( d x ~ . . ,  d x  '~) . (10) 

On obtient  encore, comme a* ~ ~ a~. . .~pdx~p+~. . ,  dx  ~" , 
(11.. .ip) 

a* d [r ~ ~ ]  = 

~ - ( 2 - - n ) p ( - - 1 ) ~ +  n ~ ai~...~p ( d x  ip+~ �9 . .  d x i ,  d x h  . . . dxip) ( d y  ~ . . . d y i P ) :  

~- (2 - - n ) p ( - -  1 ) ~ + P a ( y ) ( d x l . .  . d x  n) . ( l l )  

De (10) et (11), il r~sulte que la diff6rentielle de la forme figurant sous 

le signe f dans (9) est 

d[ar~(da~)  * Jr ~*r~So~] = ( - -  1)Pad[r~(do ) )  *] + ( - -  1)n-~cc*d[rn~co] : 

~-- ( 2 - - n ) n a ( y ) ( d x l . . . d x  n) . 

D'apr~s la formule de Stokes, l ' intdgralo figurant dans (9) est ~galo 
l 'int~gralo de cotte derni~re formo 6tendue h D 1 , soit s ( 2 -  n ) n a  (y)ks Qn, 
d'ofi le r~sultat annonc~ 

J ~-- ( 2 - - n )  n k  n ~ ( y )  . 

12. La formule II 

L e m m e  1. Soit h ( x ,  y )  uno fonction des deux points x et y,  continue 

h (x, y) soit bernie  on valeur absoluo, et que, pour x =fi y, telle quo rn_2 (x, y) 

~tant donn5 un syst~mo de coordonn~es de domaino D rolat ivement  
auquel les eoordonn~es de x sent x 1 . . . . .  x ~, quels que soiont x dans D 

1 a h ( x ,  y) bornSe en ot y,  Ohox i(x' y)  soit continue pour x r y e t  . . . . . . . . . . . .  r n _ l ( x  ' y)  ~x i 
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valeur absolue. Alors, la fonction A (x) = ]h(x, y) 1~ est continue ainsi 

que ses d~riv6es premieres, et aA(x). Ox i -- fah(x,Y)ox i lu* pour x dans D. 

Ce lemme est une proposit ion classique de la thdorie du potentiel, 
dans le cas off la varigt6 envisag6e est un domaine born6 de l 'espace 
euclidien et off r (x, y) est la distance euclidienne. Les m6thodes connues 
de ddmonstra t ion s ' adap ten t  sans difficult6 au cas envisagd ici. 

Consid~rons par exemple un arc L, contenu dans D, sur lequel seule la 
coordonnde x i varie. On peut  enfermer L dans une surface X, den t  l'in- 
t6rieur D1 a un volume s aussi petit  qu 'on  veut. Soit D~ l 'ext6rieur de 27. 
La fonction de x, A~(x) = ~ h(x,y)l* est dvidemment continue pour x 

D~ 
sur L ainsi que 

OA~(x) fah(x,y) 

D2 

et commo pour  s --> 0 les intdgrales ci-dessus tendont  uniform6ment  pour  
x sur L vers les int6grales correspondantes dtenduos s toute  la varidtd, 
ainsi qu 'on  le v6rifie ais6ment, l 'aff irmation du lemme rdsulto d ' un  
th6or~me classique du calcul int6gral. 

Lemme 2. Soit F (x, y) uno fonction des deux points x et y, continue 
ainsi quo ses ddriv6es premi6res. La fonction 

f F(x,y) 1" A (x) = r "-~(x,y) Y 

est continue ainsi que ses d6riv~es premiSres et secondes. D 2 dtant  l'ex- 
tdrieur de la sphSro 27 do centre z et do rayon 9, ddfinie relat ivemont 
une m6trique euclidienne osculatrico on z, ot lo syst~me de coordonn~es 
utilis6 au voisinage de z dtant  gdoddsique en ce point, on a 

[02A (x)] ---- (~(2--n)k~F(z,z) + lim Ox~x~ rn~i(x~y) 1" L~TzJ I~ =~ ~=o = = 
D~ 

Ddmonstration. z dtant un point quolconquo de V, choisi une lois 
pour  routes, 27 la sphere de centre z et de rayon Q, ddfinie relat ivement  
uno m6triquo euclidienne osculatrico en z, D 1 l ' int6riour et D 2 l 'extdriour 
de 2:, nous supposons Q assez petit  pour  que D 1 et 2J soient contenus dans 
le domaino d 'un  syst~me do coordonn6es gdoddsique au point z, ehoisi 
une fois pour  toutes. Le point x, de coordonndos x l , . . . ,  x n sera sup- 

pos6 dans D 1 . 
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D'apr6s le lemme 1, A (x) est continue ainsi que sos d6rivdes premieres, 
et l'on pout dcriro 

OA f F(x,y) , f O F ( x , y )  , 
Ox' + ~x i r "-2 (x ;y )  l v + ax i r~_2~(x " y) l u 

D1 D2 

(12) 

Le second terme au second mombre de (12) possbde une ddrivde con- 
tinue par rapport h xi pour x dans D~, la ddrivation sous le signe ~ 6tant 
licite. 

En tenant compte de la relation (2) (No. 7), relation qu'on peut 6crire 

off 

est bornde, on obtient 

ar ar 
ax i - -  ay i + r T  (13) 

S (x, y) 
T = T ( x , y )  - -  r 2 ( x , y  ) 

axir~_ 2 - -  ay  i 2 + r~_2[Ox i + (2 - - n ) T F  . (14) 

Cela permet de transformer par intdgration partielle le premier terme 
au second membre de (12). On a on effet 

dy(~rrn~_~dyl .  , , d y i - l  . dyi4-1, . . d U n ) =  

: (__ 1)i_lF_ ;~ ( ~ ) l y  , _4_ (__ 1)i_l  ]/zg -r;~-21 Oy" 04 (]/@F) 1 v* 

d'ofi rdsulte 

- f F ~ [ ~ l * =  j Oyi \ r~-2]  v 
D1 

= (-- 1)i d Y l " ' "  dyi-I"  dYi+I" '"  dY~ + l//g r ~-2 0 yi 

z D1 (15) 

et (12), (14) ot (15) entralnent 
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aA fFV'g d 
- ( -  Y "" " d Y i - ~ "  

a v e c  

d y  i+x . . . d y "  § 

F 
(16) 

OF 1 a 
U =  ~ X  ~ § ( 2 - - n ) T F - F ~ a Y  

P o u r  x dans  D~, chaeune  des  t ro i s  in tdgra les  au  second m e m b r e  de 
(16) a d m o t  une  ddrivde con t inue  p~r  r a p p o r t  h xJ que Yon o b t i e n t  en 
dd r ivan t  sous le signe ft. E n  effet,  seule la seconde  est  une  intdgr~le  
g6ndralisde, s laquel le  le l e m m o  1 es t  appl icab le .  L ' e x i s t e n c e  et la  c o n t i -  

a2A 
n u i t d  d e - - -  8ont  a i n s i  gtablies .  

ax  i ax~ 

P o u r  o b t e n i r  l ' oxpress ion  cherchdo de ce t to  ddrivde au  po in t  x ~- z, 
cons id~rons  d ' a b o r d  le p r e m i e r  t e r m e  au  second m e m b r o  de (16). E n  
t e n a n t  c o m p t e  do (13), on a 

a (n 
a x J  r "-2  - -  - ) V g r ~ - 2 a - y J  + - § - 

E n  dds ignan t  encore  p a r  ~ ~-- 7 (z, y) la d i s t ance  eucl id ienne  de z e t  y, 
r ~ -  .,}2 ( z i - y i ) 2 ,  on sal t  que r 2 (z , y) - -  ~2 (z , y) est  d ' o r d r e  4 et  

i 
a r  a r  

r ay3yJ - -  r ~ i  d ' o r d r e  3. 

_ a ~  

C o m m e  r 0y3 = yj - -  zJ, en  r e m a r q u a n t  que tT ' (z ,y)  - -  F ( z , z )  est  

d ' o r d r e  1 e t  V g -  1 d ' o r d r e  2, on  vo l t  que  l ' on  

[ a F 1 / g  1 yj - -  zi 
~x~r  " - ~ ( x , y )  j~=~ ~- (n - -  2 ) F ( z , z )  ~,~ ~ �9 �9 �9 

les t e r m e s  n o n  ~cri ts  6 ran t  d ' o r d r e  ) 2 - - n  . 

E n  u t i l i s an t  le l e m m e  du No.  11, on en dddui t  que la  ddriv6o p a r  
r a p p o r t  s x i du p r e m i e r  t e r m e  au  second  m e m b r e  de (16), calcul6e pou r  
x = z, a la  m ~ m e  l imi te  pou r  e = 0 que 
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Cette derni6re in t6grale  so c~lcule i m m 6 d i a t e m e n t  et  sa v~leur  ne 
d6pend pas de ~. E n  m e t t ~ n t  

1 1 
r~(y , z )  o ~ 

en 6vidence  et a p p l i q u a n t  la fo rmule  de Stokes,  en v e r t u  de 

d(yJ - -  zJ)dy 1. . .  dy~- ldy i~  1 . . . d y  ~ = ~ ( - - 1 ) / - l d y l . . .  dy  ~ , 

on ob t i en t  pour  l~ l imi te  cherch6e la va leur  

~ F (z, z) k~ (2 - -  ~) . 

E n  r e m ~ r q u a n t  que la d6riv6e pa r  r~ppor t  s x~" du deux i6me  t e r m e  
au second m o m b r e  de (16), calcul6e pour  x = z, t e n d  vers  z6ro avec  ~o, 

[a~A l 
on ob t i en t  f ina lement  l ' express ion  chorch6e de [ ~ j ~ = :  . 

Th6or~me. Soit  # une /orme de degrd p, de classe C 1. L a  /orme 

(x) = ~ (o ( x ,  y )#*  (y) 

est de classe C 2 et satis/ait  6 l 'dquation 

Ao~(x) ~-- ~ A : c o ( x  , y ) # *  (y) - -  loll(x) . ( I I )  

o~ ]c = n (n - -  2)l~,, k ,  dtant le contenu de la sph&e ~ n d imens ions  de 
rayon  1. 

D~monstration.  

Posons  #(y)  == ~ M i l . . . i p d y i ~ . . . d y i p  . 
( Q . . . i p )  

E n  t e n a n t  c o m p t e  de l ' express ion  de  ~o = ~%(x , y )  (No. 6), on  a, en 
posan t  

F k , . . k p ( x , y )  = ~ ,  A k , . . ~ p , q . . . ~ p ( x , y ) M ~ ' " i P ( y ) ,  
( i l . . . i p )  

�9 . * r n - 2 ( x , y ) o ~ ( x , y ) # * ( y )  = ~ ,  F ~ . . . k p ( x , y ) ( d x  kl .dxkP) l~ . 
( k ~ . . . k p )  

= f G 1 .  kp (x ,y)  , E n  posan t  encore  Akl . . . kp (x  ) d rn:2(x--Y) lu , on  peu t  6crire 
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s ( x ) =  ~;  A~ , . . ~  d x ~ . . . d x  ~' 
( k l . . .  kp) 

et d 'aprSs les lemmos 1 et 2 les coefficients A,~...i~ ont  des d@ivSes 
premieres  et secondes continues. 

Nous nous proposons de calculer lea coefficients Ci .... ~ de 

s =  ~,  C, .... i dx ~ . . . d x  ~ 
( k i . , .  kp) 

en un point  x ~ z, en supposant  le syst~me de coordonndes g6oddsique 
en ce point .  

E n  t enan t  compte  de l 'expression des coefficients de A s -  As (for- 
mule  (6), No. 9) et de celle de A (qui est celle de A donnde No. 8), on a 

�9 ~ k ~ . . ,  k p  " 

( / 1 . -  - ip )  x = z 

Or, le l emme 2 dtant  appl icable s l ' int6grale A k . . . .  kp (x),  on a 

[ a2A*l~p] '2  n'k F 'z z ' ' l i m  ~'t r [Fk~...~p(x,Y)]l 
--(Oxi)2 ~ J , = z - - - - t -  / , k,...*p~ , J - r -o=0 j ! (ax i )~  [ r,_2~x:y) j t , = l y  * 

D2 

d'oh r6sulte, comme Fk,.." k~(z, z) = M k .... kp(z, z) (d 'apr6s la d6fmition 
, ~_ (~i~... ip e t  M i~''" iv = de F k .... k~ parce que, au point  z, Ak~.. .kp, i~...ip ~,. .  kp 

----- Mi  .... ip), Cki...kp(z) = n ( 2 - - n ) k n M k l . . . k p ( z )  + 

+ ( xV L j 
il... ip Fkl... b I 1" + Gkl...kp - r~ :2  - Y " 

( i l . . .  ip) ~ x=z  

L'express ion  { �9 �9 �9 } . . . .  sous le signe S, n 'es t  pas  aut re  chose que le 
coefficient de dxkl . . .dx~p dans la forme A : w : ( x , y ) z * ( y ) ,  calcul6 pour  
x - -  z. Comme il est d 'o rdre  2 - -  n (No. 10), il est in tggrable  par  r appor t  

y e t  l im j" peut  6tre remplacg par  ~.  E n  mul t ip l ian t  pa r  d x ~ l . . ,  dxkP 
Q=O D2 

et  sommant ,  il v ient  

[ A s ] ~ = ~ =  - -  kt~(x),~=z + S[A~w(x , y )#* (y ) ]~=z  . 

Le point  z 5tant  un point  quelconque re la t ivement  aux  op@ations qui 
in te rv iennent  darts cet te  formule,  on peu t  le remplacer  pa r  x et l 'on  a 
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la ibrmule que nous voulions dtablir, ht ]ormule I I ,  

As(x)- - - - - - -k#(x)  A- ~ A~o)(x,y)tt*(y) 

off k ~-- n (n - -  2)k~, k= ~-- contenu de la sphere de rayon  1 dans l 'espace 
euclidien s n dimensions. 

CHAPITRE III 

D]~I~ONSTI~ATION DU THI~OR~I~E g 

13. Les th6or~mes de Fredholm pour une  6quation int6grale portant  sur 
u n e  f o r m e  dif f6rent ie l le  

Soit K(x,  y) une forme de degrd p on x et de m~me degr6 p e n  y, ddfinie 
sur l 'ospace de Riemann  c lo se t  orientable s n dimensions V. Nous con- 
siddrons l 'dquation intdgrale 

qv(x) - -  ~ SK(x , y )~* (y )  = / ( x )  (1) 

off / (x)  est une forme dormde de dogrd p e t  ~ (x) une forme inconnue de 
m~me degrd p. 

A c5t6 de (1), nous considdrons aussi les deux dquations homog~nes 
assocides 

~ v ( x ) -  ~ S K ( x , y )  ~v*(y) = 0 (2) 

V~(x)-- ~ y K ( y , x ) ~ * ( y )  = 0 . (3) 

Comme nous le montrons  dans l 'Appendice, la th6orie de Fredholm 
s 'applique ~ l 'dquation (1), avec quelques pet i tes  modifications. 

Disons qu 'une forme diffdrentielle, d4finie sur V, est bernie, si, dtant  
donndo une famille finie F de syst~mes de coordonn@s dent  les domaines 
recouvrent  V, ses coefficients re la t ivoment  ~ un syst~me quelconque de 
la famille F sent born6s. (I1 est clair que cet te  ddfinition est inddpendante  
de F.) La double forme K (x, y) sera dite bornde, si ses coefficients relati- 
vement  h u n  couple quelconque de systbmes de F sent born5s. Nous 
dirons encore que K ( x , y )  appartient h l'exposant e, si la forme 
r e (x, y) K(x ,  y) est bornde (r ddsignant la fonction distance). 

On a alors la proposit ion suivante (pour la d6monstrat ion,  voir l 'Appen- 
dice). 
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Th@or~me F. La /orme K ( x , y )  appartenant it un exposant e ~ n e t  
ayant des coe]/icients continus pour x :/: y, et ,~ ayant une valeur numg- 
rique ddterminde, les deux ~quations homog~nes (2) et (3) ont le m~me nombre, 
tou]ours /ini et pouvant se rdduire it zdro, de solutions lindairement indd- 
pendantes. 

La condition ndcessaire et su]]isante pour que lYquation (1) soit possible 
est que la /orme /(x)  soit orthogonale it toute solution de (3). 

Remarquons que la forme sous le signe j" dans (1) est dgale '& 

~ ( y ) K ( x , y ) ,  K ( x , y )  ddsignant la iorme adjointe relativement ~ y do 
K (x, y). 

14. Dbmonstration du th6or~me H .  

L'6tude de l '6quation 

A t t = f l  (4) 

off tt et fl sont des formes diff~rentiolles de degr~ p sur l'espace de Rie- 
mann  V, qui nous conduira au thSor~me H ~nonc5 au chap. I, No. 5, 
va 5tre faite suivant  la m~thode due ~ Hilbert  et pr~sent~e par ]ui [4, 
p. 219--232] clans lo cas off Ves t  la surface de la sphere ordinaire, fl et/~ 
des fonctions sur cetto surface (p ---- 0), mais ~ ~tant, plus g~n~ralement 
qu'ici, un op6rateur diffSrentiel lingaire du second ordre de type  ellip- 
tique. 

Cette mSthode est bas~e sur les formules I o t  I I  ~tablies au chap. II ,  
~norm~es No. 6, et sur l '~tude de l 'dquation 

,(#(y)[A~o~(x,y)]* - -  k# (x )  -~ S a~(x,y)fl*(y) (5) 

et des deux ~quations homog~nes associ~es 

~t,(y)[A~oo(x,y)]* - -  kl~(x ) ~- 0 (6) 

5tt(y)[A~a~(x,y)]* - -  k t t (x)  = 0 (7) 

oh ~o ---- to~(x, y) est la paramdtrix do degrd p e t  k a la m~me signification 
que dans les formules I e t  I I  du chapitre II .  Comme dans ces formules, 
* d6signe l 'adjointe rela~ivement ~ y. 

Lo noyau A,,~o(x, y) appar tenant  (d'apr~s le th~or~me du No. 10) /~ 
l 'exposant n - -  2, le th@or~mo F s'applique. Le param~tre ~ a la valeur 

1 

k 
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Relation entre (4) et (5). En  par tant  de (4), off l 'on d~signe par y lo 
point argument,  prenant  l 'adjointe, multipliant  ~ gauche par ~o (x, y) et 
int6grant, on obtient l '6quation 

~ co(x, y)E Av # (y)]* : .[ oJ(x , y) fl* (y) (5') 

qui, en vertu de la formule I, est 6quivalente ~ (5). Donc: route solution 
de (4) satis]ait ~t (5). 

La r@iproque n'est  en g6ndral pas exacte. Mais si # saris/air ~t (5), on 
a (5 ~) qui peut s'@rire 

S ~o(x , y) E A~ # (y) - -  fl (y)]* ~- 0 

et qui exprimo que A r t -  fl est orthogonale ~ la parangtrix. 

Discussion des dquations (6) et (7). En vertu de la formule I, (6) peut 
se met t re  sous la forme dquivalento 

j" ~o (x, y)[A # (y)]* (6') 

et on vertu de la formule II ,  (7) ost dquivalente s 

d . [a~(x ,y)#*(y) -~  0 . (7') 

En introduisant  l 'opgrateur D d~fini par 

Y2 # = ~ w ( x , y )  tt*(y ) 

ces deux 4quations peuvent  s'@rire encore 

tgA# --~ 0 (6 zl) et A/2# ~ O. (7") 

I 'armi les solutions de (6), il y a toutes les formes harmoniques de 
degr6 p, c'est-s les formes/z telles que A/~ ----- 0. D'apr~s le th6or~me 
F,  l '~quation (6) n 'a  qu 'un  nombre fini de solutions lin4airement ind6- 
pendantes, par suite il n' y a qu'un hombre/ini  de/ormes harmoniques de 
degrg p lingairement indgpendantes (nous avions 6tabli ce fair par vole 
topologique au No. 5, Remarque 2). Soit R ce dernier nombre, R -f- S le 
nombre des solutions lin4airement ind6pendantes de (6). On peut alors 
trouver S solution de (6), ~1 . . . . .  ~g' dent  aucune combinaison lindaire 

coefficients non tous nuls n'est harmonique. 
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Los S formes Xj  = A r  (] = 1 . . . . .  S) sent l in6airomont ind@en-  
dantes,  car si elles ne l '6taient pas, il y aurai t  une combinaison lin~aire 
des ~bj qui serait  harmonique.  Elles sent orthogonales s la param6tr ix ,  
e'est-/t-dire qtFelles satisfont s f2 X 5 = 0. I1 pout  y avoir  encore d 'aut res  
formes orthogonales s la param6tr ix,  mais comme elles satisfont s (7 ii), 
il n ' y  en a qu 'un  nombre  fini de l in6airement ind@endantes .  Soit S 4. s 
ce nombre.  On pout  alors t rouver  s formes orthogonales g la param6tr ix ,  
Z1, Z~ . . . . .  y~., qui const i tuent  avec les Xj un syst6me t emple t  do formes 
lin6airement ind@endantes  orthogonales s la param6tr ix .  Toutes  cos 
formes satisfont s (7), mais (7) pout  admet t r e  d 'autres  solutions. Sup- 
posons que (7) admet t e  t solutions den t  aueune combinaison lin6aire (& 
coefficients non tous nuls) ne soit or thogonale s la param6tr ix ,  soient 

ql, q[2 . . . . .  qt �9 
Los S 4. s 4. t formes X~., Zi, qk const i tuent  alors un systgme eom- 

plot do solutions l in6airement ind@endantes  de (7). 

Los t formes ]k = t9 qk (/c = 1 . . . . .  t) sent l in~airement ind@endantes ,  
ear si elles ne l '6taient  pas, il y aura i t  une combinaison lin6aire des qk 
qui sorait orthogonale s la param6tr ix .  Elles sent harmoniques,  puisque 
A/k = 0. (6) et (7) ayan t  le m~me nombre  de solutions l in~airement in- 
d@endantes ,  on a: S 4- s 4- t = S 4- R, d'ofi R = s 4- t. Pa r  suite, on 
pout  t rouver  s formes harmoniques ~ ,  ~02 . . . . .  % qui const i tuent  avec 
les /k  un systgme eomplet  de formes harmoniques  l in6airement ind6pen- 
dantes.  Los S 4- s 4- t formes Cj, ~i, /k const i tuent  alors un systgme 
t emple t  de solutions l in6airement ind@endantes  de (6). 

Nous pouvons r6sumer cet te  discussion dans le tableau suivant :  

Solutions de (6) 

Solutions de (7) 

(i~)l ~"" ", ~ S  

formes harmoniques 

% , . . . ,  % ! 

A ~ = X j  ~2q~ = fk  

X 1 ,  � 9  X s  
L 

Z~ ,. �9 g~ 

formes orthogonales k la param6tr ix  

ql~" �9 "~ ~t 

Discussion de lYquation (5). D'apr~s io thgor~me F,  la condit ion n~- 
cessairo et suffisante pour  la possibilit5 de (5) est que le second membre  
soit or thogonal  aux solutions de (7), soit aux formes Xj ,  Zi, qk. Cola se 
t r adu i t  par  les 6quations 
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Sy ~(x  ,y)fl*(y)X* (x) = 0 

y y ~ ( x  , y ) f l * ( y ) z *  (x) = 0 

j'j" ~, (x ,  y )~*  (y)~* (x) = o 

(i = 1 . . . . .  s )  (s )  

(i = 1 . . . . .  8) (9) 

(~ = l , . . . ,  t ) .  (10) 

Los condit ions (8) et (9) sent  satisfaites quelle que soit fl comme on le 
volt  en 6changeant  l 'ordre  des int6grations,  parce  que los formes X~(x)  
eL Xi (x) sent or thogonales  s la param6tr ix .  E n  ver tu  de la d6finition de 
/k, los 6quat ions (10) peuven t  se me t t r e  sous la fo rme  

Y/k(Y) f l* (Y)  ~- 0 (k ~- 1 . . . . .  t) (10') 

Elles expr imen t  quo fl est or thogonale  aux  fo rmes /k -  Ce sent lea condi- 
tions ndcessaires et su// isantes pour la possibilit4 de (5). 

Discussion de l'~quation (4). Supposons d ' abo rd  que fl soit orthogonale,  
non pas  ~ routes  los formes harmoniques ,  mais  seulement  aux  f o r m e s / k .  
Les conditions de possibilit6 (10 ~) de (5) sent  alors satisfaites.  Soit /~1 
une solution part iculi6re de cet te  6quat ion;  la solution g6n6rale s 'en  d6- 
duit  pa r  addi t ion d 'une  solution quelconque de (6), soit d 'uno  combinaison 
lin6aire quelconque des q)r ~i, f~- 

D 'apr6s  la r emarque  fai te  plus haut ,  fl #1 - -  fl est or thogonale  s la para-  
m6trix,  et pa r  suite 6gale s une combinaison lin6aire de ; / 1 , . . . ,  Z,, 

X1 , .  . ., X s : 

A t t l - - f i  -= c~)~1 4 - "  "4- GZ8 4- C1X1 4 - "  "4- C s X s  �9 

La forme/~2 --~/~1 - -  C1r . . . . .  Cs ~s  est aussi une solution do (5), 
et comme Xj  = A q)j , 

A,u2 - -  fl = Cl X1 4-" ' �9 § c, ;r �9 

Pour  d6terminer  les constantes  c 1 . . . .  , G, mult ipl ions les deux membres  
de cet te  derni6re 6quat ion par  ~i* et int6grons. I1 vient ,  on r o m a r q u a n t  
que d/~ 2 est or thogonale  ~ toutes  les formes harmoniques ,  par  suite s ~i , 

- -  ~flcf~ : c l  Sy, lCf~ 4 - . . . 4 - c ~ . ~ 7 ~ , ~  ( i : l  . . . . .  s). (11) 

D'apr6s  la mani6re d o n t i l  a 6t6 obtenu,  co syst6me do s 6quat ions 
lin6aires en l e s s  inconnues c I . . . . .  c 8 admet  toujours  une solution, pourvu  
que les conditions (10 ~) soient remplies. 
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Or, on peut  disposer de fl, tout  en respoctant  ces conditions, de mani~re 
quo los premiers membres  do (11) aient  des valeurs a rb i t ra i rement  
donndos al ,  a2 . . . .  , a~. En  effet, on supposant,  comme il est permis de 
le faire, que les formes ~i sont norm@s, orthogonales deux 'k deux et  
orthogonalos aux fo rmes /k ,  la formo fl ~ - - a ~ %  . . . . . .  a ,% satisfait  
aux conditions (10 I) et  - - ~ f l ~  ~-a~. 

Cela entralno que le ddterminant  du syst~me (11), dont  l'61dment 
gdn~ral est ~ Zk ~ ,  est diffdrent de zdro. Les constantes c 1 . . . . .  c~ sont 
par  suite univoquement  d6termin5es par  (11). 

E n  particulier, si fl est orthogonale ~ toutes les /ormes harmoniques, 
c'est-k-dire non seulement aux formes ]k, mais aussi aux formes %, los 
premiers membres des dquations (11) dtant  tous nuls, les c~ le sont aussi 
et ~/~2 ---- fl: lYquation (1) admet une solution. Cotte forme #., satisfaisant 

(5), est de classe C e, pourvu  quo la param~tr ix  w (x, y) soit de classe 
C 3 et fl de classe C ~, chacune des doux intdgrales f igurant  dans (5) dtant  
alors de classe C ~ en x. Le th~or~me H est ainsi ~tabli. 

APPENDICE 

SUR QUELQUES POINTS DE LA TH~ORIE DES ]~QUATIONS 

INT]~GRALES 

1. Equations int~grales tensorielles 

Si X 1 . . . .  , X~, sont les composantes,  re la t ivement  ~ un certain syst~me 
de coordonn6es, d 'un  tenseur  d~fini sur l 'espace do Riemann ~ n dimen- 
sions V, d 'un  certain type  R caractdrisd par  une reprdsentat ion lindaire 
de degrd N du groupe lindaire homog~ne ~ n variables, et  si :y1 . . . . .  y• 
sont les composantes  re la t ivement  au m~me syst~me d 'un  tenseur  du 

N 
type  contragr~dient R +, on sait que ~ Xi  Yi  est un invar ian t :  c 'est une 

i = 1  

fonct ion ddfinie sur V, inddpendante  de tou t  syst~me de coordonn6es. 

Soit un double tenseur,  du type  R en x et du type  R r e n  y, dont  les 
composantes  K i (x ,  y) sont, pour  y e t  j fixes, les composantes d 'un  ten- 
sour du  t ype  R en x, et pour  x et  i fixds, celles d ' un  tonseur du type  R I 
en y. Nous allons considdrer l '~quation intdgrale 

~,(x) - -  ~ K{ ( x , y ) ~ ( y )  1~ -~ f i (x )  �9 (1) 
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Les ~v i (x) sent les composantes d 'un  tenseur inconnu du type R, les/~ (x) 
* l'616ment de volume relat if  celles d 'un  tenseur connu du m~me type,  1 v 

au point y, 2 le param6tre, et l '6quation doit 6tre vdrifi6o pour tout  x et 
tout  i. Romarquons que x et i 6tant fixds, ~ K~ (x, y)%. (y) est un scalaire 

ell y, de sorte que l 'intdgrale a u n  sens parfai tement  clair. 

A c6t6 de (1) so pr6sentent les deux 6quations homog6rms assocides 

~ , ( x )  - -  2 ~ K ~ ( x , y )  q~(y)  ly : 0 (2) 

+ < x )  - : o .  +) 

Dans (3), les ~vi(x) sent les composantes d 'un  tenseur du type R ~. 

Fredholm a montr6 comment un sys t~me d'dquations int6grales, de la 
forme (1), se ram6ne s une seule 6quatiom par l'artifice suivant.  Soit W 
une varidt6 non  connexe ,  constitude par N exemplaires de l'espace V. 
A chaque point ~ de W correspond un point x de V e t  un indice i, le 
numdro de l 'exemplaire de V qui porte ~, et la correspondance entre ~ et 
les couples (x, i) est biunivoque. Soit ~ le point de W qui correspond s 
(y,  j). En  posant 

K {  ( x , y )  = K ( ~ , V )  , ~v,(x) = q~(~) , / , ( x )  = F ( ~ )  , 

le syst6me (1) se rambne s l '6quation unique 

* = F ( ~ )  q}(~) -- ~ J 'K(~  ,~) qb(~) l,l 
w 

1VIais ce raisonnement suppose que l 'on a affaire s des fonctions ddfinies 
individuellement sur l'espace V, et non ~ des tonseurs, ot il ne semblo 
pas applicable dans co dernier cas sauf pour les espaces V tr6s parti- 
culiers, dits paralldlisables, off il existe n champs de vecteurs continus et 
lindairement inddpendants en chaque point. 

Copendant, la thdorie de Fredholm s'applique directement ~ l'6qua- 
t ion (1). On ddfinit la d6terminante D (2) et ses mineurs en posant 

t xl " " " Xm 1 i I i.~ 
K = 

Yl Y., 

Ji ?.~ 

K il h @l , y ' )  . ' "  

Ki~ h (x~, Yl) . . .  

K i, im @l, Y~) 

KimJm (xm, Ym) 

(4) 
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oh x~ . . . .  , x~, y ~ , . . . ,  Ym sent 2 m points de V, rapportds s certains 
systbmes de coordonndes, i~ . . . . .  ira, ?'1,. �9  ?'m 2 m entiers compris entre 1 
et N;  (x) X 1 �9 

a h f / ~ K 1" * ~-- " ' "  x~"  " �9 l z h  , a e  ~ 1 

i i  i h  X l  

i~ im (5) 

D (4) --~ ~ ( -  ~lh 
^=o h.l-- ah 

, . . . ,  i h  

l 
~l . ' .  ~,~ 
k 1 k~ 

D 

li lm 

l~l " ~m Xl i . . . . .  X h 

ki km il ih 

71 ~ m  Xl  Xh 

ll lm il ih 

1" * x l  �9 �9 �9 l x h  

(6) 

La convergence des sdries (5) ot (6) s 'dtablit  comme dans le cas habituel, 
l 'aide du thSor~me do IV[. Hadamard ,  en supposant le tenseur noyau  

K~ (x ,y) born~. (0n dit  qu 'un  tenseur est bornd si, dtant  donndo une 
famillo finie F do systbme de coordonndes dent  les domaines recouvrent V, 
ses composantes relat ivement s un syst~me quelconquo de F sent bor- 
ndes; cette ddfinition est inddpendante do F.) 

En  appor tant  aux formules classiques do Fredholm la peti te modifica- 
t ion qui consiste ~ adjoindre ~ chaque point variable sur V un entier 
variable de 1 ~ N, l ' intdgration sur V relat ivement au point dtant  accom- 
pagnde toujours de la sommation do 1 s N par rapport  s l 'entier, on ob- 
t iont la rdsolution de l 'dquation (1) lorsqu'elle est possible et les conditions 
de cotte possibilitd: 

Si D(~) r 0,(1) a une solution unique. Si D(2) ~ 0, (2) et (3) ont lo 
mSme nombre, fini et positif, de solutions lindairement inddpendantes, 
et la condition de possibilit5 de (1) est que 
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~ . ~  /~(x)~vi(x)l*z ~- 0 (7) 
i 

pour touto  solution Vi(x)  de (3). 

2. Equat ions de Fredholm portant  sur une forme difl6rentielle 

Pa t t ens  d 'une double forme K (x, y), do degr6 p on x et de m0me degr6 p 
en y. Ses coefficients sent  les composantes K s . . . .  i p , i l . . . ] v ( x , y )  d 'un 

double p-vocteur,  covariant  en x et en y. Par  le proc6d6 d'616vation des 
indices, en faisant in tervenir  ]a mbtrique riemannionne, on en d6duit un 
double p-vecteur  covariant  on x et contravar iant  en y, Ks~...ip ~1....cp (x ,  y),  
qui peut  jouer le r51e de tenseur noyau.  

L '~quat ion (1) s'dcrit alors 

v~,...,,(x) - ~S K~ ... ~p J .... Jp (x , Y) ~Jl ... ip (Y) lu = i l l . . ,  i ,  (x) 
( ] 1  ' ' '  ]p)  

En mult ipl iant  les doux membres par  d x i l . . ,  dx ip et sommant  par  
rappor t  s ( i l . . . i ~ ) ,  on obt ient  l '6quation 6quivalente 

off 
~v(x) --. 2 ~ ( y ) K ( x ,  y) : [(x)  (8) 

q~(x) = X qJi . . . .  ~p(x) d x i l . .  .dxi~ 
( i l  . , .  ip)  

f ( x ) =  Z L , . . . i , ( x ) d x ~ l  . . . d x  ~ 
( i l  . . .  ip )  

et K ( x , y )  est la forme adjointe re la t ivement  s y de K ( x , y ) .  

La forme sous le signe ~ peut  dvidemment  s'6crire encore K (x, y) ~* (y). 

L 'dquat ion  (3), off intervient  un p-vocteur cont ravar ian t  on x, est 
~quivalente ~ une 6quation oh intervient  le p-vecteur  associd covariant  
en x, qui s'en d6duit  par  abaissement des indices. En  d6signant par  ~ (x) 
la forme diffdrentiello corrospondante,  ollo s '6crit 

$ 

~ ( x ) - -  ~ S y J ( y ) K ( y ,  x) = 0 . (9) 

C'est l '6quation associde s 

~ ( x ) - -  ~ S K ( x , y ) q J * ( y )  ~- O . (lo) 
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La  condition (7) s'gcrit ,[ l(x)~o*(x)= 0, elle exprime que / (x)  et 
~0(x) sent orthogonales. 

Les thdor~mes de Fredholm peuven t  alors s 'dnoncer de la mani~re 
suivante : 

Si D(2) ~ 0, (8) possgde une solution et une seule, (9) et (10) n 'ont  
pas d ' au t re  solution que •(x) = 0 et  ~0(x) = 0 . 

Si D(2) = 0, (9) et (10) poss~dent le m~me nombre  m, fini et positif, 
de solutions l in5airement ind@endantes ;  la condit ion n6cessaire et suffi- 
sante pour que (8) possgde une solution est que [(x) soit or thogonale g 
route  solution de (9). 

On peut  ~noncer ce r6sultat  de la mani~re suivante,  sans faire inter- 
venir  expl ic i tement  D (2) : 

Les deux gquations homog~nes (9) et (10) ont le mdme hombre m, toujours 
/ ini et pouvant se rdduire it zdro, de solutions lin4airement inddpendantes. 
La condition ngcessaire et su//isante pour que (8) poss~de une solution est 
que / (x)  soit orthogonale &toute solution de (9). 

Si m = O, aucune restr ict ion n 'es t  imposde g /(x).  Si m > 0 et  si 
~ol(x) . . . . .  y~,,,(x) est un systgme de m solutions l in6airement ind@en-  
dantes  de (9), les conditions impos6es g l(x)  s 'expr iment  par  

5 / ( x ) ~ *  (x) = 0 (i = 1 , . . . ,  m)  . 

Comme on sait, m est l 'ordre du premier  mineur  de D (2) non identique- 
ment  nul, et les solutions des ~quations (9) et (10) s 'expriment  par  des 
formules qu'il  est inutile d'6crire ici, tout-g-fai t  analogues aux formules 
classiques, g l 'aide de D(2) et de ses mineurs. 

Lorsque la forme noyau  K ( x , y )  n'est  pas born5o pour  x = y,  les 
s~ries (5) et (6) ne sent plus utilisables, leur convergence n 'Stant  pas 
assurde. 

Toutefois,  si K (x,  y) appar t ient  g un  exposant  inf~rieur g n, l '6nonc6 
ci-dessus est encore valable. Ce fair, qui const i tue le thdor~me F (No. 13, 
chap. I I I ) ,  6 tant  essontiel pour  l 'applicat ion que nous avons faite, nous 
nous permet tons  de revenir  sur sa dgmonstrat ion,  terrains  points ne nous 
paraissant  pas trait~s d 'une manibre tout-g-fai t  eomplgte dans la p lupar t  
des expos6s elassiques. 

Lemme 1. Si  K ( x , y )  et L ( x , y )  appartiennent aux exposants e, et e 2 

(e I < n ,  e 2 < n )  
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, (x  ,z)  L(z, y) M(x y)= ~K 

appartient & l'exposant e 1 ~ - e 2 -  n.  

Nous pouvons  supposor que x et y restent  dans un domaine  contenu avec 
sa fronti~re dans  le domaine  D d 'un  syst~me de coordonn~es. E n  d~si- 

gnant  pa r  V - - D  la por t ion do V ext~rieure ~ D, ~ K ( x , z ) L ( z , y )  
V - - D  

est ~v idemment  une forme en x et y ~ coefficients born~s, puisque, lorsque 

z reste dans  V - - D ,  los coefficients de K (x , z )L  (z ,  y) sent  born~s. I1 suffit 

par  suite do prouver  quo S K ( x  , z )L(~  ,y) est une forme qui appa r t i en t  
D 

l ' exposan t  e I ~ -  e 2 - - n .  Soient x l . . .  x '~ , y~ . . .  y n ,  zl . . .z ,~ les coor- 
donn~es do x, y e t  z dans le syst~me choisi, de domaine  D. Les coefficients 

de la forme en x et y S K ( x , z ) L ( z , y )  sent  des sommes d 'un  nombre  
D 

fini de fonctions de x et y de la forme 

~ A (x , z )  B ( z , y )  dzl. . .dz  ~ 
1) 

off A (x,  z) et B (z, y), coefficients des formes K (x ,  z) et L (z ,  y) respect ive-  
ment ,  sent  des fonctions qui, pa r  hypoth~se,  appar t i e rment  aux  expo- 
sants e~ et e~ respect ivement ,  c 'est-~-dire qu'elles sent  comparables  

1 1 
et - -  rec t ivement .  I1 suffit par  suite, pour  ~tablir  notre  

r~ (x, z) r~ (z, y) 
f dz 1 dz ~ assertion, de p rouver  que " " " est  une fonet ion de x et y 

r~, (x, z) r~ (z, y) 
D 

qui appa r t i en t  s l ' exposan t  e~ ~- e 2 - -  n,  et comme le choix de la fonct ion 
distance n ' impor t e  pas,  on peu t  supposer  qu'el le se rdduit  s 

r(x,  y) = y~-~, (x i - yi)2 . 
i 

La fin du ra i sonnement  est classique (Cf. [3] p. 362--363),  nous la re- 
produisons ndanmoins.  

Soient D ~ et D r~ les port ions de D off r ( x , z ) ~ 2 r ( x , y )  et 
r (x , z )  ~ 2 r ( x , y )  respec t ivement  (z est le point  var iab le  tandis  que x 
et y sent  fixes). L ' in t5grale  so ddcompose en deux,  5tendues s D r, et  D ~. 

r (y, z) 
Dans D~t, le r appor t  r-(-x~, z) reste compris  entre  �89 et ~ ; l ' int~grale 6ten- 

due s D ~ est pa r  suite comparab le  s 
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f dz . . dz ~ 
~ ; ~ ( x , z )  ' 

D 

ou encore, en ddsignant par /c  Q~ le volume de la sphSre de rayon  ~ dans 
l 'espace s n dimensions et  par  R u n  hombre  tel que r(x ,z)  ~ R en tou t  
point  z de D, s 

R 

kn S Qn-l-el-e2d~ 
2r(x,y) 

ce qui est une fonct ion de x et y appa r t enan t  ~ l 'exposant  e~ ~- e 2 - - n .  

Quant  ~ l ' intdgrale dtendue s D' ,  une t ransformat ion homothdt ique  
qui t ransforme la ((sphere ~) D ~ en une ,sphere  ~) D~ de m~me centre  x et 
de rayon  un, la ram~ne s une int6grale de m~me forme dtendue ~ D1, mul- 
tipli~e par  [ 2 r ( x ,  y)]~-e~-e~ , la nouvelle int4grale ayan t  une valeur finie 
inddpendante  de r (x ,  y). Le lemme est ainsi ddmontr6. 

Les noyaux itdrds successifs de la forme noyau  sent ddfinis, pour  
n --~ 1, 2 . . . . .  pa r  la formtfle 

$ 
K ~ ( x , y )  ~- ~ K ( x , z ) K n _ I ( Z  ,y) , K ~ ( x , y )  : K ( x , y )  . 

Lemme 2. K ( x , y )  ~tant un noyau appartenant h l'exposant e (e ~ n), 
et ~ un nombre donnd, il existe un entier positi/ ] tel que le ~ i ~  noyau itgrd 
ait des coe/]icients bornds et que, ~j dtant une racine primitive ~i~e de 
l'unitd, aucune des ~ -  1 ~quations 

~ ( x ) - - 2 3 ~ .  ]~ (y )K(x ,~ l ) - - - -  0 ( s =  1 , 2  . . . . .  i - - l )  (11) 

n'ait d'autre solution que la solution banale q~ (x) -~ O. 

D'apr~s le lemme 1, Kj(x ,  y) appar t ien t  s l ' exposant  j(e - -  n) ~- n .  
n 

Soit m l e  plus pet i t  entier  supdrieur s - - .  Si j ~ m, ] (e - -  n) ~- n < 0 
n - - e  

et les coefficients de K~. (x, y) sent  born~s. Nous pouvons ensuite supposer 
~ : ~ 0 .  

Remarquons  que (11) entra~ne 

cp(x) - -  2m3~ '~ S ~ ( y ) K ~ ( x , ; )  -~ 0 (12) 

et d~signons par  D m (4) la s6rie correspondant  s la forme noyau K,~ (x, y), 
s~rie qui converge puisquo Km(x ,y )  est s coefficients born6s. 
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Si l '~quation (11) est satisfaite par une forme ~ (x) non identiquement 
nulle, pour une certaine valeur de s, (12) ayan t  lieu, 27n ~.m est un z6ro de 
D~(2). Si s chaque entier j ~ m correspondait un entier s tel que (11) 
air une solution non ident iquemeut  nulle, la fonction enti~re D~(2) 
admet t ra i t  alors une infinitd de z6ros de m~me module ] 21 m, les z6ros 
~" ~ correspondant aux nombres )" qui sent premiers dtant  ndcessaire- 
ment distincts. La fonction D m (~) serait par suite identiquement nulle, ce 
qui est impossible puisque D,~(O)~  1. 

Dgmonstration du thdor~me F, pour un noyau K (x,  y) appurtenant ~ u n  
exposant e ~ n. Supposons l 'entier j choisi comme il est indiqu4 au 
lemme 2. Les dquations (10) et (9) out alors respectivement les m~mes 
solutions que les dquations (13) et (14) ci-dessous (volt [3], page 399-400, 
note 1): 

q~(x) __~i j 'q~(y)Kj(x,  y) = 0 (13) 

~(x)  --2r . ~ 2 ( y ) K j ( ; ,  x) : 0 . (14) 

Or, le th~or~me F 5tant applicable au noyau Kj (x, y) dent  les coeffi- 
cients sent  born5s, ces deux dquations out le m~me nombre, fini, de solu- 
tions lin4airement inddpendantes. I1 en est donc de m~me pour (10) 
et (9). 

D 'autre  part,  les dquations (8) et (9) entralnent  

St(x) w*(z) - o  

comme on le vdrifie immddiatement .  La  condition dnoncde pour que (8) 
admet te  une solution est donc bien ndcessaire. Pour prouver qu'elle est 
aussi suffisante, considdrons l 'dquation 

(I)(x) --~.J .~ qS(y )Kj (x ,  * y) ~-- [(x) (15) 

La condition formulae pour la possibilit6 de (8) est en fair la condition 
de possibilitd de (15), puisque (9) et (14) ont les m~mes solutions et que 
le th~or~me F est applicable au noyau K j ( x ,  y), et si r  satisfait  ~ (15), 
]a forme 

of(x) --- ~ ( x )  "JF .~ [ ) .K (x,  y) -J:- lt2 K2(x ,  y) -F " " -F ,~i-i K~_~ (x, y)]q~*(y) 

satisfait s (8) qui admet  ainsi une solution. 

(Re~u le 10 janvier 1946.) 
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