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D~formation du crochet de poisson sur une vari6t~ symplectique 

par JACQUES VEY 

Je me propose, dans cette note, de construire sur une vari6t6 symplectique X une 
d6formation formelle du crochet de Poisson, non-triviale en un sens qui sera pr6cis6 
au w du type suivant: les 2k (k entier ~> 1) seront des op6rateurs bidiff6rentiels sur 
l'alg~bre d~x des fonctions C ~ sur X, bilin6aires sur R, altern6s, et tels que la s6rie 

t 2 t 3 
[~, ~],= [~, ~] + ~ ~, (u, ~) + ~ ~ (~, ~) + ~! ;~, (~, o) +... (1) 

(oil u, v~'x  et tes t  un param6tre) v6rifie l'identit6 de Jacobi. De tels objets ont d6jA 
6t6 consid~r6s par M. Flato, A. Lichnerowicz et D. Sternheimer dans un travail r6cent 
([12]), mais ces auteurs limitaient l'ordre des op~rateurs sur ehaque argument/~ 1. 
Au contraire, dans la pr6sente construction, l'ordre de 2 t sur chaque argument est  

2i+ 1, et ces op6rateurs s'annulent d6s que l'une des fonctions arguments est constante; 
en fait la s6rie (1) tente de relever de fagon covariante sur X une d6formation assez 
bizarre du crochet de Poisson sur les s6ries formelles, qui ne semble pas avoir ~t6 
signal6e jusqu'ici, et que j'ai dfl d~crire au w I. En cons6quence, les symboles prineipaux 
des 2~ sont explicites. Une formule universelle, d6crite au w n ~ 3, permet, sous la 
donn6e d'une connexion lin6aire D adapt6e sur X, d'6crire explicitement l'op6rateur 21 
(la connexion intervient en chaque point par son jet d'ordre 1); mais je n'ai pu en 
faire autant pour les op6rateurs suivants. 

J'ai done 6t6 oblig6 de recourir au proc~d~ standard d'extension pas ~t pas de 
d6formations tronqu6es (cf. [10]), en rep6rant les obstructions 6ventuelles dans un 
groupe H3(gx, gx) convenablement d6fini (w Par des techniques inspir6es de 
M. V. Losik et V. GuiUemin, on aboutit h la proposition 1 du w d'oO il ressort que ce 
H 3 se  fournit de deux c6tes: d 'une part le H a analogue relatif aux fonctions formelles, 
que j'ai pu conjurer par les lourds calculs du w d'autre part, la cohomologie r6elle 
H* (X, R) de la vari6t6: pour assurer l'existence de la d6formation (1), je dois sup- 
poser H a (X, R ) =  0; et je ne sais pas si cette hypoth~se est surperflue, ou si elle cache 
une classe caract6ristique. 

Un aspect inqui6tant de la formule (1) est le bouleversement qu'eUe provoque sur 
la stratification des jets: e'est un op6rateur diff6rentiel d'ordre infini, et je ne vois pas 
comment prendre le probl/~me de la convergence. De toute fa~on, mon incertitude est  
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grande sur le statut de cette construction; mais il 6tait tentant d'~crire des formules 
o/a la courbure d'une connexion lin6aire perturbe les lois de commutation. 

w 1. D6formation des aig~bres sym6triques 

1. I. On d6signera par k un corps commutatif de caract6ristique nulle, et par Tu n  
espace vectoriel de dimension finie sur k. Soit g un op6rateur bidiff6rentiel h coeffi- 
cients constants sur T: 

g=E 02 f inie 
(1) 

oO ct, fl sont des multi-indices, et les c,,p des constantes; si u et v sont deux fonctions 
sur T, g (u, v) est la fonction sur T 

g(u, o)=E c,,put,vlp (2) 

oi~ ul~ d6signe la d6riv6e partielle de u d'indice ct. On peut aussi consid6rer g comme 
un 616ment de k [TO)T], c'est-~-dire comme une fonction 

g (r ~") = ~, ca, p (r (~")P (3) 

de deux arguments ~', r variant dans le dual T* de T. Sous les formes (1) ou (3), on 
voit comment former les puissances successives g" de g, qui seront aussi des op6rateurs 
bidiff6rentiels sur T ~t coefficients constants. 

TH]~OR~ME 1. La multiplication 

t n 

M; (u, v) = E n-,. g" (u, v) 
n>~O 

(u, v polyn6mes sur T, t parambtre) d~finit une ddformation formelle de l'algbbre asso- 
ciative k [T ]  si et seulement si l'op6rateur g vdrifie l'identit~ 

g(~", ~")--g(~'  + ~", ~")+g(~' ,  ~" + r r  (4) 

les trois arguments ~', ~", ~" variant dans T*. Tel est le cos par exemple si g est bilin~- 
aire. 

En principe, on obtient une dfformation formelle, c'est4t-dire une loi de k [ [ t ] ]  
alg~bre sur k [ [ ' t ] ] |  I'T']. Mais si l 'on fait la petite hypoth~se que l'op6rateur g n 'a  
pas de terme constant (co, o =0),  alors pour chaque sp6cialisation du param~tre t, et 
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pour chaque couple de polyn6mes u et v, la s6rie Mtg(u, v) n'a qu'un nombre fini de 
termes non nuls, et la loi est d6finie sur l'espace k [ T]. 

Nous devons v6rifier l'associativit6. Un lemme tout d'abord: 

LEMME 1. Soit F (x', x") une fonction sur TOT, et P ( ~) un opdrateur diffOrentiel 
d coefficients constants. On a l'identitd: 

P (r x ) = e  ({ '+r x")l.,=.,,=~. 

(Cette identit6 est 6vidente si P est d'ordre 1, et elle est multiplicative en P). 
Ecrivons la multiplication/t l'aide d'un op6rateur bidiff6rentiel d'ordre infini: 

M~(u, v)=exptg(r r v(x")lx,=:=x. 

De la sorte, 

M~(Mt~(u, vp, w)=exptg(r r ([exptg(r r v(x")l~,=x.] w (x"))x,,=x ..... 

=exptg(r + r r tg(r ~").u(x') v(x") w(x")lx,=~.=:=x 

=expt(g(U + U, r  r v(x") w(x")l.,=..=.,,,=~ 

et en comparant avec M[(u, MrS(v, w)), on tombe sur la relation (4), qui est auto- 
matiquement v~rifi6e quand g est bilin6aire. 

Afin d'interpr&er la condition (4), on consid~re le complexe C*,(T*, k) des co- 
chaines du groupe additif T* op6rant trivialement dans k qui sont des fonctions poly- 
nomiales; s if(~x ..... ~p) est une p-cochaine, son cobord 6fest: 

af(r  . . . . .  r 1 6 2  r (r + r ~3,..., r 
+f(r r r r  . . . .  + ( - - 1 ) ' + ~ f ( r  ..., r  

Ainsi la condition (4) dit que g(~',  ~") doit ~tre un 2-cocycle. Interpr6tons les 
cobords. Si h (~)e C]. (T*, k), 

6h(~', ~")=h(~")-h(r +r 

PROPOSITION 1. Soient g, g' deux op~rateurs bidiff~rentiels sur T d coefficients 
constants, vdri.fiant la condition de fermeture (4); et hun opdrateur diff~rentiel d coeffi- 
cients constants tel que g' =g + 6h. Posons, pour uek [ T], 

~ = exp th (r 

Alors Mtg" (u, n -1 , h V) = (at) "M, (e,u, c~ v ): les deux d~f ormations sont isomorphes. 



424  JACQUES v E y  

Ici encore, il est pr6f6rable de supposer les op6rateurs sans terme constant, de 
fagon / lce  que les s6ries en question fassent sens sur k [ T] quand on sp6cialise le 
param~tre. Quant/l la preuve, eUe est analogue/t celle de l'associativit6, en plus simple 

h - 1  h 

1.2. Donnons maintenant les exemples principaux. Supposons d'abord T de di- 
mension 2, et soit p, q un syst6me de coordonn6es. Prenons 

O O Ou Ov 
g = Op-- 7 Oq,---5, g (u, v) = ~p b q 

t m OmU oml) 

M, (u, = . oZ 0 :"  

Pour t =  1, on reconnalt le produit des op6rateurs diff6rentiels polynomiaux h une 
variable: 

en lisant q=x, p=O/dx. I1 en est de m~me pour tout t r  si on l i tp  comme tO/Ox. 
Par cons6quent toutes ces alg6bres Mt ~ sont isomorphes pour t4:0, et bien stir non 
isomorphes/t k [p, q] elle-m~me (elles sont non-commutatives). 

Plus g6n6ralement, supposons T de dimension paire 2v, et soit p~, qi (1 ~< i~< v) un 
syst~me de coordonn6es. En prenant pour g 

g= ~ fp; Oq;' 

v g(u,v)=~l ~p ' Ov 
Oq~ 

on obtient pour M~, et t r  l'alg6bre des op6rateurs diff6rentiels polynomiaux b. v 
variables, en lisant: 

u~(x,, x~) t pour ~ u~(ql,..., q,) p~L..p~ ~. 
~t mu l t i - i nd i t e  " ' "  g X l :  ~x g X v , /  ~t 

Sur le m~me espace, prenons ~t pr6sent l'op6rateur: 

, ~ a a ~ au By 

= - opt ,  g ,  v ) =  - 
g 

1 Oqi Opi" 

Cette fois, on va obtenir pour M[" l'alg~bre des op6rateurs diff6rentiels/l v variables, 
en ordonnant u et v par rapport aux qt, et en lisant xt pour pi, - a/cgx~ pour qv Comme 
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g'-- g = 6h, avec h 

v oz 
h = 

OpiOql 

la proposition d u n  ~ 1 montre que la transformation ~t~ 

1 hm" 
Z m! " m>~O 

425 

r6alise un isomorphisme de M[ et M[';  c'est donc une sorte de transformation de 
Fourier, mais au niveau des jets, qui 6change positions et impulsions, avec un signe. 

sg  g sh h h Enjouant  sur le fait que pour s, t~k, M~ =M~, et ~t =~st, on voit que les ~ passent 
continument de M[ ~t M[' en transitant par les A-C~+sah 

Cela dit, h mi-chemin entre M~ et M~', ou plut6t entre M~ et Mg', se trouve une 
alg6bre remarquable. Soit y l'op6rateur bidiff6rentiel: 

i O O c~ O 

7 (u, v) est le crochet de Poisson [u, v] relatif b. la structure symplectique dpl A dql 
+.. .  + dp,, ̂  dG : on a ), = 2g + 6h, et la d6formation 

t 2 
M~,(u, v )=uv+t[u ,  v ] + ~  y2(u, v)+. . .  

est une d6formation associative de k i p  1 ..... qv] pilot6e par le crochet de Poisson; 
chaque sp6cialisation M~ n'est 6videmment qu'un avatar de l'alg~bre des op6rateurs 
diff6rentiels polynomiaux h v variables. 

Consid6rons maintenant la loi d'alg~bre de Lie sous-jacente h M{. Noter que les 
op4rateurs ~," (u, v) sont alternativement sym6triques et antisym&riques selon la parit6 
de n; en divisant par le facteur 2t, et en prenant t 2 comme nouveau param&re tek ,  
on trouve une loi d'alg6bre de Lie: 

Lt(u, v)=  [u, v]+t6 7a (u, v)+...-~ - -  
t n 

( 2 n + l ) !  
(5) 

qui est une d6formation du crochet de Poisson. Cette d6formation est pilot6e par 
l'op6rateur bidiff6rentiel Va/6 qui, d'apr~s la th6orie g6n6rale, va 8tre un 2-cocycle de 
l'alg~bre de Poisson k [T]  op6rant dans elle-m~me par la repr6sentation adjointe. I1 
apparaitra ult6rieurement (w prop. 1) que ce cocycle n'est pas cohomologue ~ z6ro. 
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L'objectif principal du pr6sent travail va consister, sous la donn6e d'une vari6t6 sym- 
plectique X, ~t construire des op6rateurs 2, sur X, dont les symboles principaux soient 
les y,, et tels que la formule (5), avec les 2, substitu6s aux y,, soit une d6formation 
formeUe du crochet de Poisson sur X. 

1.3. I1 reste A pr~ciser le statut des d&ormations M~ parmi les d6formations de 
l'alg~bre associative k IT].  Clarifions tout d'abord la cohomologie du complexe 
C*, (T*, k) introduit au n ~ 1. Noter que les espaces APT s'injectent dans CrP, (T*, k) 
en donnant les fonctionsf(~l ,  ..., ~p) multilin6aires altern6es des r et que ces fonc- 
tions sont des cocycles. 

PROPOSITION 2. La flkche APT--, H~,( T *, k) ainsi d(finie est un isomorphisme. 
En fait, tout cocycle est cohomologue ~t la somme antisymdtris(e de ses termes multi- 
lin~aires. 

Le m~me 6nonc~ a 6t6 d6montr~ par Van Est [1] concernant les cochalnes 
diff6rentiables; la preuve s'adapte ais6ment et repose sur le double complexe 
C~,(T*, 12~, (T) )  des cochatnes polynomiales du groupe additif T* dans les formes 
diff6rentielles polynomiales. 

COROLLAIRE. Soit g un opdrateur bidiffdrentiel sur T d coefficients constants, 
sans terme d'ordre z~ro, qui soit un 2-cocycle. Les algbbres associatives M~, tek ,  sont 
toutes isomorphes ~ des produits tensoriels d' algbbres de polyn6mes et d" algbbres d'opd- 
rateurs diff~rentiels polynomiaux. 

En effet, l'6nonc6 pr6c6dent et la proposition du n ~ 1 permettent de supposer 
g (~', ~") bilin6aire altern6. On d6compose alors Ten somme directe d'un sous-espace 
T1 restreint auquel g est nul, et d'un sous-espace T2 restreint auquel g est non d6- 
g6n6r6e. 

Maintenant d'apr~s la th6orie g6n6rale, [10], les d6formations infinit6simales d'une 
alg~bre associative A sont rep6r6es dans le groupe de cohomologie de Hochschild 
H2(A,  A) de A op6rant dans eUe-m~me par multiplication ~t droite et ~ gauche; le 
groupe H 3 (,4, A) indiquant les obstructions 6ventuelles ~ prolonger des d6formations. 

PROPOSITION 3. Les groupes de cohomologie de Hoehschild H p (k [ T], k [ T]) 
sont isomorphes ~ k [ T] | k APT" 

J'esquisserai la preuve de ce r6sultat qui se trouve au moins implicitement dans la 
litt6rature. En g6n6ral, si A est une alg~bre associative sur k, M un bimodule sur A, 
et A ~ l'alg~bre oppos6e, 

H* (A, M)= Extl..o (A, M). 

Posons k [ T ] = k [ x  a .. . . .  x . ] = S :  S ~ est isomorphe /~ S, et S |  ~ i~ S ly1  .... ,y .] .  
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Nous devons calculer: 

H* (S, S ) =  Ext*ty , ..... ,.1 (S, S) 

ofl S [y] op6re sur les modules S de faqon S-lin6aire, les y, op6rant dans S = k  I-x] par 
multiplication par xv Maintenant, S [Yt ..... y , ] -  S [zl ..... z,], avec zi = Y l -  x~, et 
cette fois, les z i op~rent par z6ro. D~s lors, la r6solution de Koszul du S [z]-module 
S par des S [z]-modules libres indique que: 

H* (S, S) = Ext*o] (S, S) 

est une S-alg6bre ext6rieure surn  g6n6rateurs, c.q.f.d. 
I1 apparait finalement que les d6formations infinit6simales de k [ T] sont repr~- 

sent6es par les op6rateurs bidiff6rentiels sur T, b. coefficients polynomiaux, altern6s, 
de bi-ordre (1, t) 

a 

g(x; r ~")=ZgU(X) ox,iOx,,j (giy = -gji)  

et que ceux que nous avons int6gr6s sont ceux h coefficients constants. Je ne sais 
pratiquement rien sur le cas g6n6ral. Pour que la d6formation d6finie par g se prolonge 
~t l 'ordre 2, il faut que l'op6rateur tridiff6rentiel 

( (u, v, w)=g(g(u, v), w)--g(u,g(v,  w)) 

qui est de toute faqon un 3-cocycle, coborde; tous calculs faits, on trouve l'obstruction 

0 0 0 
G=Z (x) ox--ox'  ax;' 

Gijk= i92k ~l Ogij Ogjk (,j, ) OXll "gtk-gil 63Xi 

(92 indique l'antisym6trisation sur i,j, k). 
Un exemple oh eUe est non nulle est fourni en dimension 3 par l'op6rateu- 

gu do du Ov 
g(u, v)..~-.Ox I Ox3-~.-x3 0x 2 0x 3 �9 

w 2. Cohomologies de champs symplectiques formels 

2.1. On d6signe toujours par k un corps de caract~ristique nulle, et par Tun  espace 
vectoriel sur k, de dimension paire, 6quip6 d'une forme bilin~aire g altern~e non d6- 
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g6n6r6e. Nous aurons ~t consid6rer les quatre alg~bres de Lie suivantes: ~3 est l'alg~bre 
des fonctions formelles k [ [ T]], 6quip6e du crochet de Poisson; ~ l'alg~bre des champs 
symplectiques formels; ~ la sous-alg~bre de ~ form6e par les champs nuls a l'origine; 
et ~p la sous-alg~bre de 5 form6e par les champs lin6aires symplectiques. Il est entendu 
une fois pour toutes que les cohomologies de ces alg~bres sont calcul6es avec les 
cochaines d'ordrefini. Le r6sultat c16 est le suivant: 

THI~OREME 1. La cohomologie H* (~, k) (~ op&ant trivialement dans k) est 
nulle en degr~ 1, de dimension 1 en degr~ 2; si la dimension de Tes t  au moins 4, elle est 
de dimension 1 en degr~ 3, et de dimension au moins 2 en degrd 4. 

Un g6n6rateur fl de H2(~, k) s'explicite de la faqon suivante: soit U, V ~ ,  u et v 
des fonctions #n&atrices;  alors 

, (v, v)=g (u, (o) 

la puissance g3 du crochet de Poisson 6tant d6finie comme au w 1, n ~ 1. Pour exploiter 
ce r6sultat (excessivement partiel, malheureusement), j'utiliserai le th6or~me suivant, 
dfi ~t Gelfand et Fuks: 

T H ~ O R E M E  2. On a un isomorphisme naturel entre les cohomologies H* (~, k) 
et H* (~ ,  k [ I T ] ]  ) de ~ operant dans k [ IT ] ]  par d~rivation. 

On obtiendra une preuve 616mentaire en adaptant les consid6rations du w n ~ 1 ; 
la m6thode la plus rapide con siste A d6crire le ~-module k [ [  T]] par induction: 

k [ IT]3  = H o m o ,  (U~,  k) 

U d6signe le foncteur alg~bre enveloppante (noter que U ~  = U~| apr6s quoi, 
pour comparer les deux groupes 

H* (~ ,  k [ [T] ] )  = Ext** (k, k [ [T]] )  

H* (~, k) = Ext*. (k, k) 

on utilise les << formules d'associativit6 ~ de [2], ch. XVI, w (formule (4) en particulier). 
On passe de IA facilement ~t la cohomologie H* (~,  ~3) de ~ op6rant dans eUe- 

mSme par l'adjointe; cohomologie qui est pertinente aux questions de d6formations 
de k [ I T ] ]  comme alg~bre de Lie. Consid6rons la suite exacte d'alg~bre de Lie: 

0 ~ k ~ ~g._~'~ ~ 0 

le gradient U d'une fonction u 6tant d6fini par ~og= - d u ,  et k 6tant inject6 comme 
fonctions constantes. L'application grad* injecte C* (~,  k [ [ T]])  dans C* (~ ,  ~) ,  
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son image 6tant form6 par les cochalnes ~ annul6es quand l'un des arguments est une 
fonction constante, q r  D'autre part, on obtient une d6rivation de ~ (c'est-~t-dire 
un l-cocycle de ~3 dans ~3) en posant: 

~u=Onu-2u 

On d6signe la d6rivation par le champ H des homoth6ties. On v6rifie sans peine que 
tout cochaine r s'6crit de faqon unique 

~=~^~'+~" 

avec r et 4" dans l'image de grad*, et on en d6duit: 

PROPOSITION 1. La cohomologie H*(~3, ~ )  est le produit tensoriel de 
H* (~,  k [[  T]]), inject~e par grad* et de l'algbbre extdrieure sur la ddrivation ~. 

(I1 est clair que la d6rivation ~ est ext6rieure: elle n'annule pas les constantes). I1 
n'est pas difficile de pister le 2-cocycle fl non trivial dans C 2 (~, k), et de le retrouver 
dans CZ(~,  9~) sous la forme 

(~, ,)=g~ (., ,) 

c'est-~t-dire pr6cis6ment le pilote de la d&ormation d'alg~bre de Lie consid6r6e au 
w 1, n ~ 2: cette d6formation n'6tait donc pas triviale. 

2.2. Pour aborder le calcul de H* (~, k), nous allons distinguer dans C* (~, k) le 
sous-complexe C*(s ,~p ,k )  des cochaines ~ v6rifiant 0 v r  quel que soit 
Ue ~p ~ ~. On obtient une fl6che i:H* (~, ~p, k) ~ H* (~, k). D'autre part, lejet d'ordre 
1 d6finit une projection j l : ~ p ,  ce qui donne un morphisme j~:H*(~p,k)--* 
H* (S, k). 

PROPOSITION 2. L'application j~ | H* (sp, k) |  (~, sp, k) -~ H* (s, k) est 
un isomorphisme. 

En effet ~p op6re r6ductivement dans C* (~, k) (on se limite aux cochaines d'ordre 
fini) et le terme E2 de la suite spectrale de Hochschild-Serre relative ~t la sous-alg~bre 
sp ([3], w devient: 

E~. q=/-/. (~p, k)|  (~, ~p, ~). 

Mais tousles termes de la (r E ~ * sont relev~s comme cocycles parj~': toutes les 
diff~rentielles sont donc nulles ce qui fournit le r~sultat annonc~ (Cf. [3] th~or~me 12). 
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La cohomologie scalaire de sp est bien connue ([4], Th. 7.11.C): c'est une alg~bre 
ext&ieure b. v g6n~rateurs ti1, tiz,--., ti~ (dimT=2v) de degr6s respectifs 3, 7 ..... 4 v -  1. 
I1 apparait done une classe ti =j*t  h dans H 3 (s, k), et l'6nonc6 du th6or~me 1 devient: 

TH]~OREME 1 bis. La cohomologie H* (~, sp, k) est nulle en degr~s 1 et 3; elle 
est de dimension 1 en degr~ 2, et de dimension au moins 2 en degr~ 4. Les assertions sur 
les degr~s 3 et 4 supposent la dimension de l'espaee T au moins ~gale ~ 4. 

Une fois les instruments mis en place, les assertions coneernant les degr6s 1 et 2 
n'offrent pas de difficult~ r6elle. En effet, t'alg~bre ~ ,  e'est-~-dire k i l T ] ]  comme 
espace vectoriel, est un produit direct 

~3 = 1"I SmT* ; 
rn>iO 

si ~, tieT*, et k, l des entiers />0, 

[ ~k, tl, ] =kl  ( ~q) ~k-ati,-a eSk + t- 2T, 

(les parentheses d6signent la forme fondamentale g sur T ou sur T*). On d6finit une 
graduation d'alg6bre de Lie sur ~ en posant 

~(P)=Sp+ 2T * (p>~ - 2 )  

et la d6rivation ext6rieure ~ multiplie par p les 616ments de ~(P~. La sous-alg~bre s 
s'obtient en supprimant les deux premiers termes de la graduation: 

S= I-I SkT*= I-I ~o,) 
lt >~ 2 p >~ O 

dans la suite, on 6crira ~(P) plut6t que ~(P). C'est ici le lieu de rappeler qu'en tant que 
~p-modules, les SkTet  SkT * sont irr~ductibles (et m~me absolument, e'est-h-dire qu'ils 
restent irr6ductibles apr6s cl6ture al#brique des sealaires) (cf. [4], ch. VI). 

Cela dit, les 1-eoehalnes d'ordre fini forment une somme directe: 

C l ( s , k )  = ~ SmT 
m>~O 

et par cons6quent, il n'y a pas de l-cochaine non nulle sp-invariante (c'est-/t-dire 
annul6e par tousles 0v, Ue~p). Afortiori,  C l (~, sp, k )=0 ,  et H 1 (~, ~p, k )=0 .  

On dira qu'une r-cochainefest de support (Pt, P2,-.., P,) (ot't les Pf sont des entiers 
~>0,pl >--P2 >i "'" >~p,~>0) si sa valeurf  (U1, ..., U,) sur des champs Ute~ ne d6pend que 
des composantes des Us sur ~(pl) ..... ~(P'). Toute cochaine (d'ordre fini) est somme de 
teUes eochaines; et une coehaine f de support donn6 (Pi .... , p,) s'identifie naturelle- 
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ment b. une forme lin6aire f '  sur: 

~tp~)~S(p2)| | 

soumise b. cette seule condition que si certains des Pi sont 6gaux, f '  doit ~tre altern6e 
sur les arguments correspondants; si U1 e~ (pl), etc. 

./'(U~ . . . . .  U , ) = f ' ( U ,  . . . . .  U,) .  

I1 nous faut aussi tirer parti de la d~rivation a. Noter d'abord que ~(~)cs,  et que 
sur s (et ~ )  ~ coincide avec la d6riv6e de Lie 0H du champ des homoth6ties. Si l 'on 
fait op6rer ~ (ou 0x) sur les C" (~, k) par transposition: 

r 

(~f)  (U 1 .. . . .  U r ) = ~  f ( U  1 . . . . .  ctUi . . . . .  U,) 
1 

ctest une d6rivation de l'alg~bre ext6rieure C* (~, k), commutant avec la diff6rentielle 
d; pour une r-cochainef de support (Pl ..... P,), 

~f= (Pa + "'" + P , ) f  

ee que nous exprimerons en disant quefes t  de poids (Pl + "'" +P,). On voit ainsi que 
les cochaines de poids donn6p forment un sous-complexe C*(~, k), et que C*(s, k) 
est la somme directe des C* (~, k) pour p >/0. Comme ct (ou OH) commute avec les Or, 
Uesp, cette graduation passe au sous-complexe des basiques C* (s, sp, k), et de lb. b. 
H* (~, ~p, k). 

Examinons maintenant le degr6 2: 

C 2 (s, k) = 03 Hom (~(P)| k) 
p>~q>~O 

b. ceci pr6s que sip = q, on doit se borner aux formes altern6es. Prendre les cochaines 
annul6es par les zu, Uesp, revient b. limiter la somme b. p>~q>>.l (puisque s p =  
=~(o) q ~); et finalement 

C2(~,~p, k )=  ~ Hom(s(P)@s (q),k) sp 
p>~q>~l 

avec la m~me r6serve sur l'antisym6trie, et ofJ (?)s~ est le foncteur ~r par le 
groupe symplectique lin6aire de 7">> (ou par l'alg6bre de Lie sp, ce qui revient au m~me). 

LEMME 1. Si l ~ m ,  il n'y a pas de forme lin~aire non nulle Sp-invariante sur 
S t T * |  *. Si  l = m ,  il y e n  a une seule (gt scalaire pros), qu'on peut d~finir par: 

x ~, y~ ~ (x, y)~ 

(x, yeT*) ,  et qui est symdtrique ou antisymdtrique selon que les t  pair ou impair. 
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Preuve. La forme fondamentale g d6finit un isomorphisme Sp-6quivariant de T 
et T*, ce qui permet de consid6rer que nous cherchons les applications lin6aires de 
SITdans SmTSp-6quivariantes. Si lv~m, il n'y en pas (~ part 0) puisque les Sp-modules 
irr6ductibles S tTe t  SmT sont non isomorphes (lemme de Schur); et si l=m, il n'y en 
a qu'un seul (it scalaire pros). Pour l'expliciter comme forme bilin6aire sur SIT *, on 
observe que les ~puissances parfaites >~ x l, x~ T, engendrent lin6airement S~T*; i l n'y 
a plus alors qu'h 6crire une expression homog6ne de degr6 / sur chaque argument 
x, y, et Sp-invariante. 

On notera 8p la forme bilin6aire ainsi d6finie sur ~tP)=Sp+2T*; remarquer que 
ces formes sont non-d6g6n6r6es (~t cause de l'irr6ductibilit6 des ~(g) comme Sp-mo- 
dules), et que 80 est la forme de Killing sur ~(o)=~p. Enfin flu est de poids 2p. 

Nous avons donc ~t pr6sent entre les mains une base 81, 83, 8~ .... de C 2 (~, ~p, k). 
Toutes ces cochaines 6tant de poids diff6rents, la recherche des 2-cocycles sera achev6e 
d6s que nous saurons celles des 8p (P impair) qui sont ferm6es. 

LEMME 2. Soit ~ une forme r-lin~aire alternOe sur ~~  Sp-invariante. 
_,~(1) Soit rq:S ~ la projection naturelle. La r-cochaine rr*~eC'(s, k) est un cocycle 

sp-basique. 
Preuve. Que rc~ff soit basique est 6vident; son support est (1, 1 ..... l). C'est le 

moment de rappeler la d6finition de la diff6rentielle. Si f est une r-cochalne, 

df(U1 ..... U,+I) = Z (-1) '+J f([UiUy], U1....L..L..,U,+I) �9 
l~<i<j~<r+l 

Montrons que d(rc*()= 0. De toute fa~on, c'est une cochaine sp-basique, ce qui limite 
la v6rification ~t des arguments U i ~  tp~ Pi/> 1. Alors dans tousles termes, le crochet 
[U~Uj] tombe dans un s ~p'), p'>~2, et on obtient 0. 

I1 r6sulte de ce lemme que 8~ est un 2-cocycle, sfirement non homologue ~ z6ro vu 
l'absence de 1-cochaines basiques. 

LEMME 3. Le cobord dflpEC3 (~, ~p, k) avec p impair >13 a une composante non 
nulle de support (p, p -  1, 1 ). 

C'est-~-dire: la restriction de dfl~ ~t s ~p) |  (p- 1)| n'est pas identiquement nulle. 
Calculons-la sur des <~puissances parfaites>>: 

<dS,. x" + 2 ̂  y ,  +1 ^ z 3 > = 3 (p + 1) (y. z) 8 ,  (x" + 2. y , z  ~) 

=3(p+ 1) (y, z) (x, y)" (x, z) 2 , 

x, y, z variant dans T*, cette expression n'est pas identiquement nulle. 
Nous trouvons bien finalement que H 2 (~, sp, k) est de dimension 1, engendr6 par 

la classe de ill- I1 n'y a plus qu'h s'assurer que fll coincide bien avec le 2-cocycle d6crit 
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au n ~ 1, ce qui ne pr6sente pas de difficult6s (surtout si l'on fait jouer l'unicit6 dans 
le lemme 1). 

2.3. J'en arrive b. la section la plus p6nible de la preuve; il s'agit de d6crire 
Ca(s, sp, k), puis Za(s,  sO, k). 

LEMME 4. 11 n' existe de forme  lindaire Sp-invariante non nulle sur S k T * |  * 

|  ~T* que si la somme des trois entiers k, 1, m est paire, et si chacun d' eux est infdrieur 

ou dgal ~ la somme des deux autres. Auquel cas, toutes ces formes  sont proportionnelles 

gt la f o r m e  f(k ,  t, ,,) ddfinie par: 

x k, y', (x, (x, z)B (y, (x, y, r*) 

avec 

- k + l + m  k - l + m  k + l - m  
o~ = fl = - -  ~ = ~ 

2 2 2 

En effet la th6orie classique des invariants ([4], th. 6.1.A) indique que les formes 
invariantes sont du type indiqu6. En ajustant les exposants ct, fl, ~, de fagon h ce que le 
degr6 en x spit k, etc., on est conduit aux expressions ci-dessus; et pour ce que ces 
derni6res fournissent des entiers />0, il faut que k + l + m  spit pair, et que le trio 
(k,/ ,  m) constitue un triangle. 

ANNEXE AU LEMME 4. Si deux des entiers, disons k et l, sont dgaux, la f o r m e  

f (k, ~, m) prdsente sur les deux premiers arguments une symdtrie ou une antisymdtrie selon 

que le troisidme entier (iei m) et la demi-somme (k + 1 + m)/2 sont m~me. paritd ou non. 

Ceci va nous permettre d'indexer les 3-cochaines invariantes par leur support. 
Pr6cisons: soit (p, q, r )  un support, p~q>~r>>.O. Ixs 3-cochaines invariantes de sup- 
port (p, q, r )  sont les formes lin6aires invariantes sur: 

S p+ 2T*(~sq+ 2T*(~) S r+ 2T* 

pr6sentant les antisym6tries correspondant aux 6galit6s 6ventuelles entre p, q et r. Con- 
venons de dire qu'un support (p, q, r)  est admissible si les trois entiers k = p + 2 ,  
l = q + 2 ,  m = r + 2  satisfont les hypotheses du lemme 4 et, s'il y a des ~galit6s entre 
eux, les conditions d'antisym6trie d~crites dans l'annexe; enfin notons fp, q. ,= 
=f(p+ 2, q+ 2, ,+ 2). Alors les cochalnes fp, 4, ,, (P, q, r)  parcourant les trois admissibles, 
forment une base de l'espace Ca(~, k)Sp; et si on se limite aux trios p>>.q>_.r>>. 1, de 
l'espaee C a (s, sp, k). Noter que le poids de fp, q,, est p + q + r, et qu'il est forc~iment 

pair. 
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I1 s'agit maintenant de d6te:miner les 3-cocyles. La d6composition de C* (~, ~p, k) 
selon les poids de 0r permet d 'abord de ne consid6rer que des cocycles de poids d6ter- 
min6; un tel cocycle Z se pr6sentera comme une somme de fp, 4,,, affect6s de coeffi- 
cients vari6s, index6e par les trios p>~q>~r>~ 1 admissibles d'un poids d6termin6. 
Rangeons les trios (p, q, r )  dans l'ordre alphab&ique: (p, q, r )  pr6c6de (p', q', r ') si 
p>p' ,  ou si p=p '  et q>q',  ou si p=p' ,  q=q'  et r>r ' ;  et rangeons les termes de la 
somme Z dans cet ordre; nous pouvons normaliser le cocycle Z de fagon que le terme 
de t&e ait le coefficient 1. La d6monstration va se faire en trois temps. 

Premier temps: 1l est exclu que le terme de t6te soit un fp, q.r avec r> 1. 
Raisonnons par l'absurde et supposons que le terme de t&e darts Z soit fp, 4. r, 

avec r > l .  Le cobord dfp, q,, est une 4-cochalne qui s'appuie sur les supports 
(p',  q', r ', s ' )  obtenus en d6composant tour/~ tour chacun des entiersp, q, r de toutes 
les fa~ons possibles en somme de deux entiers t> 1 ; cela r6sulte de ce que: 

5 =  ]-~ ~(P), 
p>~0 

est une graduation d'alg6bre de Lie, et aussi de ce que C*(~, ~p, k) est un sous- 
complexe. En particulier, dfp,~,, a une composante de support ( p , q , r - 1 ,  1), 
p I> q > r -  1 >/1, et il est assez clair que c'est le setfl h en avoir une parmi les dfp, a', ,', 
(p', q', r')<<.(p, q, r). Done l'6galit6 dZ=O exige que la composante de support 
(p, q, r - 1 ,  1) dans dfp, 4, ~ soit nuUe. Calculons-la: j '6cris f pour fp, 4, ,; et x, y, z, t 
varient dans T*: 

df  (x,+ 2, y,+ 2, z,+ l, t a) = _ 3 ( r  + 1) (z, t ) f (x p+ 2, yq+ 2, zrt 2) 

quantit6 qui ne saurait &re identiquement nulle: c'est la contradiction cherch6e. 
Interm~de. Le terme de t&e est done un fp, q,l, p>~q>~l. Mais pour que le trio 

(p, q, 1) soit admissible, il faut que p + 2 ~< (q + 2) + 3, et que (p + 2) + (q + 2) + (1 + 2) 
soit pair. Ceci ne laisse que deux possibilit~s: ( p , p - 3 ,  1) et ( p , p - 1 ,  1); dans un 
poids d&ermin6 2d, la premiere se pr6sente avant la seconde: ( d + l ,  d - 2 ,  1)>t 
>~(d,d-1, 1). 

Deuxi~me temps: I1 est exclu que le terme de t~te dam le cocycle Z soit fv,p- 3,1. 
Supposons le cont raire. Evidemment, p/> 4; d'autre part,f4,1,1 =f(6, s, 3) est exclue 

par une sym&rie partieUe sur les deux derniers arguments. Done p >I 5. Le cobord 
dry, v-3,t  a une composante de support ( p , p - 4 ,  1, 1); et si nous excluonsprovisoire- 
merit le casp=5,  le seul trio suivant ( p , p - 3 ,  1) ~ en faire autant est ( p , p - 4 ,  2). 
Ecrivonsfpourfv,  p- 3,1, g pourfv, v-4, 2; et soit 2 le coefficient de g dans Z. La con- 
dition dZ= 0 exige que df+ 2dg, restreinte h: 
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df  (xp. 2, yp-2, z a, t3)= 3 ( p - 2 )  (y, z) f (x p+ 2, yp- az2 ' t 3) 

- 3 ( p -  2) (y, t ) f ( x  p+ 2, yp- a t 2, z 3) 
dg (x p+ 2, yp- 2, z 3, t a) = 9 (z, t)  g (x p+ 2, yp- 2, z2t 2). 

C'est ici que je dois supposer la dimension de T au moins 6gale ~t 4, afin que les six 
produits (x,y),  (x, z) .... soient alg6briquement ind6pendants (['4], th. 6.1.B). Le 
lemme 4, appliqu6 au trio (p, p -  3, 1), c'est-h-dire (p + 2, p -  1, 3) en degr6s sur ST*, 
montre que ~ =0:  dans l'expression de f, il n'y a pas de couplage entre les deux derniers 
arguments. Doric, par-delh les n6cessaires polarisations, il est clair que (z, t)  n'appa- 
ralt pas dans l'expression de df. Si done df+ 2dg est aussi nulle qu'elle le pr6tend, 2 est 
forc6ment nul, et la composante de dfsur le support (p, p - 4 ,  1, 1) est nulle. Or, dans 
l'expression qui en est donn6e ci-dessus, (y, t) n'apparait pas dans le premier terme: 
c'est la contradiction d6sir6e. 

Reste en suspens le cas exceptionnel p=5 .  Dans ce cas, le trio ( p , p - 4 ,  2) n'est 
pas dans le bon ordre; et quand on l'y remet, il coincide avec (5, 2, 1). I1 s'av6re ainsi 
que df5 ' 2,1 a une composante de support (5, 1, 1, 1) et qu'aucun des trios qui suivent 
(5, 2, 1) n'en fait autant. Si doncfs ,  2,1 6tait le terme de t~te d'un cocycle, la compo- 
sante (5, 1, 1, 1) de son cobord devrait ~tre nulle. Calculons-la: (j'6cris f pour f s, 2.1) 

df  (x 7, y3, z 3, t 3 )=9  (y, z) f (x 7, y2z2 ' t 3 )_9  (y, t ) f (x 7, y2 t 2, z 3) 

+9  (z, t ) f (x 7, z2t 2, y3), 

avec x, y, z, t~T*. D'un autre c6te, pour a, b, ceT*, 

f (a 7, b 4, c3)=(a, b) 4 (a, e) 3 

ce qui montre que (y, z) n'apparaitra pas dans les deux derniers termes de l'expression 
de df, alors qu'il factorise dans le premier. Done la composante (5, 1, 1, 1) de dfs ' 2,1 
est non nulle, ce qui termine le deuxi6me temps. 

IntermOde. II r6sulte de ce qui pr6c6de que dans un poids 2p donn6, il ne peut y 
avoir qu'un cocycle au plus (~t scalaire pr6s), qui sera pilot~ parfp.g-l , l .  Supposons 
p impair. On a vu au n ~ 2 que le bord de la 2-cochaine tip,C2 (s, ~p, k) a une compo- 
sante non nulle de support (p ,  p - 1 ,  1): donc tout cocycle de poids 2p lui sera pro- 
portionnel. Nous concluons: un 3.cocycle dont le terme de t~te est fp,e-1,1, avec p 
impair, est un cobord. 

Troisi~me temps: I1 est exclu que le terme de t~te d'un 3-cocycle soit fp,~_l.1, avec 
p pair. 
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Evidemment, p~>2; nous allons supposer provisoirement p~>4. Le cobord 
dfp,p-X, t a une composante de support ( p - 1 ,  p - 1 ,  1, 1), et le setd trio admissible 
parmi ceux qui le suivent h en faire autant est ( p - 1 ,  p - 1 ,  2). Posons f=fp,p-1,1, 
g =fp-  1, p- 1, z, et soit 2 le coefficient de g dans le cocycle Z pilot6 parf .  Pour exprimer 
f e t  g, nous allons utiliser les formes bilin6aires tip introduites au n ~ 2 apr6s le lemme 1 : 

tip (xp+ 2, yp+ 5)= (x, y)p+2 

f (xp+ 2, yp+ l, z3)= (y, z) tip (x p+ 2, ypz 2) 
g (xp+l, yp+l, z 4) = (x, y) , -1  f12 (x2y 2, z't) 

la premi6re formule est la d6finition de tie; les deux autres sont forc6ment vraies ~t 
scalaire pros, puisqu'elles d6finissent des invariants ayant les degr6s requis, et que 
ceux-ci sont uniques d'apr6s le lemme 4. 

Nous avons vu que dZ=O exige que la composante de df+2dg sur le support 
( p -  1, p -  1, 1, 1) soit nulle. On trouve d'autre part: 

d f  (a p+ l, b p+ I, c a, d3)=3 (p+ 1) [(a, c) f (aPc 2, b p+ ' , d3)-(a, d) f (aPd 2, b p+ ', c 3) 
- ( b ,  c ) f  (bPc 2, a 9+1 , d3)+ (b, d) f (bPd 2 , a p+l , c 3 ) 

=3 (p+ 1) [(a, c) (b, d)  flp (aPc z, bPd 2) 
-- (a, d)  (b, c) tip (aPd 2, bPc 2) 

- (b, c) (a, d) tip (bPc 2, aPd 2 ) + (b, d) (a, c) ft. (bPd 2, aPc2)] 

et c'est maintenant que joue la parit6 de p: s ip  6tait impair, tip serait antisym6trique 
et on trouverait O; mais comme nous supposons p pair, 

df (a p+ l, b p+ l, c a, da)=  6 (p + 1) [(a, c) ( b, d) flp (aPc 2, bPd z) 
- (a, d) (b, c) tip (aPd 2, bPc2)]. 

Du c6t6 de g, le calcul donne: 

dg (a p+x, b p+ I, c a, da) = - 9  (c, d )g  (a p+ l, b p+ l, e2d 2) 
= --9 (c, d) (a, b) p-1 f12 ( azb2, c2d2) �9 

Cette expression ne contient pas (a, b) p. Au contraire, dans l'expression de df(. . . ) ,  
les polarisations font apparaitre (~t scalaire pr6s): 

(a, b) p [(a, c) (b, d ) -  (a, d)  (b, c)] (c, d) 2 

il est donc impossible que df+2 dg soit nuUe sur le support ( p - 1 , p - 1 ,  1, 1). La 
possibilit~ d'un 3-cocycle pilotd par fp, p_ 1,1 avec p pair, p >14, se troupe ~liminde. 
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Epilogue. I1 nous reste ~t examiner la cocha~ne exceptionnellef2,1,1. Observer que 
c'est la seule 3-cochaine de poids 4: il s'agit donc de savoir si c'est ou non un cocycle. 
Son bord est enti6rement port6 par le support (1, 1, 1, 1). 

L E M M E  5. Les 4-cochafnes ~p-basiques de support (1, 1, l, 1) (ou de poids 4, ce 
qui revient au m~me) forment un espace de dimension 3. 

Soit F une forme quadrilin6aire invariante sur ~ o ) =  S3T*; avec x, y, z, t variant 
dans T*, F (x 3, y3, z 3, t 3) v a s e  pr6senter comme une somme de mon6mes:  

(x, y)~ (x, z) # (x, t)  ~ (y, z) ~ (y, t)  ~ (z, t )  g 

ceci d'apr6s la th6orie des invariants ([4-1, th. 6.I.A). En ajustant les exposants ct, fl .... 
pour  avoir le degr6 3 sur chaque variable, on trouve, ~ l 'ordre prOs des variables, 
trois possibilit6s: 

(x,y) 3 (~, t) 3 
(x, y)= (x, z) (y, t) (z, t) = 
(x, y) (x, z) (x, t) (y, z) (y, t) (z, t). 

Si l 'on antisym6trise ces polyn6mes, le premier donne fll ^ fll ; le troisi6me est spon- 
tan6ment altern6, il sera not6 ~; pour le second, on obtient une somme de trois termes, 

(x, y)2 [(x, z) (y, t)--(x, t) (y, z)] (z, t)  2 

et les deux termes analogues fournis par les partitions (x, z; y, t)  et (x, t; y, z) du stock 
de variables; cette cochaine sera not6e ),. 

I1 est commode d'6crire: 

A,1,1 (a', b 3, e3)=(b, c)/h (a', b2:)  

en sorte que: 

df2,1,1 (x a, y3, z a, t3 )=  _ 18 [-(x, y) (z, t )  f12 (x2y 2, z2t 2) 
- ( x ,  z)  (y, t )  f12 ( x2z2, Y 2t2) 

+(x, t) (y, z) ~2 (x2t 2, y2:) ] .  
Par polarisation, 

f12 (x2y 2, z2t 2)= ~ [(x, z) 2 (y, t ) 2 +  4 (x, z) (x, t )  (y, z) (y, t ) +  (x, t)  2 (y, z) 2] 

et apr6s la substitution finale, on obtient: 

df 2: , l  = 3 ~ - 3 6 6 .  
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Ce r6sultat a deux cons6quences. D'abord, f2,1.t n'est pas un cocycle, et ceci 
ach6ve de d6montrer que Ha(s,  ~p, k)=0.  D'autre part, routes les 4-cochaines de 
support (1, 1, 1, 1) sont des 4-cocycles (lemme 2 d u n  ~ 2) de poids 4; s'ils sont coho- 
mologues h z6ro, c'est qu'on peut leur trouver une primitive de poids 4, laquelle ne 
peut ~tre quef2.~.l.  On voit ainsi que dimH4(~, ~p, k)~>2. 

w 3. Cohomologie de champs symplectiques diff~rentiables 

3.1. Dans ce paragraphe et dans le suivant, X d6signera une vari6t6 symplectique, 
g son tenseur fondamental, 6" x l'alg6bre des fonctions C ~ sur X6quip6e du crochet de 
Poisson, Se x l'alg6bre des champs de vecteurs symplectiques. Je noterai C* (Sex, gx) 
le complexe des cochaines sur Sex/t valeurs dans gx (off Sex op6re par d6rivation) 
qui s'expriment comme op6rateurs multidiff6rentiels; et C* (~'x, ~ robjet analogue 
relatif h l'action adjointe de 8 x sur elle-m~me. Mon but dans cette section est de 
montrer que la connaissance de H* (3, R) (que je n'ai pas) et des classes caract6ristiques 
ordinaires de X permet le calcul des cohomologies H*(Sex, ~x) et H~(8 x, 8x); 
d'ailleurs je m'occuperai surtout de la premi6re. 

I1 sera commode d'utiliser la technique des faisceaux. Soit cg, le faisceau diff6rentiel 
des germes de cochaines de champs symplectiques dans les fonctions (c'est un faisceau 
de germes d'op6rateurs multidiff6rentiels d'un certain type, dont les sections globales 
constituent C* (Sex, d~x)), et ':g* le faisceau correspondant pour les fonctions (dont 
les sections globales constituent Cff (gx, dOx)). 

LEMME 1. Les faisceaux de cohomologie locale ~t ~* (5*) et Jr ('~*) sont des 
faisceaux constants, defibre H* (~,  R [[ T]]) = H* (3, R) et H* (~3, ~3) respectivement. 

(On note ~ ,  ~ ,  ~ les alg~bres formelles du w port6es par un espace vectoriel 
symplectique T de m~me dimension que X). 

Soit a~X, et C une carte symplectique centr6e en a (i.e. dans ces coordonn6es 
locales, les composantes gij du tenseur fondamental sont des constantes). Une co- 
chainefE:g*, une 2-cochalne par exemple, s'6crit en coordonn6es: 

f (U ,  V)-'-Zf~#'D~u'D#v 

off U, V sont des champs symplectiques au voisinage de a, u et v des fonctions g6n6ra- 
trices (uniques h constante pros); la sommation porte sur les multi-indices de d6riva- 
tion ct, fl non nuls (u et v ne doivent intervenir que par leurs gradients), et lesf~# sont 
des germes de fonctions C ~ en a. 

Deux sous-complexes se manifestent. D'abord les formes diff~rentielles, qui cor- 
respondent aux termes d'ordre 1 sur tousles arguments: I~1--I//I = 1. Ensuite le sous- 
complexe B~-:g* des cochaines basiques par rapport h la sous-alg~bre ~ des transla- 
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tions de la carte C: ce sont les cochaines dont tousles indices de d6rivation ct, fl sont 
d'ordre > 1 et dont les coefficients f~p sont des fonctions constantes. Maintenant, le 
ph6nom6ne c16, c'est que la carte C identifie Bx~* au complexe C* (8, R) port6 par 
l'espace vectoriel mod61e T. Une far p6destre de le voir est d'observer que BxC~ * 
est l'alg6bre ext6rieure sur R engendr6e par les l-cochaines co~ 

co~:U~"~D~u~#~ 1~1>12 

que C* (8, R) est la R-alg6bre ext6rieure engendr6e par les 1-cochaines 

~ :  U~-~D~u(O)eR 1~1>~2 

et que les formules de d6rivation de co~ et ~ sont les m~mes: 

dco~ = - ~. ~ g'J co# + e, ̂  toy + ~. 
i, j IJ + ~,=~ 

IPl, lrl ~>l 

Cela 6tant, il est clair que sur la carte C, le faisceau oK* se d6compose en produit 
tensoriel: 

~* =~* |  (8, R) 

du faisceau des germes de formes diff6rentielles f2* et de l'espace vectoriel C* (8, R). 
Passant ~t la cohomologie, on obtient un isomorphisme de ~,~* (~*) et du faisceau 
constant H* (8, R) qui a priori est 1i6 h la carte C, comme le pr6c6dent. Toutefois, 
l'alg6bre de Lie ~ op6re trivialement sur sa cohomologie (c'est la formule de Cartan: 
Ov =div + ivd, Ue~) et donc aussi le groupe (connexe) des jets de diff6omorphismes 
symplectiques stabilisant l'origine. Par cons6quent, l'isomorphisme de ~ *  (c~.) et du 
faisceau constant de fibre H* (8, R) est insensible au choix de la carte symplectique en 
a, et donc globalise sur X. 

Le faisceau de cohomologie locale ~ *  (,c~.) est justiciable d'un traitement ana- 
logue; on s'appuie sur la suite exacte de faisceaux: 

grad 
O ~ R - + ~  -+ ~ - + 0  

et on paraphrase les consid6rations du w n ~ 1. 
Une lois observ6 que les faisceaux ~* et ,c~. sont fins (ce sont des germes d'op6ra- 

teurs multidiff6rentiels), nous nous trouvons en position pour appliquer les th6or6mes 
classiques de cohomologie des faisceaux ([5], th. 4.6.1., p. 178). 

PROPOSITION 1. Les cohomologies H* (Aax, gx) et H* (8 x, 8x) sont les abou- 
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tissements respectifs de deux suites speetrales: 

E~' ~=H ~ (~, R)|  p (X, R) 
'Eg 'q = H q (~3, r174  p (X, a ) .  

3.2. Pour aller plus avant, il nous faut rappeler une construction qui est devenue 
traditionnelle dans ce genre de questions. Soit X une vari6t6 (j'oublie un instant la 
structure symplectique), et R1X le fibr6 des rep6res d'ordre 1 sur X: fibr6 principal de 
groupe GL(n, R). Alors la cohomologie du complexe f2*(R1X) GL("'R) des formes 
diff&entielles sur R1X invariantes par le groupe structural s'interpr6te comme la co- 
homologie d'un espace Q ( x )  ainsi construit: le complexifi6 du fibr6 tangent, TCX, 
a pour groupe structural GL(n, C); on fait une r6duction au groupe compact maximal 
U (n), et Q(X) est le fibr6 U (n)-principal correspondant. Pareillement, pour une 
vari6t6 symplectique X, soit RSIX le fibr6 des rep6res symplectiques d'ordre 1 (i.e., 
contrairement au n ~ 1, ceux dans lesquels la forme fondamentale prend la forme r6duite 
positions-impulsions): c'est un fibr6 principal de groupe Sp (n, R). Alors la cohomo- 
logie du complexe 12" (RS1X) sp tn,a~ s'interpr6te comme la cohomologie d'un espace 
QS (X) ainsi construit: le complexifi6 du fibr6 tangent a pour groupe structural 
Sp(n, C); on fait une r6duction au groupe compact maximal Sp(n) (qui est aussi le 
compact maximal du groupe lin6aire quaternionique), et QS (X) est le fibr6 Sp (n)- 
principal ainsi construit. Cette construction permet d'6noncer le th6or6me: 

TH~ORI~ME 2. On a un isomorphisme naturel: 

H~(6~" x, ~ 'x )=H*  (QS (X), R ) |  (~, ~p, R). 

Le calcul de la cohomologie de QS (x)  est un probl6me standard de classes carac- 
t6ristiques; la faiblesse du th6or6me est l'ignorance de H*(~, ~p, R). Toutefois, je 
n'aurai h l'appliquer qu'en degr6 ~< 3. 

Pour prouver commod6ment ce th6or6me, il faut r6interpr6ter C* (S~ x, gx)  comme 
le complexe f2* (RSo~X) ~ des formes diff6rentielles sur le fibr6 RSo~X des rep6res sym- 
plectiques d'ordre infini, invariantes par le groupe structural G des jets de diff6omor- 
phismes symplectiques pr6servant l'origine (par formes diff&entielles sur RSooX, on 
entend 6videmment la limite inductive des formes sur les espaces de rep6res RSkX 
d'ordre fini). L'interpr6tation se fait de la faqon suivante: si U1, ..., Upe6Px, ils se 
rel6vent comme champs de vecteurs sur RSo~X, G-invariants; s i r  est une forme 
G-invariante sur RSooX, la fonction (~, UI A... ^ Up) est G-invariante, donc c'est une 
fonction sur X (cf. [6]). 

Cela dit, on reprend la d6composition du w n ~ 1: 

R)= R) 
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et on examine successivement le sort de H*(~p, R), ou plut6t de ses g6n6rateurs 
primitifs r/i, puis de H* (8, ~p, R). 

(1) La projection re: RSo~X~ RS~X, qui correspond dans les alg6bres de Lie struc- 
turales, au morphisme j~ : ~ ~ ~p, induit: 

re* : f2* (RS ,X)  sp (" ,R) _.. t2* (RSooX) G . 

La donn6e d'une connexion permet de construire des formes q iel2*(R$lX) spry'x) 
6gales b, r/i sur les fibres, dont le bord d7 hest  basique, et repr6sente la classe de Pon- 
triagin symplectique pl(X).  Au moyen de re* on remonte 7h dans f2*(RSo~X)G= 
C~ (S#x, d'x), et on voit que dans la premi6re suite spectrale de la proposition 1, 

r/, transgresse vers p ,eH4i (X ,  R) =,.,2;4i' o. D6s lors, la sous-suite spectrale engendr6e 
par j ' H *  (~p, R) et H* (X, R) s'organise comme la suite spectrale de Leray du fibr6 
QS ( x )  (ou plut6t du complexe O* (RS1X) sp (n.R)). 

(2) Tout revient maintenant h d6montrer que les classes de: 

R ) .  E ~ 

ont des rel6vements ferm6s dans f2* (RSo~X) ~ = C* (6: x, d'x). J'utiliserai pour ce faire 
une technique due h J. L. Koszul [7]. La projection 

j , : G ~  Sp(n, R) 

a pour fibre un groupe nilpotent contractile. Donc il existe une section 

a: R S 1 X ~  RSo~X 

qu'on peut consid6rer comme une application G-6quivariante 

a: RS~oX~ Sp (n, R)\G 

(G op6re b. droite sur les deux espaces). I1 en r6sulte un morphisme de complexes: 

a*: C* (~, ~p, R) = O* (Sp (n, R)\G) ~ -* f2* (RS~X)  ~ . 

C'est cette fl6che a* qui effectue le rel6vement d'un cocycle ~e C* (8, ~p, R) comme 
cocycle dans C* (6:x, d'x) (il n'est pas diflicile de v6rifier que tr*( coincide avec ( sur 
les fibres de RS~X,  (cf. [7], p. 140, (1.2)). Une faqon d'6noncer ce r6sultat est de dire 
que les classes dans H~ (6~x, 6~x) ainsi obtenues ~t partir de classes dans H* (s, sp, R) 
sont non-caract(ristiques. 
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Pour ce qui est de C* (gx, o~x), sa suite spectrale ne diff6re de la pr6e6dente que 
par l'ajout de la d6rivation ext6rieure ~ e H  1 (~3, ~ )  (w n ~ 1); en fait ~ e H  1 (~ ,  sp, ~ )  
'~ 'E ~ t et on peut s'assurer que ~ transgresse vers la classe de la forme fondamentale 
dans H2(X, R)=E22'~ (cf. [8]). 

3.3. Le rel6vement de la classe f l eH  2 (5, tip, R) peut s'expliciter assez simplement. 
Convenons de dire qu'une connexion lin6aire D sur la vari&6 symplectique X est 
adaptde si elle est sans torsion et si Dg=O. De telles connexions sont abondantes 
localement, et supportent les recoUements par partition de 1'unit6. 

TH]~OR~ME 3. Un calcul universel permet de construire, sur toute vari~td sym- 
plectique dquip~e d'une connexion lindaire adapt~e, un op~rateur bidiffdrentiel 

21:gx x g x ~ g x  

bilindaire sur R, ahernd, d" ordre 3 sur chaque argument, annulant les constantes, et qui 
est un 2-cocycle non trivial pour la reprdsentation adjointe de l' algdbre de Poisson ~x. 

En fait, on va faire apparaltre 21 dans Z 2 (S:x ' e-x) ' off il rel6vera f l e H  2 (z, zp, R) 
= E  o, z; apr6s quoi, si u et v sont deux fonctions, de gradients U et V, on posera 
21 (u, v)=2~ (U, V). Nous nous inspirons ici d'une construction de J. L. Koszul ([7], 
prop. 6.1). 

Faisons observer tout d'abord que si D et D'  sont deux connexions adapt6es, leur 
diff6rence D - D '  peut fitre consid6r6e comme une section de S3T*X: pour A, B, C 
champs de vecteurs sur X, on pose: 

.,4, B, C~"-~g(DAB-D'AB, C) 

la sym6trie sur A et B r6sulte de l'absence de torsion, et la sym6trie sur B et C de la 
condition Dg=O. Ceci s'applique h une connexion D'  d6duite de D par un diff6o- 
morphisme symplectique; et en passant au cas infinit6simal, on voit que les d6riv6es 
de Lie OvD d'une connexion adapt6e D par un champ symplectique U sont des sec- 
tions de SaT*X. Dans un syst6me de coordonn6es off les coefficients gij de g sont 
constants, et off u est une fonction g6n6ratrice de U, 

' F h u hh' Fk' (OvD)o~=UI~Jk--~ ~j I~+Ulhg gkk" ~/Ih' 

les F)k sont les coefficients de D, et ~ '  indique une sommation circulaire sur i,j, k. 
Nous disposons maintenant d'un 1-cocycle Uv-. OvD de S~' x h valeurs dans l'expace 

FxS3T*X des formes diff6rentielles sym6triques de degr6 3, sur lesquelles S: x op6re 
par d6rivation de Lie; ce cocycle n'est sfirement pas trivial, puisqu'il n'y a pas de 
connexion invariante par tousles diff6omorphismes symplectiques. 
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D'autre part, la forme g d6finit sur $3T*,u une forme bilin6aire altern~e g3. 

g3 (ca, r/a)=g (~, r/)3 

pour ~, r/eT*X; et cette forme est invariante par l'action lin6aire tangente des diff6o- 
morphismes symplectiques. Donc l'application: 

2x (U, V) =g  3 (OvD, OvD) 

est un 2-cocycle de 6t' x dans ~'x. En coordonn6es locales comme pr6c6demment, 

V)=g"'g"'gk '(ul,jk . . . .  ) . . . . .  ) 

ce qui manifeste que le symbole principal est bien le 2-cocycle fl tel qu'il a 6t6 d6crit 
au w n ~ 1, prop. 1. Dire que le calcul est universel, c'est dire que si l'on a une autre 
vari&6 X',  6quip6e de structures analogues, et un diff6omorphisme local de (X', g, D) 
et (X', g' ,  D') ,  il 6change les op6rateurs 2~ construits sur l'une et sur rautre: c'est 
bien 6vident. 

Nous disposons maintenant d'une d6formation infinit6simale de l'alg6bre de Pois- 
son d~x . La question se pose d6s lors, qui sera d6battue au w est-ce que 21, tt r instar 
du cocycle formel fl qu'il rel6ve, est le pilote d'une d6formation formelle de 8x?  

3.4. Mais nous aurons besoin de deux variantes, un peu techniques, de la proposi- 
t i o n l d u n  ~ 

Tout d'abord, soit A une pi6ce de X, c'est-tL-dire une sous-vari6t6 tt bord lisse de 
m~me dimension. Soit C* ( ~ x ,  gx, A) le sous-espace des cochalnes identiquement 
nulles sur A, et A~* le faisceau correspondant. Dans la repr6sentation locale d u n  ~ 1, 
ce sont les cochalnes dont les coefficientsf~p., sont des fonctions identiquement nulles 
sur A. I1 en r6sulte une d6composition locale: 

A~'* =Afl* |  (~, R) 

oil At2* d6signe le faisceau des germes de formes diff6rentielles nuUes sur A. Ce faisceau 
est fin; sa cohomologie locale est nulle en degr6 > 0 (c'est une variante facile du lemme 
de Poincar6), et en degr6 0 on obtient un certain faisceau aR dont la cohomologie sur 
X donnera la cohomologie des formes diff6rentielles sur X nulles sur A, c'est-tl-dire 
H*(X, A, R) (cf. [9], ch. XII). 

Revenant ~t ac~ *, nous voyons d'abord que c'est un sous-complexe de c~,, et que 
sa cohomologie locale est: 

Al | a). 

En outre A~* est un faisceau fin. Donc: 
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PROPOSITION lbis. La cohomologie H~(SP x, ~x; A) de C*(6ax, d'x; A) 
l'aboutissement d'une suite spectrale: 

est 

E~'~=Hq(~, R) |  (X, A, R). 

La deuxi6me variante porte sur la fibre, et n6cessite un bref retour sur la situation 
formelle. Soit 'FmC* (~, R) l'espace des cochaines nulles d6s que Fun des arguments 
appartient ~ u n  ~fP), p>m: ce sont les cochaines sur l'alg6bre quotient: 

p > .  

ou dans les notations dun  ~ 1, l'alg6bre ext6rieure sur les ~ ,  2 ~< I~1 ~< m + 2. Soit d'autre 
part: 

"F~C* (~, R ) =  ~) C* (z, R) 
p<~s 

la somme des cochaines de poids ~<s; une base en est donn~e par les: 

~ , , ^ . . . ^ K ~ q  avec l~ l l+ . . .+ l%[-2q~<s .  

Ce sont deux filtrations croissantes d-stables de C* (~, R); on notera 

'Fm'tFsC $ :  'FmC* (~, R ) n  "F~C* (~, R). 

LEMME 2. Dis que m>~ 1 et s>>.2, l'injection 'F,"FsC* ~ C*(~, R) induit un iso- 
morphisme des cohomologies de degri <~ 3. 

En effet, pour m e t  s t> 0, on a aussi une factorisation 

H* ('F,"F~C*)=H* (sp, R ) |  ('F,"F~C*, sp) 

avec la cohomologie sp-basique, et il suttit de voir que celle-ci coincide avec 
H* (5, 5p, R) en degr6/> 3. Or les 1-cochaines basiques sont aussi nulles dans 'F,"F~C* 
que dans C*(s,  R); le 2-cocycle de base fl=fll est dans le sous-complexe d6s que 
m~>l et s>~2; quant aux 3-cocycles du sous-complexe, ce sont des 3-cocycles de 
C*(s, sp, R), donc des dflp (w n ~ 3): il n'y a plus qu'~t constater que dflp n'est dans 
le sous-complexe que si tip y est d6jh, ce qui est trivial. 

Transplantons maintenant ces deux filtrations sur C~ (S~ x, 8x),  ou plut6t sur le 
faisceau ~* correspondant. Relativement h une carte symplectique C, nous avons une 
factorisation: 

~* =O*|  (~, R) 
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et nous poserons: 

'FmC~ * = ~2"| 'FmC* (~;, R) 

"Fs@* = ~2* | (~, R). 

Comme les filtrations 'F, "F sur C*(~, R) sont invariantes par le groupe des jets de 
diff~omorphismes symplectiques pr6servant l'origine, les 'F, "F sur 5 "  sont ind6pen- 
dantes du choix de la carte C. Une autre fa~on de voir consiste ~ observer que l'identi- 
fication de cg, b. O*| R) est canonique pour le symbole principal, et que la 
contrainte porte sur lui: pour 'F,., l 'ordre de d6rivation sur la fonction g6n6ratrice de 
chaque argument ne doit pas d6passer m + 2 ;  pour "Fs, la somme des ordres des 
d6rivations d'ordre />3, qui sont en nombre r, ne doit pas d6passer s+2r. On peut 
aussi remarquer que 

'FmC* (5:x, e x ) =  f2* (RS,, + 2X) G 

dans les notations d u n  ~ 2. 
Toujours est-il que les faisceaux: 

'Fm~*, "Fs<s *, 'Fm"FY* = ' FmC* c~ "F,~* 

sont aussi fins que les pr6c6dents; si l'on forme la suite spectrale de Godement pour 
le faisceau 'Fm"F~*, avec m >/1, s>~ 2, on constate, compte-tenu du lemme 2, qu'elle 
coincide avec la suite spectrale du faisceau c~. (prop. 1) en degr6 compl6mentaire 
q~<3. Donc: 

PROPOSITION 2. DOs que m>~ 1 et s>_.2, l'injection 

'Vm"VsC] (5:x, gx) ~ C] (5" x, gx) 

induit un isomorphisme des cohomologies de degrO <~ 3. 
Noter pour finir qu'on peut croiser les deux variantes, la relative et la filtr6e, et 

consid6rer les complexes 

'Fm"FsC* (St'x, ~fx; A) 

relatifs/t une piece A. Les techniques pr6cMentes donnent imm6diatement: 

PROPOSITION 2bis. Soit A une piOce de X. DOs que m>~ 1 et s>.2, l'injection: 

'Fm"FsC 2 (Sax, d'x; A) ~ C* (Sax, d'x; A) 

induit un isomorphisme des cohomologies de degrd <~ 3. 
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w D~formation covariante du crochet de poisson 

4.1. Les notations du w restent en vigueur: X est une vari6t6 symplectique, OZx 
l'alg6bre des fonctions C OO sur X, munie du crochet de Poisson, et 5'~x l'alg6bre de Lie 
des champs de vecteurs Coo symplectiques. Forts des r6sultats du pr6c6dent paragraphe, 
nous pouvons maintenant viser l'objectif principal du pr6sent travail. 

TH]~OR~ME 3. Soit X une varidtd symplectique, dont nous supposons que 
H a (X, R)=0 .  1l existe des opdrateurs bi~ffdrentiels 2~ sur X 

2~: ~'x x O~x ~ d~x 
bilindaires sur R, alternds, annulant les constantes, d'ordre 2i + 1 sur chaque argument, 
tels que la sdrie: 

t i 
[u, v], = [u, v] +,~>~1 (2i + 1)------~. 2, (u, v) (u, v e gx ,  t param~tre) 

soit une ddformation formelle non triviale du crochet de Poisson sur gx. 
En d'autres termes, la loi [u, v]t, qui est altern6e, v6rifie l'identit6 de Jacobi. Ce 

qu'on va voir en fait, c'est que si l'on a construit des op6rateurs 21, 22 ..... 2k, ayant 
pour symboles principaux les puissances impaires du crochet de Poisson (el. w 1, n ~ 2), 
en sorte que la loi: 

t t 

[u, v]}k)=[u, v]+lZk<~r~ (2i+1)!  2,(u, v) 

v6rifie l'identit6 de Jacobi ~t l'ordre k (c'est-b.-dire modulo 0(t k+l)), alors il existe un 
ol~rateur 2k+1, dont le symbole principal est la puissance (2k+ 3)6me du crochet de 
Poisson, et tel que: 

tk+ l 
[U, /)]~R+I)=[U, l.)]~k) @ (2k+3)!  2k+l (u, v) 

v6rifie l'identit6 de Jacobi h l'ordre k +  1. Cette d6formation est non triviale dans le 
sens que 21 n'est pas cohomologue h z6ro dans C* (8  x, d'x). Si X est 6quip6e d'une 
connexion adapt6e D, on peut prendre pour 21 l'op6rateur fourni par le th6or6me 2. 

Je ne vois pas comment aborder le 16gitime probl6me de la convergence de la s6rie; 
la d6formation garde un caract6re formel. Je ne sais pas non plus si l'hypoth6se topo- 
logique H a (X, R ) =  0 est n6cessaire ou superflue (voir les remarques du d6but dun  ~ 5). 
Les op~rateurs 2t seront construits comme 2-cochaines dans C 2 (Se x, $'x), et relev~s 
dans C ff (Sx, d'x) par le gradient: 

21 (u, v) = 2t (grad u, grad v) 
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comme aussi bien le crochet de Poisson lui-m~me; d'aiUeurs on posera 

20(u, v)= [u, vl=g(gradu, gradv).  

En composant les 21 avec le gradient, on obtient des ol~rateurs bidiff~rentiels de ~ x  
dans ~ x ,  et la s~rie du th~or~me d6finit une d~formation formelle de l'alg~bre de Lie 

.gax . 
Je commencerai par rappeler bri~vement le scenario g6n~ral de la th~orie des d~- 

formations d'alg~bres de Lie. Une d~formation formelle de l'alg~bre de Lie g (r~elle, 
pour fixer les id6es), est une structure d'alg~bre de Lie R [[t]]-lin~aire sur R [ [ t ] ] |  
Autrement dit: on se donne des applications Li:g • g ~ g, R-bilin~aires altern~es, et 
on pose, pour u, veg ~ R [ [ t l ] |  

[., v],= [., ,,] +tL  (., (., v)+... 

qui est un 61~ment de R [ [ t ] ] |  les L i doivent s'arranger pour que l'identit6 de 
Jacobi soit satisfaite. On est libre de consid6rer les L~ comme des 2-cochaines de g 
dans elle-m~me (avec la repr6sentation adjointe): alors l'identit6 de Jacobi ~t l'ordre l 
signifie que L1 est un 2-cocycle. La v6rification de l'identit6 ~t l 'ordre k n'implique que 
les k premiers op6rateurs L1 . . . . .  L k ;  si l'on a pu les construire de faqon ~ v6rifier 
l'identit6 h l'ordre k, et si l 'on cherche u n  Lk+ 1 qui arrange l'identit6 h l'ordre k + 1, 
on trouve une 6quation: 

E'  [u, Lk+, (v, w)]--)-',' Lk+, ([u, v], w)=F (L,, ..., Lk) (u, v, w) 

b. v~rifier quels que soient u, v, w dans g (~ '  indique une sommation circulaire). En 
termes de 2-cochalnes, on demande donc que: 

dLk+ 1 = F (LI,. . . ,  Lk) 

ofa F (L i .. . . .  Lk) est une 3-cochalne fabriqu6e h partir de L~,..., Lk par des formules 
universelles qu'il est inutile d'expliciter ici. Cela 6tant, le fait que l'identit6 de Jacobi 
soit satisfaite ~t l'ordre k implique de fagon m6canique que la 3-cochaine F (LI ..... Lk) = 
Zk+ ~ est un cocycle. On se trouve alors devant l'alternative suivante" 

a) ou bien la classe de Zk+l dans Ha(g,  g) est non nulle: alors le processus de 
construction de la d6formation formelle est obstru6; 

b) ou bien Zk+ 1 est homologue A z~ro: on prend alors pour Ltr u n e  de ses 
primitives, et on passe au cran suivant (qui donnera lieu ~t une alternative analogue). 

En particulier, si par chance H a (g, g)=0,  n'importe quel 2-cocycle sera le terme 
de tSte d'une d6formation formeUe de g. Je renvoie ~t ['10] pour l'importante question 
de l'6quivalence des d6formations, qui permet par exemple de qualifier de triviale 
(h l'ordre 1) une d6formation pilot6e par un 2-cocycle L~ homologue ~ z~ro. 
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Dans le contexte symplectique, le 2-cocycle 41 ~ Zff (~x ,  d'x) qui pilote la d6forma- 
tion appartiendra h la classe f l~H a (5: x, ~x) mise en 6vidence au w n ~ 3. Puisqu'on 
prend les ht dans C ff (6: x, d~x) (inject6 dans C 2 (8 x, o~x) par grad*), les obstructions 
6ventuelles appara~tront dans le Ha (6:x, d~x). Examinons ce groupe. Soit fl un g6n6- 
rateur de H 2 (~, R) et ~/un g6n6rateur de H 3 (5, R) (w th. 1) on peut prendte ~/=j*rh, 
r h 6tant un g6n6rateur de Ha(~p, R). La suite spectrale du w n ~ 1, fait apparaltre 
trois types de classes dans H a (6: x, r 

a) d'abord, la classe r/~E ~ passe dans le E~ et donc dans H~(A:x, r si et 
seulement si la classe de Pontriagin Pl (X) est nulle; 

b) ensuite, les produits fl| ~eH 1 (X, R), qui constituent le E~' 2__Eo~1, 2 ; 
c) et finalement Ha(x ,  R) s'injecte dans Ha(S#x, d'x) (puisque E21' 1=0 et que 

E o, 2 passe dans le Eoo). 
Corr61ativement, la preuve du th6or6me 3 se fait en trois 6tapes: d'abord on se 

place dans des circonstances topologiques telles que H a (6: x, d'x)= 0, le seul probl6me 
6tant alors de contr61er les symboles principaux; ensuite on montre que si Pl (X)--0, 
la classe r/ne peut obstruer la construction de la d6formation; et pas davantage les 
classes du deuxi6me type, comme on le volt finalement. I1 suffit alors d'avoir mis la 
condition Ha(X, R ) = 0  dans les hypoth6ses du th6or6me pour en avoir termin6 la 
preuve; on trouvera n6anmoins au n ~ 5 quelques remarques sur les obstructions 6ven- 
tueUes de ce type, ainsi que sur la dimension 2, qui est exclue de cette preuve comme 
du th6or~me 1. 

4.2. Premiere dtape: On suppose H 1 ( X, R ) = H  a (X, R)=0 ,  et P l ( X ) ~ O (c'est le 
cas par exemple pour les produits de droites projectives complexes (p1c)~ v/> 2, trait6s 
comme vari6t6s symplectiques de dimension 2v). 

Suivons le scenario g6n6ral et supposons les op6rateurs 21 ..... 2k construits, 2~ 
ayant pour symbole principal la (2i+ 1)6me puissance du crochet de Poisson, en sorte 
que la loi: 

t i 
[u, 5" - -  v) 

o ~7'l~<k (2i+ 1)! 

v6rifie l'identit6 de Jacobi ~t l'ordre k. I1 nous faut un op6rateur 2k+I~C2(S#X, r 
solution de l'6quation: 

d; k+l (1) 

o/a (k+l est un certain 3-cocycle construits ~t partir de 21 ..... 2k. Vu les circonstances 
topologiques, H a (6ax, d~x)=0 et l'dquation (1) possdde des solutions. Mais nous 
voulons contr61er leur symbole principal. Soit donc2~,+ leCff(S/'x, d'x) une 2-cochaine 
ayant pour symbole la puissance (2k+3) du crochet, et par ailleurs quelconque: 
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d'apr6s les d6finitions du w n ~ 4, 2~,+ 1 et son bord appartiennent h 

e,,). 

D'autre part, ~k+l et d2;,+ 1 ont le m~me symbole principal, parce que le calcul au 
niveau des symboles revient / t  verifier l'identit6 de Jacobi pour  la d6formation L t 
construite sur les fonctions formeUes au w 1, n ~ 2 (formule (5)). Par cons6quent, la 
diff6rence ~k+l--d2'k+l a la filtration 'F2k+l (l 'ordre sur chaque argument n'a pas 
augment6) et la filtration "F4k+~ (l 'ordre total a diminu6 d'au moins 1). D'apr~s la 
proposit ion 2 du w n ~ 4, H3('F2k+l"F4k+lC~(dfx, g 'x))=0,  et nous aurons une 
2-cochaine 2~ + 1, de filtrati ons 'F2 k + 1"174 k + 1, v6rifiant: 

( k +  1 = d2~+ 1 + d2~+ 1" 

La 2-cochaine 2k+ 1 = 2~+ ~ + 2~+ ~ r6soud alors notre probt6me. 

4.3. Deuxikme dtape: J 'aurai besoin du lemme suivant. Convenons d'appeler d6- 
formation tronqu6e de longueur k sur la vari6t6 X u n e  suite d'op6rateurs 21 . . . . .  2ke 
C2a (6~x, r  ayant  les symboles principaux requis, et tels que la loi: 

t i 

I-u, V-l~k)----o<.i<.kX (2i+1)-------~ 2,(u, v) 

v6rifie l'identit6 de Jacobi h l 'ordre k. 

L E M M E  1 (la greffe). Soit X une varMt~ symplectique, A une pi~ce non vide dans 2(. 
Supposons Hi (X ,  .4, R ) = H 3 ( X ,  .4, R ) = 0 .  Soit 21 .... ,2  k une d~formation tronqu~e 
ddfinie au voisinage de .4.1l existe une d~formation tronqu& ~t ..... ~k ddfinie sur X 
entidre, et qui coincide avec la prdcddente sur .4. 

Preuve. Supposons d6jb. construits ~1,..., )~i (if> 1). L'hypoth6tique op~rateur J~i + 1 
est soumis aux deux contraintes suivantes: 

~i+l la=; l i+l  

oli ~i+l est un 3-cocycle construit  ~ partir de ,~1 .... , ~i. Ces deux contraintes ne sont 
pas grossi4rement incompatibles, en ce sens que sur .4, ~t+l =d2i+t  (une m~me for- 
mule universelle construit (i+l et ~i+1 a partir de 2t, ..., 2i et ~1 . . . . .  ;Ii). 

Soit maintenant  2~+ 1 une 2-cochaine sur X, coincidant avec ,1.i+ 1 sur A; on a donc, 
sur la piece A, d2~+ t =~l+t  =~t+1, et le 3-cocycle ~i+l--d2;+l est nul sur A. Faisons 
jouer  la proposit ion Ibis du w n~  puisque H~ R ) = H t ( X , A , R ) =  
= H  3 (X, .4, R ) = 0 ,  on trouve H a (S~'x, 6~x; A ) = 0 ,  et nous obtenons une 2-cochaine 

2'1'+ 1, nulle sur A, v~rifiant: 

~t+ 1 - d 2 ~ +  1 = d2~"+ 1 
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apr6s quoi on prend 2~+1----,~+lnt,~'i+l �9 Le contr61e des symboles principaux se fait 
sans difficult6 avec la proposition 2bis, w n ~ 4. 

Revenons h notre probl6me d'obstruction, et spit X une vari6t6 sympleetique, sur 
laquelle nous faisons la seule hypoth6se topologique que Pl (X)~H'*(X, R) est nulle. 
Alors apparait dans Hff (Sex, d'x) la classe r/provenant de: 

J*~ 3 0, 3 

Je noterai encore r/un 3-cocycle de cette classe. I1 s'agit de montrer que la classe q ne 
peut pas faire obstacle au passage d'une d6formation tronqu6e de longueur k ~t une 
d6formation tronqu6e de longueur k +  1. 

Proc6dons par l'absurde et supposons construits sur X une d6formation tronqu6e 
de longueur k, 21 ..... 2k, telle que lorsqu'on forme le 3-cocycle (k+l dont l'hypoth6- 
tique 2k+1 devrait 8tre une primitive, on d6couvre qu'il n'est pas cohomologue ~ z6ro 
et qu'il s'6crit 

(~+l=K'q+fl ^Q+a+d~ (2) 

avec K une constante non nulle, peZff(Sex, r le 2-cocycle de base (fl=21, si l'on 
veut), Q et tr des formes diff6rentielles ferm6es sur X, de degr6s 1 et 3, et ze Cff (Sex, 8x). 
(Noter aussi que la proposition 2, w n ~ 4 montre que la difficult6 subsiste mSme si 
l'on abandonne toute pr6tention sur le symbole principal de 2k+1). Spit A une pi6ce 
contractile, incluse dans une carte symplectique V. Si l'on restreint l'6quation (2) h 
l'int6rieur .4 de A, les 3-cocycles fl ̂  Q, a deviennent cohomologues h z6ro, mais non 
pas le cocycle ~/(qui provient toujours du g6n6rateur de H 3 (~, R ) = E  ~ a dans la suite 
spectrale de la vari6t6 .4). Done la restriction ~k+llA n'est pas cohomologue ~t z6ro, et 
la d6formation tronqu6e 2tIA ..... 2klA restreinte h .~ est non moins obstru6e que sur X. 

Maintenant, plongeons la carte symplectique V dans une vari6t6 symplectique Y 
telle que H 1 ( Y, R) = H 3 (Y, R) = 0 et Pl (Y) v ~ 0. Puisque A est contractile, le lemme 1 
s'applique." spit ~1 .... , ~k une d6formation tronqu6e ~t l'ordre k sur Y, coincidant avec 
21,..., 2, sur A. La premi6re 6tape fournit un op6rateur '~k+l sur Y qui prolonge d'un 
cran la d6formation tronqu6e ~1 .... , ~k, et du mSme coup, par restriction, la d6forma- 
tion 211A . . . . .  2kl h sur .4. C'est donc que le 3-cocycle ~ k + l l A  dtait eohomologue ~ zdro: 
contradiction. 

4.4. Troisi~me dtape: Le passage d'une d6formation tronqu6e de longueur k ~t une 
d6formation de longueur k + 1 ne peut pas 8tre obstru6 par une classe de filtration 1 
dans H a (Sex, gx)  (e'est-h-dire provenant de E~' 2=H1 (X, R ) |  2 (~, R). 

On raisonne encore par l'absurde: spit 21 ..... 2k une d6formation de longueur k 
sur une vari6t6 symplectique X, telle que le 3-coeycle (k+l spit non cohomologue b- 
z6ro. D'apr6s la deuxi6me 6tape, sa classe dans le Ha(Se x, d'x) est de filtration >/1, 
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et on a une 6criture: 

(k+l=/~^Q+a+d~ (3) 

avec Q et tr des formes diff6rentielles ferm6es sur X, de degr6s 1 et 3, r e  C~ (5: x, d~x); 
et nous supposons la classe de Q dans H ~ (X, R) non nulle. Soit c une sous-vari6td 
de X, diff6omorphe au cercle S 1, telle que: 

fQ# O 

et soient A et V deux voisinages tubulaires de c, A 6tant une pi6ce. Si l 'on restreint 
l'~quation (3) ~t V, tr devient cohomologue/t z6ro, mais non pas fl ̂  Q. Par consequent, 
la d6formation restreinte ~. V, (ou aussi bien ~t l'int6rieur de A), 211v .... ,2klV, subit 
une obstruction du mSme type. Nous pouvons d6sormais oublier la vari6t6 X. 

Nous pouvons aussi supposer le fibr6 normal N h c trivial; car sinon, il le devient 
sur un rev6tement h deux feuillets ? de c; et en remontant sur le rev~tement 17 corre- 
spondant les op6rateurs multidiff6rentiels 21 ..... 2k, nous y retrouverons une situation 
obstru6e du m~me type. Finalement, nous sommes ramen6s aux vari6t6s suivantes: 
c est le cercle 

2 2 
X I + X 2 = I ,  X3 . . . . .  X2v=0 

dans R 2v, A et V en sont deux voisinages tubulaires, A c V, et Vest  muni de la struc- 
ture symplectique h6rit6e de X. 

On obtient un voisinage B du disque: 

x~+x~<<.l, x3 . . . . .  x 2 v = 0  

en ajoutant h A une poign6e d'indice 2 <2v. Observons qu'il n 'y a pas d'obstruction 
homotopique ~. prolonger la 2-forme fondamentale g de A (ou V) h B: car la classe 
de g dans H 2 (A, R) est nulle (et pour cause), et le fibr6 tangent TA est trivial, mSme 
vis-b.-vis du groupe structural U (v) (rqBU (v)=0) .  Donc, d'apr6s la th6orie de Gro- 
mow ([11], p. 133), g se prolonge en une structure symplectique au voisinage de B. 
Comme H 1 (B, A, R ) = H  a (B, A, R ) = 0 ,  le lemme 1 s'applique et fournit une d6for- 
mation de longueur k, ~1 .... .  J[k sur B, qui coincide sur A avec la d6formation obstru6e 
),1 ..... 2k. Mais Bes t  contractile: la deuxi6me 6tape montre qu'on peut allonger d 'un 
cran '~k+l la d6formation ~1, ..., ~k, et du mSme coup par restriction la d6formation 
pr6tendument obstru6e 21 .... ,2k sur A: contradiction. 

4.5. Au terme de cette preuve, il apparait que l'obstruction h allonger d'un cran 
une d6formation tronqu6e de longueur k sur la vari6t6 symplectique X, se trouve, si 
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elle existe, dans la filtration 3 du H 3 (6ex, OPx), c'est-A-dire dans H 3 (X, R). On peut 
s'assurer que cette classe a une intggrale nulle sur toute sous-varidtd de X diffdomorphe 

la sph&e Sa; la preuve est analogue au n~  ci-dessus si la dimension de X est au 
moins 6; eUe est un peu plus d61icate en dimension 4 (la poign6e a le  mauvais indice). 

Oublions encore un moment qu'il nous reste h r6cup6rer le cas de la dimension 2 
(qui a 6t6 exclu par le recours au th6or6me 1), et faisons une remarque g6n6rale. Dans 
le cas des fonctions formelles, la d6formation du crochet de Poisson L t 6tait d6duite 
d'une d6formation Mt ~ duprodui t  associatifdes fonctions (w 1, n ~ 2) elle-mSme pilot6e 
par le crochet de Poisson. La question se pose donc assez naturellement: sur une 
vari6t6 X, construire une suite d'op6rateurs bidiff~rentiels #k: ~x X O~X--* d'X, bilin6- 
aires sur R, en sorte que la s6rie: 

( u v ) t = u v + t p l  (u, v )+ t  2/~2 (u, v )+ . . .  (u, V ~ e x )  

soit une d6formation associative du produit de fonctions. Une teUe construction est 
r6gie par une (~cohomologie de Hochschild diagonale)) facile h d6crire. L'espace A p 
des p-cochaines est constitu6 par les op6rateurs multidiff6rentiels: 

f : r  •  r  ~ g x  

R-lin6aires sur leurs p arguments (pas de condition de sym&rie); et la diff6rentielle 6, 
de degr6 + 1, est donn6e par la formule: 

6 f  (ul, ..., Up+ l ) = u l  f (u2 . . . .  , Up+ l ) - f  (ulu2, u3 . . . .  , up+l) 

+ f  (ul, u2u3, u,, . . . . .  Up+l)+ .-. + ( -  1)P+I f(u~,  ..., up) up+l. 

Soit H *  (O~x, gx)  la cohomologie de ce complexe. A cause de la commutativit6 de 
l'alg6bre associative r la diff6rentielle 6 est lin6aire sur r  ce fait permet de localiser 
ou globaliser sans encombre, et, compte-tenu de la proposition 3 du w 1, n ~ 3, on n'est 
pas trop surpris de trouver un isomorphisme: 

HJ(ex, ex)=rx(APrX) 

avec les sections globales du fibr6 APTX; l'isomorphisme identifie une section 
U l ^ ... ^ Up (Ul champs de vecteurs sur X) avec l'op6rateur multidiff6rentiel: 

ul , . . . ,  up~-,d6terminant IlOv, (uj)ll (ul . . . .  , upe~x) 

ou plut6t avec sa classe de cohomologie. 
Dans ce contexte associatif, la construction d'une d6formation formelle se fait 

suivant les mSmes lignes que pour les d6formations d'alg6bre de Lie pr6ckdemment 
consid6r6es. Si l 'on dispose d'tme d6formation associative tronqu6e de longueur k, 
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t#, (., v), 

avec Pl . . . . .  ] . tk6A 2, v6rifiant l'associativit6 5. l 'ordre k, on aura besoin pour  l 'allonger 
d 'un  cran d 'une cochaine Pk+ 1 cA2 solution de l '6quation: 

O]'/k + 1 = OCk+l 

O1~1 0~k+ 1 est une 3-cochaine construite h partir de p,,  ..., Pk qui est automatiquement 
un cocycle; et l '6quation poss6de des solutions selon que ~k+l est OU non cohomologue  

z6ro dans le complexe A*. La grande diff6rence avec les constructions pr6c6dentes, 
c'est que H a (d~x, gx )  est l '6norme espace Fx (A 3 TX). 

C'est maintenant que le cas de la dimension 2 se distingue par sa simplicit6. Sup- 
posons la vari6t6 X symplectique, et prenons pour  #1 le crochet de Poisson. Puisque 
H a  (d~x, r  on ne rencontre pas d 'obstruction ~t former une s6rie illimit6e: 

(uv),=uv+t[u, Z u, v) 
k>~2 

qui soit associative; puis en posant :  

[., v],=[(.v),-(w),]/2t 

on obtient une d6formation du crochet de Poisson lui-m~me. 
Je dirai encore quelques mots du cas g6n6ral. L'identification de H 2 ( r  Cx) 

F x (A2TX) engage ~t essayer pour  p,  n ' importe quel op6rateur bidiff6rentiel du type:  

~j ~u Ov . . . .  
# l (u , v )= i~ jg  (x)~x,  Ox.i' g 'J=-gJ '  

en coordonn6es locales. Pour  construire P2, on se heurte h une premi6re obstruction, 
la classe de ct 2, qui est donn6e dans FxAaTX par la formule de G au w 1, fin n ~ 3. Si p,  
est une structure symplectique, ou si plus g6n6ralement il est parall61is6 par  une con- 
nexion sans torsion D, cette obstruction s'annule. Dans le cas off ~1 est symplectique, 
j 'a i  pu m'assurer de l'existence de formules universelles donnant,  ~ partir d 'une con- 
nexion adapt6e D, une d6formation associative tronqu6e de longueur 4, dont  les sym- 

boles principaux sont ceux de M [  (w 1, n ~ 2). 
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