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Einleitung 

In den Ziircher Arbeiten fiber hyperkomplexe Funktionen 1) wird im 
allgemeinen eine Cliffordsche Algebra zugrunde gelegt. Die Elemente 
dieser Algebra seien 

c o = 1 ,  Cl~ C 2 ~ . . . ~  Cm_l~ C m ~ . . . ~  (3 M M > = m  - -  1 . 

In dem Linearsystem E {Co,..., c~_1) werden die hyperkomplexe Variable 

m--1 
z =  X ch xh 

h=o 

und die hyperkomplexe c-Funktion 

m--1 
w(z) = Z ch wh[Xo . . . . .  xm_l) 

h=O 

eingeffihrt. Eine c-Funktion w (z) heil~t links-analytisch (nach der frfihe- 
ten Bezeiehnung also links-regular), falls 

f 
m-1 0w 
~: ch - - 0  

h=O ~ h  

und rechts-analytiseh, falls 

m-1 aw 
Z - ~ c ~ =  o . 

h=O 

1) Ein  vollst~ndiges Literaturverzeiehnis finder sich am Sehlu~ der  Arbei t  von H.  G. 
HS]eli: H y p e r k o m p l e x e  D i f f e r e n t i a l e ,  Comm. Math. Helv., eel.  20; fiir Cliffordsehe 
Algebren speziell P. Boflhard: D i e  C l i f f o r d s e h e n  Z a h l e n ,  i h r e  A l g e b r a  u n d  i h r e  
l ~ u n k t i o n e n t h e o r i e ,  Dissertat ion Ziirieh 1940. Die Bezeiehnungen links- and  reehts- 
regular der zit ierten Arbei ten sind in dieser Arbeit  dureh die sinngem~Beren Bezeiehnungen 
links- und reehts-analytiseh ersetzt. 
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Bedeutet  v(z)  eine rechts-analytisehe, w(z)  eine links-analytische 
c-Funktion, ist weiter ~" eine geschlossene, orientierbare Hyperfl~che im 
Raume der x o . . . . .  x~_  1, d Z  ihr orientieI~es hyperkomplexes Fl~chen- 
element, so gilt ein erster Integralsatz der Form 

S v ( z ) d Z w ( ~ )  = o , 
2 

w~hrend die Existenz des zweiten Integralsatzes in seiner allgemeinen 
Form 

w(z )  = leVy(z ,  ~ ) d g w ( ~ )  

v ( z ,  ~) geeignete Hilfsfunktion, z im Innern yon Z 

yon dem gew~hlten Linearsystem ~ abh~ngt. 

Die Gleichung ~ ak z k -{- aD ~ 0 

k=l  

sei die Hauptgleichung einer beliebigen Gr0Be z aus E, dann ist 

r ira--1 k 

,__~1 ak ~a__~0 ca -~xh ) 

ein reeller Differentialoperator, und jede Komponente  w~ einer (links- 
oder rechts-) analytischen Funkt ion w(z)  ist eine Losung der Differen- 
tialgleichung r-ter Ordnung 

r Ira--1 a k 
k~=lak\h~=lCh-~h) )Wt-~-O . (a) 

Die Giiltigkeit des zweiten Hauptsatzes h~ngt yon der Differential- 
gleichung (a) ab ;  er gilt nut  dann, wenn (a) eine Oifferentialgleichung 
zweiter Ordnung (r = 2) vo~ elliptischem Typus ist. ])as bedeutet  aber 
in einer Cliffordschen Algebra, dab fiir z E ~ eine konjugierte GrOl~e 
existiert mit  der Eigenschaft, dab 

m--1 
Z-Z : Z gtk Xi Xk " 

i,h=O 

Die g~k sind reell, die Form ist positiv definit, z z ---- n (z) heiBt die Norm 
yon z. Speziell ist 

/~v~l  a ~ m--i a2 

ax~ ax~ \h=O VJ.'h i,kffiO 

eL1 reeller, elliptiseher Differentialoperator zweiter Ordnung. 
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Die Existenz einer elliptischen Norm ist eine Bedingung ftir das 
Linearsystem ~ ; ihre geometrisehe Bedeutung liegt darin, dab die cha- 
rakteristisehen Kegel dieser Differentialgleichung yon zweiter Ordnung 
und imagin~r sind. 

Die so definierten analytischen c-Funktionen wurden eingehend stu- 
diert (speziell die analytischen Quaternionenfunktionen), und es wurden 
bereits weitreichende Resultate erzielt. 

In dieser Arbeit wird nun ein ganz anderer Zugang zu den hyper- 
komplexen Funktionen ersehlossen. Wir gehen aus yon einem System 
yon partiellen Differentialgleiehungen mit konstanten Koeffizienten 

X .,(o = 0  ( k = l  . . , n )  
i=0 h=O ~hk ~ t  ~ ~ " 

oder in leicht verst~nd]icher Matrizenschreibweise 

. , - I  0 \ 
~. A ~ x l u  = 0 . (b) 

i=o x~/ 

Setzen wir voraus, dab das System einen Multiplikator 3) erster Ordnung 
besitzt : m--1 0 

M = ~ A *  0xk ' 
h=O 

das heiBt, dab das Produkt 

ax~ axl, ~. v A~  ~x A h - -  ~ .  ghk " E 
k=o h=O OXh h,k=O 

eine Diagonalmatrix ist, so geniigen die einzelnen Funktionen us der ska- 
laren Differentialgleichung zweiter Ordnung 

m--1 a2 ~ i  

~: ahk 0Xh aXk - -  0 . (c) 
h,k=O 

Wir werden im folgenden voraussetzen, dab die Differentialgleichung (c) 
elliptisch ist. Dann 1KBt sie sich auf die Form 

A u~ = 0 (A Laplace-Operator) 

bringen. Wird diese Transformation auch in (b) durchgefiihrt, so ergibt 
sich eine neue Differentialgleichung 

h=~o C h ~  = 0 '  

3) Dieser Begriff und verschiedene Entwicklungen in I. finden sich in analoger :Form 
in der Arbeit yon H. Malmhede•: A Class  o f  H y p e r b o l i c  S y s t e m s  of  L i n e a r  D i f f e -  
r e n t i a l  E q u a t i o n s ,  Communications du S6m. Math. de l 'Univ, de Lurid, vol. 8. 
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ebenso ein neuer Multiplikator 
~b---1 a 

M----- X C a - -  
a=o Oxi, 

Diese neuen Matrizen C a bilden das erzeugende Linearsystem ~ einer 

Cliffordschen Algebra und die Ca sind die konjugierten GrOBen zu den C a 

( C a C a =  + 1), so dab die Norm 

/m-x 0 \ 
n | X Ca ~ / _ / 1  

\h=o OXa / - -  

wird, d .h .  die Bedingtmg, dab ein linearer Multiplikator M existiert, 
und die Bedingtmg, dab die Norm des Operators (b) reell ist, sind ~qui- 
valent. 

Damit  werden wir in ganz zwangloser Weise auf die bereits bestehende 
Theorie der hyperkomplexen Funktionen gefiihrt, und es besteht die 
Moglichkeit, Systeme yon partiellen Differentialgleichungen mit funk- 
tionentheoretischen Hilfsmitteln zu behandeln. Insbesondere k0rmen 
ihre Singularit~ten untersucht werden. 

In der vorliegenden Arbeit betrachten wit die allgemeinen elliptischen 
Systeme yon partiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi- 
zienten ohne St0rungsfunktion 

~ak + E bnk ua 0 (k : 1 . . . . .  n) . (d) 

Die einzelnen Komponenten u h geniigen der skalaren, partiellen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung 

(A + ~ ) u h  = 0 . 

Es ist das Ziel der Arbeit, die Potenzreihen der komplexen Funktionen- 
theorie auf die L0sungsfunktionen yon (d) zu verallgemeinern. Wit 
folgen dabei dem Gedankengang, der zur Reihenentwicklung der Quater- 
nionenfunktionen ffihrte. Die Reihenentwicklung ftir Quaternionen- 
funktionen, wie auch die meisten andern wesentlichen Begriffe der hyper- 
komplexen Funktionentheorie stammen yon Rud.  Fueter, der durch 
seine grundlegenden Arbeiten diese ganze Theorie entwickelt hat. 

1. In einem m-dimensionalen, reellen Raum R m mit den Koordinaten 
x 0 . . . . .  x~_ 1 betraehten wit  das folgende System yon n partiellen Diffe- 
rentialgleiehtmgen fiir die n Funktionen u 1 . . . . .  u s : 
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h'~=~l ~, rAi) "t~h ~. ~ h k ~ +  X b h ~ u a - ~ 0  (k-----1 . . . . .  n) . (1) 
i =0 i h =1 

Die GroBen ,(o und bak seien reelle Konstante, dementsprechend die ~hk 
Funktionen u h reelle Funktionen der reellen Variabeln x0. . .  x~_ 1. Zur 
eLifachern Schreibweise ftihren wir die folgenden Matrizen e l i :  

A,-~ x-nlb'(i) (a(~) "'" an na(i))(i)l" , B= \bnl (bll "'" bnnbIn) , u= ( i  ~)n " 

Das System (1) kann in Matrizenform als 

~A~-~--+-B u = O  (2) 
i=O OXi 

geschrieben werden. Ist  B = 0, so neImen wir es homogen, im allge- 
meinen Fall B ~= 0 inhomogen. Da es sich um e l i  System mit konstan- 
ten Koeffizienten handelt, existiert immer e l i  Matrixoperator, der, von 
links her auf die Gleichung (2) angewendet, die vollst~ndige Trennung 
der unbekannten Funktionen u h herbeifiihrt. ELI derartiger Operator 
heiBt nach der Bezeichnung yon Malmheden eli Multiplikator der Glei- 
chung (2). Zum Beispiel ist immer die zur Matrix 

m--1 0 

- 

adjungierte Matrix 3) ein Multiplikator. Die dadureh erhaltene, skalare 
Differentialgleiclaung, der die einzelnen Funktionen u a gentigen, wird im 
allgemeinen n-ter Ordnung sein. Unter gewissen BedLigungen fiir das 
System (1) ist es m0glich, diese Trennung der Funktionen uj, schon in 
einer Differentialgleichung niedrigerer Ordnung herbeizuftihren. Wir 
werden uns im folgenden immer auf den Fall beschr/~nken, dab bereits 
eL1 Multiplikator erster Ordnung existiert, mid werden dafiir eLie not- 
wendige und hinreichende Bedingung aufstellen. Dieser Multiplikator 
erster Ordnung, dessen Existenz wit voraussetzen, sei 

M= ~ A*-~--+B* ; 
i =0 OX~ 

wenden wir M auf (2) an, so erhalten wir 

(Ak A~+Ah Ak) Ox~Oxk + ~" (A~B+ B*A~) +B*B u---O. 
h=O 

a} adjungier t  im Sinne der  Determinantentheor ie .  
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Wir haben vorauagesetzt, daft in dieser Gleichung die Komponenten u i 
getrennt seien, also muB jeder einzelne Summand Diagonal/orm haben ; 
es sei 

A * A h - + - A * A ~ = 2 g h ~ . E  , A * B + B * A h = 2 d h E  , B * B = c . E  ; 

E bedeutet  die Einheitsmatrix. Jede  der Funktionen u~ gentigt somit 
der Differentialgleichung 

h, o ghkOxhOxk + 2 h = o  ~ d h ~ + c  u~ 0 . (3) 

Definition. Das System (1) heiflt ein elliptisches System, wenn die Glei- 
chung (3) eine elliptische Di//erentialgleichung ist. 

Damit ein System (1) elliptiseh ist, ist daher notwendig trod hinrei- 
chend, dal3 die quadratische Form, gebildet mit den Gr01~en gak als Koef- 
fizienten positiv definit ist. Setzen wir dies voraus, so existiert immer 
eine lineare Transformation 

m--1 

Ya = Z th~ x~ (h = 0 . . . . .  m -- 1) [ ta~ [ :~ 0 , 
k=o 

die den Differentialoperator 
m--1 02 

~, ga~ Oxn Oxk h,k=O 

auf Diagonalform bringt. Fiihren wit diese Transformation in (2) dutch, 
so erhalten wir 

m--x 0 ) m-x 
n_~o= B h ~  + B u = 0 B~ = k=oZ tn~ Ak , 

und es wird welter 
m--1 0 m--1 

h=0  k~O 

(4) 

Diese neuen Matrizen B h und B* geniigen den Gleiehungen 

+ B* h =  k 
und 

B* Bk + B* Bn = O h V: k . 

Indem wir die Gleichung (4) yon links mit B~ =- B;-o 1 multiplizieren und 
start  Yn wieder xn schreiben, erhalten wir 

( ) B; -1 Bo ~ + B;  "-1 B1 -t-" �9 �9 -1- B~ -1 B~_I ~ -t- B~ -1B u = 0 . 
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Wir setzen 
ergibt 

m-1 0 B) 

Diese Gleiehung hat  den Multiplikator 

~-1 B ~ 
M : Z B* o Oxa 

h = 0  

B~-o 1 B h : C h u n d  s tar t  B o l B  schreiben wit  wieder B ,  das 

u = 0  . 

-k B* B o ; 

auch hier ftihren wir neue Bezeichnungen ein und  setzen B~ B o = C h, 

s ta t t  B*  B o schreiben wir wieder B * ;  es wird also 

m--1 0 
M -= .~ C h ~ x  A-B*  . 

h ='0 Xh 

Zwischen den Matrizen C a und  C a bestehen die einfachen Beziehungen 

Co=50=E,  (h#o) ,  0aCk+C Ca=0, (h#k),  
CaCa = E . 

Die einzelnen Komponenten  u i yon  u geniigen einer Differentialgleichung 
der Form 

A-4-2  N d  h + c  u i = 0  
h=O OX;  

dabei bedeutet  A den m-dimensionalen Laplaceoperator  

m--1  0 2  a = Z  
h = 0  

Die Koeffizienten c mad dh haben in dieser Gleichung im allgemeinen einen 
andern Wer t  als die gleich bezeichneten GrOBen in (3) ! Setzen wir end- 
lich noch m--1 

- -  Z d a x a 
h = O  

Wi~---e o n  i , 

und verstehen wir unter  w die Spal tenmatr ix  gebildet aus den w~, so ge- 
niigt w der DifferentiMgleichung 

(m--1 0 m--1 ) 
~: C h -  -4- B --h=~o dh C h w  = 0 ; 

h = o  OXh 

der Multiplikator dieser Gleichung ist 

m - - 1  ~ 0 m - - I  

X C a ~ + ( B * - - X d a 0 a )  �9 
h=O OXh h=O 
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Die einzelnen K o m p o n e n t e n  w~ yon  w gentigen der  Differentialgleichung 

(A + ~ ) w ~  = 0 . 

w ist eine reelle oder  rein imagin~re Kons tan te ,  und es ist 

~ = c -  X4 �9 
h=o 

Setzen wir 

und  

so erha l ten  wit  

m--1 
C~ = (B - X da Ch) 

h=O 

1 , m--1 
C . , = - ~ ( B  --  ~ ' d  hCh) , 

h=O 

m--1 a ) 
(a~=oC~-~a +o)C~n w = O  , 

m--l__ 
M =  X Ch-~-- + ~oO,~ , 

h = 0 OXh 

und die Matr izen C h geniigen den Gleichungen 

• C  0 

ChCh = Co = E 

d~C~ + C~C~ = o 

Q --- _ _  C h 

(h = 0 . . . . .  m) 

(h # k) . 

(h = 1 . . . . .  m) 

(6) 

(7) 

(s) 

Wir nennen  (6) die Normal]orm des Gleichungssystems (1)4). Es ist viel- 
leicht niitzlich, darauf  hinzuweisen, dab die (reelle oder  rein imagin~re) 
Kons t an t e  co nur  in der  F o r m  (o ~ oder  in der Kombina t ion  r C~ und  

r C~ auf t r i t t .  

2. ~ sei eine Cliffordsche Algebra der  Ordnung 2 m m i t  den Basis- 
e lementen  

C o =  1 ; C l , . . . , C  m ; c 1 2  ~-  C l c  2 ; . . .  ; C l . . . m =  C l " ' ' C m  �9 

c o bedeute t  die Haup te inhe i t  ; die cj gentigen den Rela t ionen 

4 = C o = 1 ,  4 = - C o = - 1  (j = l , . . . , m )  
C oc a = c  ac o , C ac k =  --  C kc a ( ~ , k =  1 , . . . , m ;  ~ =/=k). 

~) Ff i r  ein homogenes  (hyperbolisches)  Sys tem h a t  Malmheden die analoge Normal form 
hergelei te t .  
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U n t e r  d e n  zu  d e n  c~ k o n j u g i e r t e n  GroBen cj  v e r s t e h e n  wi r  

co-----co , c~.-~ - - c j  ( ] - ~  1 . . . .  , m )  , 

es ge l t en  die B e z i e h u n g e n  

2 Co (h ~-- k) 
c h c ~ - ~ c  A =  0 ( h ~ k )  . 

Die  Z a h l e n  a de r  A l g e b r a  ~ h a b e n  die  F o r m  

a -~ a o c  o + a 1 c 1 - ~ - . . . +  a n cm ~- al~ c1~ + . . . - ~  a l . . . ~  c l . . . ~  �9 

Die  K o m p o n e n t e n  a o ; . . .  ; a l . . .  m seien reelle ZahlenS) .  U n t e r  d e m  Be-  
t r a g  y o n  a v e r s t e h e n  wir  

I a I : (a0 ~ -~  a~ + . . . - ~  a ~  + a~2 ~ - . . . ~ -  a~...m) �89 , (9) 

die  k o n j u g i e r t e  Zah l  ~ sei 

: a o c  o ~ - . . . +  a l . . .~  cl . . .  ~ ; 

dabe i  i s t  n a c h  Def in i t ion  

ch~...~ ~ c ~ - - - c k  ch �9 

] ) a s  P r o d u k t  a a (ira a l l g e m e i n e n  n i ch t  g le ich  a a)  n e n n e n  wir  die 
N o r m  y o n  a : n (a) : a a .  n (a) is t  im  a l l g e m e i n e n  n ich t  reel l  ; is t  j edoch  
a e t w a  speziel l  e ine  Z a h l  aus  d e m  ftir  uns  im f o l g e n d e n  wich t igen  L i n e a r -  

s y s t e m  ~ (Co . . . . .  c J ,  so gi l t  

2 n ( a )  : a - a  : "a a - a~ + . . . - J r -  a,~ , 

u n d  we i t e r  ist  
] a  ] = (n ( a ) )  �89 a E (~ . 

] ) iese  B e z i e h u n g  zwischen  a u n d  n ( a )  l~Bt s ich v e r a l l g e m e i n e r n  auf  
Z a h l e n  a n i eh t  in ~ .  Es  gi l t  n~ml ieh  de r  

1. H i l r s s a t z .  

u n d  es i s t  

I s t  n ( a )  reell,  so gilt  

n ( a )  : a ' a  : "a a , 

[ a [ : ( n ( a ) )  �89 . 

a) Es werden spi~ter voriibergehend rein imagin~re Komponenten auftreten, man sieht 
jedoeh sofort, dab in diesem Fall die ganzen Entwicklungen ihre Giiltigkeit bowahren; 
es lohnt sich deshalb nicht, die kompliziertere Sehreibweise fiir komplexo Koeffizienten 
in Kauf zu nehmen. 
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Beweis. Es ist  
(1 . . . ' )  

n(a) = a-a : Z a~ ch-ch ~ �89 Z aha~(ch-ck%ck-ch) , 
h=o h ~ k  

dami t  n(a) reell ist, ist es notwendig  und  hinreiehend, dab 

ChCk%Ck~h- -  0 (h # k ,  wenn c h und  c k in a auftreten) .  

Wel ter  ist 
c a c h =  1 ( h = O  . . . . .  m . . . . .  1 . . . m )  . 

I s t  j e tz t  also n(a) reell, so gilt 
(1 . . .  m) 

n ( a ) =  Z a~ = t a l  2 . 
h = 0  

Beach te t  man  die leicht zu verifizierende Beziehung zwischen zwei 

Zahlen a und  b und  ihren Konjugie r ten  a und  b :  

a b = b a  , 

so ist  dieser Hilfssatz speziell gfiltig ftir ein P r o d u k t  yon  Zahlen a I . . . . .  a , ,  
die alle dem Linearsys tem ~ angeh0ren.  Es  ist 

l a l . . . a  n 12 -~ n(a i . . .an)  = n ( a i ) . . . n ( a ~ )  = l al  Is . . . I  an I s �9 (10) 

3. Wi t  kehren  je tz t  zur Be t rach tung  des Systems (1) y o n  1 zurtick. 
Aus dem Vorangegangenen e rkenn t  man  leicht die Gtiltigkeit des Satzes : 

1. Hauptsatz .  Ein System von partiellen Di//erentialgleichungen (1) 

.,-1 0 ) 
(h~=o A h - ~  + B u = O  

ist dann und nur dann ein System mit linearem Multiplikator 

. , - -1  

M =  ~ , A ~ - ~ x  + U *  , 
h=O 

wenn die Matrizen Ah, au/ge/aflt als abstrakte hyperkomplexe Zahlen, eine 
Cli//ordsche Algebra 9.I erzeugen. Die Matrizen A* sind dann die, im Sinne 
der Cli[/ordschen Algebra, kon]ugierten Gr6flen zu den Matrizen A h 

Das System (1) ist speziell elliptisch, wenn die Norm einer Zahl aus ~ -- 
so/ern diese Norm reell ist -- positiv definit ist. 
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Es sei j e t z t  immer  vorausgese tz t ,  dal~ das  Sys t em (1) auf  die ellipti- 
sche N o m a l f o r m  (6) 

m-1 0 ) 
(h~__oCn-~x1+ O~C,~ w = 0  

t r ans fo rmie r t  sei. Es  gilt  also 

C o = E  , CnC ~ + C k C  h :  0 (h C k ,  h , k :  1 . . . . .  m) , 

C ~  = - C o  ( h  = 1 . . . .  , m )  . 

Der  Mul t ip l ika tor  ist 
m - - 1  0 

WO 

C , : C o = E  und  C h = - - C a  ( h =  1 . . . . .  m) . 

Wel te r  wollen wir vorl~iufig vorausse tzen,  da9  ~o reell sei. Es  bedeute  

dann  l~Bt sich w schreiben als 

w = L" wk Ek �9 
k = l  

Die Matr izen C h (h ----- 0 . . . . .  m) und  E k (k : 1 , . . . ,  n) fassen wir im 
folgenden als a b s t r a k t  definierte,  h y p e r k o m p l e x e  Zahlen  auf,  und  schrei- 
ben  s t a r t  C h c a u n d  s ta r t  E k e k. Die  Zahlen  1 : co, c I . . . . .  c~ erzeugen 
eine Cliffordsche Algebra  ~ der  Ordnung  2 m, wie wir  sie in 2 be t r ach t e t  

haben.  Die  Zahlen e 1 . . . . .  e n bilden ein L inea r sys t em ~ (el . . . . .  e,), 
welches un te r  der  Linksmultiplikation m i t  den Gr(~l~en aus  9~ invar ian t  
i s t ;  denn  die P r o d u k t e  c h e L sind durch  die en t sprechenden  Matr izen-  
p roduk t e  Ch EL erkliirt.  Diese tVfultiplikation ist also auch  assoziat iv,  
d . h .  es gilt  

c~ (c~ eL) = (c~ c~) eL �9 

Die m reellen Var iabe ln  x o . . . . .  xm_ 1 fassen wir zu der  einen, hyper- 
komplexen Variabeln 

Z ~ -  C o x  o ~ .  . . - ~  Cm_ l x m _  1 

z u s a m m e n  und  schreiben s t a t t  W(Xo,. . . ,  x,,_l) w(z). D a  

n 
w ( z )  = Z % w~ 

k = l  
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eine Gr6~e aus ~!i bedeutet, nennen wit w(z) eine e-Funktion der hyper- 
komplexen Variabeln z. 

Zur Abkiirzung fiihren wir die folgende 0peratorschreibweise ein 

D = .~ c h + eac,n " (11) 
h~O ~ 

der Multiplikator ist jetzt einfack der zu D konjugierte Operator 

ira--1 

D --h__~=~o ~ h ~  + to cm , (12) 

und es wird 
A + to z = n ( D ) = D D = D D  . (13) 

Definition. Eine e-Funktion 

w(z) = Z e~ w~ 
k=l 

heiflt linkaanalytisch, wenn sic der Di//erentialgleichung 

D w = O  
geni~gt. 

Je nachdem eo = 0 oder co :~ 0 gilt, nennen wir w (z) (wenn die 
Unterscheidung wesentlich ist) auch homogen oder inhomogen links- 
analytisch. 

Die linksanalytisehen e-Funktionen sind somit identisch mit den L6- 
sungsfunktionen des Systems (6). Die Komponenten w h yon w sind L6- 
sungen der skalaren Differentialgleichung 

(A + r 2) wk = 0 . 

4. Wir fassen die m + 1 reellen Funktionen 
reellen Variabeln x0. . .  xm_ 1 zu der c-Funktion 

m 
V (z) = Z ch Vh 

h=0 

zusammen und definieren den zu 

m--1 
D =  X ch ~ [  + eo cm 

h=0 h 
adjungierten Operator 6) 

Vo, . . . ,  Vm der m 

6) vgl. Kriszten, l ~ ' u n k t i o n e n t h e o r i e  u n d  R a n d w e r t p r o b l e m  d e r  D i r a c s c h e n  
I ) i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n ,  Comm. Math. Helv., vol. 20, S. 333. 
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ebenso 

Es ist 

m-1 a 

E =  .~ c h - -  a~c m 
h=O - ~ h  

- -  m - - 1  0 

E = ~ -ch~ co-~,~ . 
h=0 Xh 

n(E)  = A + ~ : n(D) . 

Wi~hrend der Operator n(D) selbstadjungiert ist, braueht dies fiir D 
selbst nieht der Fall zu sein. Ist co speziell gleieh Null, so ist auch D 
selbstadjungiert. 

Definition. Die c-Funktion V (z) heiflt ad]ungiert-linksanalytisch in 
einem Punkte z, wenn 

[,.-1 ~ ) 
E V = l  X ch~x-~, o~c., V = O  , 

\ a  =o xa 

entsprechend ad]ungiert-rechtsanalytisch, ]alls 

,~-10V 
[V E] = X ~ x  c~ - -  V o~cm = 0 . 

h=0 

Die eckige Klammer gibt an, dab der Operator E auf die Funktion in 
dieser Klammer angewendet werden soll. 

2. Hflfssatz. Die ad]ungiert-linksanalytischen c-Funktionen V (z) sind 
auch ad]ungiert-rechtsanalytisch und umgekehrt. Jede in einem ein/ach zu- 
sammenhdngenden Gebiet des Raumes der x o . . . . .  x,,_ 1 ad~ungiert analy- 
tische c-Funktion besitzt ein skalares Potential ~ (z), d. h. es existiert eine 
reelle Funktion �9 derart, daft 

V(z) = E ~(z)  und (A + o) 2 ) �9 = 0 . (14) 

Beweis. Indem man die Gleichungen 

E V = 0 und [ VE] = 0 

in Komponenten schreibt, erkennt man die ~quivalenz ; weiter ist das 
erhaltene System genau die Integrationsbedingung ftir die Existenz einer 
Funktion ~ mit den Eigenschaften 

E ~ = V  
und 

( A + ~ 2 ) ~ = 0 .  
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Wir betrachten gleichzeitig eine c-Funktion V(z) und eine e-Funktion 
w(z).  Sind beide Funktionen in einem m-dimensionalen Gebiet G und 
auf dessen Randhyperfl~che 2~ stetig und stetig differenzierbar, so ist 
nach dem Gaul~schen Satz 

f O(Vchw) h) = ~ (Vcaw) `h)dr : _ ~ Vcaz~awda . dr 
Oxa a z 

(7 

Es ist zt a die xa-Komponente des innern Einheitsnormalenvektors yon 
•, da das Hyperfl/~chenelement yon • und dr das m-dimensionale 
Volumenelement yon G. Wir setzen 

m - - i  

dZ = Z c a zl a da , 
h=O 

und erhalten 
ra - -1  

• (Vc aw) ~a) d r - ~ - ~  V d Z w  . 
Es ist G a=o z 

m--  1 m- -1  m - - I  

I (Vca w) (4) = ( 1 V (4) ca)w §  I ca w ~h)) 
h = 0  4 = 0  h = 0  

m - - 1  m - - 1  

= ( X V (h) ca - V o) c~) w + V ( Z ca w ~h~ § co c~ w) 
4 = 0  h = 0  

= [ V E ] w + V [ D w ]  . 

Eingesetzt ergibt sich 

S ( [VE]  w + V [Dw]} dr ~-- - -  ~" V dZ w . 
G 

Satz. Die c-Funkt ion V sei in  einem Gebiet G und au[ seinem Rand 
ad]ungiert-analytisch ; entsprechend sei die e-Funktion dort linksanalytisch. 

Dann  gilt 
V dZ  w -~ 0 . (1. Integralsatz) (15) 

Beweis. Es ist D w  ~ 0 und  [VE] ~ O, nach der obigen Formel ist 
der Satz bewiesen. 

Um den zweiten Integralsatz zu erhalten, miissen wir in (15) fiir V eine 
geeignete Funktion yon zwei hyperkomplexen Variabeln 

m ~ l  

Z ~ ~ C h X h 
4 = 0  

und 

r = X ca ~a 
4 = 0  
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V (z, ~) einsetzen. Nach  dem 2. Hflfssatz li~$t sich jede adjungiert-ana- 
lytische Funk t ion  V erzeugen als 

V = E 6 b  . 

Wir w~hlen als q~(z, ~) eine Funkt ion,  die nu t  yon 

abhi~ngt. Die Funkt ion  q~(e) gentigt dann der Besselschen Differential- 
gleichung m -  1 

~"  + r  - -  + ~ ~o 2 = 0 . (1.6) 

Fiir q~(e) machen wit  den Ansatz 

/ @ 7) 
(Q) -- em_~ + g (e) log Q , 

wo / und g analyt ische Funkt ionen  der reellen Variabeln e bedeuten  
sollen. Eingesetzt  in die Differentialgleichung (16) ergibt  sieh 

e / " + ( 3 - - m ) / ' + w ~ e / + 2 e  m - 2 g ' + ( m - 2 )  e rn-3g 
~m-1 

+ log ~ (g" + (m - - 1 )  g' ) - - - ~ - w 2 g  = 0  . (17) 

Wir wollen 
g(e) = 2~ gh e h 

h=O 

so best immen,  da~ in (17) der Koeffizient yon log ~ verschwinde~, das 
ergibt fiir die ga die Rekursionsformel 

- -  ( D $  

9h = h (h -4- m - -  2) 9h-2 �9 (18) 

Die beiden Koeffizienten 9o und gl sind also noch frei zu w/~hlen. Wir 
setzen 

f(e) = h 
h=0 

und gehen mit den beiden Funkt ionen  9 und [ in (16) ein, es mul~ also 
gelten 

Q /" -4- l '  (3 - -  m) + eo ~ e [ - ] -  2 e  m-29'-+- ( m - - 2 ) ~ m - a 9 = 0  , 

~) Die  F u n k t i o n  qi(z, ~ ) =  q}(~) is t  die E l e m e n t a r l 6 s u n g ;  ihre Ex i s t enz  u n d  ihre  
wesen t l i chen  E i g e n s c h a f t e n  s i nd  aus  den  Arbe i t en  von  Hadamard ( L e g o n s  s u r  l e  P r o -  
b l a m e  d e  C a u c h y ,  Par is ,  H e r m a r m  1932) b e k a n n t .  Wi r  z iehen  es ]edoch vor ,  die F u n k -  
t ion  q}(~) hier  d l rek t  zu  kons t ru i e ren ,  u m  d e n  e x a k t e n  ~ ' re ihei tsgrad,  der  fiir q5 noch  
bes t eh t ,  zu  b e s t i m m e n .  
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das gibt ffir die Koeffizienten gh und ]~ die Bedingungen 

lkk(k - m - 4 -  2) -4- o92 fk-2 + 9~+2-m( 2 k  -4- 2 - m )  --- 0 (k = 2 . . . .  ) 

Wit haben verschiedene F/~lle zu unterscheiden : 

(19) 

1. Es sei m ungerade, darm ergibt (19) 

- -1  
]~= k ( k - - m +  2) (e~ (20) 

Wir w/~hlen ]o # 0 und [1 = 0, ebenso k0nnen wir g(0) -~ 0 setzen, 
dann verschwinden alle Koeffizienten [4 mit ungeradem h und die Koef- 
fizienten der geraden Potenzen yon O sind durch die Rekursionsformel (20) 
eindeutig bestimmt. Es ist welter leicht zu zeigen, dab ](Q) eine ganze 
Funktion yon ~ ist. Fiir ungerades m erhalten wir somit 

t (e) 
( z ,  0 - ~m-~ , 

wo J(~) eine gerade Funktion yon ~ bedeutet, die bis auf einen konstan- 
ten Faktor  bestimmt ist. 

2. Es sei m gerade. In diesem Fall diirfen wir g(O) nicht identisch 
Null voraussetzen. Fiir k < m -  2 ist 

- -1  
h = k (k - m + 2) w~ h - ~  , 

alle diese ]k sind durch ~o und fl bestimmt. Setzen wir in (19) k = m -- 2, 
so ist auch go bestimmt als 

- -1  
go = - - -  w~/m-4 , 

dadurch sind nach (18) auch alle gh mit geradem h bestimmt. Aus der 
Gleichung (19) fiir k = m -- 1 erkennt man, dab gl frei gew/s werden 
daft. Ist  endlich k > m ,  so bestimmen wir die ]~ eindeutig aus den g~ 
und aus ]~_~. Man erkennt wieder sehr leicht, dab die so definierten 
Funktionen ](0) und g(e) ganze Funktionen yon 0 sind. Fiir gerades m 
erhalten wir 

/ (e) 
q ~ ( z , 0 = ~ + g ( Q )  logQ , 

dabei k0nnen die Koeffizienten ]o, ]1 und 91 noch beliebig (fo # 0) ge- 
wi~hlt werden, speziell k0nnte man also fl-----gl = 0 wi~hlen. 
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Setzen wir speziell o) = 0, so erhalten wir 

/0 ( z ,  ~) = ~ : ~  . 

Wir normieren jetzt ~b noch so, dab 

lim om-1 ~/(~) ~_ 1 , 

das ergibt fiir ]0 den Wert 
- -1  

/o--  m - - 2  " 

Wir bilden die Funktion 

V(z, ~) = E(-~) ~(~) (E(~) : Ableitungen nach den ~)  

- z ~ (~) . 

= ~ '  (e) I ~ - z I 

Man sieht sofort ein, dab 

und 

( 2 1 )  

V(z, ~) den beiden Differentialgleichungen 

E(~-)V(z, ~) = 0 

D ~) V(z, ~) = 0 

V (z, ~) ist als Funktion yon ~ ad]ungiert-analytisch und gentigt, d. h. 
als Funktion yon z analytisch. Es ist klar, was es bedeutet, dab eine 
c-Funktion analytisch ist. 

sei eine geschlossene, orientierbare Hyperfl/~che mit stetigem Nor- 
malenfeld, z ein Punkt  im Innern yon • und K~ eine Hyperkugel um z 
mit so kleinem Radius r,  dab K,  ganz im Innern yon Zliegt.  In bekannter 
Weise ergibt sich 

~V(z,  ~)dZ w(~) -+- ~ V(z, ~)dZ w(~) = 0 . 
Kr 

Welter ist, wegen der Normierung (21), 

lim .IV(z, ~) dZ w(~) = grow(z) , 
r~O Kr 

wo K~ die 0berfl~tche der Einheitshyperkugel des m-dimensionalen 
Raumes bedeutet. Es folgt der 

Satz. Die e-Funktion w(z) sei im Innern einer geschlossenen, orientier- 
baren und gen~tgend reguldren H yper/ldche • und au/ derselben linksanaly- 
tisch. Dann gilt/l~r ]eden Punkt z im Innern von Z 
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E8 ist 

w (z) = - ~  I V (z, ~) dZ w (~) (2. Integralsatz) . (22) 
! /  

2~ 

V (z,  ~) = E(~) , l ,(e) e = I ~ - z l 

und ~)(~) ist die konstruierte EIementarlSsung der Gleichung 

(A + oo 2) ~ = 0 . 

Gilt 8pezielI eo = O, d .h .  ist w (z) homogen-analytisch, 8o ist 

1 ~ ~ - -  z dZ 
w (z) = - Z ~ . _  n (~ - z ) "  w ( 0  o 

Aueh im 2. Integralsatz tri t t  die Grt~Be ~o nur in der Form w 2 oder in der 
Verbindung co c~ auf. 

5. Um die Reihenentwicklung der linksreguliiren e-Funktionen zu 
linden, mtissen wir den Kern V (z, $) in der Darstellungsformel (22) des 
zweiten Integralsatzes in eine Reihe entwickeln. Als Funktion yon z ge- 
niigt V(z,$) der Differentialgleichung 

D(~) V (z, i:) = 0 , 

ist also eine analytische c-Funktion. Wit wollen das allgemeinere Problem 
lOsen, eine beliebige analytisehe c-Funktion in eine Reihe zu entwickeln. 

Fiir die analytischen c-Funktionen beweist man ohne weiteres die 
beiden Integrals~tze 

Satz. Die c-Funktion V (z) sei in einem Gebiet G und au] seinem Rand 
Z adjungiert-analytisch ; entsprechend sei die c-Funktion W (z) dort analy- 
tisch. Dann  gilt 

V dZ  W :-  0 (1. Integralsatz) 
und z 

Satz. Die e-Funktion W (z) sei im lnnern  einer geschlossenen, orien- 
tierbaren und gen#,gend reguldren Hyper]laehe • und auf  derselben analy- 
tisch. Dann  gilt ]~r ]eden Punk t  z im Innern  yon Z, 

1 f V (z, ~) dZ W (~) (2. Integralsatz) . (23) W (z) -- Km 
z 

Es ist 

V ( z ,  r = ~ ' ( ~ ) r  , e = I $ - z l 

und q~ (Q) ist die konstruierte Elementarl6sung der Gleichung 

(A+o~ ~ ) ~ = 0 .  
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Wir betrachten zuerst die homogene Gleichung fiir eine gerade Dimen- 
sionszahl m ;  die allgemeine Reihenentwicklung werden wir durch eine 
Art  Absteigemethode auf diesen Fall  zurfickfiihren. Es sei also 

m--1 0 
E ~ - D =  ~ c  h ; mgerade .  

h =0 Ox~ 

Nach dem Vorbild der regul/~ren Quaternionenfunktionen bringen wir 
die Funkt ion  

.v-x 0 -- 1 ~ - - z  
V (z,  ~) = v eh 

h =o OX~ ra-2 
( m - -  2) (n  (r - -  z))  = n ( r  Y 

in Verbindung mit  der Funkt ion  

(~ - -  Z)--I - -  n (~ - -  Z) 
Es ist 

daraus folgt 

A n (r z) k - -  2 k (m --  2 k) Z) k+l - -  n ( ~  - -  

(A : Ableitungen nach xh oder ~h) , 

m--2 
V ( z , ~ )  = A 2 (~_z)-I .C,  

und es bedeutet  

C =  ( -  ]) 2 
2m_2 m -- 2_ ! 

2 

Is t  I z ] <1 ~ I, so besteht  liar (~ -- z) -1 die Reihenentwicklung (geo- 
metrische Reihe) 

(~ _ z) - i  = ~ ~ - l ( z  ~-l)k . {24) 
k=0 

Die Reihe konvergiert  absolut und  gleichm/~l~ig in jeder Hyperkugel  
[ z l < r < t  $ [, denn fiir die einzelnen Summanden  gilt nach dem 1. Hilfs-  
satz I z ?  

I ~--1 (Z ~--l)k I - -  ] ~ ]k+l " 

Man zeigt leicht, d a l  die Reihe beliebig oft gliedweise partiell nach den 
x a oder ~a differenziert werden darf, ohne die gleichm/tl~ige und  absolute 
Konvergenz zu st0ren. Speziell konvergiert  also die Reihe 

m--2 
V ( Z , ~ ) = C  . ~ - l A z 2  ( z ~ - i ) k  ( I z l < r < l ~ l )  . 

k=o 

A z bedeutet ,  die Ableitungen sind nach den x n zu bilden. 
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Satz. Die Funktionen 
~r6--2 

r A~ ~ (z r (k = O, 1 , . . . )  

liegen alIe im Linearsystem ~ und sind in den beiden Variabeln z und $ 
analytisch. 

Beweis. Wit ffihren die reelle Hilfsvariable t { O < t <  1) ein und be- 
traehten die Funktion 

~ - t z)-~ = ~ tk ~-~(z  r , 
k = 0  

diese Reihe konvergiert jedenfalls ira betraehteten Gebiet ] z [ < I ~ I- 
Die Funktion {~ -- t z) -~ liegt in E, also aueh ihre Ableitungen beliebi- 
ger Ordnung naeh der reellen Variabeln t. Es ist 

d k 
dt k (~ -- t z) -1 I t=o ~- k! ~-1 (z ~-l)k 

eine Funktion in ~ und damit auch 

m--2 k 

$-1 A~ ~ (z $-1) 

Weiter ist 

] [o - ,  A ~ ( ~ - - t z )  -~ = ,=o  ~ t~ ~-1A~2 (z~-l) = 0  . 

Die Ableitungen in D konnen nach den xh oder ~h genommen werden. In 
Komponenten gesehrieben, erhalten wir lauter konvergente, identiseh 
versehwindende Potenzreihen naeh t;  somit muB jeder einzelne Koeffi- 
zient versehwinden und die Funktionen 

m--2 

~-1 Zlz ~ (z ~-~)k (k = o ,  1 , . . . )  

sind analytiscbe c-Funktionen yon z und ~. 
Die Summanden der Reihenentwicklung yon V (z, ~) sind Formen in 

den xh; wir untersuchen deshalb allgemein analytische Formen. Eine 
ra--1 

c-Funktion F(z)  ~ ,S ch Vh heil~t eine Form n-ter Dimension, wenn ihre 
h = 0  

Komponenten Vo . . . . .  V~_ 1 Formen n-ter Dimension in den x h sind. 
Bedeutet  t ein reeller Parameter, so gilt 

F (t z) = t ~ F (z) . 
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Naeh  d e m  Efflersehen Satz  e rha l ten  wir  

m - - - 1  

n F ( z )  : X F(a~(z) xh , 
h=O 

und  durch  Sub t rak t ion  der  mi t  x0 mul t ip l iz ier ten  Regular i t~ t sbed ingung  

n F ( z )  = X F ( a ) ( z )  (xh - -  ch Xo) . 
h = l  

Die Ablei tungen einer F o r m  sind wieder  F o r m e n  ; wir  k6nnen  dieses Ver- 
fahren  n mal  anwenden  und  e rha l ten  

n ! F  (z) : Z F  (h~'''h") ( z ) ( x h ,  - -  chl x o ) . . .  (xhn - -  cn. xo) . 

Die  au f t r e t enden  Koeff iz ienten F (a~'''hn> sind Kons t an t e .  N e h m e n  wir 
an,  un te r  den h ~ . . . h ,  t r e te  v n~-mal auf, so t r i t t  der  en t sprechende  
Koeff izient  F (~'''~'2"''2 ..... m~-i ..... ~-1) so of t  auf,  als wir die Zahlen 
1 . . . . .  1 . . . .  m - -  1 . . . . .  m - -  1 pe rmut i e r en  k(innen. Diese Zahl  sei g .  
Wir  fassen alle Glieder mi t  demse lben  Koeff iz ienten zusammen  und 
setzen 

p , ~ . . . , ~ _ ,  (z) = - ~ . -  Z (xh~ - c~ ,  x 0 ) .  �9 �9 ( x h ,  - c h ,  Xo) �9 

Nach  dieser Schreibweise ist  

F (z)  = 2 :  F (~ . . . . .  ~ . . . . .  ~ - 1  . . . . .  ~ - ~ )  p . , . , . . ~ _ ~  (z)  , 

ebenso zeigt man ,  dab  

F (z) == X P , , . . . , , ~ _ ,  (z) F (1 . . . . .  1 . . . . .  ,~-1 . . . . .  m - l )  

D a  im ganzen n -ma l  differenziert  wurde,  muff ffir die n~ die Beziehung 
gel ten 

n I -~ -  " " �9 " ~ -  n ~ _  1 = n . 

Wie im Fal le  der  Quatern ionen  sei 

po...0(z) : 1, und  falls mindes tens  ein n v < 0 :  p.1...,m_l(Z) : 0 . 

Wir  stel len einige ffir sparer  wicht ige S~tze fiber die p -Funk t ionen  zu- 
s a m m e n  ; die Beweise sind ganz analog zu denjenigen fiir die regul~ren 
Quatern ionenfunkt ionen .  

Eine  R e k u r s i o n s ] o r m e l :  Es ist 

~ . , . . . . ~ _ ,  (z) = (x l  - Cl x0) P . , - x ,  . , . . . . ~ _ ,  ( z ) + - - '  + ( X ~ _ l  - c~_~ x0) p . , . . . . ~ _ , ,  . ~ _ , - 1  (z) 

~ -  ~ - 1 - 1  . . . . .  -~-1 (z) ( x  1 - c I Xo) Jt-'" + ~ 1 . . . - m - l - - 1  (Zm-1 - -  (3m-1 Z0) " 
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Satz. Die Formen p liegen in fs 

Bewei8. Durch Induktion. Nach der Rekursionsformel ist 

(Summe der beiden rechten Seiten der Rekursionsformel). 

Die einzelnen Glieder dieser Summe sind yon der Form ab ~ ba,  wobei 
sowohl a als auch b (nach der Induktionsvoraussetzung) in ~ liegen. Dann 
liegt aber auch ab § ba in {E, womit der Satz bewiesen ist. 

Ebenfalls aus der Rekursionsformel folgen die Differentiationsregeln 

P ~ , . . .  ~ - 1  ( z ) =  ~-~ �9 ~ - 1  (z) = p ~ , _ l ,  ,~ .. .  ~ _ ~  (z)  u s w .  (25)  

Satz. Die Polynome pm...nm_l(z) sind im ganzen m-dimensionalen 
R a u m  analytische Funktionen. 

Beweis. Unter Anwendung yon (25) schreibt sich die Rekursionsformel 
wie folgt m-1 

n p m . . . , ~  (z) : Z ,-,~qCa)...,m-~ (z) (x h --  c h Xo) 
h=l 

anderseits ergibt die Eulersche Formel 
m - - 1  

~(h) xa . n pn,.., n~_~ (z) ----- ~n,o (~ ..n~-, (Z) X0 § Z ~na... n~_t 
h = l  

Subtrahiert man die zweite Gleichung yon der ersten, so finder man die 
gesuchte Gleichung. 

Abschatzung: Fiir die p-Funktionen gilt die Absch~tzung 

1 

1 
< n l ! . . ,  rim-1 ! ] Z In (26) 

Genau wie fiir Quaternionenfunktionen beweist man den Binomischen 
Satz  : 

B1 rim--1 
p , , . . .  ~ _ ,  (z § ~) = X �9 �9 �9 X p ~ . . . ~ , , _ ,  (~) p , , _ ~ , . . . , ~ _ , _ ~ , , _ ,  (z) . 

Wir wenden die erhaltenen Resultate auf die Reihenentwicklung der 
Funktion V(z ,  ~) an. Die einzelnen Summanden 

C ~'-~ A~ ~ (z ~'-9 '~ 
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sind als Funkt ionen yon z analytische Formen n-ter Dimension. Somit ist 

o ~-~ A~-~-- (z ~-~)- = Z P.1....--1 (z) q., . . . , .-1 (0  
n l  + " �9 " +  n ~ ' r  ~ n 

und 

V (z, ~) ---~ x" ~ Pn,...,m_l (z) q-1...-m-1 (~) " (27) 
n=O ~ x + . . . + n m - - x = ~  

Da diese Reihe fiir ] z [ < r < I ~ I absolut und gleiehm~l~ig konvergiert 
(beztiglieh der Summation nach n), kOnnen wir gliedweise naeh den x, 
differenzieren und erhalten speziell 

0 n l + - - '  + nrt~x 

a x e 1 . . ,  ax"m-' 
m--1 

v (z, ~) Iz=0 = q.,. . . , .-1 (0  

~n I - b ' - "  -~ tim--1 "~ 
= ( -  a ) -  . (28)  a~ 1 f e~ l  

� 9  a~,,_~ n (~)T  

Es ist weiter klar, dab die p,,,. . . , ,~l(z) und q,1...,m_1(~) in (27) in 
ihrer Gesamtheit vertauscht werden dtirfen. 

Satz. Die Funkt ionen q,~1...,*~1 (~) sind im ganzen R m m i t  Ausnahme 
des Punlctes ~ = 0 analytisch und liegen im Linearsystem ~ .  

Bewei8. Die Funkt ion ~- 

n ( ~ ) T  

liegt in (~ und ist analytiseh, also nach (28), aueh die Funkt ionen 
q-1...-m-1 (~)" Aus Gleiehung (28) sind auch die folgenden Differentia- 
tionsregeln klar 

O 
a~h q"'""m-1 (~) = - -  q-1 . . . . .  ,h - l ,  - h - l ;  -h+, . . . ;  -~-1 (~) �9 

Weiter gilt ffir die q-Funktionen die folgende grobe Absch~tzung 

I qnl...-m-x (r I < (n -~- m) ! Ir I - ("+~-)  (29) 

Fiir eine regul/tre c-Funktion ](z) gilt der zweite Integralsatz 

1 
j v (z, 0 dZ / (0 / (z) --- K ~  

durch Einsetzen der Reihe (27) ergibt sich 
oo  

1 (z) = ~ 2 :  P , 1 . . . , ~ - ,  (z) 4 .1 . .  . . . H  , 
n~O n x + . . . + n m _ x =  n 
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und es bedeutet  

l J"  a"I+'"'~"'~--1 ] ~ V ( z , ~ ) d Z / ( ~ ) l  
. . . . . .  Oxl . .  ~x,,_ 1 K , , ,  .~=0 

_~ /(,,...nm-,) (0) . ( 3 0 )  

2. Hauptsatz. Is t  eine c-Funktion w = / ( z )  in einem Punkte z--= a 
analytisch, so l~flt sie sich eindeutig in eine Reihe nach den Funkt ionen 
p{z --  a) entwickeln. 

v ~  

/ (z) --= X Z p~,...,,,~_, (z -- a) d~,...,*m-1 �9 
n = O  n l + .  - . + n m ~ t  = n 

Diese Reihe konvergiert absolut und 91eichm~flig im Innern  ]eder H yper- 
kugel 

[ z - - a l < r < e  , 

dabei bedeutet ~ den Abstand des Punktes z vom n~hs ten  singul~ren Punk t  
yon /(z). Umgekehrt stellt jege derartige, absolut und gleichmapig konver- 
genre Reihe eine linksanalytische c-Funktion dar. Diese Funkt ion  liegt 
speziell in ~ ,  wenn die S u m m e n  

~,  p,,...,,~_, (z) dn,.. .n,~_, (n -~ O, 1 , . . .  ) 
n x + . . .  +am--x= n 

alle in ~ liegen ; in diesem Fall  k6nnen die Funktionen p,~...,~r,_l (z) und 
die KoeHizienten d,,~...,m_~ in ihrer Gesamtheit vertauscht werden. 

Beweis. Die Eindeutigkeit  folgt aus den Formeln (30), sind die Koef- 
fizienten d,~...,~_~ so vorgegeben, dab die Reihe in einer Hyperkugel 
absolut und  gleichmi~Big konvergiert, so ist dieselbe linksanalytisch, da 
dies ftir jeden Summanden  der Fall ist. Liegt die Funkt ion f(z) in E, so 
liegt auch ](tz) in ~,  wo [ t [~<1 ein reeller Parameter  ist. Es ist 

dP / (t z) n ! ~, p,,~. ..,,,,, ,(z) d,~...~,~_~ , 
n l +  �9 �9 , ~ - . m - - l =  n 

also muB jede dieser Summen in ~ liegen ; damit  ist gezeigt, dab diese 
Bedingung ftir die Koeffizienten notwendig und hinreichend ist dafiir, 
4al~ ](z) in E liegt. Diese Bedingung ist jedoch nicht notwendig, damit  

(z) beidseitig analytisch ist, man  kann leicht Beispiele konstruieren fiir 
beidseitig analytische Funktionen,  die nieht in fi: liegen. 

Als Anwendung der besproehenen Reihenentwieklung betraehten wit  
die Elementarl0sung V (z, $) fiir die ungerade Dimensionszahl m -- 1. 
Formal  ist V (z, ~) als Funkt ion  yon z LOsung der  Differentialgleiehung 

X ch w- - -  V ( z ,  0 = 0 . 
h =o  ~;r 
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Dabei denkt  man  sich die urspriinglich vorliegende Cliffordsche Algebra 
mit  den Basiselementen c o, c I . . . . .  cm_ 2, c 1 c 2 . . . .  um das Basiselement 
cm_ 1 erwei ter t ;  x~_l ist eine reelle Hilfsvariable. Ftihren wir auch ftir 
ungerade Dimensionszahlen m -- 1 die Schreibweise 

0x~ 1 - - a  nl+'''+nm-20xnm_~ 2 ~ -- z m-1 ] qn,...nm_, (~) 
�9 ( , ~ ( ~  - ~ ) ) ~ -  ~=o 

ein, so ergibt sich fiir I z I ~ l  ~ ] die folgende Reihenentwicklung 

V (z,  ~) = X 2 :  p , , . . . , , , ,_ ,o  (z) q,,...,,,,,_, (~) 
~ 0  

o~ 

- -  ~ ~ P . I . . . . .~ ,  (z) q .1 . . . . .~  (~) 
e ~ 0  

Man zeigt leicht, dab die S~itze und  Formeln fiir die Reihenentwicklun- 
gen bei gerader Dimensionszahl m i m  Fall  der ungeraden Dimensions- 
zahl m -  1 wortlich i ibernommen werden k(~nnen. 

Fiir die p- resp. q-Funktionen gelten die Abschatzungen (26) und  (29), 
die Reihe | 

Z 2:  I p.~ ..... .,._, (z) q. ,  ..... .,,,_,(~) l 
n = O  ~ l + - . . + n m _ l =  n 

konvergiert  also im Innern  der  Hyperkugel  

I zl < ~ - - - -  i 

und darf  dort beliebig umgeordnet  werdenS). 
Aueh der allgemeine Fall  der nichthomogenen Gleichungssysteme ordnet  

sich dem bisher Besprochenen un te r :  Wir bet rachten die Elementar-  
10sung V (z, ~) der inhomogenen, m-dimensionalen Gleichung. Als Funk-  
t ion yon z : X 0 -~  C 1 X 1 -~-" " " -~ Cm_ 1 Xm_ 1 ist V(z, ~) regular, das 
heis t  es gilt [ ~  0 ) 

set en + v : o .  

z* = c o x o + . . .  + c,~_ 1 x~_ 1 + c~ x~ (x,~ : reelle Hilfsvariable) 

und  multiplizieren V (z, ~) mi t  e ~x~ , dann ist das Produkt  L0sung der 
m + 1 dimensionalen, homogenen Gleichung 

~ :  c~ e ~ V (z ,  ~) = 0 . 
a=o 

s) Der  analoge Beweis fiir Quaternionenfunkt ionen findet sich in der Vorlesung yon 
R.  Fueter: T h e o r i e  d e r  r e g .  F u n k t i o n e n  e i n e r  Q u a t e r n i o n e n v a r i a b l e n  (Winter- 
semester  1936137). 
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Somit existiert ftir [ z* I < l  r ] die Reihenentwieklung 

e ~ V (z ,  ~) = X X p , ,  . . . . .  . . ~ ( z * )  o~ ~" ~o,, . . . . .  . ~ _ ,  ( r  
n=O n x + . ' . + n m = n  

und es bedeutet 

,e,,~ . . . . .  " ~ ,  (~) --- a ~ I  '~ . _  ox~_~  v (z,  ~) 
�9 z~O" 

Es sei im folgenden vorausgesetzt, dab 

I z * l <  I r  
m - - 1  

ist, dann darf die Reihe umgeordnet werden zu 

= w ~ P.~ . . . . .  . ~ _ ~ , k  (z*) ~k ,r . . . . .  - ~ - , ( r  . 

Wir setzen x m : 0  ( z * : z )  und 

k 

Damit ergibt sich fiir V(z ,  ~) die 

definieren 

..... n~-l ,  k (z*) co k) z* =z 

fotgende Reihenentwicklung 

V (z , r = X ~ ~ ,  . . . . .  . ~ _ ,  (z)  . w . ,  . . . . .  ~ _ ~  (~) z l 

Ich vermute, dab die Reihe sogar in der Hyperkugel [ z I < l  ~ I kon- 
vergiert, es ist mir jedoch noch nicht gelungen, dies zu beweisen. 

3. Hauptsatz. Die Funkt ionen ~nl...,~_~ (z) sind im ganzen endlichen 
R m (inhomogen) analytische Funkt ionen von z : 

m--1 0 ) 
W ch ~ - -  + c,, ~o q~, , . . . ,~_ ,  (z) -~ 0 . 

h=O OXh 

Entsprechend sind die Funlctionen ~Pn,...,~,,_~ (~) mit  Ausnahme des Punktes 
-~ 0 im  ganzen endlichen R m adjungiert-analytisch : 

m-1  ~ o~) ~n l . .  . nm-1 ~ ~h a~ ~m (~) 

Die Funkt ionen q~ und ~ liegen in  ~ .  

Beweis. Es ist 

-~  0 . 

c ~ - -  Z P , , . . . , ~ _ , k  (z*) ~k = c ~  X P . , . . . ~ _ ~ k  (z*) ~k . 
aXm k~o k=o 
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Da die Funktionen p homogen analytisch sind, gilt also 
m--1 ~ 

x;  c h ~ x  ~ p . , . . . .m- ,k  (z*) co k + c , ~  ~ P.~.....~-~k (z*) o~k = 0 , 
h =0  k = 0  

setzen wir in dieser Gleichung x~ -~ 0, so linden wir 

�9 ch § c ~  ~o (z)  = 0 
h ~ q~nl . .  , n m - t  * 

DaB die Funktionen ~o adjungiert-analytisch sind, geht sofort aus der 
Tatsache hervor, da6 sie die partiellen Ableitungen einer adjungiert- 
analytischen Funktion sind. Offensichtlich liegen auch alle betrachteten 
Funktionen im Linearsystem ~ (c o . . . .  , c~). 

Die c-Funktion /(z) sei in und auf der Hyperkugel K : [ z I <  R u m  
den Nullpunkt inhomogen-analytisch 

( . - g o )  
Es gilt also der 2. Integralsatz 

und ftir 

1 P 
V (z  , $) d Z  / (r , 1 (z) - K . ,  k 

R Izt< .............. 
m - -  l 

1 (z) = v v , ( ) d 
n ~ O  n t + * , . + n m _ l =  n 

wobei 

d ~  .. . . .  .m-~ = K ~ ,  ~.~ ... . .  ~ (r dZ  / (r ~,Ox---~-i ~ . ~ O---~.~-~, / (~) ~=o" 
K 

m - - 1  

4. Hauptsatz. I s t  eine c -Funk t ion  / (z)  in  e inem P u n k t e  a = x~ ah cA 
h = 0  

(inhomogen) analytisch,  so laflt 8ie sich in  diesem P u n k t e  eindeutig in  

eine gleichm~flig und  absolut konvergente Reihe nach den F u n k t i o n e n  

q ~  ..... ,,r.-~ (z --  a) entwickeln 
oo 

/ (z) : x 2 Z cf*~ ..... nrn-1 (z --  a) dnl ..... n,r~-i 
~ = 0  n l - { -  . �9 - -F ~ t m - - l ~  ~ 

d,~,.. .,nm-1 = - ~  K" Y~nl ..... ,t~_t (r - -  a) d Z  / (r 

_ ( a- ,+. . .+-m-,  ) 
n l  n m - t  
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Umgekehrt stellt ~ede derartig, absolut und gleichmdflig konvergente Reihe 
eine links-analytische Funkt ion  dar. 

Der Konvergenzradius der Reihe ist (mindestens) gleich dem ( m -  1). 
Teil  des Abstandes des Punktes  a yore ndchstgelegenen, singul~ren Punk t  

yon l(z). 

Die Reihen fiir die homogen-analytischen Funktionen sind ein Spezial- 
fall dieser allgemeinen Reihe, da 

Satz (VeraUgemeinerter binomischer Satz) : Es  ist 

~-1 . . . . .  . . ~ l ( z  + ~) = 2 :  �9 �9 �9 2 ;  ~ . l - h ~  . . . . .  . ~_ , -h~_~  ( ~ ) ' ~ h ,  . . . . .  h~_~(z) (31) 
h1=O hm_l=O 

Beweis. Es sei wieder 

z* = z  + c , ~ x . ,  , ~ * =  ~ + c m ~  , 

dann gilt nach dem binomischen Satz 
n/  k 

P-~ . . . . .  -m- , ,~  (Z* + $*) = 2 :  X P. , - -h ,  . . . . .  -~ - l -hm-~ ,~ - - . (~*)"  Phi . . . . .  h~_, (Z) , 
hi=o r=O 

also 
r nt  k 

2: p ~  . . . . .  . ~ _ , ,  ~ ( ~ *  + z*) o~ k = X X V P~,-h~ . . . . .  . , . _ ~ - ~ , ,  k-,(~*) cok-" • 
k~O k=O hi=O r=O 

• Ph~ . . . . .  h , ~ , ,  (z*) ~ . 

Wegen der absoluten und gleichmggigen Konvergenz der Reihe ist dies 
gleieh 

. . . . .  . . .  �9 

hi=O l=O r=O 

Setzen wir x~ = ~ = 0, so erhalten wir (31). 
Es ist leicht einzusehen, dab alle Ergebnisse ihre Giiltigkeit behalten, 

wenn co rein imagingr ist, wie dies ftir die Differentialgleichung 

( z l  - I ~1 ~ )u=  o 

zutrifft. Immerhin sind diese komplexen Gr6gen stOrend. In der Reihen- 
entwicklung der Elementarl6sung (und damit in allen Reihen) tri t t  die 
komplexe Gr6ge o~ = i ] co I nur in der Verbindung ~o ~ und c~ i ] co ] 
auf. Setzen wir 

C m i m i c  m = C m,  - -  C m i ~  C m , 
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so bleiben alle Beziehungen zwischen den c a und c* erhalten, mit der 
einen Ausnahme c* c* ~- -- 19). Schreiben wir auch in diesem Fall 
start  c* wieder c~, so ~ndert sich nichts an der Schreibweise, und es 
t reten keine komplexen Gr0Ben mehr auf. 

AbschlieBend l~Bt sich also sagen : 

Die  hergeleiteten Reihenentwic]dungen s ind ]~r alle elliptischen Di/ feren-  
tialgleichungen ohne Einschrdnlcung g~ltig. 

6. Die von uns eingehend untersuchten c-Funktionen treten als Hilfs- 
funktionen im 2. Integralsatz der e-Funktionen auf. Es ist somit klar, 
wie sich die Resultate yon 5 sinngemitB iibertragen lassen. Wir be- 
sehr~nken uns auf die Formulierung des folgenden Satzes: 

5. IIaul)tsatz. Is t  eine e -Funk t ion  w(z )  in  e inem P u n k t e  a = z~ a~ c h 
analyt isch / ~-1 0 \ h =o 

ts Ch 

so l~flt sie sich in  diesem P u n k t e  eindeutig in  eine gleichmdflig und  absolut 

konvergente Reihe nach den F u n k t i o n e n  q~,~ ..... n,~-I (z) entwickeln : 

r 

w (z) = v v d, , ,  -'~ ~" q~"l ..... ",~1 (z --  a) ..... n,n--~ , 

d , ,  ..... n,,-~ - -  K , ,  , v2,'~ ..... ,,,~-1 (r - -  a) dZ  w (r = Ox~ 1. . . ax~-~ ' 
K 

Die  einzelnen S u m m a n d e n  dieser Reihe  s ind  analyt ische e-Eunkt ionen.  

�9 Umgekehrt  8tellt ]ede derartige, absolut u n d  gleichm~flig konvergente Reihe 

eine analyt ische e -Funk t ion  dar, w e n n  die KoeHiz ien ten  d i m  L inearsys tem 
der e~ . . . .  , e~ liegen. 

Der  Konvergenzradius  der Reihe  ist (mindestens) gleich dem (m - -  1). 
Tei l  des Abstandes  des Punlctes a vom nachstgelegenen, s inguldren P u n k t  

von w(z). 
Ich gehe hier nicht auf weitere Entwicklungen (Konvergenzradius, 

Laurentsche Reihe, usw.) ein, behalte mir aber vor, auf diese Probleme 
zuriickzukommen. 

(Eingegangen den 12. November 1948.) 

w(Z))z=" 

9) Die Algebra der c a ist - -  en tsprechend ihrer Erzeugung - -  eine Algebra von Matrizen, 
es t re ten  je tz t  also einfach Matrizen mit  komplexen  Elementen  auf. 
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