
Die linearen vollkommenen R iume 
der Funktionentheorie 

Von OTTO TOEPLITZ ~, Jerusalem 1) 

E i n l e i t u n g  
O0 

FaBt man die Koeffizienten einer ganzen Funktion x (w) = • x~ w p-1 

zu einem Vektor t -~ {x I , x 2 . . . .  } zusammen, so bildet die Menge die- 
ser Vektoren einen vollkommenen Raum z~ im Sinne yon K. T. 2), der 
dazu duale Raum ist Q0, der Raum der Potenzreihen mit einem yon 
Null verschiedenen Konvergenzkreis. Ebenso ist der Raum ~r der Po- 
tenzreihen mit  einem Konvergenzradius ~ r dual zum Raum ~ 

1 r 
der Potenzreihen vom Radius > - - .  

r 
Die Untersuchung beginnt mit der Bestimmung der beschrankten 

l~Iengen in diesen Raumen (w 1) und der Konvergenz (w 2). In allen 
diesen Raumen fallen die schwache und die starke Konvergenz zusam- 
men. Besehranktheit und Konvergenz in ~r sind Begriffe aus der all- 
gemeinen Theorie der vollkommenen Raume, sie erweisen sieh jedoch 
in w 3 identisch mit  der gleichma~igen Beschranktheit bzw. der gleich- 
maBigen Konvergenz im Inneren yon I w ) < r ,  den aus der Funktionen- 
theorie bekannten Begriffen. Der Vitalische Satz der Funktionentheorie 
erscheint so als Spezialfall eines Satzes, der in allen vollkommenen 
Raumen gilt, in denen jede beschrankte Menge eine schwaeh konver- 
genre Teilfolge enthalt.  

In  w 4 werden die linearen Transfomat ionen  der Raume ~ und ~r 

1) Aus dem Nachlat3 des am 15. Februar 1940 in Jerusalem verstorhenen Verfassers, 
herausgegeben yon Gottfried KSthe in Mainz. Die vorliegende Studie tiber die funktionen- 
theoretischen RRume Qr und ~r s tammt aus dem Jahre 1937. Der Herausgeher hat  sie 
aus mehreren Niederschriften und Notizen zusammengestellt, tr~gt also for den Text im 
einzelnen die Verantwortung. 

~) Auf folgende Arbeiten wlrd gelegentlich verwiesen: K .T . ,  G. K6the und O. Toeplitz, 
Journ. f. reine angew. Math. 171 (1934), S. 193--226, K,  G. K6the, Math. Annalen 114 
(1937), S. 91--125. 
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in sich bestimmt, sie lassen sieh sowohl dureh unendliche Matrizen, 
wie durch komplexe Integrale der Gestalt 

y (w) ~ B w, x (t) dt 
= - t -  

darstellen, B (w, z) eine in einem geeigneten Bereich um 0 analytisehe 
Funktion zweier Variablen. 

w 5 beginnt mit dem Studium zweier einfaeher Typen von solchen 
linearen Transformationen, die ihrer funktionentheoretischen Bedeutung 
halber von Interesse sind. 

Der Verfasser erhoffte sich v o n d e r  Fortffihrung dieser Untersuchun- 
gen einen neuen Zugang zur Wachstumstheorie der ganzen Funktionen, 
fiberhaupt eine gegenseitige Befruchtung der Funktionentheorie und 
der Theorie der linearen R~ume in Fragestellung und Methode. 

Eine Verallgemeinerung einiger hier gegebener S~tze auf  allgemeinere 
lineare R~ume gab ktirzlich der Herausgeber 3), Verwandtschaft  besteht 
ferner mit den Untersuchungen von L. Fantappi~ fiber analytisehe 
Funktionale 4). 

w 1. Die Grundlagen 
Es soll bedeuten:  

c ~  

~.~ den Raum der ganzen transzendenten Funktionen x (w) : • x~ w n-l, 

:z r den Raum der Potenzreihen x (w), deren Konvergenzradius ~ r :> 0, 
c ~  

~, den Raum der Potenzreihen u (z) : Z u~zn-1, deren Konvergenz- 
radius > r : > 0 ,  n=~ 

Qo den Raum der Potenzreihen u (z), deren Konvergenzradius > 0 ist. 

Als Koordinatenr/~ume mit den Stellen 

= {xl, x2. . .}  bzw. 

sind diese Ri~ume also charakterisiert 

u = u ,  . . . .  } 

~o dureh lim [/I x~ I = 0 ~z r durch iim ~ --  

a) Die Stufenr~ume, eine einfache Kl~sse linearer vollkommener R~ume, Math. Z. 51 
(1948), S. 317--345. 

4) Vgl. etwa Jahresber icht  DMV 48 (1934), S. 1--25. 
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n 1 n 
O, durch lim } / ~  < r '  Q0 durch lim }/I u~ t <  co . 

n - - ~  OO n - - ~ 0 0  

n n 

Wir  setzen I Z i = sup } / V ~ i  und lU I = sup V lu-~l 
n n 

S a t z  1. ~r und e l  (r <: co) sind zueinander dual, also vollkommen. 
r 

1. I s t  Z eine Stelle aus  ~ (r <: cx~), so gibt~ es zu j edem e > 0 ein 
n 1 

n , , s o d a B  V ~ N r  + e  ist fiir n ~ n ~ ;  i s t u e i n e S t e l l e v o n ~ ,  
n 1 

(s ~ 0), so gibt  es ein ~ > 0 und dazu ein n~, so dab } / ~  <: s + 

ist ffir n-->__ n~. I s t  n o die grOBere der beiden Zahlen n~, n~, so ist ffir 

n~no  

Iu.x.I< 

1 
I s t n u n  - - g o ,  s o f o l g t  

k s + V ~  

ftir n ~ n o (e, ~) . 

Es  sei ~ > 0 festgelegt.  W~hl t  man  dann  e < ~ und bes t immt  danach 

n~ n,~,n o , s o i s t  ~ I u . x ~ l  konvergent ,  d . h .  

1 
1. wenn z in x~ und wenn s ~ - - ,  so ist jede Stelle yon  q~ im dualen 

r 
$ R a u m u *  gelegen, d . h .  e s i s t  ~1 ~ * ,  ~o--~x~ ; 

1 
2. wenn u in 0~ und wenn r ~ - - ,  so ist jede Stelle yon  ~ in Q,* ge- 

8 

legen, d . h .  e s i s t  ~1 g Q * ,  u ~ < : ~ * .  
$ 

2. G ~ b e e s e i n u i n  x* ( r g  c~), d a s n i c h t i n  ~1_ liegt, s o g ~ b e e s  
ein E :> 0 und  eine Folge n~, n 2 . . . . .  so daft 

n k - -  1 n k - - - -  
VIunkl  ~ r - - - k -  ffir r < o o  bzw. V i u , k ]  ~ k  ffir r : o o  

1 
ist. S e i d a n n  x~k- -  t u ~ k l '  

n k - -  1 

V'I x ~  [ ~ 1 bzw. 
r - -  - -  

k 
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abe r  x n ~ - 0  fiir n ~ n  k , s o i s t  

nk 1 n 1 
}/i x~--~ ~ ~ - ,  also lim V ~  ~ r '  



oo 

d .h .  x in z~ und  t r o t zdem ware Z I u~ x~ i divergent ,  da  es unendl ich 
*z--1 

viele Summanden  1 enthMt,  das widersprieht  der Annahme,  daB u in 
~ * .  Also ~ _ . 

T 

3. Gabe es ein x in e* ( r <  oo),  das nicht  in ~e~ liegt, sog / ibe  es 
r n i  

ein e > 0  u n d e i n e  Folge n l , n  2 . . . .  so daB VIixn~l > + e  
Sei dann  

1 
u , i - -  Ixml ' u , = O  fiir n C n i  , 

so w/ire 1//i u .  1 < - - - - -  ftir jedes n, also lim u .  t < r d . h .  u 

r 

in O~ gelegen ; aber  ~ [ u .  x .  [ divergiert .  Also ist q*_ = ~. ,  qo* = ze~. 
r n = l  r 

Satz 2 e. E i n e  M e n g e  U yon Stellen u aus  Qo ist d a n n  und  nur  dann  
beschr~nlct, wenn  l u I /~r  alle u aus  U beschr~nkt ist. 

E i n e  Menge  U yon Stel len u aus  Q~ (r > O) ist dann  und  n u r  dann  
beschri2nkt, wenn  sie 

1. koordinatenweise  beschranlct ist und  wenn  es 

2. ein 8 > 0  u n d d a z u  ein n o (8) gibt, so daft ~ / l u ,  i <~ 
/t~r alle tt aus  U u n d  n ~ n o (8) gilt. r + 8 

1. I s t  in Qo der  Be t rag  [ u I fiir alle u aus U beschr/inkt,  _< M ,  so 
ist l u~l_<_M" f i i r a l l e n u n d d a h e r  

t l l ~ l  ~ l U n X n t  "~ X l X n t M  n , 
n~l  rt~l 

d. h. ftir jedes 2E aus zoo un te r  einer vom einzelnen u aus U unabh/in-  
gigen Grenze gelegen. 

2. I s t  in Q~ die zweite Bedingung erfiillt, so gibt  es ein 8 > 0 und  
1 

dazu ein no(8),  so daB lu~l--~ ( r + 8 )  ~ ftir n ~ n o ( 8 )  u n d a l l e  u 

aas U gilt. I s t  also ~ irgendeine Stelle aus ~* = ~ 1 , mi th in  fiir e > 0 
,, ~- ~ r + ~ n  

i l x ~ ] = < r + e ,  wenn n > n  l ( e ) ,  so folgt l u ,  x , i ~ \ r + 8 ]  ffir 

n >__ n2, wo n2 die gr6Bere der beiden Zahlen no, n 1 ist. W~thlt m an  
r + ~  

das frei vorgegebene s < 8, so ist r +----~ < 1 und I u~ x ,  [ kon-  
n = n 2  

1 5  C o m m e n t a r i i  M a t h e m a t i c i  H e l v e t i c i  225 



vergent  und  ~ M (8, e, n I (e)), also unter  einer vom einzelnen u aus 
U unabhgngigen Schranke. Wegen der ersten Bedingung ist aber  auch 
~ 1  

I u~ x .  t un ter  einer vom einzelnen U unabhgngigen Schranke gele- 

gen, also auch I u ~ ], d . h .  U ist beschrgnkt.  

3. I s t  in 0, (r _>_ 0) die Menge U beschrgnkt,  so ist die 1. Bedingung 
erftillt und  es hande l t  sich nur  um den Beweis der 2. Bedingung.  Is t  u 
irgendeine Stelle aus 0,, so gilt  

1 
lim ~ / ] - ~  < -  

~/  1 ftir d. h. es gibt  ein ~ > 0 und  ein no (~), so dab I u ,  I < r ~----~ 

n ~ n o (8, u ) .  Gi~be es nun  nicht  ein (~ fiir alle u c U und dazu ein 
n o ((~), so ggbe es eine Folge u o), u (~) . . . .  in U und  dazu eine Folge 
n x < n ~ < . . . ,  s o d a B  

n~ 
'~t _ _  1 n2 _ _  1 1 

- (3) . .  VI ( )I > - -  
' Vlu.,l_ r+�89 " '  - r + - - I  

O~ 
Sei dann  

so ist 

~f~OL 
x.~ ~ I u(~) ~ ' x .  = 0 far n ~: n~ , 

nOL 

n~ 
n~ 

V l u(:) l 

also 
% 

lira VI  x ,  I -<- r , d . h .  x in n l  gelegen. Andererseits ist, wenn 

= {I ul I, l u~ I . . . .  } gesetzt wird, ~(~) ~ _~ I u(~)l x.~ = n~-~ c o ,  also 

u(~) x--> oo,  d . h .  die normMe Hiille U yon  U unbeschrgnkt ,  nach  K.  T. 
w 5, Satz 2 also U selbst unbeschrgnkt  gegen die Voraussetzung. 

$atz 2.~. Eine Menge X in ~ (r ~ oo) ist dann und n u t  dann be- 
,chr~nkt, wenn aie 

1. koordinatenweise beschrankt ist und wenn es 
n 

2. zu]edem ~ > 0  ein no(e) gibt, sodaf t  V I x . [ ~  + e  i s t f a r  
n ~_ n o(e) und a l l e  ~ aus X .  

2 2 6  



1. I s t  u irgendeine Stelle aus ~t* = ~_~, so ist i im 1 / l u . l < r ,  

also ftir ein passendes 6 > 0 gibt  es ein n 1 (6), so dab 

~ /  1 
lul l  < T - - -  

- + 6  
r 

gilt, wenn n > nl (6). I s t  nun  die 2. Bedingung erftillt, so gibt es zu 
jedem e > 0 ein n o (e), so dab 

f t i r  n > no (e) 

und al le  ~ aus X, also 

l u , , x . l <  1 + ~  . 

Wghl t  man  speziell e < ~, so wird 2~ I u .  x .  I, wo n~ die grOSere der 

beiden Zahlen % ,  n~ bedeutet ,  konvergieren und  unter  einer vom ein- 

zelnen t unabh~ngigen Sehranke liegen. Ebenso Z I u .  x,, I wegen der 

1. Bedingung.  Also ist X besehr~nkt.  

2. I s t  umgekehr t  X beschr~nkt,  so ist zuerst  die 1. Bedingung erfiillt. 
Wgre die 2. Bedingung n i c h t  erfiillt, so wgre ftir ein e d a s n  o (e), das es 
zu jedem ~ aus gr gibt  und  fiir das 

1 
V ~  <_-- r -4- ~ fiir n ~ n o (e) 

gilt, n icht  fiir alle t aus X gleichmgBig dasselbe, sondern es g~be eine 
Folge t("~ ) , n 1 < n 2 < . . .  aus X ,  so dab 

nl 1 n~ 1 

- -  , n 2 - - ~  ~ ' . "  

] )ann wgre x(~)n~ --> ('7-__-~-1 e)na 
o 

Sei dann  
net 

un,~ = ] x(~, ) , u .  = 0 fiir 
ngg 

80 W$iXO %t nat 
1 

Viun~l < V n 7  1 ' 
- - + 8  
r 
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also lim u ,  [ < ~ .... , 

n->- r162 - - - 4 -  E 
r 

d. h. u in eL = :r* . Andererseits  ware [ u.~ x(~ ~21 > n~-+ c o ,  also 
r 

I u ~(~) 1-+ c o ,  d . h .  die normale Htille 2~ unbeschrankt ,  mithin wegen 
K. T. w 5, Satz 2, auch X unbeschrankt  gegen die Voraussetzung.  

Satz 3. I n  zl~ (r < co) gibt es zu jeder beschrdnkten Menge X eine 
ma]orisierende Stelle to mit  lauter reellen, nichtnegativen Koordinaten, so 
daft/t~r ]edes t aus X gilt I x,~ I g Y~ �9 Dasselbe gilt/i~r er (r >= O) . 

1. Zuerst  ist X als beschr~nkte Menge koordinatenweise beschrankt .  
Sei m k ~ - s u p l x k l  fiir alle ~ aus X .  Gemal3 Satz 2,  ist fiir alle t 

aus X und k > no (e) gleichmaBig 
k 1 

fiir das supremum 1/m--/k < r + ~ " 
k 

k 1 
[ / I - ~ k  I =< r + e,  daher  gilt auch 

Diese Tatsache  driickt man  ein- 

faeh aus dureh lim ]//m~ ~ 1 und sie besagt,  dab  die Stelle m 

{ml, m2,...} eine Stelle aus ur ist. Sie hat  offenbar die gewiinschte 
Maj oranteneigenschaft .  

2. Ftir e~ schlieBt man  analog aus Satz 2q. Hier  erhalt  man ein 5, 

ffir das ]/'m-~k g k  r +1 ~ wird bei k => no (6) und dies besagt,  dal~ die 

Stelle m in e~ liegt. 

w 2. G r e n z s t e l l e n  u n d  H i i u l u n g s s t e l l e n  in  ~ u n d  9~ 

Aus w 1, Satz 3, kOnnen wir je tz t  leicht folgern, dab  sowohl in den 
~r wie auch in den er (schwache) Konvergenz  und s tarke  Konvergenz 
identisch sind (zu ihrer Definition vergleiche K. T. w 3 und  w 5). 

Satz 1. I n  ~ (r <= oo) ist jede konvergente Folge stark konvergent. 

D a  die ~ n a c h w  1, Satz 1, vol lkommen,  nach K. T. w 3 also voll- 
s tandig sind, geniigt es, die Behaup tung  ffir Folgen t (v~ zu beweisen, 
die gegen o konvergieren.  

Die Menge X aller t (p) ist beschr~nkt,  t o sei eine n a c h w  1, Satz 3, exi- 
s t ierende majoris ierende Stelle. I s t  nun eine beliebige beschrankte  Menge 
U aus eL gegeben, m eine majorisierende Stelle yon U, so ist t m to [ - -  

v ,  y ,  < c~.  Es  lal3t sich also zu jedem vorgegebenen e > 0 ein n o (e) 
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so bes t immen,  dat3 • v~ Yn ~ ~- ist. Wegen der koordinatenweisen 
no 

Konvergenz  yon  t (~) gegen o l~13t sich ferner  ein Po (e) so bes t immen,  
n0 - 1  

dab auch • v n l x ~ ) l < - 2  ftir jedes P ~P0 (e )  . Daraus  ergibt  sich 
n = l  

fiir p ~ Po 

s u p l u t ( ~ ) l <  = X~ vntx~)l <: x~ v~lx~)t_~ x~ v n y ~ < ~  + - ~ : e  , 
u E U  n = l  n = l  n = n o  

also die s ta rke  Konvergenz  yon  t (~) gegen 0. 
Ver tauschung yon  ~ und  ~s in dieser Uberlegung f i ihr t  zu 

r 

Satz 2. In  Q~ (r ~ O) ist ~ede konvergente Folge stark ]convergent. 

Aus K 1, w 1, Satz 3, ergibt  sich sofort  die 

Folgerung. In  allen ~ und Q~ gilt der Grenzstellensatz, d. h. ]ede be- 
schriSnkte unendliche Teilmenge enthi$1t eine konvergente Teil/olge. 

Nach K.  T. w 5, Satz 6, ist  ferner  eine Folge aus g~ oder ~ dann  
und  n u t  dann  konvergen t ,  wenn sie beschr~nkt  ist und koordinatenweise  
konvergier t .  

Satz 3. Die Folge t ('~) aus ~ konvergiert dann und nur dann gegen 
~, wenn l i m l t - - t ( ~ ) l ~ 0  ist. 

n--~ oo 

1. Is t  ~(~) konvergen t  - -  es kann  lira .~(~) -~ o angenommen werden --  
n - ~  

so ist es zun~chst  eine beschr~nkte  Folge. Nach  w 1, Satz 2~, kann  man 

daher ,  falls s > 0 vorgegeben ist, n o (~) so best immen,  dab }/I x~)l ~-- s 
ist fiir alle p und  n ~ n o (e) . Sodann folgt  aus der Konvergenz  yon  
t ~) die koordinatenweise  Konvergenz  ; man  kann  also P0 so w~hlen, dal3 

no--1 

} / Ix lP ' l ,  ~/~x(2,'t . . . . .  W]xT)o_~t'<e fiir p : > p o ( s ) .  

A l s d a n n i s t  supb/lx~n) l = l t ( P } [ g e  fiir P ~ P o ( S ) .  
n 

2. I s t  lira [~(~) [ = 0 ,  so ist t (p) koordinatenweise  beschr~nkt .  
p-~ar ~ /  

Ferne r  gibt  es zu jedem e > 0  ein Po, so dab I x~)l ~ s fiir alle 

n u n d  p ~ p 0 .  A b e r f i i r  p----1 . . . .  , p 0 - - 1  ist l i m b / I x ~ ) l - - - - 0  ffir 
n-~oo 
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jedes einzeine p,  da ~(~) in g~ liegt; also gibt es ein no (e), so dai] 
n 

~/~7~) ] ~ ~ ftir n ~ n o (8) und alle p .  Also ist t (~) naeh w 1, Satz 2,, 
besehr~nkt. Da t (~) fiberdies koordinatenweise konvergiert, ist sie nach 
der Bemerkung vor Satz 3 konvergent. 

In  allen anderen ~ und ~ ist die Bedingung yon Satz 3 offenbar 
hinreiehend, abet  nieht notwendig. 

Zur (sehwachen) Konvergenz im vollkommenen Raum 2 gehSrt die 
Topologie, die dureh die Umgebungen Uu(1) ..... u(");~ (#o)) aller t mit 

l u ~ '  ( t  - t (~  I < ~ . . . .  I u ( " ) ( t  - ~ ~  I < ~ ,  u " '  ~.* 

gegeben wird. Entsprechend wird die starke Topologie durch die Umge- 
bungen Uv;~(# ~ aller t m i t  sup lu (~- -  t ( ~  V einebesehr~nkte 

u E V  

Menge aus 2* gegeben (vgl. K. T. Anm. 11 und 15 und K. 1, w 5). 
Zu diesen beiden Topologien geh0ren H~ufungsstellenbegriffe, die wir 

als (schwaehe) H~ufungsstelle und starke H~tufungsstelle auseinander- 
halten. 

Satz 4. I n  allen ~ und Q~ gibt es Mengen, die o zur Hau]ungs- 
stelle haben, aber nicht zur Grenzstelle und nicht zur starken Hdu/ungsstelle. 

1. X sei die Menge aller Stellen aus n~ mit [u t] = ~ I u,~ x ,  I ~ 1 , 
n = l  

wo U irgendeine gegebene Stelle aus z~* ist. Dann sehlieBt man wie in 
K 1, w 5, dal~ o (schwache) H~ufungsstelle yon X ist. Da die' normale 
ttfille der Stelle u (vgl. K. T. w 5, Satz 2) in ~L eine besehr~nkte Menge 

? 

ist, bflden alle t aus ~, mit [u x] < e eine starke Umgebung yon o. Sie 
enth~lt ftir ~ < 1 keine Stelle aus X ,  also ist o nicht starke tt~ufungs- 
stelle yon X. o ist aber auch nieht Grenzstelle, denn nach Satz 1 w~re 
sie dann starke Grenzstelle. 

Dieselbe l~berlegung gilt auch ffir die Menge U aller u aus ~ mit 
[u t] ~ 1, ~ irgendeine Stelle aus Q* = ~ 1 . 

Satz 5a. I n  z ,  (r < co) ist #de starIce H~u/ungsstelle Grenzstelle, also 
auch #de Grenzstelle von Grenzstellen. 

Sei X eine Menge aus ~ ,  die o zur starken Grenzstelle hat, und sei 
U (~) die Menge aller Stellen aus z* = Q1 mit 

1 l u l < T - - - ,  ~>o ,  
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so ist U(~) gem/ill w 1, Satz 2~, beschr/inkt. Ftir jedes t aus X, ffir 
1 1 

das sup l u ~ [ < l  ist, gilt [ t l  < r  + 0 "  Dennw/ire I ~ [ > r  + ~ '  
u~U(8)  (x . i  

so g/ibe es ein 0r so dab V ' ~ - ~  ~ > r A- ~ w/ire; w/ire dann u diejenige 
Stelle aus U (~), bei der 

1 
1 2 1 ~ . 1 -  1 

- + 
r 

und die arcus der u= denen der x,  entgegengesetzt sind, so w/ire 

l i t  >~- ~ot xot > --  1 

im Widersprueh zu sup l u ~ l < l  

.~(8,  (__in) Sei jetzt U~ die Menge aller u aus Q$, die aus U u n d  den 
r 

endlich vielen Einheitstellen e~, . . . ,  e~ besteht. Dann kann man, da U,  
beschrankt ist, nachVoraussetzung inX ein t (=~ finden, ftir das sup ~ u~ ("~ I 

1 ucvn 
< - -  ist. Es ist dann a fortiori sup I u ~(") I < 1 also, wie bewiesen, 

1 1 
[ ~ ( " ) [ < r  - f - n - '  u n d a u B e r d e m i s t  [ x ~ ) [ < l  ffir i : l  . .  n 

die Folge k (") also koordinatenweise konvergent. Nach w 1, Satz 2~, 
ist sie auch beschr/inkt, also konvergent gegen o, also ist o Grenzstelle 
v o n  X .  

Satz 5b. I n  ~ (r > O) 9ibt es Grenzstellen yon Grenzstellen, die nicht 
selbst Grenzstellen sind, und daher Hau]ungsstellen, die zugleich starke 
H•u]ungsstellen sind, aber nicht Gren~tellen. 

Sei n/imlich 1 1 
u ( ' " ' - -  ( r ~ - ~ ) v % +  ( r + _ ~ ) , + ,  e~+~ 

und sei U die Menge aller dieser u (p,a) , so gilt: 

denn fiir 
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- -  n ist r t  ~; lP/; u~,) i = 1 Vt~T~=0 r + ( ~  ' 

sonst,  also ist die Folge n a c h w  1, Satz 2q beschr/~nkt und  koordinaten-  
weise gegen o konvergent .  

2. I s t  eine Teilfolge 11 (pl' ql), u(p~,q2).., yon U konvergent ,  so miissen 
die p~ beschr/~nkt sein. W/~re n~mlich pi--> c~,  so w/~re bei der Stelle 
u ( P i ,  qt) 

Pi+qi 1 1 
V i  ~(vi, q,)l = - - > -  . 

- 'P i+q i  I 1 r 

P~ 

Es g/ibe also kein solches ~, wie es w 1, Satz 2q fordert .  

3. J e de  konvergente  Teilfolge yon  U zerf/~llt also in h(~chstens end- 
lich viele Unter fo lgen  mi t  fes tem p.  Fi ir  jede derselben gilt  abet  gem/~B 
Satz  2q lim u (p,q) = u (p) . 

q - ~  oo  

4. Daher  kann  o nicht  Grenzstelle yon  U sein, sondern n u t  die Stellen 
1 

u(v) --  (r + 5) p % " Diese ihrerseits haben  nach 1. o zur Grenzstelle.  

o ist also Grenzstelle yon  Grenzstellen,  aber  n icht  selbst Grenzstelle. 

w 3. Der Vitalische Satz 
])as skalare P r o d u k t  u ~ ges ta t t e t  eine einfache funkt ionentheore-  

t ische Deutung.  

Satz 1. I s t  ~ eine Stel le aus  zl~, u aus  :~r* = Q!  (r < c~) , so ist  

u t - -  2 z : i  x ( t ) u  . . . .  (1) 

(ist  r =  o o ,  so werde r - - e  gleich R > 0  gesetzt), wo 
oo oo 

x (t) = Z x~ t ~-1 , u (t)  = v u ~  t ~-~ . 
n = l  n = l  

Ebenso ist  / a r  u aus  q~, ~ aus  e * = ~ l  (r > O )  

u ~ = ~  T u ( t ) x  t (1') 
r - F ~  

D i e  In tegrale  s i ~ l  ~ber die K r e i s e  yore R a d i u s  r - -  e bzw. r + e u m  0 

zu  erstrecken,  die so z u  bes t immen  s i ~ t ,  daft au[  ihnen  die Re ihen  [f~r 
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1 
I s t  U aus  Q~, so h a t  u (t) e inen  K o n v e r g e n z r a d i u s  r - -  ~ ' (~ > 0 ,  

a lso is t  r 

U = .~V U n  t n - 1  

o o  

auf l e rha lb  des  Kre i se s  yo re  R a d i u s  r - -  (~ k o n v e r g e n t ,  x (t) = ~ xm t m-1 
r a = l  

k o n v e r g i e r t  im  K r e i s  y o r e  R a d i u s  r. I s t  e < (~, so erh/~lt m a n  a l so  a u f  (1)1 
d e m  K r e i s  v o m  R a d i u s  r - -  e die L a u r e n t e n t w i e k l u n g  y o n  x (t) u T T 

1 
d u r e h  gl iedweises  Ausmul t i p l i z i e r en ,  de r  Koe f f i z i en t  y o n  T i s t  d a n n  

g e r a d e  u t .  E b e n s o  b e w e i s t  m a n  (V).  M a n  k a n n  es a u e h  du reh  l~ber-  
1 

g a n g  zu r  n e u e n  V a r i a b l e n  T aus  (1) fiir --rl s t a r t  r e rha l t en .  

D a m i t  e rg ib t  sich le ieh t  a u e h  fiir  die  in den  w w 1 u n d  2 b e t r a e h t e t e n  
Begr i f fe  de r  B e s c h r ~ n k t h e i t  u n d  K o n v e r g e n z ,  die aus  d e r  a l lgemeinen  
T h e o r i e  de r  l i nea ren  Ri~ume s t a m m e n ,  ihre  f u n k t i o n e n t h e o r e t i s c h e  
D e u t u n g  : 

Satz  2.7. I s t  t (~) eine konvergente Folge aus zc~ (r ~ co) , so ist die 
Funkt ionen/olge  x (~) (w) gleichmdflig konvergent in  ]edem Kreis I w 1 
s < r u n d  umgelcehrt. 

1. I s t  l i m t  ( p ~ - - ~ ,  s o i s t  l i m u % ( P ~ = u ~  f i i r j e d e s  u a u s  ~L,  

speziel l  ffir  u = m o - - { 1 , w o , w 0  2 . . . .  } m i t  I w o l < r -  D a h e r  is t  
l im x (~) (w) = x (w) fiir j edes  t w I < r u n d  diese  K o n v e r g e n z  i s t  g le ich-  
p~oe~ 

m~Big fiir  I w l  ~ s < r ,  da  al le die zugeh(~rigen m e ine  beschr i~nkte  
Menge  in Q1 bi lden,  also n a e h  w 2, Sa t z  1 sup  I x (~) (w) - -  x (w) I den  

r Iwl-<s 
L i m e s  0 ha t .  

2. I s t  u m g e k e h r t  x (p) (w) gleichmi~fiig g e g e n  x (w) k o n v e r g e n t  ff ir  
j edes  s < r ,  l w ] < s ,  u n d i s t u  aus  ~_1, s o w i r d n a c h  (1) 

r 

I u (~(~) - ~) I < 2 ~ ] x ( , )  (t) - x (t) I u t t I 

< K M a x  I x  (v)(t) - -  x ( t ) ]  . 

W/~hlt m a n  s = r - -  ~ ,  so erh/~lt m a n  w e g e n  der  gleichm/~Bigen K o n -  
v e r g e n z  y o n  x (v) (t) gegen  x (t) a u f  d e m  K r e i s e  yore  R a d i u s  r - -  e ff i r  

p > po (~) I u (~(~) - ~) I < ~ , 

also  l i m u : ~ ( P ) = u t  ffir a l l e u a u s  ~ .  
p-~ o o  t" 
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Satz 2 e.  Ist  u ~v) eine konvergente Folqe in O~ (r > 0) ,  so gibt es 
einen Kreis I z I < s ,  s > r ,  in dent die Funktionen/olqe u (~) (z) gleich- 
ma~ig konvergiert und umgekehrt. 

. 

ein u aus Q~ und  es gibt  n a c h w  1, Satz 20, ein 
n o(8),  so dab 

- r + O  
und  

Is t  u (v) konvergent ,  so konvergier t  es koordinatenweise  gegen 
> 0 und  dazu ein 

n 

- r + O  

ftir n > n o ((~) und  alle p ist. Also wird i~ir [ z I < 8, r < s < r + 

I X u ~ ) z " - l l <  X s e < -  I 2: U.Z"-'I<--  
f l = m + l  n = m + l  3 ' n = m + l  3 ' 

werm nur  m gentigend groB ist. 
Aus der koordinatenweisen  Konvergenz  yon  u (p~ gegen u folgt  sehlieB- 

rt~ 

lieh I ~ (u~) - -  u . )  z "-1 [ < -~ fiir geniigend groBes p >__ Po (s), insge- 
n = l  

samt  also [ u ( ' ) ( z ) - u ( z ) l < s  f t i r aUe  Izl  < s -  

2. Die U m k e h r u n g  beweist  m a n  wie oben mi t  Hilfe yon  (11) s t a t t  (1). 

Satz 3,~. Ist X eine beschrankte Menge in ztr (r < oo), so ist die 
Menge der zu den ~ aus X geMirigen Funktionen x (w) gleichmtiflig be- 
schrankt in jedem Kreise I w I < s < r ,  und umgekehrt. 

Satz 3 e. Is t  U eine beschrankte Menge in ~r (r > O), so ist die Menge 
der zu den t aus X gehb'rigen Funktionen u (z) gleichmdtflig beschrdinkt 
in einem Kreise I z [ ~ s ,  s > r ,  und umgekehrt. 

Die Beweise ver laufen analog. 

Satz 4. (Der Vitalische Satz.) 2 sei ein vollkommener Raum, in dem 
der GrenzsteUensatz gilt, 11 (') sei eine Folge yon Stellen aus 2* vonder  
Art,  daft aus u ( r e x : 0  ( n =  1 , 2  . . . .  ) /olgt t = o . Ist  nun #P) eine 
beschr(tnkte Folge von Stellen aus 2,/•r die lim u (m #v) /~tr al len existiert, 
so ist die Folge x(v) konvergent, v§ 

Die B e h a u p t u n g  besagt,  dab ftir jedes u aus 2* der lim u t (p~ exi- 

s t iert .  Gesetz t  f'fir i rgendein u aus 2* ware dies n icht  der Fall .  D an n  
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h/it ten die Werte  u t (p), die beschr/inkt sind, mindestens zwei Hi~ufungs- 
stellen a ,  b. Aus einer Teiffolge t (q~ der ~(v}, ftir die lim u~  (q~ = a 

ist, kann  man,  da  sie besehr/inkt ist, eine konvergente Teilfolge heraus- 
greifen, gem~fl dem Grenzstellensatz ; sei 1) der Limes dieser konvergen- 
ten  Teilfolge; ebenso kann  m a n  eine Teilfolge t (r) der t (p) finden, ftir 
die l i m u ~ ( r ) = b  i s t ; s e i  3 ihr Limes. Dannw/~re  u ( 1 ) - - $ ) = a - - b  

:/: 0, abe t  u (") (t) --  3) -~ 0 (n = 1 , 2  . . . .  ) ,  also nach Voraussetzung 
1) --  ~, was ein Widerspruch ist. 

Der Satz erscheint hier als Verallgemeinerung des Satzes, dab in einem 
vol lkommenen Raum,  in dem der Grenzstellensatz gilt, eine besehr/~nkte 
und  koordinatenweise konvergente  Folge konvergiert :  an  die SteUe der 
% sind bier die u (~) getreten.  

Wende t  man  ihn andererseits auf  rt~ an, so erh~lt man verm0ge der 
S/~tze 2.  und  3. den , ,Vitalischen Satz"  der Funkt ionentheor ie  in dem 
Wor t l au t  : 

Is t  die Funktionen/olge /~ (z) in  I z I < R gleichmd$flig beschr(tnkt und 
konvergiert 8ie an unendlich vielen SteUen z t , deren Limes  % im Innern  
von ] z I < R liegt, so ist die Folge in ~edem Kreis  I z I < r < R gleich- 
mdt" flig konvergent. 

w 4. Lineare Transformationen 

Wird jedem t aus ~r (r g cr eine komplexe Zahl  u (t) zugeordnet,  
so dab ftir beliebige ~ ,  fl stets 

gilt, und  ist die so erkl/~rte L inear funkt ion  iiberdies stetig, d. h. 

lim u (t (n)) --= u (lim •(")) , 

so ist dami t  ein lineares Funkt iona l  au f  ~r erkl/irt. Nach  K . T . ,  w 3, 
Satz 6 wird jedes lineare Funk t iona l  du tch  eine Stelle u aus ~r* ~ ~s 

T 

erzeugt, u (~) = u ~. Nach w 3, Satz 1 kann  u (t) auch als Integral  
in der Form (1) geschrieben werden. Entspreehendes gilt ffir stetige 
Linearfunkt ionen auf  den ~ (r > 0) . 

Nach K . T . ,  w 8, wird entsprechend jede stetige lineare Abbildung 
= A (u) yon ~ in Q,, durch eine Matr ix 9 /ve rmi t t e l t ,  ~ ~ 9 / u .  

Ihre  Transponier te  2 '  bildet ~ 1 in ~t 1 ab. 9~ bildet nach K.  T. w 8, 
r - T  T 

Satz 3 jede beschr/inkte Menge aus Qr in eine besehri~nkte Menge aus 
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1 
o~, ab. I s t  also U(s) die Menge aller u mi t  l uql ~ s-S~-~' s > r ,  so 

gibt  es n a c h w  1, Satz 2o eine Zahl  _N (s) > r ~ , so dab yon einem ge- 
wissen Po ab 

1 1 
v l a~o I < N (~),-~ q=l 8q--1 

gilt, also ist die Potenzreihe 

A ( y , u ) =  Z ~ a . q y p - l u  q-I 
p=l q=l 

absolut  konvergent  in jedem Bereich 

1 1 
( s ) : l u l  g s  < - r  ' ] y l < N ( s )  , N ( s ) > r '  . 

I s t  umgekehr t  92 eine Matrix,  zu der eine solche Potenzreihe geh0rt, 
und  ist u in ~r, 

1 
- -  lim 1//l un I , 

8 n - + ~  

1 
so ist l u l l  --< C s-~y_l, also Z la~uqt  fiir jedes p konvergent ,  das 

q = l  

Produk t  D ----- 92 u kann  also gebildet werden. Nach Voraussetzung ist 
ferner 

v (z) : v~,z p-1 : Z ( X a,quq) z p-1 
lo=l p=l q=l 

fiir alle I z t < N (s) konvergent,  ~ also eine Stelle aus er,- 92 stellt also 
nach K.  T. w 8, Satz 2 eine stetige lineare Abbildung yon Q~ in ~ ,  dar. 

Durch Umordnen  ergibt sich 

oo 

= = _rx uq . 

q=l p = l  q = l  

Die xq sind die Koeffizienten der Funk t ion  

X ( W )  = Z X q W  q-1 = ( ,~a~qzp- lw q-l) = A ( Z , W )  

q = l  q = l  p = l  

aus g l ,  wir erhal ten also durch Anwendung v o n w  3, Satz  1 

1 A z, u( t ) - -  i- v ( z ) -  2 ~ i  
v+e 

wobei das s noch von u (t) und  z abhiingig ist. 
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Satz l o. Jede lineare stetige Abbi ldung ~ -~ A (u) von ~ (r ~ 0) 
in  Q~, (r ~ ~ O) wird durch eine analytische Funlct ion zweier Variablen 
A (y,  u) e~zeufft, die eine Potenzreihenentwic]clung 

A (y ,  u) : Z a~q uP-1 uq-1 
p=l  q=l 

1 
besitzt, die/i~r jedes s > r in  einem Bereich ~ (s) : i u I ~ s '  ] y [ < N (s) ,  
N (s) ~ r ~ , absolut konvergiert. E s  ist mit  2 ~ (apq) 

= ~ u oder v (z) = - 2 ~ (  �9 A z ,  - f  u (t) -~- . (2 0) 

Umgekehrt wird dutch  eine diese Bedingung er/allende M a t r i x  bzw. F u n k -  
tion stets eine stetige lineare Abbi ldung yon ~ in  Q~, erzeugt. 

Is t  19 ~ !Dt eine lineare Abbildung von z~, in zr , ,  so ftihrt !DrQ 1 

in ~ fiber und  umgekehrt .  Also gilt ftir die entsprechende analyt ische 
r 

Funkt ion  

p=l  q=l 

dal~ sie ffir jedes s < r r in einem Bereich 

1 ~(s): lvl~s,  Ixl<~(:(.~;, N(s)<r,  

absolut  konvergiert .  w 3, Satz 1 ergibt den noch fehlenden Teil yon  

Satz 1.~. Jede lineare stetige Abbi ldung 1) = B (~) von nr (r <= c~) 
in  ~ ,  (r' ~ ~ )  wird durch eine analytische F u n k t i o n  zweier Variablen 
B (v,  x) erzeugt, die eine Potenzreihenentwicklung 

p ~ l  q=l 

1 
besitzt, d i e / a r  jedes s < r' i n  einem Bereich ~ (s) : I v I ~ s ,  I x I < N (s) ' 
N ( s ) <  r ,  absolut konvergiert. Es  ist 

~) = ~ X oder y (w) = ~ B w ,  x (t) ~t- " (2~) 

Wie  oben gilt die Umkehrung.  

Folgerung. M i t  2 -~ (a~q) ist stets auch ~ ~ ( ] a~q I ) eine stetige 
lineare Abbi ldung yon ~r in  er, bzw. zr~ in  z ~ , .  
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Die Abbfldungen yon ~t~ bzw. in ~o lassen sich auch matrizenm~Big 
einfach charakterisieren. 

Satz 2. 
eine Matrix ~I emeugt, far die 

f l  

M~ (s) = sup V'] a,11 s + ]a.~ I ~ + I a n 3  I 8a ~-" " " (3) 
n-~oo  

1 
far jedes 0 < ,  < -  endlich ist und umyekehrt. 

r 
Jede lineare stetige Abbildung yon zt| in ~, (r < co) 

Matrix fD erzeugt, /ar die 

M S (s) = sup ~/1 b~. Is + I bz. Is ~ + I b3.1 83 ~-" " " (3') 

]~tr ~edes 0 < 8 < r endlich ist und umgekehrt. 

Jede lineare stetige Abbildung yon Q~ (r > O) in Qo wird dutch 

wird durch eine 

Es gentigt, die erste HMfte zu beweisen, die zweite ergibt sich dar- 
aus durch l~bergang zur transponierten Matrix. 

~ 

schrfinkte Menge in er, speziell also auch die Menge der u mit  
1 

I uq] < s q , s < r '  in eine beschr/~nkte Menge in ~o fibergeht. 

Die Notwendigkeit der Bedingung (3) folgt daraus, dal3 jede be- 

1 
2. Ist  u e i neS t e l l e aus  ~,, s o g i b t e s e i n  C > 0  u n d e i n  s < - - ,  

r 

so dab l u ~ l g C s ~  ist. Da ~ l a , ~ l s v < ~  ist, existiert !/Iu. Es 
is~ ferner ~ffil 

I a n l U l  I + I a.~u2 I + "  �9 �9 =< C[I  a.1 Is + l a.2 Is 2 + .  �9 -] < C[M~t (a)] ~ , 

also liegt ~I u in ~0. Zieht man K.T.  w 8, Satz 2 heran, so folgt, dab 
(3) hinreichend ist. 

w 5. Die Mengen tF'a 

Hat  a ( w ) ~  ~ a~ wV-1 den Konvergenzradius r ,  so entsteht durch 
~ 1  

Multiplikation jeder Funktion x(w) aus zr mit a(w) wieder eine 
Funktion a (w)x (w) aus ~r. Diese lineare Transformation yon ~r in 
sich wird dutch die Matrix 
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l a l  0 0 
1 

E l =  | aS al 0 bzw. d i eFunk t ion  A ( v , x ) ~ - a ( v )  t - - v x  \a: a: 
erzeugt. 

Hat  a (w) in I w ] < r die ai-fache Nullstelle w 1, die ~=-faeho Null- 
stelle w, usf., so bflden wir die Stellen: 

m, = (1, w,, w~2.,w 3 . . . .  } 

VO~ = (0, 1 , 2 w , ,  3w~ . . . .  } 

. . . .  . . . . .  . . * * . . ~ 1 7 6  

-~ , wi, w~ , . . . } ,  p - - ~ - - I  . 

Die Menge aller dieser SteUen aus q!  werde mit  W a bezeiehnet. Jede 
F 

Stelle aus W a ist L(~sung der Gleichung 92ru ~-- o . 
Wir bestimmen in gr den Orthogonalraum zu W=. Ist  eine Stelle 

aus gr zu allen Stellen m~, m~, . . ,  orthogonM, so ist 

X 1 ~ -  X 2 W i ~ -  X 3 W 2 ~ -  . . . .  0 , X$ J r  2 X 3 W t - ~  3 X 3 W i Ji- . . . .  0 . . . .  , 

i - ~ 1 , 2  . . . .  
r 

d.h.  x (w) ~ ~ x~ wp-1 ist eine Funktion, die alle Nullstellen yon a (w) 
p = l  

in mindestens derselben Vielfaehheit enth~lt, also dutch a (w) teflbar, 
also eine Stelle aus # ~ - 2  (u~). Der Orthogonalraum zu W~ ist daher 

-~ 2 (~r) �9 Andererseits ist der L0sungsraum ~ yon 2 r u ~ o gleieh 
dem Orthogonalraum ~ (vgl. etwa die Einleitung yon K), also gleieh 

der orthogonalabgesehlossenen Hiille W~ yon W~. Naeh dem Orthogo- 
nalraumsatz (vgl. K 1, w 6, Satz 2) ist also ~ gleieh der vollabgesehlos- 
senen linearen Hiille yon Wa, d.h .  ~ besteht aus den endlichen ]inearen 
Verbindungen der m~, m~ . . . .  und deren H~ufungsstellen. 

Satz 1. Ist  a (w) in ~ ,  ~ die zugehb~ige Matrix, so ist der Bildraum 
2I (~) der Raum der]enigen Stellen aus ~ ,  deren zugehb~ige Funbtionen 
dutch a (w) teilbar sind. Der Raum ~ der Lb'sungen yon ~V u = o in 
Q~ ist die voUabgeschlossene lineare H~Ile der Menge W=. 

T 

Bisher sind wir yon a (z) ausgegangen und haben seine Nullstellen 
w~ und die zugeh(~rige Menge W= behandelt. Wir wollen jetzt  umgekehrt 
yon einer solehen Menge W ausgehen. 
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Sei R,  (r < oo) die Menge si~mtlicher Stellen m = {1, w,  w~ . . . .  }, 
m '  = {0, 1 , 2 w  . . . .  } . . . .  , die sich ergeben,  wenn w alle komplexen  
Zahlen I w I < r durchl/ iuft  (aueh w ~ 0). Mit R~ l) bezeichnen wit die 
aus den finiten l inearen Verbindungen der Stellen aus Rr bes tehende 
l ineare Hiille yon  R~. 

Wi r  iiberlegen, welche Funk t ionen  aus Qs zu den Stellen der Menge 
r 1 

R(/) gehOren. Zu m geh0rt  die Funk t i on  1 - - w z  ' zu m'  ihre Ablei- 
1 1 

tung  (l - -  WZ) ~ usf., Ztl 133 iv-l) die Funk t ion  (1 --  wz) v bis a u f k o n -  

s t an te  Fak toren .  Zu jeder  l inearen Verbindung davon  gehOrt eine rat io-  
1 

hale Funkt ion ,  die ftir t z t < - -  regulKr ist. Umgekehr t  lehr t  der Satz  
r 

y o n  der Par t ia lbruchzer legung,  dal~ jede ra t ionale  Funk t ion ,  die ftir 

I z I < ~ regul/ir ist, auf  diese Weise darsteUbar ist, 
1 

also: 

1 
Z u  R(/) geh6rt die Menge aUer rationalen Funktionen,  die/~tr I z l G --  

regu~r sind. r 

Die Nullstel len w~ einer F u n k t i o n  a (z) aus ~r h/~ufen sich nicht  in 
] w I < r .  Sei allgemein wl,  w 2 , . . ,  eine Folge komplexer  Zahlen,  die 
sich nicht  in I w l < r  h~ufen, und  sei zu jeder  eine Vielfachheit  ai 

' rn (~-1) i----1 2 gegeben, so sei W die Menge der Stellen ms, m~ . . . . .  ~ . . . . . . .  
W ~t~ ihre l ineare Hfille. Dann  gilt 

Satz 2. W (t) ist vollabgeschlossen. 

Folgerung.  I n  Versch~r/ung yon Satz 1 gilt: ~ = W~ ) . 

Sei a (z) -=- Z a ,  z v-1 gem/iB WeierstraB eine F u n k t i o n  aus g , ,  die 
v 

die w~ in der  vorgegebenen Vielfachhei t  ~ zu Nullstel len ha t  und sonst  
keine Nullstellen. Wir  haben  dann  zu zeigen, dab der R a u m  ~ der L(~- 
sungen von  9~ru ~ v gleich W~ ) ist. I s t  u eine L0sung, so ist 

u l  a l  § u2 a ~ §  u a a 3 § . . . .  0 

u 2 a 1 § u 3 a 2 § . . . .  0 

u 3 a 1 § . . . .  0 

D a n n  bilde m a n  

~ ~ �9 ~ ~ * ~ . .  ~ ~ ~ ~ ~ 1 7 6  

1 , 1 

(z) = u l  § u~  z ~ -  u.~ ~ §  �9 �9 
(5) 
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1 1 also Diese  R e i h e  k o n v e r g i e r t  f t ir  "< r ~  

P r o d u k t  a (z) ~0 (z) k a n n  d a h e r  f i ir  r - -  s < I z I <: r 
die  a b s o l u t  k o n v e r g i e r t ,  u m g e o r d n e t  werden ,  es w i rd  

l z l>r - - e .  D a s  

als  Doppe l r e ihe ,  

a ( z ) ~ 0 ( z ) : z ( a s u l ~ - a a u z - [ - . . . ) + z  ~(a s u  l + a 4 u 2 - [ - . . . ) + . . .  , 

die  i ibr igen  Gl ieder  fa l l en  gemi~g V o r a u s s e t z u n g  weg.  Die  R e i h e  r ech t s ,  
e ine  P o t e n z r e i h e ,  k o n v e r g i e r t  ft ir  r - -  e < I z I ~ r a lso ftir I z l ~ r , 

b (z) 
s te l l t  a lso e ine  F u n k t i o n  b (z) aus  ~ da r .  D a h e r  is t  q (z) - -  a (z) 

e ine  in I z l  ~ r his a u f  die Nu l l s t e l l en  v o n  a {z) regul~re  F u n k t i o n .  
A u B e r d e m  is t  sie, wie  aus  (5) h e r v o r g e h t ,  f i ir  / z / > r - -  e in oo regu-  

l~r. Sie is t  d a h e r  eine r a t i o n a l e  F u n k t i o n .  Also is t  a u e h  q~ ~- = ui + 
1 

u s z -t- % z 2 -t- �9 �9 �9 r a t i o n a l  u n d  fi ir  I z I <= - -  regulS~r, a lso is t  u eine 
r / 1 \  

l inea re  V e r b i n d u n g s o l e h e r  m , m '  . . . . .  d i e z u  d e n N u l l s t e l l e n v o n  f | ~ - )  , 
die  Po le  y o n  a (z) s ind,  geh6ren ,  d. h. 11 l iegt  in W (~). s) \ ~ - ' I  

Die  zur  A b b i l d u n g  (4) t r a n s p o n i e r t e  A b b i l d u n g  9/ '  f t ih r t  die Stel le  m 
aus  Q~_ in  die Stel le  a (w) m fiber .  B e z e i e h n e n  wi r  die Menge  al ler  Viel-  

r 

f a e h e n  der  Ste l len  aus  R~ m i t c  R~, so is t  a lso  gV eine A b b f l d u n g  y o n  
c R~ in sieh.  W i r  wol len  alle diese  A b b i l d u n g e n  ~ b e s t i m m e n .  

D a  wi t  sie n u t  u n t e r  den  A b b i l d u n g e n  y o n  ~s  in s ieh suehen ,  m u g  

zue r s t  j ede  ge i le  y o n  ~3 in ~ l iegen.  Sei b~q w ~-1 = b~ (w),  so s ind 
q=l  

also alle b~ (w) in :~r. Soll  ~3 j ede  Stel le  m aus  R~ in e ine  Ste l le  c D -= 
{c, c v ,  c v ~ . . . .  } m i t  I v I < r f iber f t ihren ,  so m u g  b~ (w) = c v p-1 sein : 

b l (w) = c ,  bs(w) = c v ,  b a(w) ----- c v  2 . . . .  

u n d  d a h e r  i d e n t i s c h  in w:  

b~ (w) = b 1 (w) b a (w) ,  b~ (w) : by (w) b4 ( w ) ,  b~ (w) : b~ (w) b5 (w) . . . .  

b) Da  nach  w 4, Satz  5 der  in Anm.  3 zi t ier ten Arbei t  berei ts  jeder  nur  in bezug auf  die 
Limesbi ldung abgeschlossene l ineare Tei l raum yon  QI  or thogonal  abgeschlossen ist, 

r 
genfigt es zum Beweis von  Satz  2, die Abgeschlossenhei t  von W(l) zu zeigen, was wesent-  
lich einfaeher  und  ohne Heranz iehung  funkt ionentheore t i seher  Hiffsmit te l  mSglich ist  
(vgl. w 7 der  angegebenen Arbei t) .  Die Folgertmg von Satz 2 haben  berei ts  F .  Schi~rer 
(Berichte d. Sachs. GesoUsch. d. Wiss. Leipzig 70 (1918), S. 1 8 5 - - 2 4 0 )  und  O. Perron 
(Math.  Arm. 84 (1921), S. 1--15,  Satz 1) bewiesen durch Zurfickfiihrung au f  e inen Satz 
fiber l ineare Differenzengleiehungen mi t  kons t an t en  Koeffizienten.  
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I s t  w~ irgendeine a-fache Nullstelle von  b 1 (w), so muB sie also auch  
NuUstelle yon  b~ (w) sein, und  wenn sie eine b-fache Nullstelle y o n  b, (w) 
ist, muB 

a < : 2 b ,  2 a ~ 3 b ,  3 a < : 4 b , . . .  

sein, d. h. der  Reihe  nach  

a ~ 2 b ,  a < 3 b  ~ 3  b 

Da a ,  b ganze Zahlen sind, folgt  a ~ b.  bl (w) mu~ also in z ,  ein 
Tei ler  yon  b 2 (w) sein, b~ (w) = b 1 (w) c (w), wo aueh  c (w) eine F u n k -  
t ion aus ~r ist, und  es ist  b~ (w) = b 1 (w) [c (w)]p-1 . Setzen wir also 
bequemer  b 1 (w) = a (w), so haben  wir  

b 1 (w) = a (w) , b~ (w) -~- a (w) c (w) , 

Dabe imul3  Ic(w) l < r  s e in f i i r  ] w l < r .  
Die zugeh0rige Funk t i on  ist B (z, w) = 

b 3 (w) = a (w)[c (w)] 2 . . . .  

Z Z b~,q z ~-1 w q-1 = a (w) + z a (w) c (w) -t- z ~ a (w) [c (w)] 2 ~- .  �9 �9 

Die zugeh(~rige Matr ix  ~B ha t  offenbar die F o r m  

-~ (~' 9A' . (6) v 1 c 2 C a a 1 a~ 
~ =  c (~) c (~) c(a 2) 0 a 1 

~[' ist  T ranspon ie r t e  zu (4), ~ ist eine Matr ix ,  in deren Spal ten die 
Koeff iz ienten  der Po tenzen  yon  c (w) stehen.  1) ~ ~ bedeu te t  in zr  
den ~ b e r g a n g  von  x (w) zur  F u n k t i o n  x (c (w)), die wegen I c (w) I < r 
ftir I w I <: r in ~ liegt. ~t ~ bedeu te t  also die l ineare Abbi ldung 
x (w)->a (w)x  (c (w)) yon  ~ in sich, also ff ihrt  aueh  jede Matr ix  !B = 
~ '  9~' ~ in sich fiber, speziell c R~ in sich. 

7 

Satz 3. Die Trans/ormationen yon e~ in sich, die c R~ in sich aber- 

]t~hren, haben die Gestalt (6), wo a (w) ~- z~ a~ wp-1 und c (w) = ~, % w~ -1 
in r~, liegen, auflerdem ] c (w) 1 "< r /i~r I w I < r i s t .  

(Eingegangen den 3. Oktober  1948) 
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