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Introduction 
La notion de vari~t~ feuillet~e a ~t~ introduite par C. EHRESMANN et G. 

REEB (cf. [4], a) et [15], a)). Sur une vari~t~ topologique V de dimension n,  
une structure de vari~t~ feuillet~e de codimension q est d~finie par un en- 
semble maximal (atlas) d'hom~omorphismes [~ (cartes) d'ouverts U i de 
R q • R~ (R~ et R q ~tant les espaces num~riques de dimension p e t  q, p + q 
~- n) sur des ouverts de V de telle sorte que ]es buts ]~ (U~) des cartes/ i  re- 
couvrent V e t  que les changements de cartes ]~-1[i soient des hom6omorphis- 
mes localement de la forme (x, y) --> (~(x), ~(x,  y)), oh x ~ R  q et y ~ R  ~. 
La structure sera dite diff~rentiable ou analytique si de plus les changements 
de cartes sont diff~rentiables ou analytiques. Pour des exemples de vari~t~s 
feuillet6es, on se reportera k la th~se de G. REEB (cf. [15], a)). 

C. EHR]~SMAI~I~ a ensuite g~n~ralis~ cette notion en rempla~ant R q et R~ 
par des espaces topologiques quelconques B e t  F ,  les changements de cartes 
~tant des ~l~ments d'un pseudogronpe d'automorphismes loeaux du produit 
B • F localement de la forme (x,y)  -~ (~(x), ~ ( y ) ) ,  oh ~ et W~ appar- 
tiennent resp. h des pseudogroupes d'automorphismes loeaux de B e t  F .  I1 a 
introduit la notion fondamentale de groupe d'holonomie et il a g~n~ralis6 le 
thdor~me de stabilitd de G. REEB (ef. [15], a)). Ces structures seront appel~es 
ici structures feuillet~es rdguli~res. 

Des gdn~ralisations d'espaces feuillet~s avec singularit~s ont ~td donn~es 
par C. EHR~SMa~ dans [4], b), et par G. R~.EB dans [15], b), qui dtend s ees 
structures plus gdndrales certaines propri~tds des syst~mes dynamiques; le 
th~or~me de stabilit~ a 6t~ g~n~ralis~ par C. EHRESMAI~I~ et SKIH W~.ISHU 
(cf. [4], h)). 

L'origine de ce travail est une question posse par G. R~.EB dans sa th~se: 
apr~s avoir construit une structure de vari~t~ feuillet~e de codimension un sur 
la sphere S a/~ 3 dimensions et remarqu~ qu'eUe n'est pas analytique, il sou- 
l~ve la question de l'existence d'une structure/euilletde analytique de codimension 
u n e u r  la sphere S ~ (cf. [15], a), p. 112/113). Dans [8], c), nous avons r~pondu 
par la n~gative en d~montrant qu'il ne peut exister de structure de varidt~ 
feuillet~e analytique de codimension un sur une vari~t~ analytique rdelle com- 
pacte dont le premier groupe d'homotopie est fmi. C'est une cons4quence 
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presque immediate d ' un  lemme [ondamen~l dont  la dgmonstrat ion conduit 
~tudier des structures feuillet~es, obtenues par image r~ciproque d 'une struc- 
ture donn~e, et pr~sentant des singularit~s du type  de celles des applications 
continues; le lemme et la plupart  des r~sultats qu 'on en tire se ggn~ralisent 
sans autre pour ces structures et s 'appliquent s l 'gtude des formes de P~AFF 
compl~tement int~grables (cf. [8], e)). I1 ~tait done naturel de part ir  d 'une 
d~finition des structures feuillet~es incluant certaines singularit~s et  me t t an t  
l 'accent sur la structure ~transverse~> aux feuilles. D'ailleurs une telle g~n~- 
ralisation avai t  ~t6 indiqu~e par C. Em~ESMAN~ dans [4], e), p. 107; il l 'a 
d~velopp6e plus tard  dans ses cours (voir aussi [4], g)). 

Une I-structure leuilletde ~ sur un espace topologique X est d~finie comme 
suit. Soit /" un  pseudogroupe d 'automorphismes locaux d 'un  espace topolo- 
gique B ;  deux applications continues f e t  ]' d 'ouverts  U et U' de X dans B 
seront dites compatibles a v e e / ' ,  si pour tou t  point x c U ~ U t, il existe un  
~l~ment ~ d e / "  tel que ]' : ~,] au voisinage de x.  Une / ' - s t ruc tu re  feuillet~e 
a sur X est d~finie par un  ensemble maximal  d'applications continues d 'ouverts  
de X dans B ,  compatibles avec /" (appel~es applications distingudes de a), 
leur source formant  un  recouvrement de X .  Les images r~eiproques des points 
de B par  les applications distingu~es de a forment  une base des ouverts d 'une 
topologie sur X ;  une ]euille de a est une eomposante eonnexe de X suivant 
cette topologie. Si ] est une application continue d 'un  espace X '  dans X,  les 
composgs de ] avec les applications distingu~es de ~ sont des applications dis- 
tinguges d 'une  / ' -structure feuillet~e sur X ~, appel~e l'image rdciproque de a 
par ]. 

La  not ion d'holonomie peut encore ~tre d~finie pour une / ' - s t ruc tu re  feuil- 
lethe a si la condition suppl~mentaire suivante (A) est vSrifi~e: Condition(A): 
si ] e t  ]' sont deux applications distingu~es de ~ de source U et U' ,  et si 
x e U ~ U',  alors l'~l~ment F tel que ]' ~ F] au voisinage de x est essen- 
tiellement unique, c'est-~-dire que son germe au point [(x) est unique. On 
dira alors que a est non d~ggndrde. 

Moyennant  quelques hypotheses topologiques sur X et B ,  le th~or~me de 
stabilit~ est encore vrai pour une / ' -s tructure feuillet~e non d~g~n~r~. I1 en 
est de m~me du lemme fondamental  signal~ plus hau t  et des propri~t~s qu 'on 
en d~duit, B ~tant  alors la droite num~rique r~elle R et /" le pseudogroupe 
des automorphismes locaux analyt iques r~els de R.  

Cependant si une / ' -s tructure feuillet~e ~ sur X v~rifie la condition (A), il 
n 'en est plus de m~me en g~ndral pour les / ' - s t ructures  feuillet~es images r~ci- 
proques de ~ par des applications continues dans X ,  bien que routes les pro- 
pri~t~s cities ci-dessus restent encore vraies. 

I1 fallait done faire un  pas de plus en a joutant  un  glgment nouveau ~ la 
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d~finition des /'-structures feuillet~es ne v~rifiant pas la condition (A). On 
est conduit ainsi ~ la notion de/ ' -s t ructure  sur X,  d~finie de la mani~re sui- 
vante:  on se donne une famille d'applications continues ~ d'ouverts U~ de 
X dans B, dont les sources recouvrent X, et compatibles avec F;  de plus, 
pour chaque couple (/i, ~) et chaque point x c U~ ~ U s, on se donne un ~l~- 
ment y~ d e / "  tel que ]j ----- y~ ]~ au voisinage de x, de sorte que le germe de 
~ i  au point ]~(x) varie d'une manidre continue avec x x). Une telle donn6e se 
pr~sente formellement (cf. par ex. [5]) comme celle d 'un 1-cocycle, relative- 
ment au reeouvrement {U~}, h valeur dans le faiseeau de germes d'applica- 
tions continues de X dans un groupe topologique, le groupe ~tant simplement 
remplac~ ici par le groupoide topologique H r des germes des dl~ments de /1 
aux points de B. Deux cocycles (/) et (]r) relatffs h des recouvrements 1I et  
lIt de X ~ valeur dans le faiseeau ~ r  des germes d'applications locales con- 
tinues de X dans Hp, d6terminent la m6me /'-structure 8 sur X si et seule- 
ment si les 1-eocycles ([) et (]~) sont (~homologues,). Ainsi une/'-structure sur 
X est dd/inie ]ormellement comme un dldment s du premier ensemble de coho- 
moIogie H 1 (X ,  ?~r) de X d valeur dans le ]aisceau de groupoides ~)z'. 

D'apr~s eette d~finition, route/ ' -s tructure s admet une/ ' -s tructure feuilletde 
sous-jacente a, la r~ciproque n'~tant pas vraie en ggn~ral, mais si une /'- 
structure feuillet4e a est non d~g~n~r~e, il existe alors une et une seule /'- 
structure s admettant  a comme structure sous-jacente. Si ] e s t  une application 
continue d 'un espaee X'  dans X, alors X ~ est muni fonctoriellement d'une 
/ '-structure 8', image r6ciproque de 8 par ], dont la / '-structure feuillet~e 
sous-jacente est l'image rdciproque par ] de a. Par exemple, si F est une 
feuille de a e t  i l'injeetion naturelle de F (muni de sa topologie de feuille) 
dans X, la / ' -s t ructure  sur F ,  image r~ciproque de s par i ,  donne l'holonomie 
de la feuille iv (alors que la T-structure feuflletde image r~ciproque de a par 
i e s t  triviale). 

On voit donc que la notion de/ ' -s t ructure  permet d'enrichir considdrable- 
ment celle de structure induite sur un sous-espace non ouvert de X.  Supposons 
par exemple que X soit muni d'une structure locale s, d~finie par un atlas 
eomplet de B sur X compatible avec / ' ;  s peut ~tre consid~rSe comme une 
/ '-structure sur X.  Moyennant quelques hypotheses topologiques, la / ' -s t ruc-  
ture induite par s sur un sous-espace F de X (c'est-~-dire la/ ' -s tructure image 
r~ciproque de s par l'application identique de F dans X) caract~rise le germe 
de voisinage de F (el. chap. IV, th. 1). Ces eonsid4rations permettent par 
exemple de classer effectivement, dans certains cas, les classes d'isomorphie 
de germes de plongement d'un espace F comme feuille d'une structure r~guli~re ; 
elles s'appliquent ~galement au probl~me g~n~ral des variations de structures. 



Structures feufllet4es ot cohomologio ~ valour darts un faisceau de groupoides 251 

Dans le premier chapitre de ee travail, nous avons rappel6 et adapt4 ~ notre 
but quelques notions g6n6rales que M. C. EHRESMA~ a d6velopp4es dans ses 
cours. Nons partons alors, dans le chapitre II, de la notion fondamentale de 
cohomologie ~ valeur clans un faiseeau de groupoides de fagon k d6finir, au 
ehapitre III ,  les F-structures et les notions qui s'y rattaehent directement; 
hens y d6finissons notamment l'holonomie d'une feuille d'une F-structure 
feuillet6e sous-jaeente ~ une F-structure, et nous 6tendons le th6or6me de 
stabilit6. 

Les chapitres IV et V sent ind6pendants l 'un de l'autre. Le premier est con- 
sacr6 ~ l'6tude des germes de F-plongement d'un espace localement isomorphe 

un sous-espace de B; ce n'est que dans quelques cas tr6s particuliers que 
nous avons r6ussi ~ d6terminer explicitement les classes d'isomorphie de ger- 
mes de F-plongement. Le chapitre V contient les r6sultats essentiels de ce 
travail; il est eonsacr6 k une 6tude plus approfondie des F~-structures feuil- 
let6es, oh F~ d6signe le pseudogroupe des automorphismes locaux analytiques 
r6els de la droite num6rique R. 

Chaque chapitre est pr6c6d6 d'un bref r6sum6 destin6 ~ mettre en 6vidence 
les notions et les propri6t6s les plus importantes qu'il contient. 

La notion de structure feuillet6e que nous envisageons ici, c'est-~-dire ceUe 
de/ ' -s t ructure  feuillet6e sous-jacente ~ une F-structure, nous a paru la mieux 
adapt6e pour g$n6raliser certaines propri6t6s essentielles des vari6t6s feufl- 
let6es (par exemples l'holonomie, le th6or6me de stabilit6, lea propri4t6s des 
structures analytiques de codimensiou un, etc.). I1 est ~ peine n6cessaire 
d'ajouter qu'on pourrait eoncevoir bien d'autres g6n6ralisations de la notion 
de structure feuil]et6e, par exemple celles qui g6n6raliseraient les structures 
d6finies par les trajectoires d'un champ de vecteurs, les orbites d 'un groupe, 
ou encore les orbites d'un pseudogroupe de transformations. 

Je  suis heureux de dire ici tout ce que je dois ~ la pens6e de M. CrrA_~r,~S 
EHRESMANlq, le profit inestimable que j'ai retir6, tant  pour ma formation que 
pour l'61aboration de ce travail, de ses cours, des conversations enrichissantes 
que j 'ai eues avec lui, des id6es non publi6es qu'il m'a g6n6reusement com- 
muniqu6es. Ma reconnaissance va 6galement k M. R ~ . ~  TI~OM dent l'int6r~t 
bienveillant pour les probl6mes qui me pr6oecupaient m'a eonstamment sou- 
tenu;  :il n 'a jamais h6sit6/~ me consacrer tout  son temps lors des entretiens 
qui ont 6t6 d 'un int6r~t d6cisif pour men travail. Je  tieus aussi g remercier 
tr6s sine4rement men Maitre M. G~.OROES DE RHAM qui n'a cess6 de me guider 
et de me soutenir par ses pr6cieux conseils et ses encouragements. 

Que M. H. CARTA~r, qui m'a fair l'honneur de pr6sider le jury de cette th6se, 
et M. P. LELONO, qui a bien voulu me proposer un sujet de seconde th~se, 
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CHAPITRE I 

Not ions  pr~liminaires 

Le but  de ce premier chapitre est de rappeler bri~vement quelques notions 
de base que C. E H ~ S M A ~  a introduites dans ses cours et quelques articles 
([4], e), f) et g)). 

1. Pseudogroupe de transformations. Atlas. 

Si / est une application d'une partie A d'un ensemble E dans un ensemble 
E', le sous-ensemble A est appeld la source d e / ,  le sous-ensemble ] (A) ~ B 
le but d e / .  Si g est une application d'une partie A r de E'  dans un ensemble 
E '/, le composd g /es t  l 'application x --~ g(/(x)) de la partie ]-I(A',~ B) de 
E (qui peut ~tre vide) dans E '~. Si U est une partie de E , / ( U )  ddsigne l'image 
p a r / d e  U ~ A .  

Soit [, une famille d'applications des parties A~ de E dans E', i parcourant 
un ensemble d'indices I .  Lorsque [, et [j coincident sur Ai ~ Aj pour tout 
couple d'indices i,  ] de I ,  l'application [ de la r6union des A~ dans E' dont 
la restriction g chaque A~ coincide avec [,, est appel6e la rdunion des appli- 
cations [,. 

Un Tseudogroupe de trans]ormations d'un ensemble E est un ensemble F 
d'applications biunivoques de parties de E sur parties de E tel que: 

a) si /E l ' ,  g~F ,  alors g[~F,  
b) si / r F ,  alors l'application inverse [-1 de f appartient h F,  
e) l'application identique de E appartient & F ,  
d) si une application biunivoque f est r~union des applications f, e F ,  

alors t ~ / ' .  
I1 r~sulte de ees axiomes que les sources des 4ldments de F sont les ouverts 

d'une topologie sur E ,  appel4e topologie sous-~acente au pseudogroupe F. 
Un ensemble F0 d'applications v4rifiant les trois premiers axiomes seule- 

merit est une base de pseudogroupe; fl engendre un pseudogroupe bien d~ter- 
mind form4 de toutes les r4unions des applications de F 0. 

Un 8ous-pseudogroupe de F est un sous-ensemble de F qui est lui-m6me un 
pseudogroupe de transformations de E.  

Si E est ddjg muni d'une topologie, un pseudogroupe d'automorphismes 
locaux de l'espaee E est un pseudogroupe IT" de transformations de E dont 
chaque ~ldment est un homdomorphisme d 'un ouvert de E sur un ouvert de 
E .  Dans ce qui suit, nous supposerons, saul mention explicite du contraire, 
que la topologie sous-jaeente g F coincide a v e c l a  topologie de E.  Plus g~n~- 
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ralement ,  si E est muni d 'une s t ructure  locale s (cf. [4], g)), un  pseudogroupe 
d 'automorphismes  locaux de E sera form~ d 'automorphismes locaux de E 
muni de la s t ructure  locale s. 

Exemp[es : 1. Le pseudogroupe form~ des hom6omorphismes diffdrentiables 
de classe r ou analyt iques complexes (ainsi que leurs inverses) d 'ouver ts  sur 
ouverts  de l 'espace num~rique rdel R n ou complexe C n. 

2. Soit G u n  groupe d 'automorphismes d 'un  espace topologique E ;  Fen- 
semble des restrictions des t ransformations de G aux ouverts de E forme nne 
base de pseudogroupe qui engendre le pseudogroupe ddduit de G par localisation. 

Un atlas 9.I d'un espace topologique B sur un espace topologique E compatible 
avec un pseudogroupe d'automorphismes locaux F de B e s t  un ensemble d 'ho- 
m~omorphismes d 'ouver ts  de B sur ouverts de E (appelds cartes de B dans E) 
tels que leurs buts  f e rment  un recouvrement  de E et  que, si f ,  f c 2 ,  alors 
/ -1 / ,  ~ F .  L 'a t las  ~i sera dit complet si tou te  carte  g de B dans E compatible 
avec F (e'est-~-dire que pour  tou t  / E 9~, alors /-1 g c / ' )  appar t ient  ~ ~ .  
Un tel  atlas d~finit sur E une structure d'espace localement isomorphe h B 
muni du pseudogroupe F. Dans la suite de ce travail ,  une telle s t ructure  sera 
appel~e une (B, F)-structure sur E ;  on dira aussi que E ,  muni de cette struc- 
ture,  est localement isomorphe/~ (B,  F). Le pseudogroupe des automorphismes 
loeaux de cette s t ructure  sur E est engendr6 par  les t ransformations f ] - l ,  
o2  / ,  jr ~ ~I. 

Exemples : Les s tructures  de vari~t~s diff~rentiables ou analyt iques d~finies 
par  un  atlas complet  compatible avec le pseudogroupe des automorphismes 
loeaux diff~rentiables de R ~ ou analyt iques de C n. 

2. Espaces 6tal~s. Jets locaux ou germes. 

Un espace topologique E muni d 'une  project ion p dans un espaee topologique 
B est di t  dtald par p dans B si, pour  tou t  point  x E E ,  la restr ict ion de p 

un  voisinage ouver t  suffisamment pet i t  de x est un  hom~omorphisme sur 
un  ouver t  de B .  On dit  aussi que p ~tale E dans B,  ou encore que E est un  
/aisceau d'ensembles sur B .  

E et E I ~tant des espaees topologiques, on int rodui t  dans l 'ensemble des 
applications locales continues pointdes de E dans E ' ,  c'est-~-dire des couples 
([, x) fo rm,s  d 'une  applicat ion continue f d 'un  ouver t  U de E dans E I et  
d ' un  point  x e U, la relat ion d'~quivalence qui identifie deux couples (/, x) 
e t  ( f ,  x') si x ----- x ~ et  si les restrictions de ~ et  f / ~  un  voisinage eonvenable 
de x coincident. La  classe, suivant  eette relation, k laquelle appar t ien t  (], x) 
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est appel~e le ~et (local) au point x ou le fferme au point x de l'application 
et sera souvent  d~sign~e par  i~/ .  La  source du jet  local ~ ]  est le point x et  
son but le point / (x) .  

L'ensemble des jets locaux de E dans E '  (c'est-~-dire l 'ensemble de tous 
les jets locaux aux divers points de E de toutes  les applications continues 
d 'ouverts  de E dans E') est multi d 'une topoloffie naturelle:  un base des ouverts 
de cette topologie est formic  des sous-ensembles de la forme j~], oh / est 
une application continue d 'un  ouvert  U de E dans E'  et oh x parcourt  U. 
La  projection source a, qui h tou t  jet  local fair correspondre sa source, ~tale 
cet espace sur E ;  la pro]ection but fl, qui ~ t ou t  jet  fai t  correspondre son bu t  
est une application continue. 

La  loi de composition partiellement d~finie entre applications locales poin- 
t~es d4fmit par  passage au quotient  u n e / o / d e  composition continue partielle- 
mcnt  d~finie entre jets loeaux. Si Z e s t  un  jet  local de E dans E ' ,  et Z'  un  jet  
local de E '  dans un  espace E",  le compos~ de Z et Z'  est d~fini si et seulement 
si la source de Z' est le bu t  de Z ;  il sera not~ Z ' . Z  ou simplement Z ' Z  
(cf. [4], e)). 

Exemple : L'espace des jets locaux d'applications analyt iques locales d 'une  
vari~t~ analyt ique dans une autre  est un  espace s~par~. 

3. Groupoides 

Un groupdide (cf. [4], g)) est un e n s e m b l e / / m u n i  d 'une  loi de composition 
(x,  y) --> x y  d~finie pour certains couples d'~l~ments x,  y d e / / e t  v~rifiant 
les axiomes suivants : 

a) Si x,  y ,  z c / /  et si les composgs (xy)z  ou x(yz) sont ddfinis, alors ils 
sont d~finis tous les  deux et ~gaux: 

( x y) z ~ x (y z ) (associativit~) 

b) Si x y  et yz  sont d~finis, alors (xy}z  est d6fini. 
e) Un ~l~ment e d e / / e s t  appel~ une unit~ k droite (resp. ~ gauche) si pour 

tou t  x E / /  tel que xe (resp. ex) soit d~fini, alors xe = x (resp. e x ----- x). 
L 'axiome c) exige que tou t  ~l~ment x E / /  admet te  une unitd d droite et une 
unitg ~ gauche. 

d) Tout  dl~ment x ~ / /  admet  un inverse x -1, c'est-s un  gl~ment x -1 
d e / / t e l  que x - i x  soit l 'uuit6 k droite de x. Alors x x  -1 est l 'unit6 ~ gauche 
de x. 

I1 r~sulte de ees axiomes que chaque ~16ment x d e / / p o s s ~ d e  une seule unit~i 
droite, une settle unit~ ~. gauche et un  inverse unique, La  projection de / /  
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sur l 'ensemble B de ses unit~s qui fair correspondre ~ tou t  ~ldment son unit~ 
droi te  (resp. ~ gauche) sera d~sign~e par  a (resp. b). Pour  clue le compos~ 

xy  soit d~fini, il faut  et  il suffit que a (x) ~ b (y). 
Un  groupoide H est dit transiti/ s'il agit t ransi t ivement  sur l 'ensemble de 

ses unit6s, c'esVh-dire si, pour  tou t  couple d'unit~s e et  e' d e / 7 ,  il existe au 
moins un  ~l~ment x tel  que a (x) ~ e et  b (x) ~ e t . 

Un sous-groupoide de I I  est un  sons-ensemble d e / / q u i ,  muni de la loi de 
composit ion induite par  celle de H ,  est lui-m6me un gronpoide. 

Un sous-groupoide complet d 'un  g r o u p o i d e / / e s t  un sons-ensemble / / t  d e / /  
tel  que s'il contient  un  ~l~ment x d e / / ,  il contient  aussi tou t  ~l~ment d e / /  
ayan t  m6mes unit~s que x.  Tout  groupoide est r~union de sous-groupoides 
complets transit ifs et  disjoints. 

Une reprd~entation d 'un  g r o u p o i d e / / d a n s  un g r o u p o i d e / / '  est une applica- 
t ion  r d e / / d a n s  / / '  telle que, si x, y ~ /7  et si xy  est. d~fini, alors q~(x)q~(y) 
est ddfini et  ~gal ~ r (xy), et  que route  unitd d e / / e s t  appliqu~e sur une unit~ 
d e / / : .  L ' image ~ (H) n 'est  en g~n~ral pas nn  sous-groupoide de H r .  

Un  groupoide topologique est un e n s e m b l e / / m u n i  d 'une s t ructure  de grou- 
poide et d 'une  s t ructure  d'espace topologique telles que: 

a) l 'application (x, y) --> xy  du sous-espace de / / •  form~ des couples 
composables (c'est-s tels que a(x) ~ b(y)) dans / /d~f in ie  par  la loi de 
composition d e / / s o i t  continue, 

b) l 'application x --> x -1 d e / / d a n s / / s o i t  continue. 
I1 en r~sulte que les projections a et b sont des applications continues d e / /  

sur le sous-espace B de ses unit~s. 
Une reprdsentat ion d 'un  groupoide t o p o l o g i q u e / / d a n s  un  groupoide topo- 

l o g i q u e / / '  est une application continue r qui est une representat ion au sens 

precedent  d e / / d a n s / / ' .  

Exemple:  L'espace des jets locaux des ~l~ments d 'un  p seu d o g ro u p e / '  d 'auto-  
morphismes locaux d ' un  espace topologique B (muni de sa topologie naturelle,  
cf. 2) est un  groupoide topologique not~ I / r ;  ses unit~s sont les jets locaux 
aux diff~rents points de B de l 'application identique de B e t  seront identifi~es 
aux points de B .  Les projections a e t  b ~ t a l e n t / / r  sur B.  Le groupe d'isotropie 
de l ip  (on d e / ' )  au point x est le groupe formd des jets locaux au point  x des 
~l~ments de F laissant fixe x.  

4. Espaces fibres 

Un espace fibrd (E,  p) de base B (on sur B) est un  espace topologique E 
muni d 'une  project ion continue p sur l 'espace topologique B .  La  fibre de 
(E,  p) au-dessus du point  x de X est le sous-espace p-1 (x) de E .  Une section 
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de (E, p) au-dessus d 'un sous-espace A de B e s t  une application continue a 
de A dans E telle que p a soit l 'application identique de A.  Une section de 
(E, p) est une section de (E, p) au-dessus de B.  Une representation d'un 
espaee fibr6 (E, p) sur B dans un espace fibr6 (E', p') sur B'  est une applica- 
tion continue ~ de E dans E'  compatible avec les projections p et p' et se 
projetant sur une application continue de B dans B' .  Une reprdsentation in- 
versible de (E, p) sur (E', p') est un isomorphisme de (E, p) sur (E', p'). 

Si f e s t  une application continue d'un espace X dans B, l'espace/ibrd sur X 
image rdciproque (ou induit) par / de l'espace ]ibrd (E, p) sur B e s t  le sous- 
espaee du produit X • E formd des couples (x, e) tels que / ( x ) ~  p(e), 
muni de sa projection naturelle (x, e) -+ x sur X.  L'espace fibrd image r6ci- 
proque de (E, p) par l 'application identique d'un sous-espace A de B est 
canoniquement isomorphe au sous-espace p-X(A) de E muni de la restriction 
de p i~ p-l(A), appel~ la restriction de (E, p) ~ A. 

Un isomorphisme local de (E, p) dans (E t, p') est un isomorphisme de 
l'espace fibr6 restriction de (E, p) i~ un ouvert de B sur l'espace fibr6 restric- 
tion de (E', lo t) k un ouvert de B' .  Un automorphisme local de (E, p) est un 
isomorphisme local de (E, p) dans (E, p). Les automorphismes locaux de 
(E, p) forment un pseudogroupe de transformations de E dont la topologie 
sous-jacente est formde des ouverts de E images rficiproques par p des ouverts 
de B.  Chaque ~ldment de ce pseudogroupe se projette sur un automorphisme 
local de B.  

Nous dirons que deux isomorphismes locaux de l'espace fibrd (E, p) sur B 
dans l'espace fibrd (E', pr) sur B '  ddfinissent le mgme germe d'isomorphisme 
local au point x de B, si leur source contient p-l(x) et si leur restriction 
p-a(U) coincident, U 4tant un voisinage convenable de x. L'ensemble / /  des 
germes d'automorphismes locaux de (E, p) aux diffdrents points de B e s t  
muni d'une structure dvidente de groupoide; ses unitds sont les germes d'auto- 
morphismes locaux aux points de B de l'application identique de E et elles 
seront identifides aux points de B;  si ] e s t  un automorphisme local quelconque 
de (E, io) de source p-l(U), les germes de ] aux points x r U forment une 
base des ouverts d'une topologie s u r / / ;  le groupoide / / e s t  ainsi muni d'une 
structure de groupoide topologique et sera appel6 le groupdide des germes 
d'automorphismes locaux t/e (E, p). Les projections a et b de / / s u r  l'espace 
de ses unit6s, identifi6 k B ,  d t a l e n t / / s u r  B.  Le g roupo ide / / s e  projette dans 
un groupoide de germes d'automorphismes locaux de B.  



Structures  feuillet~es e t  cohomologie ~, valeur dans un  falsceau de groupoides 259 

5. Groupoide topologique d'op~rateurs sur un espaee fibr~ 

Soit H un groupoide topologique dont l'espace des unit~s est B e t  soit (E, p) 
un espace fibr6 sur B.  On dira que H est un groupo~de d'opdrateurs sur (E,  p) 
si, H 8 d~signant le sous-espace du produit / /  • E formd des couples (z, y) 
tels que a (z) : p (y), il existe une application continue ~ de /18  sur E telle 
que, ~2(z, y) ~tant not6 zy: 

a) p(zy) : b(z) 
b) (z'z)y : z'(zy) 
c) e y : y  si e ~ B .  

Cette d~finition s'applique aussi dans le cas oh pes t  une application continue 
de E dans B ,  et on dira encore que 11 est groupoide d'op~rateurs sur (E, p), 
ou sur E relativement ~ la projection p; le sous-espace p(E) de B e s t  alors 
l'espace des unit~s d 'un sous-groupoide complet d e / / .  

L'espace H 8 est muni d'une structure de groupoide topologique dont 
les unites sont identifi~es aux points de E: le compos~ de (z 1, Y0 avec 
(z2, Y2) n'est d~fini que si y~-~ z~y2, et il est alors ~gal ~ (zlz2, y~). Le 
groupoide H 8 sera appel~ le groupo'ide extension du groupo~de 11 d'opdrateurs 
sur (E, p).  

La restriction ~ H 8 de la projection canonique de / / •  E sur H est une 
representation de 118 sur 11. L'espaee 118, muni de la restriction ag de la pro- 
jection canonique de H •  E sur E,  est l'espace fibr~ image r~ciproque de 
l'espace fibr~ (11, a) par la projection p de E dans B. I1 en r~sulte que si (11, a) 
est par exemple un espace ~tal6 sur B, ou un rev~tement de B, ou encore un 
espace fibr~ s groupe structural topologique, alors (118, aE) est resp. un espaee 
gtal~ sur E,  un rev~tement de E ou un espace fibr~ ~ groupe structural topo- 
logique. 

On dira que H est un groupdide d'opgrateurs simple sur (E, p) si, ~tant 
donn~ deux points y e t  yt de E,  il existe au plus un ~lgment z de / / t e l  que 
yt ~ zy .  

Exemples: 1. Tout groupoide topologique H est groupoide d'op~rateurs sur 
l'espaee B de ses unit~s (muni de la projection identique sur B). Le groupoide 
H sera dit simple s'il est groupoide d'op~rateurs simple sur l'espace de ses 
unit~s. 

2. Un groupoide de germes d'automorphismes locaux d'un espace fibre 
(E, p) sur B e s t  un groupoide d'op~rateurs sur (E, p). 

3. Si (E, p) est un espace fibr~ ~ groupe structural topologique, le groupoide 
des isomorphismes de fibre de E sur fibre de E (cf. [4], d)) est un groupoide 
d'op~rateurs sur (E, p). 
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6. Espace fibr6 muni d'un groupoide structural 

Le plus souvent un espace fibr~ (E, p) sur B sera muni d 'un sons-pseudo- 
groupe _1" du pseudogroupe F* de ses automorphismes locaux (admettant la 
m~me topologie sous-jacente que F*). Le gronpoide / / d e s  germes des auto- 
morphismes locaux de (E, p) appartenant ~ /" est un sons-groupoide ouvert 
du groupoide / / *  de tous les  germes d'automorphismes locaux de (E, p). In- 
versement, la donn~e d 'un sons-groupoide ouver t /1  d e / / *  admettant  les m~mes 
unit~s que / /*  d~termine un sous-pseudogroupe / '  de F* dont le groupoide 
des germes est/- / .  

L'espace fibr~ (E, p) muni du groupoide / / sera  not~ (E, p , / / )  e t / / s e r a  le 
groupdide structural de (E, p , / / ) .  Un automorphisme local de (E, p, II) est un 
~16ment du pseudogroupe /" associ~ ~ / / .  Un espace fibr6 (E', p') sur B' est 
muni d'une structure d'espace localement isomorphe s (E, p , / / )  si l'on s'cst 
donn~ un atlas ~I complet de E sur E'  dont les cartes sont des isomorphismes 
locaux de (E, p) dans (E', p') et qui est compatible avec ]I. Tout automor- 
phisme local de (E', p') muni de cette structure est r~union d'automorphismes 
locaux de la forme /,/-1, oh f, f' c ~[. 

Supposons q u e / / s o i t  un groupoide topologique dtal~ par a sur l'espace B 
de ses unit$s, et que / / s o i t  groupoide d'opdrateurs sur un espace fibr6 (E, p) 
sur B. Alors / / a d m e t  une repr4sentation canonique sur un sous-groupoide 
//0 du groupoide / /* des g c m e s  d'automorphismes locaux de (E, p); si cette 
reprdsentation est injective, on dira que / /  est un groupoide d'opdrateurs 
fidble sur (E, p). Par abns de langage, on dira encore qu'un espace fibrd 
(E', p') est localement isomorphe/~ (E, p) muni du groupoide d 'opdra teurs / /  
(ou localement isomorphe ~ (E, p , / / ) ) ,  si (E', pr) est muni d'une structure 
d'espace fibr~ localement isomorphe/~ (E, p, / /0)-  

C H A P I T R E  I I  

La notion de cohomologie b valeur dans un faisceau de groupoides 

On d~finit la notion de premier ensemble de cohomologie H I(X, ~)  d 'un 
espaee topologique X s valour dans un faisceau de groupoides ~ sur X.  
Cette d6finition et les d~veloppements qui suivent se pr~sentent formellement 
comme ceux de la th~orie de la cohomologie ~ valeur dans un faisceau de 
groupes non ab~liens (cf. [3], a) et b), [5], [7], [9]); pour la plnpart des d6- 
monstrations, nous renvoyons done le lecteur aux travaux cites ci-dessns. Les 
notions d'espaces fibr4s d6duits, de faisceau principal et de faisceau de grou- 
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pes associ~s k un 616ment s de H 1 (X, ~) sent essentielles pour la suite. La 
proposition 7 permet, dans plusieurs cas, de ramener la dStermination de l'en- 
semble H x (X, ~) k celle du premier ensemble de cohomologie de X ~ valeur 
dans un faiseeau de groupes. Les considerations du paragraphe 8, qui traite 
le cas d 'un faisceau constant, seront utiles pour d4finir l'holonomie d'une 
feuille d'une structure feuillet~e (chapitre III). On pourrait d~velopper beau- 
coup plus longuement, comme dans [5] ou [7], des notions analogues k celles 
de suite exacte de eohomologie relative ~ une suite exacte de faisceaux de 
groupes; un cas particulier est donn~ ~ titre d'exemple darts le paragraphe 9. 

1. Faisccau de groupoides 

Soit X un espace topologique. Un [aisceau ~J de groupdides sur X est un 
espace dtald sur X par une projection p tel que l'ensemble S(U,  ~)  des sections 
de ?~ au-dessus d'un ouvert quelconque U de X soit muni d'une structure de 
groupdide, l'application de restriction S (U,  ~)  --> S (V ,  ?~), o~ Vest  un ouvert 
contenu clans U, dant une reprdsentation de groupdides. 

Pour tout  x E X, la fibre ~ ---- p-1 (x), qui s'identifie k la limite inductive 
des S(U,  ~) lorsque U parcourt l'ordonnd filtrant des voisinages ouverts 
de x, est aussi muni d'une structure de groupoide. L'ensemble des unit~s des 
groupoides ~ ,  lorsque x parcourt X,  est un sous-faisceau !B de ~ .  Le/aisceau 
?~ peut ~tre considdrd comme un groupdide topologique do'at l'espace des unitds 
est !B: la loi de composition qui est partiellement d~finie dans chaque fibre 
de ~ est continue par rapport s la topologie d'espace Stal~ de ~). On a deux 
projections canoniques a et b de ~ sur ~ qui sent compatibles avec les pro- 
jections des faisceaux ~ et !B sur X et qui font correspondre h tout z ~ ~ 
son unit~ h droite et ~ gauche respectivement. Si / et / '  sent deux sections 
de ~ d4finies au-dessus des ouverts U et U r de X, alors ]1/d~signe la section 
locale x - > f ( x ) ] ( x )  d~finie pour tout x c U ~  U ~ tel que f ( x ) / ( x )  soit 
d~fini, c'est-~-dire tel que bf(x) ~ a f ( x ) .  

A toute notion sur les groupoides correspond d'une mani~re naturelle une 
notion sur les faisceaux de groupoides; on a par exemple les notions de re- 
prSsentation de faisceaux de groupoides sur X,  de sous-faisceau de grou- 
poides d 'un faisceau de groupoides, etc. ; on d~finit ~galement comme d'habi- 
tude la notion de faisceau ~ '  de groupoides sur un espace X ~ image r~ciproque 
d'un faisceau ~ de groupoides sur X par une application continue f de X t 
dans X. 

Exemples: S o i t / / u n  groupoide topologique (non vide); le faisceau $ des 
germes d'applications continues d'ouverts de X d a n s / / e s t  muni d'une struc- 

18 Commentarii Mathematici Helvetici 
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ture de faisceau de groupoides sur X: les sections de ~ au-dessus d 'un ouvert 
U de X correspondent canoniquement aux applications continues de U dans 
~); le sous-faisceau !B des unit~s de ~ est le sous-faisceau des germes d'appli- 
cations continues d'ouverts de X dans le sous-espace des uuit~s d e / / .  

Le faisceau des germes d'applications continues de X dans un groupoide 
/ / m u u i  de la topologie discrete est identique au faisceau des germes d'appli- 
cations constantes de X dans / / ;  il est isomorphe au produit X •  muni 
de sa projection canonique sur X.  

Les faisceaux de groupes sur X sont dvidemment des cas particuliers de 
faisceaux de groupoides sur X.  

9. Cohomologie ~, valeur dans un faiseeau de groupoides 

Soit ~ un faisceau de groupoides sur l'espace topologique X.  Nous allons 
d~finir l'ensemble H 1 (X, ~) ,  construit formellement exactement de la m~me 
mani~re que le premier ensemble de eohomologie de X ~ valeur dans un fai- 
sceau de groupes non ab~liens sur X (cf. [3], [5], [7], [9]). 

Soit lI -- {U~}ici un recouvrement formd d'ouverts U~ de X,  i parcourant 
un ensemble d'indices I. Une p-cochaine de lI ~ valeur dans ~ est une fonction 
qui associe ~ toute suite i0, il . . . . .  i~ de p ~-1 ~16ments de I tels que 
Uto ,~ Utl . . . . .  U~p ne soit pas vide, une section de ~ au-dessus de cet 
ouvert. 

Une O-cochalne (g) de lI ~ valeur dans ~ associe donc ~ tout i ~ I une 
section g~ de ~ au-dessus de Ui; on dira que (g) est un O-cocycle si g~ = g~ 
sur l'intersection U~ ~ Ur pour tout  i, ~" E I ;  dans ce cas les sections locales 
g~ admettent  une rdunion qui est une section de ~ au-dessus de X.  Par d~- 
finition, H~ ~) sera le groupdide S (X ,  ~) des sections de ~ au-dessus 
de X .  

Soit (/) une 1-cochalne de l I k  valeur dans ~3, c'est-s une fonetion qui 
associe ~ tout  couple (i, j) d'indices de 1 tels que U~ ~ Uj ne soit pas vide 
une sec t ion/o  de ~3 au-dessns de U~ ~ U~. On dira que (/) est un 1-cocycle 
de ~I s valeur dans ~ si, pour tout  triple (i, ], k) d'indices de I ,  

/,~ -- / j~, ,  sur Ut ~ Uj ~ U~.  

Ceci entra~me en particulier q u e / .  est une section au-dessus de Ui du sous- 
faisceau ~B des unit~s de ~ et que /~ ----/~x. 

L'ensemble des 1-cocycles de 1[ k valeur dans ~ sera d~sign4 par Z x (~[, ~) .  
Deux 1-cocycles ([) et (f) ~ ZI(H, ~) seront dits homologues, s'fl existe une 
O-cochalne (g) de lI s valeur dans ?~ teUe que 

/~ = ~7~f~g~ -~ sur U~ ~ U~.  



Structures feuilletdes et  cohomologle ~ valeur dans un faisceau de groupoides 263 

On vdrifie aisdment que la relation ainsi ddfinie dans Z1(11, ~)  est u n e  

relation d'dquivalence. Le quotient de Z 1 (11, ~)  par cette relation d'dquiva- 
lence sera d6signd par H1(11, ~) ,  et sera appeld le premier ensemble de 
eohomologie de lI i~ valeur dans ~ .  

Soit ~ = {Vm}m~M un recouvrement ouvert de X plus fin que li;  soit v 
une application m - > v m  de M dans I telle que, pour tout m � 9  
V~ < U~m. Soit (]) = {[~} un 1-cocycle �9 Z 1 (lI, ~) ; la fonetion qui associe 

tout couple d'indices m, n �9 M tel que V~ ~ V~ ~= o la section restriction 
de [~m~k a V~ ~ V~ est un 1-coeycle 3(]) de ~ ~ valeur dans ~ .  On ddfinit 
ainsi une application de Z1(11, ~)  dans Z l ( ~ ,  ~) qui applique deux co- 
cycles homologues sur deux cocycles homologues. Par passage aux quotients, 
on obtient une application ~rv de H1(11, ~)  dans Hl(!~, ~) ;  elle est in- 
ddpendante du choix particulier de l'application 3. 

En effet, soit z' une application de M dans I telle que V~ ( U,,~; comme 

sur Vm,  

les deux coeyeles 3(I) et z' (/) sent homologues. 
Si ~ est un reeouvrement ouvert de X plus fin que ~, on a ~wu = q~wvq~vu 

et ~vv = identitd. La relation <~ ~ plus fin que 11 *) est une relation de prdordre 
entre recouvrements ouverts de X. Si l'on considbrc que 11 et ~ sent dqui- 
valents si 11 est plus fin que ~ et ~ plus fin que 11, l'ensemble des classes de 
recouvrements de X est muni d'une structure d'ensemble ordonnd filtrant. 
En vertu de ce qui prdcbde, HI(11, ~) ne ddpend que de la classe de 11 (c'est- 
L-dire que si ~ est dquivalent s l~, l'applieation ~vv est bijeetive), et si ~ est 
plus fin que 11, l'applieation q~vu ne ddpend que des classes de 11 et ~. On 
peut done poser la 

D~fSnition: Le premier ensemble de cohomologie Hi (X ,  ?~) de X h valeur 
dans le /aiseeau de groupoides ~ est la limite inductive des ensembles HI(II, ~) 
relativement aux applications qDvu, 11 parcourant l'ordonng ]iltrant des classes 
de recouvrements ouverts de X .  

Il se peut  que l'ensemble H~(X, ~) soit vide. 
Tout eoeycle (/) E Z 1 (11, ~)  reprdsente ul~ classe de cohomologie, c'est4t- 

dire un dldment de HI(X,  ?~), ~ savoir l'image dans la limite inductive de 
la classe de (/) dans H1(11, ~) .  Deux coeycles ([) ~ ZI(II, ~)  et (g) ~ZI(~,  ~), 
11 et ~ ddsignant deux recouvrements ouverts de X,  seront dits homologues 
s'fls reprdsentent le m6me dldment de Hz(X,  ~J). 

Exemple: Soit (E, p,  H) un espaee fibrd muni d'un groupoide s t ruc tu ra l / /  
(cf. I, 6), et soit ~ le faisceau sur X des germes d'homdomorphismes d'ouverts 
de X sur ouverts de T/. Les dldments de H z (X, ~)  sent en correspondance 
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biunivoque avec les classes d'isomorphie d'espaces fibres sur X localement 
isomorphes ~ (E, p , / / ) .  

3. Repr6sentation induite par une repr6sentation de groupoides 

Soient H et H' deux faiseeaux de groupoides sur l'espace X. Une reprdsen- 
tation ~0 de H dins  H' est une application continue de H dans H' se projetant 
sur l'identit~ de X et dont la restriction i~ chaque fibre H~, pour tout  x c X ,  
est une repr~sentation du groupoide H~ dans le groupoide Hi.  Elle induit 
une application de H l (X, H) dans H i (X, H') ; en effet, lI dtant un recouvre- 
ment ouvert de X ,  on d~finit une application de Zl(lI, H) dans Zl(lI ,  H') 
en faisant correspondre au 1-cocycle (/) = {]~j} le 1-cocycle {qf~j}; elle 
applique des cocycles homologues sur des cocycles homologues; par passage 
aux quotients, on obtient done une application de Hl( l I ,  H) dans HI(II,  H'), 
et en passant /~ la limite inductive, une application ~* de H l(X,  H) darts 
Hi(X, H'). 

Soit / une application continue d'un espace topologique X' dans X,  et soit 
H'  le faisceau de groupoides sur X image r6ciproque par ] du faisceau H (les 
points de H' sont les couples (x', z) form,s d 'un point x' c X' et d 'un point 
z E Ht(x')). On a alors une application ]* de Hi(X,  H) dans Hi(X,  H'): 
si 1[ = {U~}~ x est un recouvrement ouvert de X, soit lI' le recouvrement 
ouvert {/-l(Ui)}~x de X' ;  faisons eorrespondre au 1-cocycle {/~j} c Z l (~ ,  H) 
le 1-cocycle { /~} tZ l ( l I  ', H'), oh /~1 est la section de H' au-dessus de 
/-l(Ut)~,/-I(Uj) ddflnie par f~s(x') = (x', ] j ( x ' ) ) ;  on d6finit ainsi une ap- 
plication de ZI(II, H) dins ZI(II ', H') qui applique deux cocycles homo- 
logues sur deux cocycles homologues; on en ddduit par passage aux quotients 
une appl icat ion/u de HI(II, H) dans Hl(lI  ', H'); comme les applications 
]v commutent avec les applications qvv de la limite inductive, on a une appli- 
ca t ion/*  de HI(X,  H) dans HI(X  ' , H'). 

Plus g~ndralement, soient H e t  H' deux faisceaux de groupoides sur les 
espaces topologiques X et X' respcctivement. Une reprgsentation de H clans 
H' relative gt une application continue ] de X'  clans X est une representation 
du faisceau de groupoides sur X ' ,  image rdciproque par / de H, dans le faiseeau 
H' .  D'aprbs ce qui prdcbde, en composant les deux applications/* et ~v*, on 
obtient une application (encore d~sign~e par q*) de Hi( X ,  H) dans 
Hi(X,, H'). 

Proposition 1: La correspondance associant h la reprdsentation q~ l'application 
ep* est un [oncSeur de la cat~orie ~ des relrfgsentations de faisceaux de groul~des 
clans la catggorie des applications d'ensembles de cohomologie. 
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Ce foncteur fair correspondre ~ l'(~objet~) ~ de r l'ensemble H i ( X ,  ~) .  
(Pour les notions de cat6gories et de foncteurs, on pourra se reporter ~ [4], g)). 

4. Espaees fibr6s d6duits 

Soit (E, p) un espace fibr6 sur l'espace ~ des unitfs d'un faisceau de grou- 
poides ~ sur X,  admettant  ~ comme groupoide d'opdrateurs; alors ~ admet 
une reprdsentation eanonique dans le groupoide des germes d'automorphismes 
locaux de (E, p) (of. I, 6). 

Tout coeycle (f) c Z~(II, ~) ,  oh lI = {U~}~r est un recouvrement ouvert 
de X ,  permet de ddduire de (E, p) un espace fibrd (El, pl) de base X.  Con- 
siddrons en effet l'espace somme 2: = U(i, E~), oh E~ = p-1/,(U~). Comme 

i~I 
(/) est un cocycle, la relation (i, x ~ ) ~  (], xj), oh x~ e E~ et xj EEl, si et 
seulement si x~ = 1~ x~ est une relation d'dquivalence (lj~ x~ ddsigne le trans- 
form~ du point x~ de E par l'616ment /~(x) de ~ ,  x 6rant la projection de 
p(x~) dans X).  La projection (i, x~) --> pp(x) de 2: sur X (p: projection de 

sur X) est compatible avec cette relation; par passage au quotient, on ob- 
tient un espace fibrd (El, pl) sur X qui sera appeld l'espace fibrd sur X dgduit 
de (E, p) par (/). 

Proposition 2: Soit (E, p) un espace /ibrd sur !D admettant ~ comme grou- 
po'ide d'opdrateurs; l'espace librd (E t, pl) ddduit de (E, p) par un cocycle 
(/) ~ ZI(II, ~)  est localement isomorphe dt (E, p, ~J). Les espaces /ibrds ddduits 
de (E, p) par deux cocycles homologues sent isomorphes, relativement dt leur 
structure d'espace /ibrd localement isomorphe dt (E, p, ~) (cf. I, 6). 

Remarques: 1. Vu cette proposition, on d6signera par (E ~ pS) la classe des 
espaees fibr6s ddduits de (E, p) par un eoeyele (/) quelconque reprdsentant 
l'61dment s de H 1 (X, ~) ;  par abus de langage, un espace fibr6 sur X iso- 
morphe ~ un espaee fibrd queleonque de cette elasse sera aussi d6sign6 par 
(E ~, pS) et appel6 un espace /ibrd ddduit de (E, p) par s. Remarquons encore 
que deux espaces fibr6s de la elasse (E a, p~) sent isomorphes, mais qu'en 
gdndral fl n'existe pas d'isomorphisme eanonique entre eux. 

2. Si (E, p) et (E', p') sent deux espaees fibrds sur !D admettant ~ comme 
groupoide d'op6rateurs, et s iv  2 est une reprdsentation de (E, p) dans (E', p') 
compatible avec les op6rations de ~ ,  fl existe une repr6sentation y] bien d6- 
terminde de l'espaee fibr6 (El, pt) dans l'espaee fibr6 (E '1, p,l). La eorrespon- 
dance ~ -+ y] est fonctorielle. 

Nous allons donner dans les paragraphes suivants deux exemples d'espaces 
fibr6s ddduits qui joueront un rSle essentiel dans la suite. 
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5. Faisceau de groupes associ6 A un  616ment de H~(X, ?~) 

Soit a (resp. b) la projection de ~3 sur ~ qui fair correspondre ~ tout  ~16ment 
de ~ son nnit~ ~ droite (resp. ~ gauche). Soit (~ le faisceau de groupes sur ~B 
form~ des ~l~ments de ~ a y a n t  m6me urdt~ ~ droite et ~ gauche. Le groupoide 

peut ~tre consider6 de la mani~re suivante comme groupoide d'op~rateurs 
sur ~ :  si z e ~ ,  z 0e(~ et  a ( z ) - ~ a ( Z o ) ~ 5 ( % ) ,  alors le transform~ de z o 
par z sera l'~16ment ZZo z-~ de (~; ainsi ~ respecte la structure de groupe sur 
chaque fibre du faisceau ~ sur !B; on peut  donc d~duire du faisceau ~ ,  par 
un  cocycle (/) e Z 1 (lI, ~),  un  faisceau de groupes (~! sur X appel~ l e / a i s c ~ u  
de groupes associg & (]); par  abus de langage (cf. 4, remarquc 1), (~  sera appel~ 
un  faisceau de groupes associ~ ~ l'~l~ment s de H ~ (X, ~).  

Proposition 3: Soi~ (E!, p~) l'espace [ibrg ddduit par un cocycle (/) d'un 
espace /ibrd (E , p) sur ~ admettant ~ comme groupdide d' opdrateurs. Le /aisceau 
de groupes ~!  associd h (/) admet une reprgsentation canonique sur Ie groupdide 
des germes d'automorphismes locaux de (E!, p~). 

I1 est entendu que (El, p~) est muni  de sa structure d'espace fibr~ locale- 
men! isomorphe/~ (E, p,  ~) .  

Remarques: 1. Lorsque ~ est un  groupoide fiddle d'opdrateurs sur (E, p) 
(cf. I,  6), eette representat ion est un  isomorphisme; lc groupe Ho(X, ffj!) est 
canoniqucment  isomorphe au  groupe des automorphismes de (E!, p]). 

2. Commc flit est un  faisceau de groupes sur X ,  l 'ensemble H ~ (X, ~f)  est 
d~fini. Si (/) et (g) son! deux cocycles homologues repr~sentant le m6me ~l~- 
ment  8 de H~(X, ?~), les ensembles H I ( X ,  (~!) et Hx(X,  (~) sont  en 
correspondance biunivoque canonique. 

3. Soit ~0 une representat ion d 'un  faisceau de groupoides ~ sur X dans nn 
faisceau de groupoidcs ~ sur X ~ relative h unc application continue / de X ~ 
dans X;  elle induit  une application r de H~(X, ?~) dans H~(X ' , ?~') (cf. 3), 
et une representation relat ive h ] d 'un  faisceau de groupes ffi ~ associ~ /~ 
s �9 H ~ (X, ~)  dans un faisceau de groupes ffi ~'' associ~ /~ s ~ ~-- ~0" (s), d 'oh 
une reprdsentation ~ de H~(X, ffj*) dans H~(X ~, (~s'). La correspondance 

--> ~0 s est fonctorielle (si l 'on convient de choisir un  repr~sentant parmi les 
ensembles H~(X, ~')).  

6. Faisceau principal associ6 A un  616ment de H 1 (X ,  ~ )  

Lc groupoide ~ ,  muni de sa projection a sur ~ ,  peut  ~tre consid~r~ comme 
un espace fibr~ sur  ~B sur lequcl ~ est groupoide d'op~rateurs, Faction d 'un  
~16mcnt z e ~ sur un  ~l~ment z o tel  que a(zo) ~ a(z) 6tan! Zo z-1. L'espace 
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fibr~ (~1, a 1) dgduit de (~ ,  a) par un cocycle (/) E ZI(~ ,  ~} sera appel~ le 
/aisceau principal associg ~ (/), et (el. 4, remarque I) un espace fibr~ ( ~ ,  a 8) 
d~duit de (~ ,  a) par s E H i ( X ,  ?~) un [aisceau principal azsocid & 8. 

Le groupoide d'op~rateurs f~ sur l'espace fibr~ (~,  a) laisse invariante la 
projection b de ~ sur ~ ,  et ~ agit ~galement eomme groupoide d'op~rateurs 

gauche sur ~ muni de la projection b. On en d~duit que (~1, al) est muni 
d'une projection canonique bl dans ~B et que ~ est groupdide d'opdrateurs sur 
(~I,  bJ). Remarquons que ~ est simplement transitif dans chaque fibre de 
(~1, al). 

Proposition 4: Soit (Et, pl) l'espace ]ibrd ddduit par un cocycle (1) d'un espace 
/ibrd (E, p) sur !B admettant ?~ comme groupoide /id~le d'opdrateurs; le /aisceau 
principal associd ~ (/) s'identi/ie au laisceau 8ur X des germes d'isomorphismes 
locaux de (E 1, p/) dan8 (E, p). 

La projection b I s'identifie & la projection naturelle de ce faisceau dans ~B, 
et Faction de ~ sur ($1, b 1) s'identifie ~ l'action naturelle de ~ sur ce faiseeau. 

Si $ n'est pas un groupoide fid~le d'opdrateurs sur (E, p), le faisceau prin- 
cipal associ6 ~ (/) admet une representation canonique sur le faiseeau des 
germes d'isomorphismes locaux de (E t, p/) dons (E, p). 

][i r~sulte de la proposition 4 que l'espace fibr~ (El, 1ol) est canoniquement 
isomorphe au quotient du sous-espace du produit ~)I X E form~ des couples 
(h, y) tels que b l (h )~  p(y) par la relation d'~quivalenee qui identifie les 
couples (zh, zy) et (h,y) ,  ob z c $  et a ( z ) = p ( y ) .  

Coeyele maximal: Soit K l'ensemble de t o u s l e s  relbvements k d'ouverts 
Vk de X dons le faisceau principal (~1, a/). Pour tout couple k, b' ~ K,  soit 
gk~, l'application continue de V~ ,~ V~, dons ~ qui associe h tout x �9 V~,, V~, 
l'~l~ment gk~,(x) unique de ~ tel que b(x) = g~k,(x)b'(x). Si l'on identifie 
les applications gkk' avee les sections qu'elles ddterminent dans $ ,  alors 
(g) -~ (gkk'} est un cocycle ~ Z I ( ~ ,  ~)  relatif au reeouvrement ~ -~ {V~}k~ ~ 
et qui repr~sente le m~me ~idment s ~ H ~ (X, ~)  que (f). Il sera appel~ un 
cocycle maximal reprdsentant s: si (h) ~ Z~(~ ,  $ )  repr~sente aussi 8, ob 

= {W,~}~  est un reeouvrement ouvert de X,  il existe une application 
(qui n'est pas unique en gdn~ral) de L dons K telle que W~---- Vr~ et 
h,~-----g,m~,. Si (h) est aussi un cocyele maximal repr~sentant s, l'appliea= 
tion ~ est biunivoque. 

Cette construction montre que la donn~e d'un faisceau ~f~ sur X muni d'une 
projection q dans ~ relativement k laquelle $ est groupoide d'op~rateurs sur 
~f~, simplement transitif dans ehaque fibre de ~f~, d~termine un ~l$ment 8 de 
H~(X, ?~), et que ~ est un faisceau principal assoei~ k s. 
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7. Sous-faisceau complet. Le foncteur H~(X, ~) ~ Ho(x,  fB/?~) 

Un sous-/aisceau comr!et ?~' de ?~ est un sous-faisceau de groupoides de 
tel que chaque fibre ~ de ~ '  au-dessus du point x de X soit un sous-groupoide 
c0mplet du groupoide ~ .  

On a immddiatement la 

Proposition 5: Si ~ '  est un sous-/aisceau complet de ~3, l'application de 
H 1 (X, ~ ' )  dans H 1 (X, ~ ) ,  induite par l'injection de ~ '  dans ~J, est injective. 

On remarquera que, si (E, p) est un espace fibr4 sur ~ admettant !]3 comme 
groupoide d'op4rateurs, l'espace fibr4 d4duit de l'espace fibr4 restriction de 
(E, p) au sous-espace des unit~s de ~ ' ,  par un cocycle (/) E ZI(II, ~ ' ) ,  est 
identique s l'espace fibr4 d4duit de (E, p) par le cocyele (/) consid4r4 comme 
un 414ment de ZI(II, ~) .  En partieulier, les faiseeaux principaux associ4s /~ 
(/) et ~ son image dans Z 1 (lI, ~)  sont identiques. 

L'intersection de deux sous-faisceaux complets de ~ est encore un sous- 
faisceau complet de ~ .  Toute partie ouverte de ~ se projetant sur X engendre 
un sous-faisceau complet, k savoir l'intersection de tous les sous-faisceaux 
complets qui la contiennent. A tout gldment s de H ~ (X, ~)  correspond un sous- 
]aisceau complet minimal ~ ,  de ~ ;  en effet, si (/) ---- {/~j} et (g) = {gm~} sont 
deux cocyeles qui repr4sentent s, les sections locales/~j et g,,, engendrent le 
m~me sous-faisceau complet ~ , ;  il est de plus minimal, car le groupoide ~ ,  
agit transitivement dans chaque fibre du sous-faisceau ida de ses unit4s. 

Soit ~/~1 le faisceau quotient de ~B par la relation d'4quivalence d4termin4e 
sur !B par Faction de ~ .  I1 existe une correspondanee biunivoque naturelle 
entre les sous-groupoides eomplets minimaux de ~ et les sections du faisceau 
!B/~), c'est-h-dire les 41$ments de H~ ~B/~). On a donc la 

Proposition 6: II existe une application /onctorielle % de H i ( X ,  ?~) dans 
H ~  S/~). 

L'application g est un homomorphisme des foncteurs H i ( X ,  ?~) et 
H ~  ~B/~J) ddfinis sur la cat4gorie des repr4sentations de faisceaux de grou- 
poides (et dont les objets sont les faisceaux de groupoides). 

On peut se proposer de rechercher quelle est l'image inverse d 'un 414ment 
a de H~ ~ / ~ )  par g, autrement dit de calculer H x ( x ,  ?~), oh ~ est le 
sous-faisceau complet minimal de ~ d4termin4 par la section a de !B/~. La 
r4ponse est donn~e par  la 

Proposition 7: Soit ?~ un sous-/aisceau de groupohies complet minimal de ~J. 
Supposons qu'il existe un dldment s ~ H i ( X ,  r et soit (5 ~ un /aisceau de 
groupes sur X associd dts. I1 existe alors une application biunivoque canonique 
# de H 1 (X, ~ )  sur H 1 (X, if)') qui applique s sur Ia classe neutre de H 1 (X,  ff)~). 
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Vu l ' importance de cette proposition, nous en donnons une br~ve d~mons- 
trat ion.  

Soit (/) c ZI(II ,  ~ )  un  cocycle relatif au recouvrement 1I = {U~}~ z de 
X et repr~sentant l'~l~ment s. Le faisceau de groupes (~! assoei~ g (/) (cf. 4 et 5) 
est le quotient de l'espace somme • = U (i, G~), oh G~ est form~ des ~l~ments 

g~ de ~ tels que a(gi) = b(gi)E/ii(U~), par la relation d'~qnivalence qui 
identifie (i, g~) et (j, ffj) si g~ = [sig~/i~ ; on d6signera par {i, gt} la classe 
de (i, gi); c'est done un point de (51. 

Soit s'E H I ( X ,  ~ ) ;  on peut representer eet ~l~ment par un eocycle 
(h) ~ Z I ( ~ ,  ~ ) ,  oh ~ = (V~}l~ L est un recouvrement ouvert  de X plus 
fin que H, et tel que, pour une application v de L dans I avec V~ c Urz, h~ 
soit la restriction de [~t~t g V~; ceci est possible paree que ~ est minimal. 
En posant  gt~ -~ {m, [~ , t h t~} ,  on ddfinit un  cocycle (g) = {gt~} c Z 1 (~ ,  (5I); 
la classe /z(s') ~ H~(X,  (51) qu'il repr~sente est inddpendante du cocycle (h) 
qui reprdsente s ' .  

Inversement,  soit t ~ H~(X,  ~]);  on le reprdsente par un cocycle 
(g) r Z I ( ~ ,  ~i]), oh ~ = {Vt}~e~ est un recouvrement ouvert de X plus fin 
que 1I. Soit z une application de L dans I telle que Vt ~ U,t.  Si le cocycle 
(g) est ddfini par  gt~ = {m, tt~}, en posant h~m = ],t~,~ttm , on d~finit un 
cocycle (h) = {ht~} ~ Z~(~ ,  ~3,) qui reprdsente un dldment v(t) ~ H~(X,  ~3~) 
ind6pendant du choix de (h). On vdrifie immddiatement  que v = / z  -~, donc 
# est une application bijective. En  tenant  compte de la remarque 2 de 5, la 
proposition 7 est ddmontr6e. 

Remarques:  1. L'application # est/onctorielle : soit ~0 une reprdsentation d 'un  
faisceau minimal de groupoides ~ sur X dans un faisceau minimal de grou- 
poides ~ '  sur un  espace X ' ,  induisant la reprdsentation q0* de H x ( X ,  ?~) 
dans H~(X ', ~ ' ) ,  qui applique l'dldment s sur un  6ldment s ' ;  elle induit  
dgalement une repr6sentation ~" de H~(X,  (5 ~) dans H~(X ', (5"') (cf. 5, re- 
marque 3); le diagramme suivant est commutat if :  

q0* 
H i ( X ,  ?~) , H ' ( X  ', ?~') 

H ~(X, (5') ~ ' ,  H ~(x ' ,  ~i'") 

2. Si le faiseeau de groupoides ~ est simple, (c'est-g-dire que chaque ~l~ment 
de ~ est d~termin~ par  ses unit~s g droite et  g gauche), l 'application 
z : H ~ ( X ,  ~) ---> H ~  fB/~) est bijective, puisque (5 est r~duit dans c e  c a s  

au faisceau ~3. Dans ce cas, tout  faisceau principal assoei~ g s �9 H ~ (X, ~ )  e s t  

canoniquement isomorphe au sous-faisceau $ ,  de ~B. 
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3. Comme on l'a vu (5, propos. 3), un faisceau de groupes qi' associd ~ s 
agit comme faisceau de groupes d'opdrateurs sur tout espace fibrd (E ', p*) 
ddduit par s d 'un espace fibrd (E, p) sur ~ admettant  U comme groupoide 
d'opdrateurs; tout dldment de H 1 (X, ffi ~) permet done de ddduire de (E', p*) 
un espace fibrd sur X .  Tout espace fibrd ddduit de (E, p) par un  dldment 
t ~ H 1 (X ,  U~) est isomorphe ~t un  espace fibrd ddduit de (E ~, p~) par l'dldment 
/, (t) ~ H~ ( x ,  ff~). 

8. Cas d'un faisceau constant. Holonomie 

Supposons que le faisceau de groupoides U sur X soit le faisceau des germes 
d'applications eonstantes de X dans un groupoide/ / .  Alors U est canonique- 
ment isomorphe au produit X •  ( o h / / e s t  muni de la topologie discrete) 
muni de sa projection canonique sur X,  le sous-faisceau ~ des unitds de U 
s'identifiant au produit de X par l'ensemble B des unitds d e / / ( B  dtant muni 
de la topologie discr6te). Comme dans le cas des faisceaux constants de grou- 
pes, H 1 (X,  U) sera souvent ddsignd par H 1 (X, 11). 

Tout faiseeau principal (U*, aS) associd s un dldment s E H i ( X ,  11) sera 
appeld un espace fibrd principal sur X dt grou~Yide structural discret I I .  Soit fl~ le 
composd de la projection canonique b s de U ~ sur ~ avec la projection cano- 
nique de ~ sur B.  Relativement k cette projection, le g roupoide / /ag i t  comme 
groupoide d'opdrateurs sur U s simplement transitff dans chaque fibre de 
(U s, a ~) (cf. 6). Remarquons que (~8, a') est un rev$tement de X ,  car U est 
un revgtement (trivial) de ~ .  Les considdrations qui suivent sont analogues 

celles que M. C. E m ~ . S M ~  a ddveloppdes dans ses cours sur les rev6tements. 
Un isomorphisme de la fibre USx de U'  au-dessus de x c X sur la fibre U~ 

au-dessus de y c X est une application biunivoque i de U~ sur U~ compa- 
tible avec les ol~rations de / / ,  c'est-k-dire que, pour tout  ~ c U~, on a 
fl*i(~) -~ fl*(~) et i (z~)  -~ z ( i ( '~)) ,  oh z e s t  un dldment d e / / d o n t  l'unitd 

droite est fls (~). 
Soit ~* le groupoide de ces isomorphismes, a e t  fl ses projections eanoniques 

sur X faisant correspondre ~ un isomorphisme de U~ sur U~ les points x et y 
respeetivement; les unitds de ~s sont les isomorphismes identiques des fibres 
de U * et correspondent donc biunivoquement aux points de X.  

On peut ddfinir sur ~ une topologie telle que (~B, a) soit un revgtement 
de X:  si i est un isomorphisme de U~ sur U~ et U un voisinage ouvert de x 
admettant  un rel~vement f dans U s, pour tout  x' ~ U, les isomorphismes de 
U~, sur U~ qui appliquent /(x t) sur i f ( x )  forment un voisinage ouvert  de i.  
L'application fl de ~/~ sur X est localement eonstante. 

Supposons X localement connexe. La rdunion ~o des composantes con- 
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nexes des unit~s de ~8 est un sous-groupoide de r appel~ le groupo~e d'holo- 
nomie de ~ ,  et le groupe form~ des isomorphismes de ~ sur ~ appartenant 
& q~ le groupe d'holonomie de ~ au point x. 

L'espace ~b~, muni de la restriction de a, est un rev~tement de X.  Si 
c f ~ ,  le groupe d'holonomie de ~ an point x est isomorphe au sous-groupe 

formd des dldments z de T/qui  transforment en elle-m~me la eomposante con- 
nexe de ~ '  contenant 9; ces ~l~ments appartiennent au groupe G b des ~l~- 
ments de H ayant  comme unit~ & droite et k gauche b -~ fl'(~): si i e s t  un 

^, 
~l~ment du groupe d'holonomie appliquant ~ sur x ,  il existe un ~l~ment 
unique z de G b tel que ~ ' -~  z~. Les groupes d'holonomie de f~  en deux 
points x et y appartenant k la m~me composante connexe de X sont iso- 
morphes. Si X est connexe, on appellera groupe d'holonomie de s u n  groupe 
isomorphe au gToupe d'holonomie de ~ en un point quelconque de X.  

Tout ehemin C dans X d'origine x et d'extr~mit~ y se relive d'une mani~re 
unique suivant un ehemin dans f~ d'origine donn~e ~ ~ ~ ;  soit i(~) son 
extrdmit~: l'application ~ --> i(9) est un isomorphisme de ~ sur ~ qui 
appartient au groupoide d'holonomie ~ ;  cet isomorphisme est l'extr~mit~ du 
rel~vement de C dans le rev~tement (r a) d'origine l'automorphisme iden- 
tique de ~ ;  il ne d6pend que de la elasse d'homotopie de C. Si X est locale- 
ment eonnexe par arc, tout 61~ment de ~ peut ~tre obtenu de cette mani~re. 
On a ainsi une antireprdsentation bien d~termin~e du premier groupe d'homo- 
topie ~1 (X, x) de X de point base x sur le groupe d'holonomie de ~ au point x. 
Dans le cas oh X est connexe et localement simplement connexe par are, cette 
reprdsentation d~finit ~ k un isomorphisme pr~s. 

Supposons maintenant X connexe; alors ~ '  est appliqu~ par fl~ sur un 
sous-groupoide eomplet minimal/ /~ de T/. Soit (f) le 1-coeycle relatif au re- 
couvrement de X form~ du seul ouvert X et qui lui fair eorrespondre l'appli- 
cation constante sur une unit~ b de T/~. Le faisceau de groupes sur X assoei~ 

(~) est dans ce eas le faisceau constant isomorphe au produit de X par le 
groupe G~ form~ des ~l~ments de T/ayant  b comme unitg ~ droite et ~ gauche. 
D'apr~s la proposition 7, on a la 

Proposition 8: Si X est connexe, l'ensemble H~(X, T/o), o~ H~ est un sous- 
groupdide complet minimal de 1I dont best une unitd, est en correspondance bi- 
univoque canonique avec l'ensemble H ~ (X,  G~), o4 G~ est le qroupe des dldments 
de T~ ayant b comme unitd ~ droite et ~ gauche. 

Si b' est une autre units de / /o ,  on a u n  isomorphisme de G~ sur G~, d~fini 
an automorphisme int~rieur pros, mais qui induit un isomorphisme eano- 

nique de Hx(X,  G~) sur H~(X, G~,) (cf. 5, remarque 2). 
Comme on le salt, lorsque X est connexe et localement simplement connexe 
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par arc, lea dl4ments de H* (X, Ga) correspondent aux classes de representa- 
tions de gl (X, x) dana Ga d~finies g u n  automorphisme int~rieur pr~s. L'image 
de gl (X, x) dana G, pax une repr4sentation associ~e g un ~l~ment ~ ~ H ~ (X,//0) 
eat isomorphe au groupe d'holonomie de s. 

9. Suite exaete de eohomologie 

Voici un cas particulier de suite exacte de cohomologie relative g une suite 
exacte de faisceaux de groupoides. 

Soit ~ un faisceau de groupoides sur X et ~ le sons-faisceau de ses unit~s; 
soit ~o une representation sur ~B d'un faisceau d'ensembles ~B t sur X,  et sup- 
posons que ~ soit un groupoide d'op~rateurs sur (~B', r Le groupoide 
extension du groupoide ~ d'opdrateurs sur ~ '  (cf. I, 5) peut ~tre considdr~ 
comme un faisceau de groupoides ~ '  sur X dont le faisceau des unit~s est 
!B'; il admet nne reprdsentation canonique ~ sur ~ .  Ecrivons la suite 

i 
~ ' ~  ~ (1) ~,-~ ~ - ~  

analogue k une suite exacte; la premiere application eat l'injection de !B' 
dana ~ ' .  On se pose le 

Probl~me: Etant donnd un  dlgment s ~ H I ( X ,  ~) ,  dgterminer lea ~ldments 
de H i ( X ,  ~3') appliquds Bur s par la reprgsentation q~: H i ( X ,  ~Y) ---> H i ( X ,  ~3) 
induite par ~. 

Soit ffi le faisce~u de groupes sur iB form~ des ~l~ments de ~ ayant  m~me 
unit~ s droite et k gauche, et soit ~ le sous-faisceau de ~ '  appliqu~ sur ffi 
par r Alors ~ peut ~tre consid~r~ eomme groupoide d'op~rateurs sur ffi, ~3' 

f et ~ consid~r~s comme espaces fibres sur ~3; par exemple, si z 0 ~ ~ eat le 
couple (Zo, y), oh z 0 c ffi, et y ~ ~3' avec ~o(Y) = a(Zo) (cf. I, 5), Faction de 

! 
z c ~ ,  tel que a(z) = a(zo), sur z o sera l'~l~ment zz~ = (zzoz -1, zy ) .  

Soient alors ffi', ~ " ,  iD ' '  lea espaees fibrds sur X d~duits resp. de ffi, ~0, 
~ '  pax un cocycle (/) repr~sentant l'~ldment s. On a une suite de reprdsenta- 
tions d~duite de la suite (1) (cf. 4, remarque 2) 

O ~08 
~"-+  ~ " ~  ~ '  -+ x (2) 

~i* ~tant encore un faiseeau de groupes d'op~rateurs sur ~3 '~ (cf. 5) et ~ "  
s'identifiant au groupoide extension du groupoide ffi ~ d'opgrateurs sur iD". 

Soit ~), le sous-faisceau complet minimal de ~ ddtermin~ par s (cf. 7) et 
soit ~ le sous-faisceau de groupoides complet ~-~(~,) de ~ ' .  On a l e  dia- 
gramme commutatff 
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Hi(X, ~)  ~, HI(X, ~,) 

H 1 (X, ~,s) ~' ,  i_1, (X, (~') 

oh les applications verticales sont bijectives, # '  ~tant d~finie de la m~me 
mani~re que/~ (cf. 7, d~monstr,  de la propos. 7). Comme s est appliqu~ par /~ 
sur la classe neutre  de H I ( X ,  ffi*), les dldments de H~(X ,  ?~') appliquds par 
sur s sont en correspondance biunivoque (par td) avec les ddment8 de H~(X ,  !It 's) 
appliquds par q2 sur la classe neutre de H I (X ,  (5s). 

Or la suite (2) induit  la suite 
is ~v8 

H o ( x ,  f~,s) .__> H I ( X ,  ?~,,) ___> H I ( X ,  (fis) (3) 

qui est exacte dans le sens suivant :  les dldments de H i ( X ,  ~J'~) appliquds par 
q2 sur la classe neutre e de H 1 (X,  (Yj~) sont les images Tar i ~ des dlgments de 
H ~  ~'~). De plus, H o ( X ,  (fi*) est un groupe d'opgrateurs sur H ~  !~"):  
deux gldments al et a, de H ~  fD 's) ont la m~me image par i s si et seulement 
s'il existe un dldment g e H ~  (5 s) trans/ormant a I en a,.  

E n  effet, il est clair que, si s ' e  H i ( X ,  ~J'~) est l ' image par  i ~ d 'un  $1~- 
ment  de H o ( X , ! D " ) ,  alors ~ ( s ' )  = e. Inversement ,  si ~ s ( s ' ) =  e, soit 
(/') e ZI (H,  ~3 '~) un cocycle repr~sentant  s ' ,  oh l i  ----- {Ui}i~z est un  recouvre- 
ment  ouver t  de X;  on a /~i = (gt~, l~j), oh bij et  et gt, sont des sections de 
~'~ et (5 ~ au-dessus de Ut ~ U~; on a l e s  relations gtk = gi~g~ et b ,  -= gob~r 
sur Ui ~ Ur Comme par  hypoth~se {g;~} est un  cocycle repr~sentant  e, il 
existe, s i l I  est assez fin, des rel~vements h i de Ui dans ffi* tels que htgohT l 
soit le rel~vement de Ut ~, U~ dans la section neutre  de ffi*. Le cocycle 
]~ = (hig~h~ -1, h~bij ) est homologue h (1'); fl est l ' image par i s de la section 
de !B" qui est r6union des sections locales htb . .  Si les sections G 1 et a~ de 
~'~ ddterminent  le retiree dlSment de H I ( X ,  ?~'~), il existe un  reeouvrement  

= {V~}ie~ de X et  des rel~vements gi de V~ dans ~i' tels que, sur Vt, 
a~ = gia~ et  gig~ -~ soit le rel~vement de V t ~, V~ dans la section neut re  de 
ffis; les sections locales gi admet ten t  done une rfiunion g ~ H ~  (~') et on a 

G I = gG~. 
Done, si l 'on consid~re comme ~quivalentes deux sections al et  a~ de deux 

espaces fibres sur X lorsqu'fl existe un  isomorphisme y) du premier  sur le 
second tel  que a~ ----- v;al, la r~ponse au probl~me pos$ est donn$e par  la 

Proposition 9: Les dlgments de H I ( X ,  ~ ' )  appliqugs par q; sur un  dlgment s 
de H I ( X ,  ~J) sont en correspondance biunivoque canonique avec les classes 
d'dquivalence de sections des espaces /ibrgs sur X ddduits par  s de l'espace /ibrd 

~B' sur f~. 
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Soit ~ un faisceau de groupoides sur X et soit ~0 un sous-faisceau de grou- 
poides de ~ ayant  le mgme sous-faisceau d'unitds ~B que ~ .  Si l'on identifie 
deux dldments z 1 et z~ de ~ s'il existe un dldment z 0 de ~0 tel que zz ~ zozl, 
on obtient un faisceau quotient ~ /~0  et ~ est encore un groupoide d'opdra- 
teurs sur ~ /~0  relativement s la projection a 0 sur !B ddduite de la projection 
a de ~ sur ~ .  

Par une ddmonstration directe, ou ~ l'aide d'une suite exacte analogue 
celle qu'on utilise pour rdsoudre le problbme de la rdduction du groupe struc- 
tural, dans la thdorie de la cohomologie ~ valeur dans un faisceau de groupes, 
on ddmontre la 

Proposition lO: Les dldments de Hi( X ,  ~o) appliquds sur un dldment 
s e H i ( X ,  ~ ) ,  par l'application induite par l'in]ection de ~o dans ?~, sont en 
correspondance biunivoque canonique avec les classes d'dquivalence de sections 
d'un espace ]ibrd sur X ddduit par s de l'espace fibrd (?~/~Jo, %). 

CHAPITRE III 

/'-structures et / ' .s tructures feuiUet~es 

S o i t / "  un pseudogroupe d'automorphismes locaux d'un espace B.  Une F- 
structure s sur un espace topologique X est un ~16ment du premier ensemble 
de cohomologie de X ~ valeur dans le faisceau de groupoides ~ r  form~ des 
jets locaux de X dans le groupoide / / r  des jets locaux de P (cf. introduction). 
Une application continue f d 'un espace X ~ dans X d~finit, par image r4ci- 
proque de s, une F-structure sur X' .  De tout  espace fibrd sur B admettant  
/ / r  comme groupoide d'opdrateurs, on peut d4dnire par s un espace fibr6 sur 
X d~fini s un isomorphisme pros; par exemple, un espace fibr~ principal 
associ4 ~ s est d4duit du g roupo ide / / r  muni de sa projection source sur B. 
Le th~or~me 1 du w 6 permet de d~terminer les F-structures sur X dans le 
cas particuUer oh F est d~duit par Iocalisation d 'un groupe de transformations 
de B v~rifiant une condition simple. 

Une/ ' -s t ructure fenillet6e sur X est d~finie comme une section a du faisceau 
quotient du faisceau !B des jets de X dans B par la relation d'~qnivalence 
associ~e ~ Faction d e / / r  sur !B. Toute/ ' -s tructure s sur X admet une/ ' -s truc-  
ture feuiUet~e sous-jacente a. Les / '-structures feuillet~es qui interviennent 
le plus souvent dans la pratique sont non d~gSn~rdes (cf. 9); eUes sont sous- 
jacentes k une / '-structure unique. Les notions de jets distingu~s, de grou- 
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poide d'holonomie et de feuilletage localement simple (cf. [4], h)) sont dues 
M. EHR~SM~r et ont dtd adapt6es ~ notre cadre; il apparalt ici que l'holo- 

nomie d'une feuille F d'une F-structure feuillet6e sous-jacente ~ une F-struc- 
ture s sur X caract6rise la F-structure image rdciproque de s par l'application 
identique de F dans X.  Le paragraphe 12 ddfinit les structures feuilletdes 
r6guhbres telles que M. En~ESMA~ les a introduites dans ses cours. La dd- 
monstration du thdor~me de stabiht6 (13), qui a ~t6 d'abord dnonc6 et d~- 
montr6 par G. REEB dans le cas particulier des vari6tds feuillet~es (of. [15], a)), 
est inspirde de la ddmonstration donnde par Em~ESMX~ et SHIn dans [4], h). 
La proposition 5 du paragraphe 14, qui montre comment on peut r6aliser les 
dldments du groupoide d'holonomie, est importante pour les applications gdo_ 
mdtriques. 

1. L'esp~ee des F.structures sur les espaees topologiques 

Soit F un pseudogroupe d'automorphismes locaux d'un espace topologique 
B,  et soit H r  le groupoide formd des jets locaux des transformations de F, 
muni de sa topologie naturetle d'espace dtald sur B par la projection source 
(ou but) (cf. I, 1, 2, 3). 

Pour tout espace topologique X ,  l' espace des jets locaux d' applications continues 
d' ouverts de X clans I'I vest  un /aisceau de groupo'ides ~ r  sur X .  Le sons-faisceau 

de ses unitds s'identifie ~ l'espace des jets locaux d'applications continues 
d'ouverts de X dans B,  identifid au sous-espace des unitds de H r .  Le grou- 
poide Fir  est un groupoide d'op6rateurs sur l'espace ~ muni de sa projection 
but  fl sur B (cf. I, 5), le transform6 d'un jet local y c ~ de but  b e B par 
un 61dment z de H r  de source b, grant le composd des jets locaux zy. On a la 

Proposition 1: Le /aisceau de groupo'ides Up, considdrd comme un groupdide 
topologique dont fD est l'espace des unit~s, est canoniquement isomorphe au grou- 
pdide extension du 9rou~go'ide Fir d'opgrateurs sur (fB, fl) (cf. I, 5). 

Dgmonstration: Considdrons l'application q de ~)r dans le produit topolo- 
gique Fir • ~ qui fait correspondre k un jet local de X dans Fir son but  
(qui est un 616ment de Hr)  et son unit6 ~ droite (qui est un dl6ment de ~).  
L'application q est une repr6sentation du groupoide ~)r sur le groupoide ex- 
tension du groupoide H r d'op6ratem's sur ~ qui est d6fini eomme un sons- 
espace E de Fir • ~ (ef. I, 5). Enfin ~ est un homdomorphisme de ~3r sur 
E ,  comme on le v6rifie en reprdsentant les jets locaux par des applications 
pointdes. 

Tout hom6omorphisme h de l'espace X sur un espace X / se prolonge suivant 
un isomorphisme bien ddtermind des faisceaux de groupoides ~ r  et ~)~ for- 
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m~s des jets loeaux de X et X'  dans H r ,  et il induit done une application bi- 
univoque h* de H 1 (X, ~ r )  sur H 1 (X ', ~ . ) .  

D~finition: Tout glgment s ~ H I ( X ,  ~ r )  sera appel~ une /'-structure sur 
l'espace to,pologique X .  L'esl~ce des / '-structures sur les espaces topologiqnes 
est d~finie par le foncteur h -~ h* de la cat~gorie des hom~omorphismes des 
espaces topologiques dans la cat~gorie des applications biunivoques des en- 
sembles de cohomologie (cf. [4], g)). Le couple (h, s) est un isomorphisme de 
la / ' - s t ructure  s sur X sur la / ' -s t ructure  h* (s) sur X ~ . 

2. Image r6eiproque d'une/'-structure par une application 

Une application continue ] d 'un espace topologique X'  clans X induit une 
representation canonique t r  de ~ r  dans ~ relative ~ I (cf. II, 3): au couple 
form~ d'un point x' ~ X'  et d 'un jet local z de X d a n s / / r  de source l(x') 
correspond le jet  local compos~ du jet local de f au point x' et de z. 

La correspondance I ~ l r  est un foncteur contravariant de la cat~gorie 
des applications continues des espaces topologiques dans la cat~gorie des re- 
presentations de faiseeaux de groupoides. L'application ]r  induit une appli- 
cation ]* de H i ( X ,  ~ r )  dans H I ( X  ', ~ ) ;  la correspondance I --> 1" est un 
foncteur contravariant. 

D6flnition: S i s  est une /'-structure sur X ,  c.-(~-d, un glgment de H 1 (X, ~ r ) ,  
l'glgment f*(8) de H I ( X  ', ~fr) sera appel~ la I-structure sur X '  image r~ci- 
l~roque par ] de la I-structure s sur X .  

Si ] e s t  l'application identique d 'un sous-espace X r dans X,  on dira aussi 
que f* (8) est la F-structure induite sur X' par s. 

3. Sous-esp~ee de l'espbee des/'-structures 

On consid~re souvent des sous-esp~ces de l'esI~ce des/ ' -s tructures en rem- 
plagant la cat4gorie dent  les objets sent les faisceaux de groupoides form,s 
de tous les jets locaux d'applications continues d a n s / / r  par une sous-eat~go- 
rie dent  les objets sent des sous-faisceaux complets. Un sons-faisceau eomplet 
(cf. II ,  7) du faisceau de groupoides ~ r  sur X est form6 des ~l~ments de ~)r 
dent  les unit6s appartiennent k un sous-faisceau du faisceau ~B des unit4s de 
~ r  stable par les ot~rations d e / / r  (cf. 1). 

Rappelons que, si ~ est un sous-faisceau complet de ~ r ,  l'application de 
H 1 (X, ~)) dans H 1 (X ,  ~)r), induite par l'injeetion de ~) dans ~ r ,  est injec- 
rive (cf. II,  propos. 5). 
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Exemples: 1. L'esp~ce des (B, 1")-structures. On peut restreindre la cat~gorie 
des applications continues des espaces topologiques s la sous-cat~gorie G B 
dont les objets sont los espaces topologiques localement hom~omorphes ~ B 
et dont les (~ morphismes ~ sont les applications de ces espaces qui sont locale- 
ment des hom~omorphismes. On consid~rera sur chaque espace X de C B le 
faisceau de groupoides form~ des jets locaux des hom~omorphismes locaux 
de X darts H r (le sous-faisceau ~B de ses unit~s est form~ des jets d'hom~o- 
morphismes locaux de X dans B). On obtient ainsi l'esp~ce des structures 
d'esIoaces localement isomorphes ~ B muni du pseudogroupe 1" ou, comme elle 
sera appel6e ici, l'esp~ce des (B, 1")-structures (cf. I, 1). Une structure de cette 
esp~ce est donn~e en gbn~ral par un atlas 9~ = {]~}i~r de B sur X compatible 
avee 1" (cf. I, 1); il lui correspond le 1-cocycle (])~ZX(lI, ~ r ) ,  lI = {U~}~ z 
~tant le recouvrement de X form~ des buts U s des cartes ]4 de 9~, ]~y (x) ~tant 
le germe au point x de l'application x __~]~(]~-1]~) de U ~  Uy d a n s / / r ,  o(l 
b ~-][l(x) .  Un atlas 2[' form~ de cartes compatibles avec ~I d~terminerait 
un cocycle (]') homologue ~ (]), et un atlas complct un cocycle maximal. 
L'esp~ce des (B, /')-structures est une esl~ce de structures locales (cf. [4], g)) ; 
on a une correspondance biunivoque entre les (B, /')-structures sur X et les 
sections du faisceau quotient ~B//~ de ~B par la relation d'~quivalence associ~e 
s Faction de H r sur ~B (cf. II, 7, remarque 2). 

2. L'esl~ce des I-structures di][grentiables. Supposons que B soit une vari~t~ 
r-diff~rentiable (r ~ 1,2 . . . . .  c~ ou r c'est-~-dire analytique r6elle) et que 
/ '  soit un pseudogroupe d'automorphismes locaux de cette structure sur B. 
Soit C~ la cat~gorie des applications r-diff~rentiables des vari~t~s r-ditt~ren- 
tiablcs; consid~rons sur les espaces X de C r les faisceaux de groupoides dont 
les unit~s sont les germes d'applications locales r-diff~rentiables de X dans 
B. On obtient de cette mani~re l'esp~ce des I-structures r-di][grentiables sur 
les vari~t~s r-diff~rentiables. Si l'on se borne ~ consid~rer les jets d'applica- 
tions r-diff~rentiables de rang maximum de X dans B (en supposant de plus 
que dim X ~ dim B), on obtient l'esp~ce des 1"-structures r-diHdrentiablea rd- 
guli~res; c'est une esp~ce de structures locales. 

Lorsque 1" est un pseudogroupe d'automorphismes locaux d'un espace ana- 
lytique complexe B, on peut consid~rer de la m~me mani~re l'esl~ce des 1"- 
structures analytiques complexes sur les espaces analytiques complexes. 

3. Soit (H, p) un espace fibr~ sur X muni d'un pseudogroupe d'automor- 
phismes locaux / '  se projetant par ~ sur le pseudogroupe des applications 
identiques des ouverts de X.  On pourra consid~rer le faisceau de groupoides 
sur X, form~ des jets des applications locales de X d a n s / / r  qui sont des rel~ve- 
ments relativement ~ la projection naturelle d e / / r  sur X.  Cette situation se 
pr~sente en g~om~trie diff~rentielie. 
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4. Espace Iibr~i d~duit d 'un espaee fibrb sur B.  Faisceau principal 

Soit (E, p) un espace fibrd sur B admettant  H r comme groupoide d'opdra- 
teurs. Alors ~ r  est groupoide d'op~rateurs sur l'espace fibrd (E', p') sur !B, 
image r~ciproque de (E, p) par la projection but de !B dans B.  Done, si (/) 
est un 1-cocycle ~ Z I (lI, ~ r ) ,  on peut ddduire de ]'espace fibr~ (E', p') par 
(/) un espace fibrd (El, pt) qui sera encore appeld l'espace/ibrd sur X ddduit 
par (]) de l'espace ]ibrg (E, p) sur B.  On dira aussi que (EI, pl) est un espace 
fibr~ d~duit de (E, p) par l'dldment s ~ H 1 (X, ~ r )  reprdsentd par (/), et il 
sera aussi d~sign~ par (E ", p~) (cf. II, 4). 

On a la propri~t~ fonctorielle suivante : 

Proposition 2: Soit h une application continue d'un espace X '  dans X ,  et 
soit s' la F-structure sur X '  image rgciproque par h d'une F-structure s sur X .  
Tout espace fibrd (E ~', p~') ddduit par s ~ d'un espace fibrd (E, p) sur B,  est 
isomorphe & l'espace ]ibrd image rdciproque par h cl'un espaee fibrd (E', p') 
ddduit de (E, p) par s. 

Remarque : Si (E, p) est un espace fibr~ sur B s groupe structural topolo- 
gique (au sens classique) d o n t / / r  est un groupoide de germes d'automorphis- 
mes locaux, l'espace fibrd (E 8, ps) sur X ddduit par une F-structure s est 
aussi un espace fibrd s groupe structural topologique. 

Faisceau principal: Le groupoide H r muni de sa projection a sur B (qui 
assoeie ~ tout  61~ment de H r sa source) est an  espace fibr~ sur B, admettant  
H r eomme groupoide d'op~rateurs. L'espace fibr~ ( ~ ,  a t) d~duit de (Hr ,  a) 
par un 1-cocycle (/) r ZI(U,  ~ r )  n'est autre que le ]aisceau principal associd 

(/) que nous avons d~fini dans II, 6. I1 admet une projection canonique b! 
dans !B, et par composition avec la projection but  fl de !B dans B,  une pro- 
jection canonique r! dans B; le groupoide H r e s t  groupo~de d'opgrateurs sur 
~1 r muni de la projection ill, simplement transiti/ dans chaque /ibre de ( ~ ,  al). 

Si (g) est an 1-cocycle repr~sentant le m6me ~l~ment s e H 1 (X, ~ r )  que 
(/), tout isomorphisme du faisceau principal (~1r, al) associd ~ (/) sur le 
faiseeau principal ( ~ , ,  a g) assoei~ ~ (g) est compatible avec les projections 
fl! et fla dans B e t  avec les operations de H r .  

On remarquera encore, comme dans II, 6, qu'une F-structure sur X est 
eompl~tement d~terminde par tout faisceau principal qui lui est associ~: la 
donn~e d 'un faisceau ~ sur X, muni d'une projection dans B par rapport 
laquelle / / r  est groupoide d'op~rateurs, simplement transitff dans chaque 
fb re  de ee faisceau, d~termine une F-structure s; tout  faisceau principal 
associ~ ~ s est isomorphe h ~i~. 
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5. F0-superstrueture 

Soit F 0 un  sous-pseudogroupe du pseudogroupe F d 'automorphismes locaux 
de B .  L ' inject ion du g roupo ide / / r0  dans le groupoide H r induit  une reprdsen- 
ra t ion injective du faisceau de groupoides ~r0  dans le faisceau ~ r  sur X ,  
d 'oh une applicat ion ~ de H i ( X ,  ~r0) dans H i ( X ,  ~ r ) ;  cette application est 
une t ransformat ion naturel]e de foncteurs. Ainsi, route Fo-structure s o sur X 
admet une F-structure sous-jacente q~ (so) ; on dit  aussi que s o est une Fo-super- 
structure de ~(s0). 

Exemples: 1. F-structure ddterminde par une application. Soit Fo le pseudo- 
groupe des applications identiques des ouverts de B .  Si une F-s t ructure  s sur 
X admet  une Fo-superstructure,  elle peut  ~tre reprdsentde par  un cocycle 
(/) E ZI(  ~ ,  ~i'o), oh 1[--~ (Ui)ieI  est un  recouvrement  ouvert  de X .  Les 
applications ]~ des U~ dans l 'espace !D des jets locaux de X dans B admet ten t  
une rdunion qui, composSe avec la projection but  de ~ dans B,  est une appli- 
cation continue ] de X dans B.  Ainsi l a / ' - s t ruc tu re  s sur X est compl~tement 
d~terminde par  l ' app l i ca t ion / .  

Les F-s t ructures  sur X sont en correspondance biunivoque avec les appli- 
cations continues de X dans B.  

2. F-structure orientable. Soit F u n  pseudogroupe d 'automorphismes locaux 
de l 'espace numdrique R ~, et soit F + le sous-pseudogroupe de F form~ des 
t ransformat ions  de F dont  le degrd topologique local est -~ 1. Consid6rons 
l 'espace fibr~ (E,  p) sur R ~ formd des germes d 'or ienta t ion de R~: c'est un  
rev6tement  ~ deux feuillets de R ~ a d m e t t a n t / / r  comme groupoide d'op6ra- 
teurs;  un  ~ldment z d e / / r ,  de source x et de but  y,  applique un germe d'orien- 
ra t ion au point  x sur un germe au point  y d~finissant ou non la m6me orien- 
ta t ion  de R ~ suivant  qne z appar t ient  h//1"+ ou non. 

Un espace fibr~ (E 8, pS) sur X d~duit de (E, p) par u n e / ' - s t r u c t u r e  s sur 
X est un  rev~tement  s deux feuillets de X ;  les / '+-superstructures de s cor- 
respondent  aux classes d'~quivalence de sections de (E' ,  p*) (cf. I I ,  9). La  F- 
s t ructure  s sera dire orientable si elle admet  une/ '+-supers t ructure ,  c'est-h-dire 
si le rev6tement  (E *, p*) est trivial. 

D 'une  mani~re g~ndrale, si l 'on identifie deux ~lgments z 1 et z 2 d e / / p  s'il 
existe un  ~l~ment z o d e / / r 0  tel que z 2 -~ zoz ~ , on obtient  un  faisceau quot ient  
l lr /ro sur B a d m e t t a n t / / r  comme groupoide d'op~rateurs re la t ivement  h la 

project ion a o ddduite do la projection a d e / / r  sur B .  
D'apr~s la proposit ion 10 de I I ,  les Fo-superstructures d'une F-structure s 

sur X sont en correspondance biunivoque canonique avec les classes d'dquivalence 

des sections d 'un  espace fibrg ddduit par s de l'espace /ibrd ( / / r / r , ,  ao) sur B .  
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6.  L e s / ' o - s t r u c t u r e s  

Soit G u n  groupe d'automorphismes de l'espace topologique B,  tel clue si, 
en un point b de B,  les jets locaux de deux ~l~ments g e t  g' de G sent ~gaux, 
alors g - -  g'. C'est le cas, par exemple, si G est un groupe de transformations 
analytiques d'une vari~t~ analytique connexe B.  Soit F a l e  pseudogroupe 
d~duit de G par ]ocalisation (cf. I, 1, Exemple 2). 

Nous dirons, comme dans II,  9, que deux sections ~ e t a '  de deux espaces 
fibrils (E, p) et (E', p') sur X sent ~quivalentes, s'il existe un isomorphisme 

de (E, p) sur (E', p') tel que a' : v/a. 

Th$or~me 1: Les I'a-structures sur un espace topologique X sent en correspon- 
dance biunivoque canonique avec les classes d'dquivalence des sections des espaces 
/ibrgs de base X , / i b r e  B e t  groupe structural discret G. 

Ddmonstration: On pourrait faire une ddmonstration directe de ce th6or~me. 
Nons nous contenterons de montrer qu'il est une application immediate de 
la proposition 9 du chapitre II.  

Comme tout jet  local d'un ~l~ment g de G d~termine g, le groupoide H a 
des jets locaux des ~ldments de F a (ou de G) admet nne representation cano- 
nique sur le groupe (7 muni de la topologie discrete; on a donc une represen- 
tation du faisceau de groupoides ~ a ,  formd des jets locaux de X dans Ha, 
dans le faisceau de groupes ffi sur X,  formd des jets locanx de X dans G muni 
de la topologie discrete; de plus, ffi peut 6tre consid~r~ comme un faisceau de 
groupoides d'ol~rateurs sur l'espace !B des jets locaux de X dans B muni de 
sa projection sur X,  et ~ a  s'identifie au groupoide extension du groupoide 

d'opSrateurs sur !B. On a donc, comme dans II, 9, la suite 

~ - ~  ~)a - ~  ffi - ~  X .  

Soit s u n  ~l~ment de H i ( X ,  (~), c'est-k-dire de H i ( X ,  G); le faiseeau !B 
s'identifie au faisceau des germes de sections de l'espace fibr~ trivial 
E ---- X • B,  ~ groupe structural discret G, muni de sa projection canonique 
p sur X;  done ~B s est isomorphe au faisceau des germes de sections d 'un espace 
fibr~ (E s, pe) d~duit de (E, p) par 8. Comme (E 8, p') est un espace fibrd de 
fb re  B e t  k groupe structural discret G (au sens classique), le th$or~me est 
bien une consequence de la proposition 9 de II.  

Remarques: 1. Supposons X connexe et localement simplement eonnexe pax 
.% 

arc; soit alors (X, ~) le rev~tement universel de X.  Le premier groupe d'homo- 
topie ~1 (X, x) de X,  relatff au point x [ X ,  admet une representation cane- 

.c% 
nique ~ sur le groupe des automorphismes du rev~tement (X, ~). Le thee- 
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rome pr6c~dent peut alors se formuler de la mani~re suivante: Les ]"a-struc- 
tures sur X sent en correspondance biunivoque avec les classes de couples 

(], ~v) formds d'une application continue / de X dans B e t  d'une reprdsentation 
~0 de g l ( X , x )  darts G telles que ]2(a)-----r pour tout ~ c ~ i ( X , x ) ;  
deux couples (/, ~) et (/', ~') ddterminent la m6me ]"a-structure s'il existe 
un~l~ment g~G te lque / ' - ~ g f  et q~'~gq~g-i. 

2. Lorsque X et B sent des vari~t6s diff~rentiables (analytiques rdelles ou 
complexes), los ]"a-structures diffdrentiables (analytiques r~elles ou com- 
plexes) sur X correspondent aux classes de sections diffdrentiables (analyti- 
ques rdelles ou holomorphes) des espaces fibrds sur X, de fibre B e t  k groupe 
structural discret G. 

Exemple: Sur une varidt6 diffdrentiable (ou analytique complexe) V, la 
donn6e d'une forme de PFAFF a (OU d'une forme holomorphe de degr6 un) 
telle que da------0 est 6quivalente k la donn6e d'une ]"a-structure diff6ren- 
tiable (ou analytique complexe) sur V, G grant le groupe additif des nombres 
r6els R (ou complexes C) agissant par translations sur B = R (ou C). 

Si G est un groupe de LIE agissant par translations g gauche sur B -~ G, 
une ]"a-structure diff~rentiable sur Ves t  donn6e par une forme diff6rentielle 

de degr6 un s valeur dans l'alg~bre de LIE de Ge t  telle que da -- 1/2 [~, a]. 

7. L'espi~ce des ]".structures feuillet~es sur les espaces topologiques 

Soit ~B le faisceau des jets locaux de X dans B, et ~B/F le faisceau quotient 
de !B par la relation d'~quivalence d~finie par l'action du groupoide/ / r  sur ~3 : 
deux jets locaux y e t  y' ~ ~ sont ~quivalcnts, s'il existe un jet local z E / / r  
dont la source est lc but de y et tel que y' ---- zy. Tout hom~omorphisme h 
de X sur un espace topologique X' se prolonge suivant un isomorphisme du 
faisceau !B/F sur le faisceau ~3'/I" analogue sur X' ,  et induit donc une appli- 
cation biunivoque h ~ de H~ ~/F) sur H~ ', fB'/]"). 

D~finitions: Tout gldment a de H~ !~/]") (c'est-K-dire toute section a du 
faisceau !B/l") sera appeld une r-structure feuilletde sur l'espace X .  L'esl~ce 
des ]"-structures feuillet~es sur les espaces topologiques est d$finie par le fonc- 
teur h -~/t  o de la catggorie des homgomorphismes des espaces topologiques 
dans la cat~gorie des applications biunivoques des ensembles. C'est une esl~ce 
de structures locales. Le couple (h, a) est un isonurrphisme de la ]"-structure 
feuilletde a sur X sur la ]"-structure feuillet$e h0(a) sur X' .  

Un point de l'espace ~/ I '  se projetant sur un point x r X sera appel~ un 
germe de F-structure/euilletde au point x. Un jet local ~ ~B de source x ~ X 
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sera appel~ un let distingu~ au point x de la/ ' -s tructure feuilletSe a, si le germe 
de / '-structure feuillet~e qu'il d~termine est ~(x). Le sous-espace ~ de 
form~ de tons les jets distingugs de ~ est un sous-faisceau de ~ admettant  
/ / r  comme groupoide d'op~rateurs (relativement ~ la projection but de ~ 
dans B) transitif dans chaque fibre du faiseeau ~ .  Une application distingude 
g de a est une application continue d'un ouvert U de X dans B, dont le jet 
local en tout point x de U est un jet distingu~ de ~. 

Dg/inition pratique d'une /'-structure /euilletde. Pratiquement, une /'-struc- 
ture feuillet~e ~ sur X est donn~e par une famille d'applications continues f~ 
d'ouverts Ui de X dans B, les Ui formant un recouvrement de X et les /~ 
~tant compatibles avec / ' ,  c'est-~-dire que pour tout point x ~ U ~  Uj, il 
existe un ~l~ment ?/~ de ]1 tel que / i  et 7i~/~" soient ~gaux au voisinage de x. 

Les/~ sont des applications distingu~es de a, et le jet local ?'~/~ est un jet 
distingu~ de g au point x. Le germe de/ ' -s t ructure  feuillet~e de ~ au point x 
sera la classe des jets locaux z]~/i, oh z parcourt les ~l~ments de H r  dont la 
source est /i (x); d'apr~s la condition impos~e aux applications/~, en un point 
x e U~:, U~, ?'~/~ et :~/~ d~terminent le m~me germe de/ ' -s tructure feuillet~e 
au point x. 

8. Image rbeiproque d'une/'-structure teuillet~e 

Sous-esp~ces et _r'o-superstructures feuillet~es 

Ces notions sont analogues aux notions correspondantes pour les /'-struc- 
tures, le faisceau de groupoides ~ r  ~tant remplac~ ici par le faisceau d'en- 
sembles ~ / / ' .  

Une application continue / d 'un espaee X' dans X induit une representation 
relative s / du faisceau ~ sur X des jets locaux de X dans B dans le faisceau 
~ '  sur X' des jets locaux de X' dans B (cf. II, 3 et III ,  2) d'oh, apr~s passage 
au quotient par la relation d'~qnivalenee associ~e h Faction de H r ,  une re- 
presentation relative ~ / des faisceaux ~ / / "  dans ~ ' / / ' ;  on en d~duit une 
application /0 de H~ ~// ' )  dans Ho(X ', ~ ' / / ' ) :  si // est une application 
distinguee de a EH~ ~/ / ' ) ,  alors / d  est une application distinguee de 
]~ Si a est nne/ ' - s t ructure  feuillet~e sur X ,  la F-strurgure/euilletde /~ 
sur X '  sera appel~e l'image rdciproque de ~ par / .  Lorsque ] est l'application 
identique d 'un sous-espaee X' dans X, on dira aussi que/0 (a) est la / ' -s t ruc-  
ture feuillet~e induite par a sur X'.  On a des propri~t~s fonctorielles ~videntes 
(of. 2). 

En rempla~ant le faisceau ~ par un sous-faiscean stable pour les operations 
d e / / r ,  on obtient, eomme dans 3, la notion de sous-espbce de l'esp~ee d e  
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F-structures feuillet6es, par exemple l'esp~ce des / ' -structures feuillet~es dif- 
f~rentiables sur la cat~gorie des vari~t~s diff~rentiables (cf. 3, exemple 2). 

Enfin, si Fo est un sous-pseudogroupe de F,  on a u n e  representation du 
faisceau !B/F0 sur le faisceau !B/F, d 'oh une application ~0 de H e ( X ,  ~/Fo) 
dans H ~  !B/F). Toute Fo-structure feuillet~e a0 sur X admet une F-structure 
feuillet6e sous-jacente ~00(a0), et ~o est une Fo-superstructure feuillet~e de ~o (~o). 

Par  exemple, si F o est le pseudogroupe des applications identiques des 
ouverts de B,  le faisceau !B/Fo est identique ~ !B; une F0-structure feuillet~e 
sur X est done une section du faisceau !B, ce qui corrcspond ~ une application 
continue de X dans B.  Une E-structure feuillet~e ~ sur X admet une F0-super- 
structure fcuillet~e s'il existe une application distinguee de a dent  la source 
est l 'espace X tout  entier. Unc telle structure ~ sera dite ddterminde par une 
application de X dans B .  

9. F-structure feuillet(~e sous-jaeente ~ une F-structure 

Comme on l 'a vu (proposition 6, Chapitre II), il existe une application fonc- 
toriclle Z de H 1 (X, ~v)  dans H ~ (X ,  ~ / F ) .  L'image par Z d 'une / ' - s t ruc tu re  
s sur X sera appel~e la F-structure ]euilletde a sous-jacente ~ s. La F-structure 
s est une F-superstructure de a. 

Une I-structure ]euilletge a sur X est dite non ddgdndr4e, si le groupoide I1 v 
est un  groupoide d'op~rateurs simple sur le faisceau !B~ des jets distingu~s 
de a; au t rement  dit, pour tout  jet  distingu~ y de a e t  tout  61~ment z c / / r  
qui op6re sur y,  la condition y = zy  entralne que z e s t  le jet local de l'appli- 
cation identique de B au but  de y.  Une F-structure ]euilletge non dggdngrge 
admet une et une seule F-superstructure (cf. I I ,  7, rein. 2). 

Dans le cas g~n~ral, une F-structure feuillet6e a sur X n 'admet  pas toujours 
de F-superstructure (cf. exemple du paragraphe 13 de ce chapitre); si elle en 
admet une s, l'ensemble des F-structures sur X admettant a comme structure 
]euilletde sous-]acente est en correspondance biunivoquc canonique avec l'en- 
semble H I ( X ,  (~8), oh ~s est nn  faisceau de groupes associ~ ~ s (cf. II ,  5) ; c'est 
une application directe de la proposition 7 du chapitre II .  Remarquons que 
la fibre de ~s au-dessus de x est isomorphe au groupe form~ des dl~ments de 
/ / r  qui laissent fixe un jet distingu~ de a au  point x.  

Tout faisceau principal ~ associ~ ~ s (cf. II ,  6) admet  une projection cano- 
nique b 8 sur le faisceau !B~ des jets distingu~s de a, compatible avee les ol~ra- 
tions de H r .  Lorsque a est non d~g~n~r~e, cette application est biunivoque, 
c a r / / v  est groupoide d'op~rateurs simplement transitff  dans chaque fibre de 

~ ,  et de !B~. On a done la 
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Proposition 3: 8i la /'-structure /euilletge a est non ddgdndrde, tout ]aisceau 
principal a88ocid ~ 8a I-superstructure s est canoniqucment i8omorphe au /aisceau 
ida des ~ets distingugs de a. 

10. Feuilles d'une/'-structure feuillet~e et topologie des feuilles 

Soit a une/ ' -s tructure feuillet~e sur l'espace X, et soit/~ une famille d'appli- 
cations distingu$es de a dont les sources forment un recouvrement de X.  Les 
intersections des ouverts de X avec les images r~ciproques, par les applications 
/, ,  des points de B forment la base d'une topologie T a sur X,  appelde la topo- 
logie des ]euilles de a. En effet, soient W i e t  Wj les intersections de /~-1 (b~) et 
/~-l(bj), oh b~,b~cB, avec des ouverts V i e t  V j d e X ,  et soit x ~ W ~  Wj. 
Comme les applications f~ sont compatibles avec F,  il existe un gldment 
7 � 9  tel que /j --~ 7]i dans un voisinage V de x contenu dans Vt ~ Vj; done 
x E ]~-l(b~),~ V ( WI~ W~. Ce raisonnement montre aussi que la ddfinition 
donn~e ne d~pend pas du choix des applications distingu~es ]~ de a. 

On peut donner Sgalement une ddfinition directe de la topologie T, :  Si 
l'espace iD des jets de X dans B e s t  muni de la topologie somme des topologies 
induites (par la topologie ordinaire de iD) sur les images r~ciproques des points 
de B par la projection but, a lo r s / / r  muni de la topologie discrete est groupoide 
d'op6rateurs sur !D. Par passage au quotient, on obtient sur le faisceau !D//" 
des germes de structures feuilletdes une topologie T'. La/ ' -s t ructure  feuilletde 

est dfifinie par une section a de ID/F, et T' induit sur a(X) ,  donc sur X, une 
topologie T a. On vdrifie ais~ment l'dquivalence des deux ddfinitions. 

X muni de la topologie des feuilles de a sera ddsignd par X~. 

D~flnition: Unc ]euille de Ia /'-structure /euilletde a sur X est une composante 
connexe de X a. 

Une feuille F de a est dite propre, si les topologies induites par X et X a 
sur F sont les m~mes. 

Soit h une application continue d 'un espace X ~ dans X et soit a r la/ ' -s truc-  
ture feuillet~e image r4ciproque de a par h; alors h est une application continue 
de X~ dans Xa; elle applique une feuiUe de ~' dans une feuille de a. 

Sur l'espace ida des jets distingu~s de a, la / ' - s t ructure  feuillet~e ~, image 
r4ciproque de a par la projection source a de ida sur X est d4termin6e par la 
projection but fl de ida dans B.  Car si ~ est une application distinguee de a, 
l'application ~ -~ f(x) est une application distinguSe de ~; la rdunion de 
toutes ces applications est justement ft. 
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11. F-structure induite sur une feuille et holonomie 

Soient s une F-structure sur X,  a s a / ' - s t ruc tu re  feuillet6e sous-jacente et 
X~ l'espaee X muni de la topologie des feuilles de a. 

Proposition 4: La  I-structure s o sur X~,, image r~ciproque de s par l'applica- 
tion identique de X~ sur X ,  est reprgsentde par un glgment de H 1 (Xr / / r ) ,  pre- 
mier ensemble de cohomologie de X~, ~ valeur dans le ]aisceau (sous-]aisceau de 
~ r )  des lets d'applications constantes de X a dans I I  r (cf. II ,  8). 

I1 suffit en effet de remarquer que l'espace des jets distingu~s de la / ' - s t ruc-  
ture feuillet~e sous-jaeente ~ s o est form6 de jets d'applications locales cons- 
tantes  de X~ dans B .  

Corollaire 1: Tout [aisceau principal associd ~ s o est un rev~tement de X~; 
il est isomorphe au faisceau image r~ciproque par l'application identique de X~ 
Bur X d'un /aisceau principal ( f ~ ,  a s) associd ~ s, ou encore ~ ( ~ ,  a 8) muni 
de la topologie image r~ciproque 1) de celle de X~ par a s. 

C'est nne consgquence directe de I I ,  8 et de la proposition 2 de 3. 
Lorsque a est non d~g~n~r~e, le faisceau ~Ba des jets distingu~s de a, muni 

de la projection source a, est un faisceau principal associ~ s s (cf. propos. 3); 
le faisceau ~B~, muni de la topologie image r~ciproque de celle de X par ~, 
est un  faisceau principal ~o associ~ ~ s o. Si X~ est localement connexe, le 
groupo'ide d'holonomie de s (ou de a) sera par d~fmition le groupoide d'holo- 
nomie du faisceau principal ~B~ ~ groupoide structural  d i s c r e t / / r  (ef. I I ,  8), 
et le groupe d'holonomie de 8 (ou de a) au point x sera le groupe d'holonomie de 
~B ~ au point x. Lorsque a est d~g~n~r~e, on dira encore, par abus de langage, 
que le groupoide d'holonomie d 'un  faisceau principal assoei~ ~ 8 0 est le grou- 
poide d'holonomie de s. 

La  proposition 8 de I I  donne le 

Corollaire 2: Sur une ]euille F de a (muni de la topologie induite par ceUe 
de X~), la I-structure s~ image rgciproque de s par l'application identique de 
iv dans X est reprgsentde par un dlgment de H 1 (F, Gb), o~ G best le groupe d'iso- 
tro~ie d e / "  au but d'un let distin!lug de a en un point de F .  

D~linition: L'dlgment de H i ( F ,  G~) qui reprgsente s F sera appeld l'holonomie 
de la ]euille F de a. 

L'holonomie de F d~termine eompl~tement la F~structure image r~eiproque 
de s par  l 'application identique de F dans X (la / ' -structure induite sur iV 
par  s, si F est propre). 

1) Si E '  est  un  espace 6tal6 dsns  un  ospace E par  une projection a, et  si T e s t  une  topologie 
sur  E plus fine que celle de E,  alors la topologie T'  sur  E '  image r~ciproque de T par  a est d6- 
flnie par  la condit ion que a 6tale E '  muni  de T '  sur  E muni  de T. 
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Si F est localement connexe, le groupe d'holonomie de F sera le groupe d'holo- 
nomie de s~ (cf. II, 8). 

Remarque : On salt qu's ehaque ~l~ment de H~(F, Gb) est associ~ une classe 
de representations (ou d'antirepr~sentations) du premier groupe d'homotopie 
gl(F, x) de F,  relatff s un point x E F,  dans G b, qui se ddduisent l'une de 
l 'autre par un automorphisme int~rieur de G b (cf. II, 8). Lorsque a est non d~- 
g~n~r~e, tout ~et distingud ~ au point x ddtermine une antireprdsentation (ou une 
reprdsentation) v 2 de r~ (F, x)  dans G~ associde ~ l'holonomie de F : si C est un 
chemin dans F qui repr~sente l'~l~ment ~ ~ z~(F, x), alors ~(~) est l'~ldment 
de G~ tel que ~(~)~ (ou ~(~)-~ ~) soit le jet distingu~ qui est l'extr~mitg du 
rel~vement d'origine ~ de C dans !B~. 

12. Structures teuillet6es rbgulii~res 

Soient F et / "  des pseudogroupes d'automorphismes locaux des espaces 

topologiques B et F respectivement, et so i t /~un pseudogroupe d'automorphis- 
rues loeaux du produit topologique B x F ,  engendr~ par des transformations 
de la forme 

(x, y) -+ (~(x), ~ (y) )  , (1) 

oh x appartient h la source U d'un 616ment ~ de F,  et oh y appartient s la 
source V des ~l~ments ~ de F '  associ~s ~ chaque x c U. 

Soit ~ une (B • F ,  F)-structure sur un espace X,  d~finie par un atlas 

complet 9~ de B • F sur X compatible avec F.  
Le groupoide //i~ admet une reprdsentation canonique dans le groupoide 

/ / r :  au jet local au point (x, y) r B • F d 'un dldment de /~  de la forme (1) 
correspond le jet local au point x de ~,. On a donc anssi une reprdsentation 
du faisceau sur X des jets locaux de X d a n s / / p  dans le faisceau sur X des 

jets locaux de X dans H r .  Ainsi la (B • F ,  F)-structure ~ sur x admet une 
F-structure sous-]acente 8 bien d~termin~e. On remarquera de plus que la F- 
structure feuillet~e a sons-jacente k s est non d6gdndrde; en effet, p dtant la 
projection canonique de B • F sur B e t  ~ une carte quelconque de ~ ,  les 
applications p/-1 sont des applications distingudes de a; comme elles sont 
ouvertes, / / r  est groupoide d'opdrateurs simple sur le faisceau des jets dis- 
tingu6s de a qui est un faisceau principal associ~ ~ s. 

D6finition: Unc F-structure ~euilletge a (ou une F-structure s) sera dire rdgu- 

li~re 8i elle est sous-~acente ~ une ( B • F ,  F)-structure. 
Consid~rons sur B • F la topologie T 0 produit de la topologie discrete 

de B par la topologie donn~e sur F .  Le pseudogroupe/~ est un pseudogroupe 
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d 'au tomorphismes  locaux pour  cet te  topologie; ainsi T O est t ransportde par  
l 'atlas 2 sur une topologie T~ de X ,  qui n 'est  autre  que la topologie des feuilles 
de a.  

Soit q la project ion canonique de B • F sur F ;  soit 2 '  l 'atlas de F sur 
B • F ,  muni de la topologie To, form6 des homdomorphismes h d 'ouver ts  
de F sur des ouverts  de B • F tels que qh c F' .  Si F est localement connexe, 
l 'atlas compos6 2 2 '  de F sur X muni de la topologie T ,  est compatible avec 
F '  et ddfinit sur chaque feuille de a une (F ,  F ' ) -s t ructure .  

T o u t e  carte f ~ 2 se relbve suivant  une c a r t e / 0  de B • F dans l 'espace 
!B~ des jets distinguds de o: ]o(x) ~ j~(~)(p/-1). Les cartes f0 forment  un atlas 

20 de B • F sur ~ ,  compatible avec le sous-pseudogroupe F 0 d e / ~  engendrd 

par  les dldments de /~ qui se pro je t ten t  par  p sur les applications identiques 
des ouverts  de B.  

Exemples: 1. B e t  F sont respect ivement  les espaces numdriques R q et  R v 
de dimension q et  p ,  F et F '  les pseudogroupes des automorphismes locaux 

r-diffdrentiables de R q et R v, et /~ le pseudogroupe de t o u s l e s  automorphis-  
mes locaux r-diff6rentiables de R q • R ~ = R n (n -~ p + q) qui sont locale- 
ment  de la forme 

(x, y) -+ (q(x) ,  ~(x ,  y)) , 

x et y appar tenan t  ~ des ouverts  de R q et R v resp. et  q, ~ 6tant des fonctions 
r-diffdrentiables de x et  y .  

Un atlas de R n sur un  espace X compatible avec F ddtermine sur X une 
structure de varidtd /euilletde r-diHdrentiable rdgulidre de codimension q. En 
ver tu  du th~or6me des fonctions implicites, il y a dquivalence entre  cette 
esp~ce de s tructures  et l 'espbce des / ' - s t ructures  r-diffdrentiables r6guli6res 
(ddfinies dans 3, exemple 2). Chaque feuille d 'une  telle s t ructure  est une sous- 
varidtd r-diffdrentiable de dimension p de X ,  plong4e par  une applicat ion 
r-diff6rentiable et  par tou t  de rang p .  

On ddfinirait de mgme la not ion de varidt6 feuilletde rdgulibre analyt ique 
rdelle ou complexe. 

2. Le pseudogroupe F est engendrd par  toutes  les t ransformat ions locales 
de B • F de la forme 

(x ,  y)  -~  ( ? ( x ) ,  ~/ (y ) ) ,  oh ? E F et  ? ' ~ F '  

(? '  (y) est inddpendant  de x) ; le pseudogroupe/~  sera notd dans ce cas /" • F '  
et  appel~ le pseudogroupe produit  d e / "  et F ' .  Une (B • F ,  F •  
sur X sera appelde une structure de produi t /ocal  sur X ;  eUe adme$ u n e / ' - s t r u c -  
ture  feuillet6e et  u n e / " - s t r u c t u r e  feuiUet~e sous-jacentes. 
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13. Le th6or~me de stabilifli 

S o i t / ' u n  pseudogroupe d 'automorphismes locaux d 'un  espace topologiqueB. 

Th6or~me de stabilit6 (REEB-EHRESMANN): Soit X un espace topologique 
muni d'une F-structure s, les conditions 8uivantes grant vdri/iges: 

a) /a topoIogie Tq des [euilles de la F-structure /euilletde a 8ons-jacente d s 
est localement connexe et sgparde, 

b) tout point de X admet un voisinage compact, 
c) Bes t  localement sdparg. 
Soit F une ]euille compacte dont le groupe d'holonomie est /ini. Alors F pos- 

8&te un syst~me /ondamental de voisinages ouverts (et m~me compacts, si E est 
8dparg) saturds par des/euilles compactes. 

Ddmonstration: Soit ( ~ , ,  a') un  faisceau principal associ~ k s (si a est non 
dggtn~rte, on prendra le faisceau iD~ des jets distinguds de a). La / ' - s t r uc tu r e  
feuilletde ~ sur ~ ,  image r~ciproque de a par  a ' ,  est ddtermin~e par la pro- 
jection canonique fl' dans B (cf. 4), car f18 est une application distinguee de 

(cf. 10). La  topologie Ty  des feuilles de ~ coincide avec la topologic image 
r~ciproque par  a s de Tq. D'apr~s le corollaire 1 de la proposition 5 de 11, il 
en r~sulte que ~ muni de la topologie T y  est nn  rev~tement de X muni de 
la topologie T~, et  donc que si T ,  est localement connexe, chaque feuille F0 
de ~ est un  rev6tement de 1~ feuille v ~ a '  (F0) de a. Si _~ est compact et 
groupe d'holonomie fini, alors F 0 est aussi compacte, car les points de F o se 
projetant  sur un  m~me point de F sont en correspondance biunivoque avec 
les dldments du groupe d'holonomie de F (cf. I I ,  8). On est ainsi ramend 
d4montrer le th~or~me pour la / ' -structure feuillet~e ~ de ~ ,  qui est d~ter- 
mince par  l 'application fie. Pour  simplifier les notations, nous poserons 
a ~ ~- a et fl~ ~ fl (projections source et bu t  si ~ ,  est ida). 

Soient ~ un voisinage ouvert  de F et ~2 o ~- a -1 (~2); il faut  montrer  qu'il 
existe un  voisinage ~o dans ~20 de F0, satur~ par  des feuilles compactes. Soit U 
un  voisinage s~par4 de b 0 ---- fl (Fo) dans B .  Recouvrons la feuille F o compacte 
par un  nombre fini n de voisinages compacts W, (i ~ 1, 2 . . . . .  n), appli- 
quds par  fl dans U, et tels que W~ ~ fl-1 (bo) soit connexe et contenu dans 
F o, W~ ddsignant l 'int~rieur de W,. Posons W ~ ----- U W~; l 'ouvert  W ~ est 

i 

un  voisinage de F one contenant  pas d 'autres  points de fl-1 (b0) que eeux de F o. 
Soit D i le compl4mentaire dans W, de W ~ ~ W~. Les D~ sont des compacts 

ne rencontrant  pas F0, et ils sont appliqu4s par fl sur des compacts de U 
(puisque U est s~par~) qui sont aussi fermds, et  qui ne contiennent  pas b o. 
Soit donc I / un  voisinage ouvert  de bo ne rencontrant  aucun des fl(D,), et  
posons ~o ---- fl-~ (V) ~ W0. 
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L'ouver t  ~o est un  voisinage de Fo contenu dans ~0; il est satur~ par des 
feuiUes de ~.  En  effet, soit z ~ q~o; on a 

W~ fl-l(b) -= U W~ ,~ fl-l(b) , oh b ---= fl(z) , 

car si un  point z' de fl-l(b) appartenait  s Wi et pas ~ W 0, il appart iendrai t  
k D~, et son imago b par /~ ne pourrait  appartenir  ~ V. Done WO~, fl-1 (b) 
est ~ la foils ouvert  et compact (comme rdunion finie des compacts W~ ~, fl-1 (b)) 
pour la topologie T y ;  il est aussi fermd, puisque T~, done T y ,  est suppos~e 
sdpar6e. I1 est done rdunion de composantes connexcs compactes de f l-l(b).  

Ainsi l ' image r de r par a est un voisinage ouvert de F saturd par des 
feuilles compactes, et contenu dans ~ .  

Soit K un voisinage de F 0 contenu dans r et qui est r6union d 'un  nombre 
fini de compacts. Alors f l(K) --= K '  est un  compact;  done fl- l(K')  ~ W ~ est 
un  voisinage de Fo, qui est rdunion finie de compacts et qui est saturd par des 
feuilles compactes. Si X est sdpard, son imago dans X est un  voisinage com- 
pact  de F ,  satur6 par des feuilles compactes. 

Corollaire: Avec les hypotheses du thdor~me, une /euiIle compacte et localement 
simplement connexe, dont le groupe /ondamental est /ini, poss~de un syst~me 
/ondamental de voisinages saturds par des/euilles compactes. 

En effet, on a une reprdsentation du groupe fondamental  de F sur le groupe 
d'holonomie de F ,  qui est done fini (ef. I I ,  8). 

Un contre-exemple: L'exemple suivant  montre que ee corollaire n 'est  plus 
vrai si la F-structure feuillet6e a n 'est  pas sous-jacente /~ une / ' -structure s. 

Soit R ~ le plan rapportd aux coordonndes polaires (r, 0), et s o i t / "  le pseudo- 
groupe des automorphismes topologiques on analytiques rdels de la droite 
numdrique R.  Les courbes de la famille: r = 1 + 2e a (2 param~tre positif) 
et le disque r ~< I sont les feuilles d ' une / ' - s t ruc tu re  feuilletde a sur R ~. Le 
disque r ~< I e s t  une feuille compacte et simplement connexe, qui ne poss6de 
pas de voisinages saturds par des feuilles compactes; il en rdsulte, d'aprbs le 
corollaire, que a n 'est  pas sous-jacente ~ une / ' - s t ruc tu re .  

Cas des structures feuillet6es r6gulii~res: Dans ce cas, le thdorbme de stabilit~ 
est valable avec des hypothbses topologiques moins restrictives. 

Th6ori~me de stabilit6 (bis) : Soit X un espace muni  d' une /'-structure ]euiUetde 
rdguli~re a pour laquelle la topologie des/euilles T~ est sgparde. Soit V une feuille 
localement connexe et compacte de a dont le groupe d'holonomie est /ini. II  existe 
alors un  syst~me /ondamental de voisinages ouverts (et m~me /ermds ou compacts, 
si X est sgpard et B rdgulier ou localement compact) de V,  saturds par des/euiUes 
compactes. 
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Dbmonstration: Soit ~I un  atlas complet de B • F sur X compatible avec 

un pseudogroupe ]~ et d~finissant sur X une (B • F ,  F)-structure admet tan t  
a comme/ ' - s t ruc tu re  feuillet6e sous-jacente (cf. 12). Soit 9~ o l 'at las de B • F 
sur l'espace !D~ des jets distingu6s de o, form6 des rel~vements canoniques 
des cartes de ~ relat ivement ~t la projection a de ~ ,  sur X;  chaque carte de 
9~ 0 est compatible avec les projections p de B x F sur B et fl de ~ ,  dans B.  

Soit Vo une feuille de la F-structure feuilletde ~ sur ! ~ ,  image r6ciproque 
par a de o, se proje tant  par  a sur V; la feuille Vo est compacte puisque le 
groupe d'holonomie de V est fini. Soit Q un voisinage ouvert  de V et 
~r~ 0 = a - 1  ( ~ ) .  On peut t rouver  un hombre fini de ca r tes / i  de 9~ 0 (l ~ i ~ n) 
telles que: 1) la r~union 0 des buts O i des cartes /i est un  voisinage de Vo 
contenu dans Qo, 2) la source de chaque [ i e s t  de la forme U i • P~, oh U i 
est un  voisinage ouvert  de fl(Vo) = b o E B ,  et Pi  un  ouvert  de F dont  Fad- 

h6rence P~ est compacte, 3) chaque carte [i se prolonge suivant  une carte 

[~ [ 9~ o de source U, x P~, oh P~ est un  ouvert  c o n t e n a n t / ~ .  

L 'ouver t  [~-1 (O) est un  voisinage du compact b o •  il contient donc 

un voisinage de b 0 • P~ de la forme U~ • P~. Soit U l ' intersection des U~. 
Remarquons que, pour tout  b c U, [~ (b • P~) ( f l - i  (b) ~ O. 

L 'ouver t  T O = fl- l(U),~ 0 est un  voisinage de V0 satur6s par des feuilles 
compaetes. E n  effet, pour tou t  b ~ U, fl-~(b),~ 0 est compact, car il est 

r6union finie des compacts [~ (b • Pi);  il est aussi ouvert  pour la topologie 
des feuilles T ~ ,  car il est r6union des ouverts ]~ (b • P~). Donc T = a (To) 
est un  voisinage ouvert  de V contenu dans Q et satur6 par des feuilles com- 
pactes. Si X est s6par6, et B r6gulier (ou localement compact), en remplagant 
U par  un voisinage fermd (ou compact) de b o, le voisinage correspondant T 
est ferm6 (ou compact). 

14. L'espace des feuilles. _/"-structures feuillet~es loealement simples 
et r6alisation du groupoide d'holonomie 

Soit F un pseudogroupe d 'automorpMsmes locaux d 'un  espace B ,  et  soit 
a une F-structure  feuillet6e sur un  espace X .  

D~finition: L'espace des [euilles X de la 1-structure /euiUetde a eat l'espace 
quotient de X par la relation d'dquivalence qui identifie deux points de X si et 
seulement ,'ila appartiennent d u n e  m~me [euille de a. 

On (lira aussi que X est l 'espace des feuilles de X,  en sous-entendant  que 
X est muni de la structure a.  

Une application continue [ d 'un  espace X '  dans X ddfinit, par passage aux 
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quotients, une application continue ~de l'espace des feuilles X' de la F-struc- 

ture feuillet6e image r6ciproque de a p~r [ dans l'espace des feuilles X de ~: 

si q et q' sont les projections canoniques de X sur X et X' sur )~', on a q] -~ fq'; 

la correspondance / - +  ]" est fonctorielle. En particulier, toute application 

distingu6e de a de source U d6finit une application continue ] 'de l'espace des 

feuilles U de U (muni de la F-structure feuillet6e induite par a) dans B. 

D4finition: La F-structure [euilletde a sera dire localement simple si, pour 

route application distingude [ de a de source U, l'application f 4tale U dans B 
(of. [4], h)). 

I1 suffit naturellement de vgrifier cettc condition au voisinage de chaque 
point de X ou pour une famille d'applications distingu6es dont les sources 
forment un recouvrement de X. 

Une F-structure feuilletge a sur X sera dite 
simple et si, pour tout  ouvert U qui est source 

simple si elle est localement 
d'une application distingu6e, 

l'injection de U dans X induit une application qui ~tale U dans )~. 

Exemples : Une F-structure feuillet~e r~guli~re, dont la topologie des feuilles 
est localement connexe, est localement simple. 

L'espace des jets distingu~s d'une F-structure feuillet~e localement simple, 
muni de la F-structure feuillet~e image r~ciproque de a par la projection soucre, 
est simple. Une ~tude des vari6t6s feuillet~es simples de codimension un est 
faite dans [8], a). 

Dans toute la suite de ce paragraphe, la F-structure feuillet~e a sur x sera 
suppos~e localement simple. Les applications distingu6es de a sont alors des 
applications ouvertes; donc a est non d~g6n6r~e (cf. 9). De plus la topologie 

des feuilles est localement connexe. L'application canonique de X sur X est 
aussi ouverte. 

La source U d'une application distinguee f de a sera appeI~e un ouvert dis- 

tingud de a; l'espace des feuilles U de U sera appel6e l'espace transverse de U, 
2% 

ou un espace transverse ~ a, et le couple (U, x) oh x e U, un espace trans- 
verse & a au point x. Le sous-espace connexe de U applique, par la projection 

2% 

canonique de U sur U, sur un point x sera appel~ la plaque de U correspondant 
mS. 

Un sous-espace transverse h a est un sous-espace T de X tel que toute appli- 
cation distinguee ] de source U ~tale T ~ U dans B (ouce  qui revient au 

m6me, si la projection canonique de U sur U ~tale T ~ U dans U). 

L'espace transverse U d'un ouvert distingu4 U est muni d'une (B, F)-struc- 
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ture canonique, image r~iciproque par ? de la (B , / ' ) - s t ruc ture  de B (~ ~tant 
une application distinguee de source U). Si U rest  un ouvert contenu dans U, 
l'injection de U' dans U d~finit une application qui est localement un isomor- 

phisme de U' dans U munis de leur (B, / ')-structure. Soit qx ]e jet local au 
A 

point x E U de la projection canonique q de U sur U; on a u n e  correspon- 
dance biunivoque canonique entre jets distingu6s ~ de a an point x et jets 

d'isomorphismes locaux de U dans B au point ~ = q(x), d~finie par la rela- 
tion ~q| ---- ~. 

Un i8omorphisme local v 2 d 'un espace transverse U au point x ~ U dans un 

espace transverse U' au point x' �9 U' (c'est-~-dire un isomorphisme local de 

sans U' appliquant ~ ~- q(x) sur 3 '  ---- q' (x')) ddtermine un isomorphisme 
de l'ensemble des jets distingugs de a au point x sur l'ensemble des jets distin- 

gugs au point x':  au jet distingu~ ~ au point x correspond par ~p le jet distingu6 
compos~ du jet local au point x t de ~0-~q ' et du jet i" d'isomorphisme local 

de U dans B associ~ ~ ~. Nons dirons que ~o rdalise l'dldment ~ du groupoide 
~b des isomorphismes de fibres sur fibres du faisceau principal ~ groupoide 
structural d i s c r e t / / r  form~ des jets distingu~s de a (cf. II,  8). 

La proposition suivante donne une interpretation des isomorphismes locaux 
transverses qui r~alisent les ~l~ments du groupoide d'holonomie r de a 
(cf. II ,  8 et III ,  11). Nous avons vu qu'un chemin C (ou une chalne point,s 
form~e de plaques), reliant x k x', situ~ darts une feuille F de a d~terminait 
un ~l~ment de source x et de but  x' du groupoide d'holonomie, celui qui 
applique un jet distingu~ ~r au point x sur l'extr~mit~ du rel~vement d'ori- 
gins ~ de C dans le faisceau ~s des jets distingu~s de a. 

Proposition 5: Soit C un chemin situd dans une /euille F de la /'-structure 
/euilletde localement simple a e t  reliant x d x t . 11 exists un  isomorphisme local 

y~ d 'un sous-espace transverse U au point x sur un  sous-espace transverse U' 
au point x ~ qui rdalise l'gldment du group(fide d'holonomie ddtermind par C, et 

tel que los plaques correspondants ~ des points ~ �9 U et ~2 (Y) ~ U' soient situdes 
dans une m~me /euille d 'un voisinaye arbitraire de C (cf. [15], a), p. 105). 

D6monstration: La/ ' - s t ruc ture  feuillet4e sur l'espace :~ des jets distingu~s 
de a, image r$ciproque de a par la projection source a, est simple. Soit C' 
le rel~vement de C dans le faiscean (:~, a) d'origine ~ et d'extrtmit~ ~'. 
Soient W o un voisinage ouvert de C' se projetant par a dans un voisinage 
donn~ de C, et Uo,U~ des voisinages ouverts de ~, ~' dans W 0 qui sont 
des rel~vements d'ouve~ts distingu4s U, U' de a. Los injections de Uo et 
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U~ dans W e induisent des applications i 0 et/@0 qui ~talent U0 et U 0 dans We, 
et qui appliquent les points ~ et 9'  eorrespondants & ~ et ~' sur un m~me 

A A 
point; il existe donc un isomorphisme local ~o de U 0 dans U~ d~fini au voi- 

sinage de ~ et tel que ~ 0  soit une restriction de i o .  Par les isomorphismes 
]x A /  

de U 0 sur U et U o sur U' ddfinis par la projection a, l'isomorphisme local 

~o correspond/t un isomorphisme local ~ de l'espace transverse U au point x 

dans l'espace transverse U' au point x' qui est l'isomorphisme cherch~. 

Remarques : Si C est un chemin ferm~ reliant x ~ x, l'~l~ment du groupe 
d'holonomie au point x d~termin6 par C (cf. II, 8) peut 6tre r~alis~ par un 
automorphisme local de tout espace transverse au point x. 

Lorsqu'il existe des sous-espaces transverses aux points x et x' (dans le cas 
des structures feuillet~es r~guli~res par exemple), on peut partout remplacer 
((espace transverse ~ par ~(sous-espace transverse ,. 

Soit ~ l'espace des feuilles de l'espace :~ des jets distingu~s de a (muni 
de la structure image rdciproque de a par a), et soit q la projection canonique 

de ~ sur ~ .  L'application fl de :~ dans B ddfinit l'application ~ qui ~tale 
dans B. Comme les op6rations de / / r  sur (~, fl) sont compatibles avee la 
projection q, alors par passage au quotient, H vest  encore group(fide d'opdra- 

Lo groupo de extension d,  grouvo de d'ov rate    
s'identifie au groupoide des jets locaux d'un pseudogroupe/" d'automorphismes 

locaux de ~ (muni de sa (B, / ')-structure). 
La projection source a de :~ sur X ddfinit une projection continue ~ de :~ 

sur l'espace des feuilles X de X.  Comme X s'identifie au quotient de :~ par 
la relation d'~quivalence associ~e k l'action du groupoide//z',  il en rdsulte que : 

2% 
Proposition 6: L'espace des/euilles X de X s'identi/ie au quotient de l'esptwe 

des/euilles de l'espace des jets distinguds par la relation d'~quivalence associdc 

raction su, ~ du groupdide d'opgrateurs II v (ou du pseudogroupe fi). 
On remarquera que, d'apr~s la d~monstration de la proposition 5, le groupe 

d'holonomie d'une feuille F de X est isomorphe au groupe d'isotropie de 

en un point de ~ eorrespondant & une feuille de :~ se projetant par a sur F .  

Si la / ' -s t ructure  feuil]et~e a est simple, alors ~ ~tale ~ sur X. Les projec- 

tions biunivoqnes par ~ d'ouverts de ~ sont les cartes d'un atlas 9~ de ~ sur 

compatible avee le pseudogroupe ~ qui est form~ d'automorphismes locaux 

de la (B,/')-structure de ~ .  On a donc la 

20 Commentarii Mathematici Helvetici 
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Proposition 7: Si a est une I-structure ]euilletde simple sur X ,  l'espace des 

/euilles X de X est muni d'une (B,  F)-structure canoniquc. 
Remarquons  encore que l ' injection d 'un  ouver t  distingu~ U dans X induit  

une applicat ion qui est  localement  un  isomorphisme de U dans 2~, munis de 
leur (B,  F)-s t ruc ture  eanonique.  

C H A P I T R E  I V  

G e r m e s  de p l o n g e m e n t  

Apr~s avoir  d~fini les notions de s t ructure  a sur X d'espace localement iso- 
morphe  ~ un  sous-espace de (B, /~) ,  de F-plongement  de X dans un  espace Y 
localemcnt  isomorphe s B muni du pseudogroupe F, e t  de germe de F-plonge- 
ment ,  on se propose de ddterminer  les classes d ' isomorphie de germes de 
F-plongement  de X .  Le th~or~me 1 ~tablit le lien de ce probl~me avec los 
considerations des chapitres precedents  (cf. 3): moyennan t  des hypotheses  
topologiques convenables, ces classes correspondent  aux / ' - s t ructures  sur X 
adme t t a n t  a comme s t ruc ture  sous-jacente. P ra t iquement ,  on est ramen6 
d~terminer les ~ldments d ' un  ensemble H i ( X ,  (~), oh ~ est un faisceau de 
groupes sur X .  On obt ient  des r~sultats dans le cas oh ~ est un faiscean 
constant ,  no t a mm e n t  lorsque X est une feuille propre d 'une s t ructure  de pro- 
dui t  local (cf. 6) ou est localement isomorphe s un espace muni d ' u n  groupe 
de t ransformat ions  (cf. 7). Dans le cas o h / ~  est formd d 'automorphismes  diff~- 
rentiables, on  peut  essayer de voir ee qu'il  se passe (~ ~ l 'ordre r ~: pour  chaque 
ent ier  r positif, ~ t ou t  germe de F-plongement  de X est at tach~ un  invar iant  
d 'ordre  r ;  e 'est  un  ~l~ment de H i ( X ,  ~r),  oh ffi r e s t  un  faisceau quot ient  de 
ffi, qui peu t  souvent  se calculer par  des procdd~s classiques. La question de 
savoir dans queUe mesure ces invariants  earact~risent les classes de germes de 
p longement  est laiss~e ouverte .  Ces considerations sont  appliqu~es aux ger- 
rues de plongement  des varidt~s analyt iques (cf. 9) et  aux  variat ions infini- 
tSsimales d 'ordre  r de s t ructures  (cf. 10). 

1. Germes de sous-espaees 

Soit B un  espace topologique. On dira que deux sous-espaces F 1 et F 2 de 
B d~terminent  le m~me germe de sous-espace au point x de B,  s i x  ~ F 1 ~ F 2 
et  s'il existe un voisinage U de x tel  que U ~ F1 ----- U ~ F 2. Les ensembles 
form6s des germes d ' un  sous-espace quelconque F de B aux  diff~rents points 

de F ,  const i tuent  une  base d 'une  topologie sur l 'ensemble B des germes de 
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sous-espaces de B. La projection canonique p de B sur B, qui associe ~ tout 
germe de sous-espace de B au point x le point x lui-m~me, est continue; sa 

restriction s tout ouvert snffisamment petit de B e s t  un homdomorphisme sur 
un sous-espace de B.  

Tout pseudogroupe / ,  d'automorphismes locaux de B se prolonge suivant 
v /~. 

un pseudogroupe / ,  d'automorphismes locaux de . si F est un sous-espace 

quelconque de B,  et si 7 E/1, les automorphismes locaux de B qui appii- 
quent le germe de F au point x EF sur le germe de 7(F) au point ?(x) 

engendrent le pseudogroupe Y. 

D~finition: Sur un espace topologique X ,  une structure d'espaee localement 
isomorphe ~ u n  sous-espace de ( B , / , )  (ou simplement de B, s'il n'y a pas de 

V 

confusion h craindre) est une (B,/')-structure sur X .  Elle peut ~tre d~finie 

par un atlas complet de /~ sur X compatible avec /Z. 
Par exemple, tout sous-espace d'un espace muni d'une (B, / ')-structure est 

muni d'une structure ~vidente d'espace localement isomorphe h u n  sous- 
espace de B.  

Remarque: L'esp~ce des (B, / ')-structures sur X est ~quivalente k la sous- 
esp~ce de l'esp~ce des /'-structures feuillet~es sur X dont les jets distinguds 
sont des jets d'hom~omorphismes locaux de X sur des sous-espaces de B (les 
feuilles sont ainsi les points de X). 

2. Germes de plongements et germes de voisinages 

Soit X un espace localement isomorphe ~ un sous-espace de (B, F). Le 
couple (Y, ~) form~ d'un espace Y muni d'une (B, / ')-structure et d'un iso- 
morphisme ~ de X sur le sous-espace ~(X) de Y est appel~ un/,-plongement 
de X .  En particulier, si X est un sous-espace de Y e t  ~ l'application identique 
de X dans Y, alors (Y, ?), ou simplement Y, est appeld un/,-voisinage de X .  

Nous dirons que deux/,-plongements (Y, ~) et (Y', ~r) de X d~terminent 
le m~me germe de /,-plongement de X si ~ -~ ~' et si Y ~, Y' contient un 
voisinage ouvert U de ~(X) ~ ~'(X) dans Y e t  Y' et sur lequel les (B , / , )  
structures de Y e t  Y' induisent la m~me (B, /")-structure. Lorsque cp est 
l'applieation identique de X,  on d6finit ainsi un germe de /,-voisinage de X .  
Un germe de /'-voisinage ou de/ ,-plongement de X sera dit sgpard s'il peut 
6tre reprSsentd par un couple (Y, r oh Y est s~par~. 

Soient (Y1, ~1) et (Y~, r deux couples repr~sentant le m~me germe P1 
de/ , -plongement  de X,  et (Y2, ~ )  et (Y~, ~ )  deux couples repr~sentant le 
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m~me germe P2 de P-plongement de X;  deux isomorphismes ~v et ~v' des 
voisinages ouverts U 1 c Y1 et U~ c Y~ de ~I(X) sur des voisinages 
ouverts U~ c Y~ et U~ c Y~ resp. de ~2(X) qui prolongent ~2~[ ~, d6- 
terminent le m~me isomorphisme de P~ sur P~ si les restrictions de ~ et ~v' 
un voisinage convenable de ~ ( X )  coincident. Lorsque ~ et ~2 sont tous 
deux l'application identique de X,  on d~finit ainsi un isomorphisme du germe 
de 1"-voisinage P~ sur le germe de E-voisinage P~. 

Remarquons que si X~ et X 2 sont des sous-espaces des espaces Y~ et Y~ 
resp. munis de (B, 7)-structures, et si h e s t  un isomorphisme de X~ sur X~, 
alors la restriction de h ~ un voisinage ouvert assez petit d 'un point x de 
X~ se prolonge suivant un isomorphisme d'un voisinage ouvert de x dans Y~ 
sur un voisinage ouvert de h(x) dans Ys, mais que h ne se prolonge pas en 
g~n~r~l suivant un isomorphisme d'un voisinage de X~ tout entier sur un 
voisinage de X~. 

3. Germe de 1"-plongement et F-structure 

Soit P u n  germe de 1"-plongement d'un espace X muni d'une structure 
d'espace localement isomorphe s un sous-espace de (B, E), represent6 par un 
couple (Y, ~); la F-structure r  sur X,  image r~ciproque par ~ de la 
F-structure de Y, est ind~pendante du couple (Y, ~) qui repr~sente P ;  de 
plus, si P e t  P '  sont des germes de F-plongements isomorphes de X ,  alors 
les F-structures ~b(p) et r  sont identiques. Nous allons montrer qu'avec 
des hypotheses topologiques convenables, la P-structure ~b(p) sur X carac- 
t~rise la classe d'isomorphie du germe de 1"-plongement P de X.  

D'un~ mani~re precise, soit ~ le sous-faisceau de groupoides complet du 
faisceau des jets locaux de X d a n s / / r  dont les unit~s sont les jets d'isomor- 
phismes loeaux de X (muni de la structure a) sur des sous-espaces de B.  
Les ~l~ments de H i ( X ,  ~ )  sont les F-structures sur X qui admettent a comme 
structure sous-jacente (~ peut ~tre consid~r~e comme leur E-structure feuillet~e 
sous-jacente, cf. la remarque de 1). 

Th6or~me 1: ,~oit 1" ~n pseudogroupe d'au~omorphismes locaux d'un espace 
B,  et 8oit X un espace muni d'une structure a d'esln~ce localement isomorphe d 
un sous-esl~ace de (B, 1"). Si B e t  X sont localement compacts et ~ base dgnom- 
brable, il existe une correspondauce biunivoquc canonique q~ entre les classes 
d'isomor1~hie de germes de I'-plongement sgpargs de X et les I-structures sur X 
admettant ~ comme structure sous-jacente. 

I ~  d~monstration de ee th~or~me est renvoyte au paragraphe suivant. 
Supposons qu'il existe une/ ' - s t ruc ture  s sur X admettant  a comme struc- 

ture sous-jacente, et soit (~' un faisceau de groupes sur X associ~ ~ s (cf. II, 5). 
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Si par exemple un germe P de F-plongement de X est reprdsentd par le couple 
(Y, ~), et s i s  est la E-structure ~5(p) sur X,  image rdciproque par ~ de la 
E-structure de Y, alors flis est isomorphe au faisceau de groupes flip formd 
des germes, aux points de ~0 (X), des automorphismes locaux de Y se rdduisant 

l'identitd sur ~ (X). D'apr6s la proposition 7 du chapitre II, le thdor6me 1 
est dquivalent au 

Corollaire: Avec  les hypotheses du  th~or~me 1, s ' i l  existe une  F-structure s sur 
X admettant  a comme structure sous-jacente, l 'ensemble des classes d'iaomorphie 
de germes de F-plongement sdpards de X eat en correspondance biunivoque cano- 

nique avec l' ensemble H 1 (X, flis). 
Tout automorphisme du germe P de F-plongement de X ddtermine une 

section de fliP; on a donc un isomorphisme du groupe des automorphismes de 
P dans le groupe des sections du faisceau fliP. Si ~(X) poss~de un syst6me 
fondamental de voisinages paracompacts dans Y, cet isomorphisme est bi- 
jectif (cf. [7], p. 17). Comme fli~ est isomorphe (pas canoniquement) h fliP, on a 

Proposition 1: Avec  les hypotheses du  thdor~me 1, le groupe des automorphis-  
rues d 'un  germe de F-plongement de X ,  appartenant  ~t la classe ddterminge par 

une  E-structure s ,  est isomorphe ~t H ~ ( X ,  fli~). 

Application: Voiei un exemple d'application du thdor6me 1. Soit F u n  pseudo- 
groupe d'automorphismes locaux analytiques complexes de l'espace num~- 
rique complexe C% de coordonndes z k = x ~ ~ i y  k (Ir -= 1, 2, . . . ,  n). Los 
restrictions au sous-espace rdel R n (d~fini par y~ ----- 0) des dldments de F qui 
transforment R nen lui-m~me, engendrent un pseudogroupe Fo d'automorphis- 
rues locaux analytiques rdels de R n. 

Soit X une varidtd paracompacte de dimension n munie d'une (R n, F0)- 
structure a qui peut 6tre considdrde comme une structure d'espace localement 
isomorphe s un sous-espace de (C n, F). Los germes aux points de R n des ~l~- 
ments de F dont Ia restriction ~ R ~ est l'identitd, sont los germes de l'auto- 
morphisme identique de C n. En vertu du thdor6me 1 ou de son corollaire 
(cf. II, 7, rem. 2), l'espace X,  muni de sa structure a, admet un et un seul 
germe de F-plongement ddtermln~ h un isomorphisme pr~s. 

Par exemple, nne varidtd analytique rdelle paracompacte pout 6tre plong6e 
comme (~sous-varidtd rdelle ~) dans une varidtd analytique complexe de m~me 
dimension (cf. [4], c)), et ceci d'une mani~re essentiellement unique. 

Considdrons encore lecas suivant : soit F l e  pseudogroupe d'automorphismes 
locaux de C ~ engendrd par F et par l'involution x ~ ~ iyk---> x k - -  iy~;  la 

restriction d e / ~ k  R nes t  encore F o. En vertu du corollaire, les classes d'iso- 

morphie de germes de iH-plongement d'un espaee X muni d'une (R n, F0)- 
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s t ructure  sont en correspondance biunivoque avec les 61~ments de H ~ (X, Z2), 
oil Z~ est un  groupe eyclique d 'ordre  2. 

4. D~monstration du th6ori~me 1 

La  d~monstra t ion se fera en deux drapes;  la proposit ion 2 mont re ra  que 
l 'applieat ion q~ des classes d ' isomorphie de germes de F-plongement  de X 
dans l 'ensemble des F-supers t ructures  de a est injective, et  la proposit ion 3 
que r est surjeetive. 

Proposition 2: Soient Y et Y '  deux espaces localement compacts et dt base dd- 
nombrable, munis  des (B ,  F)-structures ~ et ~' respectivement. Tout homdomor- 
phisme h d 'un sous-espace X de Y sur un sous-espace X '  de yr tel que la F- 
structure sur X ,  image rdciproque par h de ~', coincide avec la F-structure induite 
par ~ sur X ,  se prolonge suivant un isomorphisme d 'un voisinage ouvert de X 
sur un voisinage ouvert de X ' .  

D6monstration: Soit 9~ un  atlas de B sur Y compatible  avec F ,  et qui 
d~finit sur Y la s t ructure  3. Soit lI ---- {Uk}~EK le recouvrement  induit  sur 
X par  les buts  des cartes g~ de 9I qui rencont ren t  X .  La  F-s t ruc ture  induite 
sur X par  s est d6finie par  le coeycle (/) E Z 1 (lI, ?~r), /t~ s ' identifiant ~ l 'ap- 
plieation continue de U~ ~, U z dans T/r,  qui fair correspondre ~ tou t  
x �9 Uk ~ Uz le je t  local de gkg-[ 1 au point  z ---- g ~ ( x )  : 

= J (gT"g ) (1) 

Soit l I ' =  {Um},n~j le reeouvrement  indui t  sur X par  les images rdci- 
proques par  h des buts  des cartes g~ d 'un  atlas 9~' de B sur y r ,  ddterminant  
sur y ,  la F-s t ruc ture  donn6e s ' .  La  F-s t ruc ture  sur X ,  image r~eiproque par  
h de ~', sera reprdsentde par  le coeycle ( f )  ~ Z x (lI r, ~ r ) ,  d6fini par  

l ' . . ( x )  ' ' ' ' - ' h ' x '  = ? ~ ( g ,  g~), oh x c U ~  U ,  et z = g ~  t J- (1)' 

Les deux cocycles (f) et  ( f )  d~terminent,  par  hypoth~se,  le mgme dl6ment 
de H i ( X ,  ~ r ) .  I t  existe done un  reeouvrement  ~ = (V~}r z de X ,  plus 
fin que ~ et  l i  r , des apphcat ions  ~ et  T r de I dans K et  J resp., et des apphca-  
t ions continues n~ de V~ d a r t s / / r  telles que:  

l~ (x )  = nj(x)lr pour  x E V, ~ Vr (2) 

oil ~, e t /~ i  d6signent les restrictions de /~j~  et  ]~'i~'~ ~ Vi ~, V~. On posera 
! 

pour  simplifier 9~ = g,~ et  g~ = g,,~. 
Pour  t ou t  i r I ,  posons: 

' = =O~g~).n~(x).(~,xg~-l), oil x ~ V ,  et  z 
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le point indiquant la loi de composition des jets locaux. L'application 

x ~ h~ (x) est un rel~vement eontinu de Vr dans l'espace ~ des germes d'iso- 
morphismes locaux de Y dans Y', se projctant sur la restriction de h/~ V~. 

Les rel~vements h~ et h~. coincident sur V~ ~ Fj. En effet, de (1) eL (1)' on 
d~duit : 

/ . ( x )  "~ -1 .~ -1 
�9 X ! f - 1  ;~g~, oh z = g i  h(x) et w--g~. ~ j ,  

d'oh h~(x) "x , = (~gj).n~(x) ( j ~ g ; ~ )  "~ ' �9 : ( ;wgj ) .n~(x) . l j , (x ) . ( f~g~ 1) 

= (?wg i ) . / j i ( x ) . n , ( x )  (]~g~l)___ "x , �9 (~ g~). n ,  (x) .  (i~ gi -1) = F~,(x). 

La rdunion~h des hi est ainsi un relbvement de X dans ~ se projetant sur h. 
Comme Y est localement compact et ~ base ddnombrable, tout voisinage 

ouvert de X est paracompact. En vertu de la proposition 2.2.1 p. 17 de [7], 

le relbvement h de X dans ~ peut se prolonger suivant un rel~vement d 'un 
voisinage U0 de X;  son compos6 avec la projection but de 3 sur Y' est une 
application H de U 0 dans Y', qui prolonge h, eL qui est, au voisinage de chaque 

point de U0, un isomorphisme local de Y dans Y'. De mgme, ~-1 est un re- 
]bvement de X' dans l'espace ~-x des germes d'isomorphismes locaux de Y' 
dans Y; on peut donc construire aussi une application H' d'un voisinage U~ 
de X' dans Y, qui est localement un isomorphisme local de Y' dans Y, et 

"~ ' h-l(x ') ,  pour tout x' � 9  Comme ~ H ' H  est le jet de telle que ?~,H = 
l'application identique de Y pour tout x �9 X, il existe un voisinage U de X 
tel que H ' H ( y )  = y ,  pour tout y �9 U. Ainsi la restriction de H ~ U pro- 
longe h, et c'est un isomorphisme de la (B, F)-structure induite par ~ sur U, 
sur la (B, F)-structure induite par ~' sur H ( U ) .  

Proposition 3: Soit  X un  espace m u n i  d 'une  structure ~ d'espace localement 
isomorphe (~ un  sous-espace de (B, F), et soit s une  I-s tructure sur X admettant 
a comme structure sous-]acente. S i  X et B sont localement compacts et paracom- 
pacts, il existe un  espace localement compact Y m u n i  d 'une  ( B ,  F)-structure ~, 

et u n  isomorphisme qJ de X sur un  sous-espace de Y ,  tels que s soit la F-structure 

image rdciproque de ~ par q~. 

Dbmonstration: Soit (/)�9 ~ r )  un eocycle repr~sentant la F-struc- 
ture s sur X. Comme X est localement compact et paracompact, on peut 
supposer que le recouvrement 1[ ~ (U~}~�9 de X est de type fini, les U~ 
~tant relativement compacts et assez petits pour que /~, compos~i de ] ,  (les 
/ ,  sont identifi~s avec l'application de U~ ~ U~ d a n s / / r  qu'fls d~terminent) 
avec la  projection but d e / / r  sur B, soit un hom~omorphisme de U~ sur un 
sous-espace de B.  
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Soit If '  l --~ {U~}~ I unrecouvrement  de X plus fin q u e l I ,  et l i"  Ir 

un  recouvrement plus fin q u e l I ' ,  tels que l 'adh~rence U~ de U~ soit contenue 

dans U~ et que l 'adh~rence U~ de U~ r soit contenue dans U~. Pour tou t  i c I ,  
soit lz~ un voisinage ouvert  de f~(U~) dans B dans leque] /i(U~) est fermi,  et 

~ M  
V~ un voisinage ouvert de f~(U~) dans V i dont  l 'adh~rence ne rencontre pas 
/,(v 

Pour  tout  couple d'indices (i, ~) tel que U~ ~ U s r 0, soit ?j~ un ~l~ment 

de / '  dont  la source soit un voisinage dans Vi de / i ( U ~  U~), et tel que 

~ = /~ (x ) ,  oh y ----- fi(x), pour tout  x c Ui ~ Uj,  on choisira 7ii = ap- 
plication identique de V~ et 7~ ~ ~ ,  et la source de 7~e suffisamment petite 
pour que l ' intersection de ]~(Ut) avee l'a~lh~rence dans V~ de 7~I(V~)~ V~ 

soit contenue dans f~(U~ ~ U~); (c'est possible, car l ' interseetion de cette ad- 
herence avec /i[C(U~ ~ UJ)] est un ferm~ qui ne rencontre pas le compact 

l,(U' 
Pour  tout  x c f~(U~), soit W~ un voisinage ouvert  de x dans V i assez petit  

pour que: 
~! i c~ --1 ! I 1) si 7" est tel que x ~ f ~ ( U ~  Uj), alors W~ ~;'i (Vj)~ V~ ~ o ;  un  tel 

voisinage existe, car 7~ n 'est  d~fini que pour un nombre fini d'indices ~, i ~tant 
fix~, et la source de ~ v~rifie la condition ci-dessus, 

2) pour tout  couple (] ,b)  tel que x ~ / ~ ( U ~  U~. U~), alors 7~7~ et 
7~ sont d~finis et  ~gaux dans W~. 

Posons alors W~ t9 W~ ~ Y~, x e ]~(U~), et consid~rons l'espace somme 

E ----- U (i, W~). Dans E la relation suivante:  (i, x~) ~ (], x~) si et seulement 

si x~ ----- ~,~x~, est une relation d'~quivalence: elle est r~flexive et symgtrique, 
car 7~ -~  identit~ et ?~ ~ ? ~ ;  elle est aussi transitive, car si x~ ~ 7~x~ 
et x~-~ 7~,x~, alors x~ ~ W~ oh x ~ , ( U ~  V~-' ~]~) d'apr~s 1), et d'apr~s 
2) ?~(x~)-----7~F~(x~). Par  passage au quotient,  on obtient  un  espace Y 
loealement isomorphe k B:  les applications g~ de W~ dans Y, obtenues en 
composant l ' injection canonique de W~ dans E avec la projection canonique 
de E sur Y, sont  les cartes d 'un  atlas de B sur Y compatible avec F ,  et qui 
d~termine une (B,  F)-structure ~ sur Y. Les applications gJ~ admet ten t  une 
r~union ~ qui est un isomorphisme de X sur un sous-espace de Y; la F-struc- 
ture sur X ,  image r~ciproque par  ~ de ~, n 'est  autre que 8, car elle est repr~- 
sent6e pax le cocycle (]) restreint au recouvrement {/~-~(V~)). 

I1 reste ~ v6rifier que Y est s~pax6; soit y~ --~ g~(x~) et y~ ~ g~(x~) deux 
points distincts de Y. I1 existe W~ tel que x~ ~ W~; deux cas peuvent  se pr6- 

senter: 1) x ~. [,(U~ ~ Ui),-! alors g~ (W~) et  g~(W~) sont deux voisinages sans 
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point commun de Yl et Y2; 2) xr U~), alors rr est d6fini; 
comme il est distinct de xj, soient V1 et V 2 deux voisinages sans point eom- 
mun de ~i(x~) et xr done g i ~ ( V 1 )  et g~(V2) sont deux voisinages sans 
point commun de Yl et Y2. 

Remarque: Les propositions 2 et 3 pourraient gtre ddmontrdes avee des 
hypotheses topologiques un peu moins restrictives; nous avons ehoisi celles 
qui rendaient la d6monstration plus aisde. 

5. Germes de voisinages des feuilles des structures r6guli~res 

Variation de structures 

Soient F '  et F des pseudogroupes d'automorphismes locaux des espaces topo- 

logiques B e t  F resp. (cf. III ,  12), et /~ un pseudogroupe d'automorphismes 
locaux du produit E ---- B • F ,  engendr~ par des ~l~ments de la forme 

(x, y) -+ (r'(x), r~(y)),  

oh xEB,  y ~ F , ~ E T '  et 7'eF' .  
On supposera que/~ conticnt tousles ~16ments de la forme (x, y) ~ (x, ~ (y)), 

et que 2" est localement connexe. 
Une (E, F)-structure sur un espace topologique X admet une F'-structure 

feuilletde sous-jacente rdguli~re; soit V une feuille propre de cette structure. 
La feuille V e s t  munie d'une structure d'espace localement isomorphe au 
sous-cspace {b} • 2' de E,  oh bes t  lc but d'un jet distingud en un point de 
V ; cette structure peut gtre d~termin~e par le point b c B e t  la (F,/ ' )-struc- 
ture de la feuille V (cf. III ,  12). 

Rdciproquement, soit V un espace connexe muni d'une (F , / ')-structure 

et soit b u n  point de B; tout germe de/~-plongement de V, considdrd comme 
localement isomorphc au sous-espace {b} • F de E,  peut gtre reprdsentd 

par un couple (Y, q), oh Y est muni d'une (E,/~)-structure et oh ~ est un 
isomorphisme de V sur une feuille propre de Y; si (Y, ~) et (Y', ~') reprfi- 

sentent des germes de/~-plongements isomorphes de V, alors l'isomorphisme 
~,~-1 de la feuille ~(V) de Y sur la feuille ~'(V) de Y' se prolonge suivant 
un isomorphisme d'un voisinage de ~0(V) sur un voisinage de ~'(V). Dans 
les paragraphes 6 et 7, nous dtudierons les classes d'isomorphie de germes de 

~-plongement de V dans le cas particulier oh F est le pseudogroupe produit 
F '  • F et dans celui oh F est ddduit par localisation d'un groupe de trans- 
formations de Lie. 

Variation de structures: Supposons en particulier que F '  soit le pseudo- 
groupe des applications identiques des ouverts de B. Considdrons sur un 
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espace produi t  B • V une (E,  ]~)-structure ddfinie par  un atlas de B • F 

sur B • V compatible  avec ]~, et dont  chaque carte  / est compatible  avec 
les projections canoniques P0 et  iv de B • F et  B • V sur B (c'est-~-dJre p] 
e s t  la restr ic t ion de P0 ~t la source de /). Pour  tou t  point  b ~ B ,  la feuille 
V b ~ {b} x V e s t  munie d 'une  (F ,  F) -s t ruc ture  s b qui (<varie continfiment~ 

avec b ; la forme des t ransformat ions  de ]~ (par exemple la diffdrentiabilitd ou 
l 'analyticitd) indique les conditions imposdes ~ la variat ion.  Si B e s t  le segment 
[0, 1], on a une  dd/ormation (ou homotopie) de structures2). Si B dtait  le 
simplexe euclidien type  de dimension n,  on obt iendrai t  un  ((simplexe singulier ~ 
dans l 'ensemble des (F ,  F)-s t ructures  sur V; l 'ensemble de ces simplexes sin- 
guliers, muni de sa s t ructure  de complexe semi-simplicial, pourra i t  ~tre appeld 
le complexe singulier de l 'espace des (F,  / ' ) -s t ructures  sur V. 

Germes de variation: Soit V un  espace muni  d 'une  (F ,  F) -s t ruc ture  sb, B 
jouant  le r51e d 'espace des param~tres,  comme ci-dessus, avec un point  dis- 
tingu~ b. Soit U un voisinage ouver t  de b e t  considdrons sur le produi t  topo- 

logique U • V une (E,  F) -s t ruc ture  ~ d~finie par  un atlas 2 de B • F sur 

U • V compatible  avec /~, chaque carte de ~I 6rant compatible avec les 
project ions canoniques de B • F et U • V dans B .  Identifions V avec 
le sous-espace {b} • V e t  supposons que s ddtermine sur V la (F ,  F)-s t ruc-  
tu re  donn6e sb. On dira que deux telles s t ructures  sur des espaces U • V 

et  U ~ • V ddfinissent le m~me germe de F-variation de s b s'il existe un  voi- 
sinage ouver t  W de b contenu dans U ~ U' et un  isomorphisme du sous- 
espace W • V de U • V sur le sous-espace W • V de U ' •  V se r~- 

duisant  ~ l ' identit~ sur {b} • V. La  s t ruc ture  s b sera elite F-stable, si tou t  

germe de F-var ia t ion de s bes t  le germe de la ddformation tr iviale qui est re- 
pr~sent~ par  B • V muni  de la s t ructure  produi t .  

Lorsque B et  F sont des vari~t~s diff~rentiables et /~ un  pseudogroupe 
d 'au tomorphismes  locaux diffdrentiables de B • F ,  alors, si V e s t  com- 

pact ,  les germes de /~-var ia t ions  de s b correspondent  aux  classes d ' isomorphie 

de germes de /~-plongement de V muni de la s t ruc ture  s b. 
Dans ce cas (ainsi que dans celui des germes de p longement  de V comme 

feuille propre  d 'une  s t ruc ture  feuillet~e) on peut  appliquer le corollaire du 
th~or~me 1 en pa r t an t  du  germe trivial reprdsent~ pa r  B • V muni de la 
s t ruc ture  produi t  et  l ' inject ion canonique de V sur {b} • V; le faisceau de 
groupes ~ est le faisceau des germes, aux points de {b} • V, des au tomor-  
phismes locaux de B • V se rdduisant  ~ l ' identit~ sur {b} • V. 

i) Les variations de strUctures complexes  ont dtd dtudides par K.  KODAn~A, D. C. SPENCER, 
A. F~aSH~ICHER et A.  NIJ~.~r~uIs (cf. [6] et  [10]). l~ous n'avons eu connaissance du mdmoire [10] 
qu'apr~s la rddaction de ce travail .  
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6. Cas des produits locaux 

Soit /~ ---- F I x / "  le pseudogroupe produit des pseudogroupes F '  et F de 
transformations de B e t  F (cf. I I I ,  12). Soit F b = {b} • F ,  b r B,  identifi~ 

F ,  et soit G b le groupe d'isotropie de F '  au point b. Nous supposerons que 
E ---- B x F est un  espace topologique localement compact et ~ base d~nom- 
brable. 

Th6or~me 2: Soient Yz et Y~ deux espaces sgpargs munis de ( B x F ,  F • F')- 
structures de produit local dont les F'-structures /euilletdes sous-]acentes sont al 
et a 2. Si  hes t  un isomorphisme d'une /euille propre V1 ~ base ddnombrable de 
(r I 8ur une /euille propre V2 de a~ transportant l'holonomie de V1 sur l'holonomie 
de V2, alors h se prolonge suivant un isomorphisme d'un voisinage de V 1 sur 
un voisinage de V~ (cf. I I I ,  11). 

Si V e s t  un espace sdpard ~ base ddnombrable muni d'une (F, F)-structure 
et s u n  dldment de H I ( V ,  Gb), il existe un isomorphisme de V sur une /euille 
propre d'une (B x F ,  F x [")-structure dont l'holonomie est reprdsentde par s. 

Autrement dit, les classes d'isomorphie de germes de (I' x F')-plongement 
sdpards de V sont eu correspondance biunivoquc avec les gldments de H i ( V ,  Gb). 

D~monstration: Le produit  Y ---- B X V, muni  de sa structure naturelle 
de produit  local, et l ' injection canonique ~0 de V sur V b ---- {b} • V, repr~- 

sentent un  germe de/~-plongement de V. 
Le faisceau de groupes sur Vb form~ des germes, aux diff~rents points de 

Vb, des ~l~ments du pseudogroupe des automorphismes locaux de Y qui lais- 
sent fixe Vb, est isomorphe au faisceau constant  sur V des germes d'applica- 
tions constantes de V dans le groupe G b. Le corollaire du th~or~me 1 (3) donne 
alors le th~or~me 2, si l 'on remarque encore que, s i s  e H 1 (V, Gb) correspond 
/~ un germe de plongement reprdsent~ par ( Y',  ~'), l 'dl~ment de H 1 (~' (V), Gb) 
image de s par l ' isomorphisme induit  par ~ ' ,  repr~sente l 'holonomie de la 
feuille ~' (V). 

Corollaire: Les classes d'isomorphie de germes de plongement d'une varidg 
r-diHdrentiable paracompacte V comme /euille propre d'une structure /euilletde 
r-di//drentiable rdguli~re de codimension q (cf. I I I ,  12, Ex. 1), correspondent bi- 
univoquement aux classes de reprdsentations, modulo les automorphismes intd- 
rieurs, du premier groupe d'homotopie de V dans le groupe d'isotropie, ~ l'origine, 
du pseudogroupe des automorphismes locaux r-di/]drentiables de .R q . 

Ce corollaire r~sulte du th~or~me 2 et du 

Lemme: Toute structure feuilletde r-diffdrentiable rdguli~re, sur une varigtd 
paracompacte X ,  admet une superstructure de produit local clans un voisinage 
assez petit d'une feuiUe propre V. 
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D6monstration: La vari~t6 X poss~de une superstructure de vari~t~ diff~- 
rentiable de classe r -t- 1 (et m~me analytique, d'apr~s le th~or~me de plonge- 
ment de WHITNEY); consid~rons une m~trique riemanienne sur X de classe 
r ~- 1. En chaque point x c V, soit T~ un ~ldment de contact de dimension 
q, transverse k l'~lgment de contact tangent ~ V en x, et qui d~pend r lois 
diffgrentiablement de x. Au voisinage de x, les gdod~siques tangentes ~ T~ 
engendrent un morceau de sous-vari~t~ r-diff~rentiable S~ de dimension q; 
S~ peut 6tre choisi assez petit pour ~tre transverse en chacun de ses points 
aux feuilles de X et pour que S~ ~ S~:, ~- r lorsque x ~ x' .  Dans un voi- 
sinage suffisamment petit de V, on a donc une superstructure de produit 
local de classe r. 

Remarques:  1. Comme la vari~t~ V (de dim. p) admet une superstructure 
de vari~t~ analytique, il r~sulte du lemme et du corollaire que tout germe de 
voisinage de V admet une /~q • F~-superstructure de produit local, Fr  q ~tant 
le pseudogroupe des automorphismes locaux r-diff~rentiables de R q et F~ 
celui des automorphismes locaux analytiques de /~p. Le germe de voisinage 
de V admet une superstructure de classe r ~ > r, si et seulement si le groupe 
d'holonomie de Ves t  conjugud i~ un sous-groupe du groupe d'isotropie de/~q, 

l'origine. 2. Le cas r --~ 0, c'est-h-dire celui des vari4t~s feuilletdes topo- 
logiques n'est pas r~solu. I1 semble tr~s dffficfle; par exemple, si le groupe 
d'holonomie de V compact est l'identit~, les feuilles voisines de V sont-ellcs 
hom4omorphes ~ V? (cf. [15], a), p. 121). 

7. Cas od les feuilles sont munies de (F, Fa)-structures 

Soit / "  un pseudogroupe d'automorphismes locaux d'une vari6t~ B topo- 
logique (r-diff~rentiable ou analytique), et / ' a l e  pseudogroupe d~duit par 
loealisation d 'un groupe de Lie G de transformations analytiques d'une vari6t~ 

connexe F (cf. I, 1). Consid~rons dans E ---- B • F le pseudogroupe /~ en- 
gendr~ par les automorphismes locaux de la forme (x, y) -~ (r ' (x),  g~(y)), 
oh F' ~ / "  et oh x -~ g~ est une application continue (r-diff~rentiable ou ana- 
lytique) de la source de 7' dans G. 

Soit F~ le sous-espaee {b} • F de E .  D~signons par (~ le groupe des jets 
locaux, au point b, des applications continues (r-diffSrentiables ou analytiques) 
des voisinages de b dans G, et soit J le groupe d'isotropie de F '  au point b. 

L'ensemble H des couples (a, 9), oh a c J e t  ~ c (~, muni de la loi de com- 
position (a', ~')  (a, ~) : (a 'a ,  ~'(a)~) ,  oii ~'(a) d~signe le compos~ du jet 

local a avec le jet local g , est un groupe (le produit crois~ de (~ et J) .  Soit 
la representation de H sur (7 qui f a r  correspondre au couple (a, 9) le but  du 
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jet local ~. A route (F,/ 'G)-structure sur un espaee V est associd un ~ldment 
de Hi(V ,  G) (par l'application induite par la reprfisentation de ~ a  sur ff~, 
of. III ,  4). 

Th~ori~me 3: Soit g une vari~tg paracompac~e munie d'une (F, Fa)-struc- 

ture a. Les clazses d'isomorphie de germes de F-plongement de V, considgrd 
comme localement isomorphe au sous-espace Fb, sont en correspondance biuni- 
vaque canonique avec les dldments de Hi (V ,  H) se pro]etant, dans la reprgsen- 
ration induite par ~, sur l'gldment de Hi (V ,  G) associd ~ a. 

D~monstration: So i t / / a  le groupoide form4 des jets locaux de F a (ou de G) 

et soi t / /H le groupoide formd des jets des 41~ments de f dont la source et le 
but appartiennent s F b. On a une representation canonique d e / / H  sur H a 

en faisant correspondre au jet d'une transformation ~ de/~ le jet de la restric- 
tion de ~ ~ F b (identifi~e s un 61~ment de/~a par la projection canonique de 
F b sur F) ;  on a ~galement des reprSsentations canoniques de II  a e t / / H  sur 
les groupes G e t  H resp. munis de la topologie discrete, car H a e t / / R  sont 
canoniquement isomorphes aux produits F • G et F b • H respectivement. 
On a donc le diagramme commutatif suivant : 

//H --~//a 
r r 

H Z G  

En d~signant par ~a  et ~H les faisceaux sur V des germes d'applications 
locales continues de V dans H a e t  //H, les representations induites forment 
le diagramme commutatif suivant : 

H 1 ( V, ~),) -~ H 1 ( V, ~a) 

+ + 
/~i(V, H) .--~HI(V,G). 

Les dl~ments de Hi(V ,  ~R) qui se projettent sur l'~l~ment a de Hi(V ,  ~a) 

sont les F-structures sur V admettant a comme structure sous-jacente. On 
v~rifie immSdiatement qu'eUes correspondent biunivoquement (par l'applica- 
tion vertieale de gauche) aux ~l~ments de H i ( X ,  H) se projetant sur l'$1$- 
ment de H 1 (X, G) associ~ s a. 

Corollaire: Soit ~ une (E, F)-structure sur une varidtd X et soit V une feuille 
propre de la structure [euilletde sous-~acente ~ "~. La feuille V grant 8upposde com- 
pacte et d premier groupe d'homotopie fini, si le groupe d'holonomie de Ves t  
l'identitg, alors V admet un voisinage isomqrphe ~ u n  produit. 
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Autrement dit, les (F, FG)-structures sur un espace V compact dont le pre- 
mier groupe d'homotopie est fini sont stables (cf. 5). 

DSmons tra t ion :  Soit ~ le premier groupe d'homotopie de V relatif s un 

certain point. D'apr~s le th~or~me 3, le germe de F-voisinage de Ves t  carac- 

t~ris6 par une representation ~ de ~ dans G, d~finic ~ un automorphismc in- 
t6rieur pros, se projetant sur une representation ~b de ~ dans G, qui repr~sente 
l'~l~ment de H i ( V ,  G) associ~ s la FG-structure de V. 

Chaque jet local ~(#), oh/~ parcourt le groupe ~, peut 6tre repr~sent~ par 
une application ]~ continue (r-diff~rentiable ou analytique) d'un voisinage U 
de b dans G. Comme ~ est fini, U peut ~tre choisi assez petit pour que # --> ~ (u) 
soit unc representation ~, de ~ dans G, pour tout u e U. En vertu d'un 
th6or~me de MONTGO~EI~Y-ZIPPI~ (Cf. [ 11 ], p. 216), si U est suffisamment pro che 
de b, il existc un ~l~mcnt g~ de G, proche de l'~16ment neutre, tel que ~ ( z )  
soit conjugu6 par g~ s un sous-groupe contenu dans ~b(~); comme ~b(~) 
est fini, ce sous-groupe est ~gal s ~b(~). Le centralisateur C de ~b(Z) est 
un sous-groupc ferm~ de G; soit ~ une section locale analytique de la fibration 
G --> G/C, au voisinage de l'~l~ment neutre. Si l'on choisit g~ e ~, l'applica- 
tion u --> g, est continue (r-diff~rentiable ou analytique); ainsi son jet local 
g au point b est un 61~ment de G. La repr6sentation g~ g-1 applique chaque 
616ment # de ~ sur le jet au point b de l'application constante de U sur ~b(/~) ; 

e]le correspond au germe de ]~plongement de V repr~sent~ par le produit 
U • V e t l ' i n jec t ionde  Vsur  {b} • V. 

8 . / ' - s u p e r s t r u c t u r e  d'ordre r 

Dans ce qui suit, B d6signe une vari~t6 oo-diff6rentiable ou analytique 
(r6elle ou complexe), et F un pseudogroupe d'automorphismes locaux de B 
(le mot diff~rentiable sera pris dans le sens d'ind6finiment diff~rentiable). 

V 

Soit B l'espace des germes de sous-espaces de B muni de sa projection ca- 
r 

nonique p sur B, et soit F l e  pseudogroupe de ses automorphismes locaux 
(qui prolonge F,  cf. 1). Comme tou jour s , / / r  e t / /~"  d6signent les groupoides 

des jets des ~l~ments de F e t /~ .  

Soit /~ le groupoide extension du groupoide / / r  d'op~rateurs sur (/~, p) 

(cf. I, 7), le sous-espace de ses unit6s 6tant identifi6 s /~; les ~l~ments d e / ~  
sont les couples (Z, K) form, s d 'un ~16ment Z c I I  r et d 'un germe K de sous- 

espace de B ~ la source de Z. Soit H r le groupoide quotient d e / ~  par la rela- 
tion d'~quivalence suivante: soient Z et Z'  les jets locaux en x r B des ~l~- 
ments ~, et 7' de F,  et L ,  le germe au point x d'un sous-espaee L de B con- 
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t enan t  x;  les deux couples (Z, L~) et  (Z',  L~) seront identifids si et  seulement 
si les jets d 'ordre  r (cf. [4], e)) de 7 et  ~,' sont dgaux aux points de L voisins 

de x. Le groupoide quot ient  H r e s t  encore 4tal~ sur l 'espace B de ses unit~s par  

les projections a et  b, et la representat ion F d e / ~  sur le g r o u p o i d e / / F  donne, 
par  passage au quotient ,  une reprdsentat ion ~r de H ~ su r / /~ ' .  

On a donc une suite infiuie de reprdsentations de groupoides topologiques 

/ ~ - ~  . - .  -->H ~+~ -->H ~ -~ . . .  - > H  ~ ~ H ~ "  (1) 

adme t t a n t  tous B comme espace de leurs unit~s. 
Soit X un  espace localement isomorphe ~ u n  sons-espace de B,  c'est-h-dire 

v V 

muni d 'une  (B, F)-s t ructure  a. Considdrons sur X les faisceaux de groupoides 

~ r  (resp. ~ )  form,s  des germes d' isomorphismes locaux de X dans H r (resp./~) 
(c'est-h-dire des germes tels que leurs unitds soient des germes d'isomorphis- 

V 

mes locaux de X dans B) ; la suite 1) induit  une suite analogue de reprdsenta- 
tions des faisceaux ~ r .  

D~linition: Une F-superstructure d'ordre r de (~ (ou une F-structure d'ordre 
r admettant a comme structure sous-]acente) est un ~l~ment de H 1 (X, ~ ) .  

Tout  5ldment de H 1 (X, ~),  c'est-~-dire t o u t e / ' - s t r u c t u r e  sur X admet t an t  

a eomme s t ructure  sous-jacente (cf. 3 car ~ est eanoniquement  isomorphe 
~ , ) ,  admet  pour  tou t  r une F-s t ructure  d 'ordre  r sous-jacente. La r~ciproque 
n 'est  pas vraie en gdndra]. 

V 

Soit G r le faisceau de groupes sur B,  noyau de la representat ion ~ .  Si 

s E H 1 (X,  ~ )  est une F-supers t ructure  de X ,  soit ffF le faisceau de groupes 
d~duit de G ~ par  un cocycle repr6sentant  s (cf. I I ,  4). De la proposit ion 7 de 
II ,  on d4duit la 

Proposition 4: Les F-superstructures d'ordre r de a sont en correspondance 
biunivoque canonique avec les dldments de H 1 (X ,  ~r) .  

L'dldment neutre  de H 1 (X, ffi r) correspond ~ la F-s t ruc ture  d 'ordre  r sous- 
jacente  k s. 

La  suite 1) donne naissanee ~ la suite de reprdsentations des faisceaux de 
groupes sur X:  

Remarques: 1. Les / ' -s t ructures  d 'ordre  r ,  sous-jacentes s une  F-s t ruc ture  
correspondant  ~ un  germe P de F-plongement  de X,  sont au tan t  d ' invar iants  
at taehgs s ce germe. Dans le eas oh F est form4 d 'automorphismes locaux 
analytiques,  il serait  int~ressant de savoir dan~ queUe mesure ces invariants 
d'ordre r su//isent h caractgriser Ia classe d'isomorphie du germe P (ou, d'apr~s 
le th~or~me 1, la F-s t ruc ture  s). 
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2. Les reprdsentations ~ -* ~ ddterminent une reprdsentation de ~ duns 

la limite projective ~ =  des ~r,  d'oh une application p de H~(X,  ~)  dans 
H~(X ,  ~ ) .  Un ~l$ment de H x ( X ,  ?~| sera appeld une I-superstructure 
d'ordre oo de a. 

On a dgalement une application v de H~(X ,  ~ )  dans la limite projective 
lim H ~ (X, ~') .  

La connaissance de l'application composde v# permettrait de rdpondre /~ 
la question ci-dessus. 

9. Germes de plongement des vari6t6s analytiques ou diff6rentiables 

Soi t / "  le pseudogroupe de tousles automorphismes locaux analytiques com- 
plexes de l'espace numdrique complexe C ~, de coordonn6es y l , . . . ,  y~,xl ,  
. . . .  xv (p-4-q = n), et soit Cv le sous-espace lin6aire d6fini par y ~ =  0 
(1 ~<i ~<q). 

Tout ce qui suit serait encore valable, si l'on remplaqait partout (~analy- 
tique eomplexe, par (~diff6rentiable, ou (~ analytique rdel ~), et C ~ par l'espace 
numdrique r~el R ~. 

Une structure de varifit6 analytique de dimension complexe p, sur un 
espace paraeompact X ,  peut gtre considdr6e comme une structure sur X 
d'espace localement isomorphe au sous-espace Cv de C ". Les germes de F- 
plongement de X seront appel6s les germes de plongement analytique (de co- 
dimension q), car ils sont reprdsentds par des plongements analytiques de X 
sur une sous-varidt~ d'une vari~t~ analytique de dimension n.  I1 suffira de 
considfirer, dans l'espace des germes de sous-espaces de C ~, l'ouvert form~ 
des germes du sous-espace C~ de C ~, qui sera identifi6 s Cv. 

Soit y,m : ~,n(y, x), x '~ : g~(y, x) un automorphisme local de C n, au 
voisinage de l'origine 0, se r6duisant /~ l'identitfi sur C v, c'est-~-dire que 
r~(0, x) = 0, g~(0, x) : -  x ~. I1 ddtermine une section locale g' de G r (ef. no- 
tations de 8) qui peut 8tre aussi repr6sentfie par l'automorphisme local de Cn: 

y"~ : ot'~(x)y~ -4- " "  A- -~. oq , . . . s , ( x ) y i ' . . ,  yJr 

�9 . ~ l a i  . 
x "  = x'  -4- a) (x)y~ A- " "  r-T. Jl. . . ir(x)Y i' "" yi ,  

(1) 

a~g ~ 
a~r~ (o, x) et a ~. . . j , ( x ) =  (0, x) 

Oh ~ l . , . ~ ( X )  : Y~I'" "Y~ )1. Y11"-.Yik 

et d~t. (~x~ I ~ O. 
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L'automorphisme 1) sera appel~ le repr6sentant canonique de la section 
locale gr. R~eiproquement, tout automorphisme local de la forme 1), oh 
~.~ .j~(x) e t a  ~. .~k(x) sont des fonctions analytiques arbitraires de x, 

7 1  - .  ~1. 
sym~triques dans leurs indices inf~rieurs, est le repr~sentant canonique d'une 
section locale de G r. Le repr~sentant canonique du produit de deux sections 
locales de G r s'obtient en composant les repr~sentants canoniques de ces sec- 
tions, et en supprimant dans le d~veloppement limit~ par rapport aux y tous 
les termes de degr~ :> r. 

/'-superstructure d'ordre 1 

Lorsque r ----- 1, au repr~sentant canonique y~m = o~(x), x ~-- x ~ + a~(x)y ~, 
correspond l'application locale analytique 

~(x)~ 

de C~ dans le groupe I~.~ des automorphismes de l'espace vectoriel complexe 
C '~ qm se r~duisent ~ l'identit~ sur le sous-espace ffP. Cetge correspondanee 
d~finit un isomorphisme de G 1, restreint ~ C~, sur le faisceau des germes 
d'applications analytiques de Cp dans le groupe I,.~. Ce faisceau de groupes 
peut ~tre aussi considgrg comme le faisceau des germes d'automorphismes de 
l'espace fibrg des vecteurs tangents h C n aux points de C~, se r~duisant h l'iden- 
tit~ sur le sous-espaee fibr~ des vecteurs tangents ~ Cp. 

Soit P un germe de plongement analytique de X ,  repr6sent~ par un couple 
(Y, ~0), oh Y est, par exemple, la vari6t~ complexe C" x X et ~0 le plonge- 
merit analytique canonique de X sur {0} • X. Soit 8 la /'-structure sur X 
associ~e/~ P .  Un faisceau de groupes ffi 1, assoei6 par s k G 1 , est donc, en vertu 
de la remarque prdc~dente, isomorphe au faisceau des germes d'automorphis- 
mes de l'espace fibrd Ey  des vecteurs tangents k Y, aux points de ~(X), qui 
laissent fixe le sous-espace fibr~ E x des vecteurs tangents ~ ta sous-vari~t~ 

~CX). 
Soit M~,~ le sous-groupe du groupe des automorphismes de l'espace vecto- 

tie1 complexe C ~, form~ de ceux qui transforment en lui-m~me le sous-espace 
C ~, et soit L~ le groupe des automorphismes de l'espace vectoriel C~. L'ap- 
pllcation qui fair correspondre k tout  dl~ment de M~,~ sa restriction k C~, 
est une representation # de M~,~ sur L~. On a donc la suite exacte 

e -~ I~,~ -~ M.,~ -~ L~ -~ e .  (2) 

Proposition 5: Les F-superstructures du premier ordre de X correspondent 
biunivoquement aux classes d'isomorphie des espaces [ibrgs analytiques, d groupe 

21 C o m m e n t a r i i M a t h e m a t i c i H e l v e t i c i  
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structural M,,~, qui sont des extensions (relativement ~ #) de l'espace ]ibrd des 
vecteurs tangents ~ X .  

D6monstration: De 2), on d~duit la suite exacte 

e ~ 3n,~, -~ ~,,,~ - ~ ,  - ~ e  (3)  

oh 3n,~, ~n,~ et ~ ddsignent les faisceaux des germes d'applications ana- 
lytiques de X dans I,~,~, M~,~, et L~ respectivement. L'espace fibrd E l ,  , ~t, 
groupe structural M,,~, est reprdsent6 par un dldment t e HI (X ,  9Ytn,~,), 
(cf. par ex. [9]), et E x par l'image de t dans H 1 (X, ~ ) .  

De (3) on d~duit la suite exacte 

e - ~  3 ; , ~  -~ ~ , ~  -~ ~ -~ e (~) 

des faisceaux de groupes d6duits, par un cocycle repr~sentant t, de 3n,~, 
~lJ~.~, ~ (cf. II, 4). Le faisceau 3~,v est isomorphe au faisceau des germes 
d'automorphismes de E r ,  se rdduisant ~ l'identitd sur Ex;  il est donc iso- 
morphe s ffP. 

Comme L~ se relive dans M~,~ (par injection de Cv dans C~), on ddduit 
de (4) la suite exacte: 

e - ~  H ~ ( X ,  t H ~ ( X ,  t ~ , , , p )  ~ e  . 

Les images dans H 1 (X, t 3~,p) correspondent ~I~,v) des dldments de H 1 (X, t 
aux classes d'isomorphie des espaces fibrds, ~ groupe structural M~,~, qui 
sont des extensions analytiques de l'espace fibrd E x .  En vertu de la propo- 
sition 4, les dl~ments de H I ( X ,  (~) correspondent biunivoquement aux /'- 
superstructures d'ordre un de X; la proposition rdsulte de l'isomorphisme 
canonique de H~(X, ~ )  et H~(X, t 3. ,~) .  

/'.superstruetures d'ordre r > 1 

Darts ce cas, le faiseeau de groupes G r, restreint s C v , est isomorphe seule- 
merit k un sous-/aisceau du faisceau des germes d'automorphismes de l'espace 
fibr~ des relates d'ordre r (cf. [4], e)) de C n, aux points de Cp, se rdduisant 

l'identit~ sur le sous-espace fibr~ des rep~res d'ordre r de C v. 
Soit L~ le groupe des jets d'ordre r, ~ l'origine 0 de C n, des automorphismes 

analytiques de C ~ laissant fixe 0. Le noyau de l'homomorphisme canonique 
L~ -~ L~ -~ est abdlien; par les automorphismes int~rieurs de L~, il so trans- 
forme comme un espace tensoriel (cf. [4], e)). Comme l'espace des rep~res 
d'ordre r de C ~es t  un espace fibrd ~ groupe structural L~, il rdsulte de la 
remarque pr~cddente que le noyau N r de l'homomorphisme canonique de G ~ 
sur G ~-~ est aussi nn faisceau de groupes ab4liens. 
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Le repr~sentant  canonique d 'une  section locale de N r a la forme 

Y'~ = Y~ ~ -r-v t~...~.r~*~ �9 �9 
(~) 

1 a i  , i~ . y t r  
x '~ = x '  -F-~. ~. . .~,~x)Y . .  . 

Par  un changement  de coordonndes y~  ---- y ~ ( x ,  y), x~----x~(x, y),  laissant 
invar iant  le sous-espace C~, le repr~sentant  canonique (5) est transform~ en 

- -  1 a ~  m ~ .  ay ~ a y ~  ~j~ ~ir 
y,,n = ' ~ m  _~ r! ay" '~1""~ a ~ l  " '"  a~t,  " '"  

(5)' 1 aSi ak ~y,nl aY mr -~11 ~lr 
"~'~ = - ~  § r !  ax k , , x . . . , , ,a -~ j ,  " ' "  a~Jr . . . .  

Soit s r-1 une / ' - supe r s t ruc tu re  d 'ordre  r --  1 de X et soit s 1 l a / ' - s t ruc tu re  
d 'ordre  1 qui lui est sous-jacente. Par  la proposition pr~c~dente, il correspond 

s I un espace fibr~ k groupe s t ructural  M~,~, et  par l 'homomorphisme de 
M~,~, sur Lq (qui fair correspondre k tou t  61~ment de M~,~ sa projection sur 
Cq), un  espace fibr~ associ4 E 1 (au sens classique), de base X ,  de fibre C q et 
de groupe s t ructural  Lq. Soit T la section nulle de E ~. Le couple form~ de la 
varidtd analyt ique E ~ et du plongement  r reprdsente un germe de plongement  
analy t ique  de X ,  correspondant  ~ une / ' -supers t ructure  s de X .  

Soient ffF, ffF -~, 9F les faisceaux de groupes sur X d~duits, par  un  cocycle 
repr~sentant  s, des faisceaux de groupes G r, G r - l ,  N r. L'espace fibrd des vec- 
teurs tangents ~ E ~, aux points de ~(X) ,  est k groupe s tructural  L~ x Lq, 
et  9~ est isomorphe, en ver tu  de (5)', au faisceau des germes de sections ana- 

~m a ~ lyt iques de l 'espace fibr~ associd des tenseurs de composantes ( t~., .t~, t~...~)" 
On a la suite exacte 

e - * g F  _ . (~r  _..~ ( ~ r - - 1  - - ) - e  . 

L'dldment s r-1 correspond ~ u n  dldment v de H i ( X ,  (~r-1). D'aprbs la 
thdorie gdndrale, (cf. [7]), l 'dldment v e s t  l ' image d 'un  dldment de H i ( X ,  (~r) 
si et  seulement si, par  l 'opdrateur 8: H 1 (X, ffF -x) -* H 2 (X, 9rt~), v e s t  appli- 
qud sur l 'dldment nul. On a d o n c  la 

Proposition 6: Une / ' -superstructure s r-1 d'ordre r -  1 de X ,  reprdsentge 
par  l'dldment v ~ H 1 (X,  (~r-1), es$ sous-~acente d une / ' -structure d'ordre r ,  8i 

et 8eulement si  la classe Ov ~ H 2 ( X ,  9F) est nulle. 
Rappelons  que 9F est isomorphe au faisceau des germes de sections ana- 

lyt iques d 'un  certain espace fibr~ vectoriel, qui ne d~pend que de la / " - s t ruc-  
tu re  d 'ordre  1 sous-jacente ~ s r-1. 
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Lorsque X est une varlet6 de ST:~I1% alors H i ( X ,  (~r) __> H 1 (X, ~5 r-l) est 
un isomorphisme, ear Hi (X,  9~ff) et Ha(X, 9~) sont nuls, puisque _N r e s t  
un faisceau analytique coherent. (Cf. H. C~TAN, Colloque sur les fonctions de 
plusieurs variables, BruxeUes, 1953, p. 41-55). On a donc le 

Corollaire: Si X est une vari~t~ de Stein, les F-superstructures d'ordre r de X 
correspondent biunivoquement aux I'-superstructures d'ordre 1, donc aux cla~ses 
d'isomorphie des espaces ]ibrds topologiques de ba~c X ,  et de groupe structural 
le groupc lindaire complexe iq. 

Ce coroUaire est aussi vrai si X est une varidt~ analytique r~elle, plongeable 
dans un espace euclidien. Dans le cas d'une vari~t~ analytique r~elle quel- 
eonque, on sait n~anmoins que H 2 (X, 9~) est nul (of. B. MALGP~A~(~, Bull. 
Soc. Math. Fr., 83, 1955, p. 231-237); donc toute / '-structure analytique 
r4elle d'ordre r est sous-jacente k une/ ' -s t ructure  d'ordre r', pour tout r'> r. 

Dans le eas diff~rentiable, il est bien connu que les classes d'isomorphie de 
germes de plongements diff~rentiables de codimension q d'une varidt~ diffd- 
rentiable X sont en correspondance biunivoque avec les classes d'isomorphie 
des espaees fibres sur X s groupe structural le groupe orthogonal 0 (q). 

En effet, soit r un plongement diff~rentiable de X dans une varidt~ Y de 
dimension n.  Introduisons dans Y une mttrique riemanienne et soit _~ l'espace 
fibr6 des vecteurs normaux ~ r ; c'est un espace fibr~ ~ groupe structural 
0 (q), et qui est lui-m6me une varidtd diffdrentiable de dimension n. L'appli- 
cation ~0 de X dans ~V, qui fair eorrespondre h tout x �9 X le vecteur nul en 
r est un plongement diffdrentiable de X dans N. Les couples (Y, ~) et 
(N, ~0) dt terminent des germes de plongement diff~rentiable de X isomor- 
phes, car chaque veeteur normal suffisamment petit de N peut 6tre appliqu~ 
sur Fare de gdod~sique de m~me longueur qu'il d~termine dans X. 

Ce r~sultat est-il aussi valable pour les vari~tds de ST~.nu (0 (q) ~tant natu- 
rellement remplae~f par le groupe unitaire U(q))? Le corollaire precedent 
semble le confirmer. 

I0 .  Variations infinit6simales de s t ~ u e t m ~  

Soit F u n  pseudogroupe d'automorphismes locauxd'unevari~t~ ind~finiment 
diffSrentiable V ~, et consid~rons un pseudogroupe d'automorphismes locaux 

diff~rentiables 1~ de V n ---- R q • V~ form~ d'~16ments loea lement  de la forme 

(y, x) --~ (y, 7,(x)),  oh y e R ' ,  x e Y ~  et 7, e r .  

On suppose que /~ eontient en partieulier tous les 61~ments de la forme 
(y, x) -~ (y, 7 (x)), oil ? ne d~pend pas de y (cf. 5). 
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Soit ~ une (Vn, / ' ) -s t ructure  sur une varidtd X ;  elle peut ~tre considdrde 
comme une structure sur X d'espace localement isomorphe au sous-espace 

(0} • V p de V ~. Lorsque X est compact, les /~-superstruetures de a corres- 

pondent aux germes de variations de ~ (cf. 5). Les /~-superstruetures d'ordre 
r de a peuvent  ~tre appeldes les variations (in/initdsimales) d'ordre r de a. 

Le produit  R q • X est muni d 'une (V n,/%)-structure qui correspond k une 
variat ion triviale de 0, et qui induit  sur X,  identifig k X o = (0} x X,  une 

/~-structure s. 

Soit/~0 le sous-pseudogroupe des automorphismes locaux de R q x X,  form~ 
de ceux qui laissent fixes les points de X0. En identifiant les germes des dl~- 

ments de /~o, en un point x ~ Xo, si leurs jets d'ordre r ,  au voisinage de x 
dans Xo, sont les m~mes, on obtient le faisceau de groupes ffi r sur X (cf. 3). 
Une section de (~r peut gtre identifi6e s une q-trans/ormation in/initdsimale 
d'ordre r du pseudogroupe / ' x  des automorphismes locaux de X .  D'aprbs le 
paragraphe 3, les variations in/initdsimales d'ordre r de a correspondent biuni- 
voquement aux dlgments de H 1 (X, (~). 

On remarquera que le noyau ~ff de l 'homomorphisme de ~r  sur ffi r-1 ( r>0)  
est isomorphe h u n  sous-faisceau du faisceau des germes de sections de l'espace 
fibr6 vectoriel des applications multilinfiaires sym~triques a~.l." .r de R q dans 
l'espace fibrd des vecteurs tangents ~ X (cf. 9). Ainsi ~r  est dans le centre de ~r .  

D'aprbs la suite exacte (cf.[7]): . . . H I ( X ,  (~r) __~HI(X, ( ~ - 1 ) ~  H~(X, ~ ) ,  
un dldment v de H 1 (X, ffF -1) est l ' image d 'un  dl6ment de H i ( X ,  (~') si et 
seulement si ~v ~ 0. 

Supposons, en particulier, q u e / "  soit le pseudogroupe des automorphismes 

analytiques complexes de Cp et que /~  soit le pseudogroupe engendr~ par tous 
les automorphismes diffdrentiables (ou analytiques) de R • C~ (ou C • Cp) 
de la forme (y, x) --> (y, ~ (x) ) ,  oh ~ ~/ ' .  Alors X sera une vari~t~ ana- 
lyt ique complexe; ~ et ~ (pour tou t  ~ :> 0) sont isomorphes au ~aisceau ~E 
sur X des germes de sections holomorphes de l'espace ]ibrd des veeteurs tangents 

X.  Ainsi par exemple, lorsque H ~(X, ~E) = 0, alors H ~(X, Iti r) pour tou t  
r > 0, est r~duit k un  seul ~l~ment correspondant ~ la variation triviale. Cette 
remarque est h rapprocher du r~sultat (beaucoup plus profond) de [6]. 

Exemple: Si X est muni d 'une (F , / ' o ) - s t ruc ture  a (cf. 7), les variations in- 
finit~simales d'ordre r de a correspondent aux classes de representations,  
modulo les automorphismes int~rieurs, du premier groupe d 'homotopie n de 
X dans le groupe G r, se projetant  sur la classe des reprSsentations de n darts 
G associde ~ a (G ~ dtant  le groupe des jets d'ordre r ,  ~ l'origine, des applications 

de R q clans le groupe G). 
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CHAPITRE V 

Structures teuillet~es transversalement analytiques de codimension un 

La lecture de ce chapitre est ind~pendante de celle du chapitre prdcddent. 
Dans tout  ce chapitre, F~ d~signe le pseudogroupe des automorphismes 

]ocaux analytiques de la droite num~rique R,  et ]/~ le groupoide formd des 
jets locaux des ~l~ments de / ~ .  Une structure feuillet~e transversalement 
analytique de codimension 1 est une /'w-structure feuilletde; il ne s'agira ici 
que de ceUes qui sont sous-jacentes s une F~-structure. 

La proposition 1 montre que toute F~-structure est l'image rdciproque d'une 
F~-structure r~guli~re (cf. III ,  12) ; elle permettra dans plusieurs cas d'dtendre 
aux F~-structures g~ndrales plusieurs propri~tds des /'~-structures r~guli~res. 
Toutes les proprigtds des F~-structures ddcoulent d 'un lemme fondamental qui 
affirme que toute transversale ferrule s une / '~-structure feuilletde sur un 
espace X ,  sous-jacente ~ une F~-structure, reprdsente un dl~ment d'ordre in- 
fini du premier groupe d'homotopie de X .  Les principales consgquences du 
lemme fondamental sont r4unies dans le th~or~me 1 (cf. 4) et dans le para- 
graphe 5, oh l'on montre l'existence, dans certains cas, d'une int~grale pre- 
miere diff4rentiable globale d'une forme de Pfaff compl~tement int~grable. 
Dans le paragraphe 6, on montre l'existence d'au moins une feuille compacte, 
moyennant une hypoth~se sur le premier groupe d'homotopie. Enfin le para- 
graphe 7 donne des renseignements sur le nombre des feuilles compactes. 

Comme le montrent des contre-exemples simples, aucune des propridtds 
d~montrdes dans ee chapitre ne serait vraie, en g~n~ral, s i / ' ~  dtait remplac~ 
par le pseudogroupe des automorphismes locaux diff~rentiables de R.  Tous 
les procSd~s utilisds sont particuliers k l'analyticitd et ~ la codimension 1. 

1. F~-structure et F~-structure feuillet6e r6guli~re 

Proposition 1: Soit s une I',o-structure sur un espace X .  I1 existe un espace 
E ,  muni d'une structure de produit local "~, localement isomorphe au produit 
R • X muni du pseudogroupe produit F,~ • J (o~ J e s t  le pseudogroupe des 
applications identique8 des ouverts de X ) ,  et une application continue q~ de X 
dans E,  telle quc s soit la Fofstructure image rdciproque par q~ de la I'o,-structure 
sous-]acente a "s. 

D~monstration: Remarquons tout  d'abord que toute projection qui ~tale, 
dans R,  un espace s~par~ connexe est un homdomorphisme sur un intervalle 
ouvert  de R.  Comme les dldments de F~ sont des automorphismes locaux 
analytiques de R,  alors / /~ est un espace sdpard, 4tal~ par ses projections 
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source et but  dans R.  Done les points de la composante connexe de / /~ ,  qui 
contient un  germe /~ sont les jets locaux d 'un  ~l~ment maximal  y~ de F~. 

Soit ~s un faiseeau principal sur X associ~ ~ s (cf. I I I ,  4), et soient a e t  fl 
ses projections canoniques sur X et R respectivement. Dans le produit  R • ~s, 
soit ~ la relation d'~quivalence qui identifie les couples (t, y) et (t ~, yr), si et 
seulement s'il existe un ~l~ment /~ E H~ tel que y' ~ / ~ y  (on se souvient que 
Ho~ est un groupoide d'op~rateurs sur ( ~ s  fl)), et si t ~ ~- y~(t).  Cette relation 

est une relation d'~quivalence: elle est r~flexive et symgtrique, car 
y,-1 ~ ~ 1.-, elle est aussi transitive: si y " z  #ty~ et t rp ~ y,,(t~), on a 
yr~ : # ~ # ( y )  et t ~ '~  y~,~(t), car la source de y~,,y~ est connexe (comme 
intersection de deux intervalles), et elle est donc contenue clans la source de 
y~,~. Soit done E l'espace quotient de R • ~ par la relation d'~quivalence 
~, et p la projection canonique de R • ~ sur E.  

Soit g u n  rel~vement d 'un  ouvert U de X dans ~ .  L'application "g de 
R • U clans E ,  obtenue en composant l 'application (t, x) -~ (t, g(x))  de 
R •  U dans R •  8 avec 1o, est ouverte et biunivoque. En effet, si 
g~(x) ~ Fg(x),  alors x ~ x ~ et ~ est le jet de l 'applieation identique de R,  
car H~ est simplement t ransi t i f  dans les fibres du faisceau principal ~ .  

Les cartes if, associ~es s tous les  rel~vements g des ouverts de X clans ~ ,  
forment  un atlas de R • X sur E compatible avec / ~  • J :  si g e t  g~ sont 
les cartes associ~es aux rel~vements g e t  g' de U et U' dans ~a, alors 
g ( t ,  x) -~ -g'{t', x') si et seulement si x : x'  et t' ---- ?~(t), oh # est ddter- 
mind par g'(x)  : # g ( x ) .  

De plus les applications x -+-g(f lg(x),  x)  admet tent  une r~union r qui 
est une application continue et biunivoque de X dans E .  La projection de 
R • ~ '  sur X ddfinit une projection q de E sur X ; ~ est un rel~vement rela- 
t ivement  k q. 

La  F~-structure sur E ,  sous-jaeente h sa (R • X,  F~ • J)-structure peut  
8tre donn4e par le cocyele (h), relatff au recouvrement form~ des buts 0~ des 
cartes g ,  la section locale h~,~ appliquant le point y ~ 0~ ,~ 0~, sur l'~l~ment 
# d e / / ~  d~termin4 par  g'(x)  ---- #g (x ) ,  oh x ~- q(y). L'image rdciproque de 
ce cocycle par ~o est un  cocyele (maximal) qui d~termine s (cf. I I ,  6). 

Remarelue: Si  X est paracompact, alors ~ ( X )  poss~de un  voisinage sdpard 

Eo daws E .  
Considdrons, en effet, un recouvrement l[ ----- (U~}~e~ localement fini de X ,  

{U~}~ par des ouverts U~ qui admet ten t  un rel~vement g~ dans ~ ' ;  soit 1 ~ =  

un recouvrement de X tel que l 'adhdrence U~ de U~ soit eontenue dans U~. 
Pour tou t  x ~ X ,  on peut t rouver un voisinage ouvert  W: ne reneontrant  

! 
qu 'un  nombre fini de U~, assez peti t  pour que 1) s i x  ~ U~, alors W: ~ U~ ---- ~,  
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2) si xCU~, alors W~ ~ U~, 3) si x C U ~  U~, alors le changement de 
cartes g~-~g~ est d6fiui dans un ouvert contenant (flg~(W~), W~). Les buts 
des restrictions des cartes g~ ~ U [flg~(W~), W~,-, U~], oh x ~ U~, forment 

g~ 

un recouvrement d'un voisinage s6par6 Eo de ~(X). 

2. Un l e m m e  d'approximation 

Un point singulier d'une fonction 2-diff6rentiable / sur R nes t  un point x 
de R n oh toutes les d6riv6es partielles premi6res de / s'annulent ; on dit que le 
point singulier x est un point singulier quadratique non ddgdndrd si de plus la 
forme quadratique, dont les coefficients sont les d6riv6es partielles secondes 
de ~ en x, est non d6g6n6r6e. Si / ne pr6sente comme points singuliers, dans 
une partie U de R n, clue des points quadratiques non d6g6n6r6s, / sera dire 
non d6g6n6r6e sur U. 

Lemme: Soit V une varigtg 2-diffgrentiable munie d'une structure feuillet~e 
2-di//drentiable rdguli~re a de codimension 1 (cf. III ,  12). Toute application 
2-di[/drentiable / de R ~ dans V (et 8es ddrivdes partielles premidres et secondez) 
peut ~tre approchde d'aussi pros qu'on veut par une application 2-di//drentiable 
g (et ses ddrivges partielles premidres et secondes) telle que, pour toute application 
distingude p~ de a, la /onction p~g soit non ddgdndrde. 

D6monstration:  D'aprbs M. Morse (cf. [13], p. 178), toute fonction 2-diff6- 
rentiable f sur R ~ (et ses d6riv6es partielles premibres et secondes) peut ~tre 
approch6e arbitrairement pr6s par une fonction 2-diff6rentiable g non d6g6n6r6e 
sur un compact donn6 K .  De plus, si U est un voisinage de K,  on peut m6me 
supposer que / et g coincident sur le compl6mentaire de U. 

La structure feuillet6e r6guli6re a peut 6tre d6fiuie ~ partir d 'un atlas 9~ 
de R • R m sur V, compatible avec le pseudogroupe engendr6 par les auto- 
morphismes locaux 2-diff6rentiables de la forme (x, y) --~ (~(x), ~(x, y)),  oh 
x ~ R et y c R m. Soient p e t  q les projections canoniques de R •  ~ sur R 
et R m respectivement. 

Soit R u n  recouvrement de R ~ par une suite de voisinages compacts 
K1, K2 . . . . .  K~,  . . .  tels  que: a) tout  compact de R ~ ne rencontre qu'un 
hombre fini de compacts K~, b) pour chaque entier positif i ,  /(K~) soit con- 
tenu dans le but U~ d'une carte h~ de ~ de source A~ • B i, A i e t  B~ 6tant 
des ouverts de R et R ~ respectivement. Posons Pt-~ Ph~ 1 et q~ ~ qh~ -1. 
Soit encore R ~ ~ ( K ~  un recouvrement de R n par des voisinages compacts 
K~ des K t v6rifiant aussi les conditions a) et b). 

Soit ~ un voisinage ouvert de f dans l'espace fonctionnel des applications 
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2:diffdrentiables de R n dans V (muni de la topologie d4finie pax l 'gcart sur les 
d~rivdes d'ordre ~ 2). Supposons que nous ayons ddjg construit  une appli- 
cation 1~-~ de R ~ dans V v~rifiant les conditions du lemme sur un voisinage 
du compact K i-1 ---- U K~ et telle que fi-x (K~) c Uj pour tout  entier j .  

1~i~ i  --1 
D'apr~s le r~sultat de Mo~sE rappel4 ci-dessus, on peut construire une fonc- 

--1 t ion 2-diffdrentiable ~ ddfinie sur [~_I(U~), non ddgdn~rde sur un voisinage 
de K i ~  K~, identique g Pdi-~ en dehors de K~, et suffisamment proehe 
de P~]i-~ pour que l 'application 

/~(x) ---- //~-~(x) pour x e C K ~  

/ h,[qJi_i(x), ~ ( x ) ]  p o u r  x ~ K~ 

appart ienne s ~ eL que I~(K~) ~ U~ pour tout  ]. Alors, pour tout  ?" ~ i ,  
les applications p~/~ sent non ddg~ndrdes. 

La  fonction g sera alors ddfinie eomme limite des /~ (x) pour i t endant  vers 
l'infini, ce qui a un  sens, puisque, pour chaque x ~ R n, il existe un entier n~ 
tel que tl = Iv au voisinage de x d~s que i et i' sent plus grands que n~. 

Remaxque: Ce lemme est un cas tr~s particulier d 'un  lemme g~n~ral de 
R. T ~ o ~  (cf. [~6]). 

3. Le lemme fondamental des/'opstruetures 

Soit X un espace topologique muni d 'une F~-structure feuillet~e ~. Appelons 
transversale g a une application z de la droite numdrique R darts X ,  telle que 
les applications locales de R dans R ,  obtenues en composant z avee les appli- 
cations distingu~es de a, soient loealement des hom~omorphismes. Une trans- 
versale lermde sera une application d 'un  cercle C dans X jouissant de la m~me 
proprietY. 

Lemme fondamental: Soit X un espace muni d'une F~-structure feuille~de a 
sous-jacente & une F,o-structure s. Toute transversale ]ermde ~: d a reprdsente un 
dldment d'ordre in/ini du premier groupe d'homotopie de X .  

D6monstration: Le cercle C peut  ~tre considdr~ eomme le cerele unit~f r = 1 
darts le plan R 2, rapport~ aux coordonn~es polaires (r, 0). Supposons que l 'ap- 
plieation T de C dans  X soit homotope g une application eonstante, c'est-k- 
dire que v puisse se prolonger en une application continue X, dans X ,  du 
disque r ~ 1 limit~ par C; nous voulons montrer  que nous sommes alors 
conduits ~ une contradiction. 

On peut  supposer d 'abord que l 'application Z a ~t~ construite sur un disque 
D: r < 1 ~ e (0 < ~ < 1), de sorte que 
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g(r ,  0) = ~(1 ,0 )  pour  1 + e > r >  1 - - e .  (a) 

Soit s z la / 'o-s t ructure  sur D ,  image r6ciproque de s par  g, et  g ,  sa s t ructure  
feuillet6e sous-jacente;  elle est  r6guli~re dans la couronne 1 + e > r > 1 --  e, 
et  le cercle r = 1 est une t ransversale  ferm6e g gz" E n  ver tu  de la proposi- 
t ion 1 et  de la remarque de 1, la s t ructure  s z est l ' image r6ciproque, par  une 
applicat ion continue 9,  de l a / ' o - s t r u c t u r e  s E sous-jacente ~ une s t ructure  de 
produi t  local, d6finie sur un  espace E s6par6, par  un  atlas de R • R 2, com- 
patible avec le pseudogroupe F o • J .  Ainsi E est une  vari6t6 analy t ique  
r6elle de dimension 3, munie d 'une s t ructure  feuillet6e analyt ique r6guli~re 
~E de codimension un. On peut  t ou t  d ' abord  remplacer  l 'application 9 par  
une  applicat ion 2-diff6rentiable 90, de telle sorte que la restr ict ion de 90 au 
cercle C: r = 1, soit une t ransversale  diff6rentiable g aE (c'est-g-dire que le 
vecteur  t angent  en un  point  de la courbe 90(C) soit t ransversal  au plan tan- 
gent  ~ la feuille de E passant  par  ce point), la condit ion (a) 6tant  aussi satis- 

fai te par  90. 

E n  appl iquant  le lemme d ' approx imat ion  (cf. 2), on peut  approcher  90 par  
une  applicat ion 2-diff6rentiable ~ telle que la /~o-structure feuillet6e a9 sur 
D ,  image r6ciproque de a E par  ~v, soit pa r tou t  r6guli~re, sauf en un hombre  

fini de points x 1 . . . . .  x~ situ6s clans le disque r < 1 --  -2- ' et  que C soit 

encore une  t ransversale  diff6rentiable ~ a g :  en dehors des points x~, les appli- 
cations distingu6es de a9 sen t  diff6rentiables de rang 1; en un point  x~, elms 
pr6sentent  un  point  singulier quadra t ique  non d6g6n6r6, qui est donc un  
maximum,  un  min imum ou un  point  seUe. La  s t ruc ture  feuillet6e a9 est donc 
non  d6g6n6r6e (cf. I I I ,  9). On peut  s 'arranger  de plus pour  que deux points 
singuliers distincts x, e t  x~ ne soient pas sur la m6me feuille de ag;  en effet E 
peu t  ~tre suppos6 ~ base d6nombrable  ; les feuilles de E sent  alors elles-m6mes 

base d6nombrable  (cf. [8], a)).  Soit [ u n e  applicat ion distingu6e de a~, d6- 
finie au voisinage de v 2 (xi) ; l ' image par  f des feuilles de E contenant  les points 
~o (xa), ~ :/: i ,  est  donc form6e d 'un  ensemble d6nombrable  L de points de R;  
on pourra  modifier 16g~rement ~0 dans un  ouver t  U contenant  le seul point  
singulier x~, sans la changer sur le compMmentaire  de U,  de telle sorte que 
l 'applicat ion modifi6e ~ ' ,  res t re inte  ~ U, et  compos6e avec f ,  ne pr6sente 

et que [y/(x~)$ L .  Pour  simplifier les encore qu 'un  seul point  singulier xi 
notat ions,  la /~o-structure sur D,  image r6ciproque de l a / ' o - s t r u c t u r e  de E 
par  l 'applicat ion y~ convenablement  modifi6e, sera d6sign6e par  s, et sa / 'o- 
s t ruc ture  feuillet6e sous-jaeente par  a .  

Comme D est s implement  connexe, s est or ientable (cf. I I I ,  5). Les feuilles 
de ]a s t ruc ture  indui te  par  a sur le compl6mentaire  D O des points singuliers x~, 
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sont des courbes diff6rentiables qu'on peut orien~er ; plus pr6cis~ment, on peut 
eonstruire un champ de vecteurs V sur D,  diff6rentiable, chaque vecteur 
v e V ~tant  tangent  ~ la courbe passant par son origine, et ne s 'annulant  
qu 'aux points singuliers x i de a .  Chaque feuille de a est un sous-espace con- 
nexe de D,  form~ de trajectoires du champ V, et dventuellement de points 
singuliers. Nous pouvons donc utiliser les r~sultats de la th6orie classique des 
courbes d6finies par des 6quations diffdrentielles (cf. [14], [1], [11]). Dans la 
terminologie de Por~cAR~, les points singuliers x~ que pr~sente le champ V 
sont des centres (si une application distinguee pr6sente en x~ un maximum 
ou un minimum) ou des cols (si xl est un  point selle) d 'une esp~ce particuli~re, 
puisqu 'au voisinage d 'un  tel point, les trajectoires sont les lignes de niveau 
d 'une  fonction num6rique; il y aura au plus 4 trajectoires aboutissant en un 
tel point ;  on n 'a  pas de foyers ou de nceuds. Le cercle C est un  cycle sans 
contact,  c'est-~-dire une courbe ferm~e transverse aux trajectoires. 

Supposons, pour fixer les id6es, que les vecteurs du champ V soient dirig~s 
vers l 'int6rieur de C. Les trajectoires qui coupent C, et qui aboutissent k un 
col, sont en nombre fini; soit donc T une trajectoire issue d 'un  point de G 
et n 'aboutissant  pas ~ un col. D'apr~s la th~orie classique (of. par exemple [2]), 
T va  s'enrouler asymptot iquement  autour  d 'un  cycle limite Co, qui est soit 
une trajectoire ferm6e simple, soit un  polycycle formd de deux courbes et un 
col. 

Supposons que nous soyons dans le premier cas. Soit 6 un peti t  arc trans- 
verse aux trajectoires et passant par z ~ Co. S i y  est un point de 6 suffmam- 
ment  proche de z, la trajectoire T~ issue du point y va recouper 6 suivant  
un  point yr (le consdquent de y,  cf. [14]); dans un voisinage suffisamment 
peti t  de z dans 6, l 'application/~: y -> y' ainsi d~finie est un  hom~omorphisme 
local de 6, laissant fixe z, qui rdalise l'616ment du groupe d'holonomie de la 
feuille Co, au point z, d~termin~ en parcourant  une lois C0 (cf. I I I ,  14). Soit 
] une application distingu6e de F~, d6finie au voisinage de z, qui applique z 
sur l'origine 0 de R,  et dont  la restriction f0 a ~ est un hom~omorphisme sur 
un ouvert  de R.  L'application f0/~]~ 1 ---- 7 est un  automorphisme local ana- 
lytique de R (laissant fixe 0), car la structure s a ~t~ suppos~e transversale- 
ment  analyt ique:  soient G0 le groupe d'isotropie d e / ' ~  ~ l'origine et ~r~(G0, z) 
le premier groupe d 'homotopie de Co; alors dans l 'antirepr~sentation de 
~r~ (Co, z) dans G~ associ4e k l 'holonomie de G0 et  d4termin~e par  le jet  dis- 
tingu~ j xf (cf. I I I ,  11, rein.), le jet local de 7 ~ l'origine est l 'image de l'61~iment 
reprSsent~ par le chemin Ce. La trajectoire T va recouper une infinit6 de 
foils ~, au voisinage de z, suivant des points distincts dont  les images par 
auront  tous des abscisses n~gatives, pour fixer les iddes. II en r~isulte que 
ne se rdduit  pas ~ l 'identit~, et qu 'au voisinage de 0, les points d'abscisses 
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positives ne sont pas laiss6s fixes par 7 (c'est ici que l'hypoth~se d'analyticit~ 
intervient d'une mani~re essentielle ; ceci ne serait plus vrai, en g~n~ral, pour 
une structure diff~rentiable): pour tout  point t assez proche de O, les points 
t~ ~- 7n(t) ou ?-"(t) (n entier positif) forment une suite de points distincts 
qui s'accumulent vers 0; les points ]~1 (tn) appartiennent ~ une m~me feuille 
de a. I1 y a donc des trajectoires non ferm6es s l'int6rieur du domaine limit6 
par C0. 

Dans le cas oh C0 est un polycycle contenant un col z, form6 de deux cour- 
bes C~ et Co limitant deux r6gions D' et D", nous voulons montrer, par un 
raisonnement semblable, que l'une au moins des r6gions D' et D" contient 
une trajectoire non ferm6e. Dans un voisinage U de z, on peut introduire des 
eoordonn6es (x, y) telles qu'une application distinguge ] s'exprime sous la 
forme ] = x~ -- y~ (eft [13]). Les axes x = 0 et y = 0 sont les intersections 
de C 0 avee U; supposons, pour fixer les id6es, que la trajeetoire C~ parte du 
point z(0, 0) dans la direction positive de l'axe des x, et aboutisse en z sur le 
demi-axe positif des y, pareouru dans le sens n6gatif (elle ne peut 6videmment 
aboutir sur l'axe des x, en vertu du th6or~me de JORDAN) ; alors C~ ~ part dans 
la direction n6gative de l'axe des x, et aboutit sur le demi-axe n6gatif des y. 
Le groupe ~1(C0, z) a deux g6n6rateurs ~' et ~" repr6sentgs par les trajectoires 
C~ et C~. Soient ~1, 82, 88, 84 les transversales x =  1, x = - - l ,  y =  1, 
y = -- 1, qui coupent les axes aux points A~, A2, A~, A4. Comme pr~c~dem- 
ment, on a des hom~omorphismes locaux #' de 81 dans ~8, et #" de ~2 dans ~4, 
d6finis au voisinage de A~ et A~, en faisant correspondre, par exemple, ~ un 
point a~ proche de A~ sur 8~, le point de 8~ oh la trajeetoire issue de a~ va 
reeouper ~ .  Les isomorphismes locaux/~' et #" r6aliscnt les 616ments du grou- 
poide d'holonomie d6termin6s par les chemins A~A~ et .,'l~A~. En dgsignant 
par ]' et ]" les restrictions de ] ~ ~ et ~ ,  les applications 7' = ]#'] '-~ et 
7 " =  ]#"]"-~ sont des automorphismes locaux analytiques de R, dont les 
jets locaux s l'origine sont les images de ~' et ~ dans l'antirepr~sentation de 
~ (Co, z) dans Go associ~e ~ l'holonomie de la feuille C o et d~termin~e par 
~ ] .  L'automorphisme local 7~7 ' est certainement different de l'identit~, ear 
la trajectoire T s'enroule asymptotiquement autour de C 0 ;donc Fun au moins 
des automorphismes 7' ou 7", par exemple 7', est different de l'identit~. I1 
en r~sulte, comme pr~e~demment, que la r~gion D' contient des trajectoires 
non ferrules. 

On pourra donc poursuivre ind~finiment le m~me raisonnement en rem- 
pla~ant l ' int~ieur du cerele G par une r~gion limit~e par un cycle limite, et 
l 'on aboutira ~ une contradiction lorsqu'on aura d~montr~ qu'il n 'y  a qu'un 
hombre fini de cycles limites. Supposons qu'fl y e n  air un hombre in 'hi .  Soit 
To une trajeetoire vers laquelle vont s'accumuler une suite de cycles limites 
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C 1, C~ . . . . .  et  soit Co la feuille de a contenant  T o. Trois cas pourraient  4ven- 
tuel lement  se prdsenter:  

1) Co ----- To; alors T O est une trajectoire ferrule, sinon toutes les trajec- 
toires voisines de T O seraient non ferrules, 

2) C O est un  polycycle fermi,  compos~ de deux trajectoires T O et  T~ issues 
d 'un  col z et  y aboutissant,  

3) Co est un polycycle contenant  To et  deux trajectoires non ferrules, dont  
l 'une est issue du col z, et l 'autre  y abouti t .  

P a r  une analyse tou t  ~ fair analogue & celle qui precede, on verra i t  que, 
dans une antirepr~sentat ion associde s l 'holonomie de Co, l ' image de l'~l~ment 
de gl(C0, z) represent4 par  T O dans les cas 1) et  3), et par  T O ou T O suivi de 
T~ dans le cas 2), serait  un  41~ment de G O repr~sent~ par  un automorphisme 
local analyt ique ~ d 'un  voisinage de 0 dans R ; ~ laisserait fixe une suite infinie 
de points c~, c 2 . . . . .  s 'accumulant  vers l 'origine 0, et correspondant  aux 
cycles limites C1, C 2 . . . .  ; les jets locaux de ~ aux points c~ seraient diff,- 
rents  de l ' identit~. Ceci est impossible, car ~ est analytique. 

Ainsi, l 'applicat ion ~ de C dans X n 'es t  pas homotope ~t une application 
cons tan te ;  il e n e s t  de m~me de l 'application T n ~ ~(1, nO) de C dans X ,  
ear c 'est  dvidemment  aussi une transversale fermde. 

Remarques: 1. Ce lemme ne serait  plus vrai en gdndral, si la F~-structure 
feuilletde a n 'dtai t  pas sous-jacente ~ une Fw-structure (cf. I I I ,  13, contre- 
exemple).  - 2. Des exemples simples mont ren t  qu 'une $ransversale fermde 
peut  gtre homologue ~ z6ro. 

4. Consequences du lemme fondamental 

D~signons par  /'~ le pseudogroupe des automorphismes locaux r-diff~ren- 
tiables (r ~ 1, 2 . . . . .  ~ )  de R et  par  F 0 le psendogroupe des automorphis-  
rues locaux topologiques de R.  Comme F~ est une sous-pseudogroupe de F , ,  
route  F~-s t ructure  (feuillet~e) admet  une F,-s tructure (feuillet~e) sous-jacente 
(cf. I I I ,  5). 

Th6or~me 1: Soit X un espace topologique connexe et localement connexe par 
arc, et dont le premier groupe d'homotopie ne contient que des dldments d'ordre 
/ini. Soit s une I',~-structure sur X ,  e t a  sa F,~-structure /euilletge sous-jacente. 
Alors 

a) route/euille de a est ]ermde, 
b) si a est unc I'~,-structure /euillet~e rgguli~re, X n'eat pas compact, 
e) s i s  eat orientable et X ~ base ddnombrable, la I'o-structure ]euilletge sous- 

]acente d a est ddterminde par une application de X dans R (c]. I I I ,  8), 



d) 8i X est de plus localement compact, la Foe-structure/euilletde sous-jacente 
dt a e t  induite sur un ouvert [2 relativement compact de X ,  eat dderminde par 
une application de [2 clans R .  

D~monstration: Reprenons la d~monstrat ion et les notations de la proposi- 
t ion 1 du paragraphe 1 : nous avions eonstruit  un espace E ,  muni  d 'une struc- 
ture de produit  local, d~finie par un  atlas de R • X sur E compatible avec 
le pseudogroupe /'~ • J ;  E admet  une F~-structure feuillet~e sous-jacente 
a 1 r~guli~re, et  une J -s t ruc ture  feuillet~e sous-jacente r~guli~re a~ d6termin~e 
par la projection q de E sur X.  Comme X est loca]ement connexe, les feuiUes 
de a 1 sent  loealement isomorphes ~ X,  et  sent ~tal6es dans X par q. Les 
feuilles de a~ sent  loealement isomorphes s R,  mais en g~n~ral non s~par~es; 
un ouvert,  hom~omorphe ~ R,  d 'une  feuille de a s sera appel~ une courbe de 
as; d'apr~s la construction de E ,  l ' interseetion de deux courbes de a s est tou- 
jOUrS eonnexe. 

Soit x E X et  y = 9(x) r E .  La  projection q de E sur X induit  un  homo- 
morphisme q* de g l ( E ,  y) dans ~tl(X, x).  C'est en fait  un  isomorphisme: 
q* est injectff, car qq indui t  l 'application identique de : t l (X,  x); q* est sur- 
jectif, car 6tant  donn6e une application continue h du segment I :  0 ~< t ~< 1 
dans E ,  telle que h(0) = h(1) = y,  on vol t  qu'elle est homotope ~ l'appli- 
cation q~qh de I dans 9(X) en la d6formant  localement le long des courbes 
de a s passant par  h(t). Done ~t~ (E, y) n 'a  clue des 616ments d'ordre fini. 

Nous pouvons supposer at orientable (cf. I I I ,  5); si ce n 'dtai t  pas le cas, 
on passerait k un  revgtement /~ deux feuillets convenable de E .  Une courbe 
C de a s n e  peut alors rencontrer une [euille F de a~ en deux points distincts x o 
et xl.  Si c'~tait le cas, on pourrai t  eonstruire une transversale ferm~e ~ al 
de la mani~re snivante:  soit h0 une application du segment I :  0 ~ t ~ 1 
dans F telle que h0(0) ~- x 0 et h0(1 ) : x 1 (F est eonnexe par  arc) ; on peut 
prolonger h0 suivant  une application h(t, v) de I • I dans E telle que, pour 
chaque valeur fixe de v (0 ~ v ~ 1), h( t ,~)  soit un  chemin contenu dans 
une feuille F~ de  al, h( t ,  0) : h0, et  que pour chaque t fix6, h (t, ~) soit un 
hom~omorphisme de I sur une partie C, d 'une  courbe de a s, Co et C1 ~tant 
situ~s sur C et  sans points communs. Comme a~ est orientable, lorsque le 
param~tre v croit  de 0 ~ 1, les points h (0, v) et h (1, v) d~crivent les deux 
segments Co et  C~ sur C dans le m~me sens, par exemple dans celui du  seg- 
ment  (xo, x~) de C. L 'appl ieat ion T du segment [0, 2] dans E qui, pour 
0 ~ t ~ 1, est ~gale k h (t, 1 -- t), et qui applique hom~omorphiquement 
le segment [1, 2] sur Fare de C d'origine h(1, 0) et d'extr~mit~ h(0,  1), 
d~termine une transversale ferm~e ~ a~. D'apr~s le lemme fondamental ,  elle 
repr~senterait u n  ~l~ment d 'ordre infini du groupe ~ ( E ,  x~). 
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I] en r~sulte que chaque feuille de a t est ferrule. Les feuflles de a le sont 
aussi, car ce sont les composantes connexes des images r~ciproques par ~ des 
feuilles de at; a) est donc d~montr~. 

Supposons s nouveau 8 (ou ce qui revient au m6me al) orientable. Soit 
l'espace des feuilles de a t (cf. II[, 14), et soit ~ la projection eanonique de 

E sur E.  En vertu de ce qui precede, la restriction de ~ k route courbe de a~ 

est un hom6omorphisme sur un ouvert de E;  la structure feuiilet~e a t e s t  

done simple (cf. III ,  14), et l'espace E est muni d'une (R, F J-structure cano- 
nique qui en fait une vari~t~ ~ une dimension analytique r~elle, mais non 
s~par~e. La /~o-superstructure de at (et par suite la Fu-structure s sur X) 
n'est autre que l'image r~ciproque par Q (resp. Q~) de cette Ew-structure sur 

E.  Il en r~sulte en particulier que l'hotonomie de chaque feuille de a est triviale. 
Enfin E est simplement connexe: l'homomorphisme, induit par ~, du premier 

groupe d'homotopie de E dans le premier groupe d'homotopie de E est sur- 
2% 

jectif, car chaque chemin fermd de E peut se relever, relativement h ~, suivant 
un chemin ferm~ de E,  et le premier groupe d'homotopie d'une vari~t~ k une 
dimension (s~par6e ou non) n'a pas d'~l~ments d'ordre fmi. 

Supposons que la F~-structure s soit r~guli~re et orientable ; soit X l'espace 
des feuilles de a. L'application ~ d6fimt par passage aux quotients une appli- 

A A /% 

cation ~ qui 6tale X dans E.  Ainsi X est aussi une vari~t~ k une dimension. 
Si X ~tait compact, elle serait aussi s6par~e, donc compacte; on pourrait le 
v~rifier directement, ou appliquer le th6or~me de stabilit~f (bis) (ef. I II ,  13) 
pour montrer que deux feuilles de a poss~dent des voisinages satur~s sans 
points communs. La varlet6 X serait ainsi eompacte et simplement connexe 
(pour la m~me raison que pr~cddemment), ce qui est naturellement impos- 
sible. Donc X ne peut ~tre compact, ce qui d~montre b). 

Si X est ~ base d~nombrable, il en est de m6me pour E et E.  Or une vari~t~ 
simplement connexe de dimension un et ~ base d~nombrable peut ~tre dtal~e 
dans R par une application f (cf. [8], b)); eela signifie que la /'0-structure 

2% 

sous-jacente ~ la/ 'w-structure de E est d~termin~e par l 'application/.  Comme 
2% 

s est l'image r~eiproque par ~ de la/ 'w-structure de E,  sa/'~-structure sons- 
jaeente est d~terminde par l'application ]g~ de X dans R; les feuitles de a 
sont les composantes connexes des images r~eiproques des points de R par 
eette application. 

Si de plus X est localement compact, alors ~0(X) poss~de am voisinage 
s~par~ E0 dans E (ef. 1, remarque). Soit ~2 un ouvert relativement compact 
de X;  alors ~(~2) est l'intersection de ~0(X) avec un voisinage ~2~ localement 
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compact dans Eo. L'espace des feuilles •o de la/ '~-structure feuillet~e induite 
par al sur ~o est muni d'une Fo.-structure sous-jacente r6guli~re au sens de 
[8], b), p. 116. D'apr~s la proposition 1, p. 117, de [8], b), il existe une appli- 

I %  

cation ind6finiment diff~rentiable [ qui 6tale Q0 dans R.  La /'| 
feuillet6e de ~ est donc d6termin6e par l'application compos6e de la restric- 

tion de ~ ~ ~Q, de la projection canonique de ~0 sur ~Q0 et de [. 

Remarque: Comme le montrent des exemples, la F~-structure feuillet6e 
n'est pas en g~n6ral d6termin6e par une application de X dans R (m6me si 
X est use  vari6t~ compacte). 

Corollaire: Une varidtd compacte V analytique rdelle, dont le premier groupe 
d'homotopie est f in i ,  n'admet pas de structure de varidt~ feuiUetge r~guli~re ana- 
lytique de codimension us.  

C'est un cas particulier du th6or6me 1, b) ; on pent le d6duire aussi directe- 
ment du lemme fondamental. Supposons qu'il existe sur V une structure 
feuillet6e analytique r~guli~re de codimension un ; en passant ~ un rev6tement 

deux feuillets de V, si c'est n6cessaire, on peut se ramener au cas oh cette 
structure est orientable. Construisons un champ diff6rentiable de vecteurs 
transverses aux feuilles ; si T e s t  use  trajectoire de ce champ, comme V e s t  
compact, il existe une suite de points de T,  correspondant ~ des valeurs du 
param6tre qui tendent vers l'infini, qui s'accumulent v e r s u n  point x de V. 
En d~formant 16g~rement T au voisinage de x, on obtient une transversale 
ferm6e, ce qui est contraire, en vertu du lemme fondamental, s l 'hypoth~se 
que le premier groupe d'homotopie de V e s t  fini. 

I1 en rdsulte, en particulier, que les spheres S n (n > 1) n 'admettent  pas de 
feuilletage analytique r6gulier de codimension 1. On sait cependant qu'il 
existe sur S a une structure de vari6t6 feuillet6e r6gu]i~re ind6finiment diff~- 
rentiable de codimension 1 (cf. l'exemple classique de REaR ([15], a), p. 112), 
qu'on peut modifier Mg~rement pour obtenir un feuilletage ind~finiment dif- 
f4rentiable). Nous ne connaissons pas d'exemple de structure de vari6t6 feuil- 
let6e r~guli~re de codimension 1 sur des spheres de dimension plus grande 
que 3. 

Voici encore une autre application du lemme fondamental: 

Proposition 2: Soit s use  I',,-structure sur un espcwe X et ,oit F use fe~ille 
de sa F~,-structure [euillet& sous-~acente & s.  Soit ~o une des reprgsentations de 
g l (F ,  x), x E F ,  dan8 le ffroupe Go d'isotropie de F,~ ~ l'origine associde 
l'holonomie de ~'~ (cf. I I I ,  11). Le noyau de v 2 contient le noyau de la reprdsen- 
ration de gx($', x) dans g t (X,  x) induite par l'in]eaion de F dana X .  
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D~monstration: Soit a un  ~16ment de ~ I (F ,  x) repr6sent~ par  une applica- 
t ion continue C du segment l :  0 ~ t ~ 1 dans F ,  telle que C(0) ~ C(1) ~ x. 
Deux cas peuvent  se presenter :  ou ~(~) est le jet  d 'un  automorphisme local 
de R qui change l 'or ientat ion de R;  alors s est non orientable, et  C se re l ive 
suivant  un  chemin non forms dans un  rev~tement d~duit par s du rev~tement 
de R form~ des germes d 'or ienta t ion locale de R (cf. I I I ,  5); ainsi C n'est  pas 
homotope  ~ une applicat ion eonstante  dans X .  Ou bien ~(~) appar t ient  au 
sous-groupe (7 + de Go form6 des jets d 'automorphismes conservant  l 'orienta- 
t ion de R.  

Reprenons  alors los notat ions de la d6monstrat ion du th6or~me 1: l 'appli- 
cation h 0 ~ - ~ C  pout se prolonger en une application h( t ,v)  de I •  dans 
E telle que, pour chaque ~ fix6, h(t, ~) soit un  chemin contenu clans une 
feuille de al ,  h(t, 0 ) ~  h0(t), et que pour chaque t fix~, h(t,~) soit un ho- 
m6omorphisme du  segment 0 ~ ~ ~ 1 sur une partie C t d 'une  courbe de 
a2. L 'appl icat ion h (0, v) --~ h(1,  ~) est une application de Co sur C~ qui est 
diff~rente de l ' identit6 si ~r cst diff6rent de l 'identit6. II existe dans ce 
cas des valeurs positives ~0 et ~ ,  Zo =~ r~, telles que h(O,vo)~h(1,v~);  
alors h (t, v0 ~- t (v~ --  re) ) , 0 ~ t ~ 1, est une transversale ferm6e, homotope 
au chemin he; d'apr~s le lemme fondamental ,  elle ne peut  ~tre homotope 
une applicat ion constante  dans E .  Comme l 'homomorphisme induit  par  ~ sur 
les premiers groupes d 'homotopie  est un  isomorphisme, C ne pout  ~tre homo- 
tope ~ une application constante dans X .  

Remarques: 1. Si s est orientable,  le noyau de v 2 contient  tous los 616ments 

d 'ordre  fini de n~ (F ,  x).  
2. La  proposi t ion 2 pourra i t  aussi se formuler  de la mani~re suivante:  le 

noyau de l 'ant i repr6sentat ion de n~ (F ,  x) dans le groupe d'holonomie de F 
au point  x (cf. I I ,  8 et  I I I ,  11) contient  le noyau de la repr6sentat ion de 
n~(F,  x) dans n~ (X,  x) induite par  l ' injection de F dans X .  

5. Existence d'une int~grale premiere d'une forme de Pfaff 
analytique eompl~tement int~grable 

Sur une  vari~t~ ana ly t ique  r4elle V, soit ~ une forme de Pfaff analyt ique 
et  compl~tement  int~grable, c'est-~-dire telle que d~ ^ ~ ~- 0. Dans un ouver t  
U de V, une  int~grale premiere r-diffSrentiable ou analyt ique de ~ est une 
fonct ion / r-diff~rentiable ou analyt ique dans U telle que d / ~  g~,  oh g est 
une fonct ion r-diff~rentiable ou analyt ique diff6rente de z~ro dans U. Au 
voisinage d 'un  point  rSgulier x de ~ (c'est-~-dire d 'un  point  oh tous los coeffi- 
cients de ~ ne sent  pas nuls), il existe toujours  une int~grale premiere ana- 

22 C o m m e n t ~ r l i / ~ a t h e m a t t c i  Helvet ic i  
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lytique; s i f  e t / '  sont deux telles int~grales premieres locales, elles sont li6es 
au voisinage de x par une relation analytique: f ~ F (]), telle que dE/dr ~ O. 

Nous dirons qu'une [amille d'intdgrales premieres locales analytiques /~ de or 
/orment un systdme cohdrent, si los U~ forment un recouvrement de V et si, 
au voisinage de tout x ~ U~ ~ U~, les fonctions / i e t  /~ sont ]ides par une 
relation analytique. Dans ce cas, les f~ sont des applications distinguges d'une 
F~-structure feuillet~e fion d~g~n~r~e sur V, si de plus ~ n'est pas identique- 
ment halle dans une composante connexe de V. Le th4or~me 1, d) donne 
donc le 

Th~ori~me 2: Soit V une varigtg analytique rgelle connexe, dont le premier 
groupe d'homotopie n' a que des glgments d' ordre f ini .  Une forme de P~'~FF sur V, 
qui admet un syst~me cohgrent d'intdgrales premieres locales analytiques, admet 
une intdgrale premiere indgfiniment diffgrentiable sur tout ouvert relativement 
compact de V. 

Une forme de PFAFF ~ compl~tement intdgrable et qui ne s'annule en aucun 
point de V admet un syst~me cohgrent d'int~grales premieres analytiques 
locales. I1 e n e s t  de m6me, en vcrtu d'un thdor~me de G. R~SEB (cf. [15], a), 
p. 153), lorsque dim. V ~ 2, si la forme c~ compl~tement int~grab]e ne pr~- 
sente que des points singuliers isolds, oh le dgterminant des ddrivdes partielles 
premieres des coefficients de c~ est diffdrent de zdro. 

6. Sur l'existence d'une feuille compacte 

Th/ior~me 3: Soit X ~n espace connexe et localement simplement connexe par 
arc, et dont le premier groupe d'homotopie possbie un sous-groupe cyclique libre 
d'indice fini. Soit a une Fo,-structure /euilletde sur X ,  sous-jacente d~ une F,o- 
structure s. Alors 

1) route transversale /ermde ~ (7 coupe une /euille de a en un hombre fini de 
points au plus, 

2) route/euille de a est propre; en particulier, il n'y a pas de/euil le partout 
dense, 

3) il existe au moins une /euille /ermde; en particulier, si X est compact, il 
existe au moins une feuille compacte. 

Dbmonstration: D'apr~s la proposition 1, nous sommes ramengs ~ d~mon- 
trer 1) et 2) pour l'espace E,  qui est muni d'une/ 'w-structure feuillet~e rdgu- 
li~re al, et qui vdrifie les m~mes conditions que X.  Soit T u n e  transversale 
fermde ~ a 1 qui coupe une feuille F de a l e n  un point x. Elle repr~sente un 
~14ment ~ d'ordre infini de gl (E, x). Soit E' le rev~tement universel de E,  
et soit a' la Fw-structure feuilletde sur E I , image rdciproque de a~ par la pro- 
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ject ion canonique p '  de E '  sur E .  Comme le sous-groupe de g l ( E ,  x) en- 
gendr~ par  ~ est d ' indice fini m,  alors p'-~(T) se compose d 'un  certain nombre  
r ~ m de t ransversales  s a~: T1, T 2 . . . .  , Tr.  Une feuille F '  de a' qui se 
pro je t te  sur F rencontre  chaque T i en un  point  au plus, car dans E '  une t rans-  
versale  ne peu t  couper une feuille en plus d 'un  point  (cf. Th. 1). Done F ne 
peu t  rencontrer  T e n  plus de m points,  et 1) est ainsi d~montr~. 

Soit T u n e  t ransversa le  coupant  une feuille F en un point x.  Si T recoupe 
F e n  un au t re  point ,  on en ddduit  comme dans la ddmonstrat ion du th~or~me 1 
(en supposan t  au besoin a orientable) l 'existence d 'une  t ransversale  fermde 
coupant  F en x et, d 'apr~s 1), su ivant  un nombre  fini d ' au t res  points. I l  en 
r~sulte que F est propre.  

Pour  ddmontrer  3), reprenons  le ra i sonnement  de RE~B (cf. [15], a) th.  p.109) : 
l ' ensemble  des ferm~s de E saturds par  des feuilles de E ,  ordonnd par  inclu- 
sion, est  inductif .  D 'apr~s  le thdor~me de Zorn, il exlste au moins un ~l~ment 
min imal  duns cet ensemble.  Or, comme routes  les feuilles sont propres,  un 
dldment minimal  ne peu t  ~tre qu 'une  feuille fermde ; en effet, une feuille propre 
est  u n  ouver t  dans son adhdrence, et comme X est localement connexe, Fad- 
h~rence d 'une  feuille de al est un fermd saturd par  des feuilles (cf. I I I ,  14, 
propos.  5). I1 existe donc au moins une feuille ferm~e F dans E .  Une com- 
posan te  connexe de l ' image r4ciproque de E par  l 'appl icat ion canonique 
de X dans  E ,  est  une feuille fermde de X .  

7. Sur le hombre des feuilles compactes 

Rappe lons  quelques d~fmitions. 
Une structure s de varidtd /euilletde (rdguli~re) de codimension q sur une 

vari~t~ V e s t  d~finie pa r  un  a t las  eomplet  ~I de R ~ •  Rp sur V compat ible  
avec le pseudogroupe des au tomorphismes  loeaux de R q • R ~ engendr~ par  
les t r ans format ions  de la forme 

(x, y) -> (? (x ) ,  ~p(x, y)) . 

Si ~ est  localement  un  homdomorphisme de degr~ topologique -{-1, la 
s t ruc ture  s sera dite transversalement orientable. 

Si ~ est  ana ly t ique  rdelle, la s t ruc ture  s sera elite transversalement analytique. 
Un ouvert simple de s est  le bu t  d 'une  carte / de ~ dont  la source est  de la 

forme U • P ,  o/] U et P sont des ouver ts  connexes de R q et R~. 
La  d4mons t ra t ion  du thgor~me su ivan t  ne fai t  pas  usage du lemme fonda- 

mental .  

Th~or~me 4: Soit V une varidg compacte connexe munie d'une structure de 
varigtd feuilletde rdguli~re de eodimension I e t  transversalement analytique. Alors, 
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OU tout~ l~ feuille~ sont compacte~, ou il existe au plus un nombre fini de feuilles 

compact~. 
Ce thdorbme est une consdquence facile des lemmes I et 2 ci-dessous. 

Lemme I: S~it V une varigtd paracompacte dont le premier hombre de Betti 

modulo 2 est f ini,  et qui est munie d'une structure de vari~t~ feuillet~e r~guli~re 
s de codimension 1. L'ensemble des feuilles fermdes est alors un fermg dans V. 

I1 suffit de le mont rer  dans le cas oh s eat t ransversa lement  orientable.  Pa r  
une construct ion analogue h eelle qui est utilisde dana [8], a), II ,  th.  l, on 
mont re  qu 'on peut  t rouver  un  r ecouwemen t  de V par  des ouverts  simples 
U~ tels que l ' intersect ion de chaque U~ avec toute  feuille fermde soit connexe 
(ou vide). Soit alors F1, F 2 . . . .  une suite de feuilles fermdes, et soit F une 
feuille adhdrente  s la rdunion des F~. Pour  mont re r  que F est aussi fermde, 
il suffit de vdrifier que son intersection avec chaque U~ est connexe ou vide. 
Supposons que F ~ U~ air deux composantes  connexes au moins;  alors, 
pour  n assez grand, F~ ~ U~ aurai t  deux  composantes  connexes au moins, 
ce qui est impossible. 

Lemme 2: Avec les hypotheses du thgor~me, il n'y a qu'un hombre f ini  de 
feuilles compactes dont le groupe d'holonomie est different de I'identitd. 

l~aisonnons par l 'absurde:  supposons qu'il existe une  infinitd de feuilles 
distinetes F 1, F ~ , . . .  compactes et s groupe d 'holonomie diffdrent de l 'iden- 
titd. Une feuille F adhdrente h la rdunion des F~ est compacte  (lemme 1). Son 
groupe d 'holonomie G doit ~tre fini ; en effet, G est isomorphe h un sous-groupe 
du groupe des jets d 'au tomorphismes  locaux analytiques de R h l 'origine 0;  
si ~ est un tel  au tomorphisme local don t  le je t  en 0 n 'es t  pas dquivalent  
celui de l 'applieat ion identique ou de la symdtrie par  rappor t  h l 'origine, alors 
pour  tou t  x suffisamment proche de 0, les points Fn(x) ou ~,-n(x) s 'accu- 
mulent  vers 0; ceci est  impossible, car les feuilles F~, arb i t ra i rement  proche 
de F ,  sont eompactes (cf. I I I ,  14, propos. 5). Donc G est rdduit soit ~ l ' iden- 
t i td soit k un  groupe cyclique d 'ordre  2. I1 en rdsulte que toute  feuille assez 
voisine de F eat compaete  (th. de stabilitY) et a un  groupe d 'holonomie rdduit 

l ' identitd, d 'oh  la contradict ion.  

D6monstrat ion du th~or~me: L'ensemble des feuilles compactes  dont  le 
groupe d 'holonomie est l ' identi td ou un  groupe cyclique d 'ordre  2, eat un 
ouver t  W dans V, en ver tu  du thdor~me de stabilitd. C'est aussi un  fermd, en 
ver tu  d e s l e m m e s  1 et 2. Comme V est connexe W---- V ou W - ~ o .  
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