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Introduction 

Ce travail est consacr6 ~ l'dtude de la cohomologie mod 2 de quelques 
espaces homog~nes ou fibrds principaux des groupes orthogonaux, pour 
la plupart classiques. Comme dans [2], nous utilisons systdmatiquement 
les espaces classifiants et l'alg~bre spectrale des espaces fibrds; cepen- 
dant, peu de rdsultats de [2] interviendront aussi, pour donner s ce tra- 
vail une certaine autonomie, avons-nous rappeld bri~vement dans les 
Nos 1 et 2 les principales notions et notations dont nous ferons usage. 

Un des principaux buts de [2] est l '6tude des espaces classifiants et des 
relations que l 'on peut 6tablir entre leur cohomologie et celle des groupes 
de Lie ; en ce qui concerne les groupes orthogonaux, le cas le plus int4res- 
sant est, comme on salt, celui de la cohomologie rood 2, mais, si nous en 
avons dit quelques mots pour le groupe orthogonal unimodulaire SO (n), 
nous avons compl~tement laiss6 de cStd le groupe orthogonal complet 
O(n), et notre premier but dans I sera de combler cette lacune. On sait 
que la va,ridt6 de Stiefel V~+i+k,n des n-repSres orthonormaux de l'espace 
euclidien R n+l+k est un espace universel E(]c, O(n)) pour O(n) et pour 
]c; sa base, qui est par ddfinition un espace classifiant B(]c, O(n)) pour 
O(n) et pour ]c, est la grassmannienne Gn+l+k, . des sous-espaces ~ n 
dimensions de R n+l+k. Ainsi, dtudier H(Bo(n), Z2) jusqu'h k revient, si 
l 'on veut, s ~tudier H(Gn+1+k,n, Z2) jusqu's k, ce qui a 6t6 fair 's l'aide 
de d@ompositions cellulaires notamment  par Ehresmann [6], Chern 
[4], [5], et Wu [12], [13]. Nous retrouverons leurs r6sultats dans les 
Nos 5, 6, 7, mais en par tant  d 'un point de rue  different : Soit en effet 
Q(n) le sous-groupe des matrices diagonales de O(n), c'est donc un 
groupe isomorphe au produit direct (Z~) n de n groupes cycliques d'ordre 
deux et le produit direct de n espaces projectifs r~els est un espace classi- 
fiant pour Q(n), l'alg~bre de cohomologie H(BQ(,),Z~) est donc iso- 
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morphe k une alg~bre de polynSmes Z2[x I . . . . .  xn] ~ n gdndrateurs de 
degrd 1. Nous montrerons au No 5 que l'homomorphisme 

e*(Q(n), O(n)) : H(Bo(,), Z~) -~ H(BQ(,), Z2) , 

ddfini par l'inclusion Q(n) (O(n) ,  (volt No 1), est biunivoque, applique 
H(Bo(,o,Z2) sur l'ensemble des fonctions symdtriques en x x . . . .  , x, 
et que l'image de la i-bme classe de Stiefel-Whitney rdduite mod 2 w i e s t  
la /&me fonction symdtrique dldmentaire en xx . . . . .  x,  ; pour y par- 
venir, nous doyens au prdalable dtudier la cohomologie de l'espace 
homog~ne O(n)/Q(n), ce qui est fait au No 4. Nous retrouvons ainsi 
le fair que los classes de Stiefel-Whitney rdduites sent algdbriquement 
inddpendantes et engendrent H(G,+I+~.n,Z~) pour les degrds ___ k, 
([4], [5], [13]). L'interprdtation des classes rdduites comme fonctions 
symdtriques dldmentaires permet de ddduire d'une identitd dvidente 
entre fonctions symdtriques les formules de dualitd mod 2 de Whitney ; 
elle permet aussi de ramener ~ un problbme de fonctions symdtriques la 
ddtermination des i-carrds des classes caractdristiques rdduites et nous 
donnons au No 7 une ddmonstration des formules de Wu Wen Tstin 
([13], [5]) qui rdsolvent cette question. 

On passe aisdment de is aux espaces classifiants pour los groupes ortho- 
gonaux unimodulaires, que l'on peut reprdsent~r comme grassmanniennes 
de sous-espaces orientds ; en effet, nous verrons au No 8 que 

p*(SO(n), O(n)) 

identifie H(Bso(,o, Z~) au quotient de H(Bo(n), Z~) par l'iddal de wL 
C'est donc une alg~bre de polyndmes k n -  1 variables de degrds 
2 . . . . .  n, rdsultat d5 ~ Pontrjagin [9] que nous avions retrouvd d'une 
autre mani~re dans [2], w 23 ; de plus los formules de Wu donnent dvidem- 
ment aussi los Sq i dans H(Bso(,o, Z2) ; or nous avons montrd dans [2] 
que H(SO(n),Z~) a un systbme simple de gdndrateurs h i , . . . ,  hn_l 
universellement transgressifs, w i+1 dtant une image de h~ par transgres- 
sion ; comme la transgression commute aux i-carrds ([10], No 9), on ob- 
tient immddiatement los Sq ~ dans SO(n), On trouve 

Sq 'h~ .= (~)h ,+ j  (i + j ~ n --1)  ; 8qth~ = O (i + j >= n) . 

En fait, comme la sous-algbbre engendrde par hk, h~+x, . . . ,  h,_~ s'iden- 
tifie ~ H(Vn,._k,Z~), ces formules ddcrivent plus gdndralement les 
i-carrds dans la cohomologie des varidt~s de Stiefel, qui ont dtd ddter- 
minds d'une tout  autre mani~re par Miller [8]. 
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Dans I le sous-groupe Q(n), qui est visiblement un sous-groupe 
ab6lien maximal de type (2, 2 . . . . .  2), joue un rSle ddcisif, tout  s fair 
analogue/~ celui d 'un tore maximal clans l'dtude de la cohomologie r~elle 
des classifiants ([2], Chapitre VI) ; pour une discussion plus dtendue nous 
renvoyons au d~but de II, oh cette analogie est poursuivie et conduit 
la ddtermination de la cohomologie mod 2 de certains espaces homo- 
gbnes. On sait que la cohomologie rdelle d 'un espace homogbne G/H se 
ddcrit ais6ment lorsque G e t  H ont mgme rang, c'est-~-dire ont un tore 
maximal commun. Nous dtablirons ici en cohomologie rood 2, dans 
certains cas particuliers oh G et H ont un sous-groupe abdlien maximal 
de type ( 2 , . . . ,  2) commun, des rdsultats qui s'dcrivent et se ddmontrent 
sensiblement de la mgme fagon. Nous obtenons ainsi notamment l'al- 
g~bre de cohomologie mod 2 des espaces O(n) /O(ni )  )< �9 �9 �9 x O(n~), 
(nl ~ - . . .  + nk = n), U(n) /O(n) ,  G~SO(4) .  Rappelons que les varidtds 
O(n) /O(nl )  • . . .  x O(nk) ont ~td dtudides, au point de vue additif, par 
Ehresmann [6] ; parmi elles figurent les grassmanniennes dont nous d~- 
terminons ainsi l'alg~bre de cohomologie complbte, et non pas seulement 
jusqu'~ la dimension ((critique>~ comme dans I. Dans tousles  cas traitds 
ici, H(G/H,  Z2) est un quotient de H ( B ~ ,  Z2) ; par consdquent, lors- 
que H est un produit de groupes orthogonaux, les formules de Wu ddter- 
minent aussi les i-carrds de G/H~). 

I. Espaces universels, espaees elassiflants 

Tous les espaces fibr6s que nous rencontrerons dans ce travail seront 
des varidtds compactes, et m~me des espaces fibrds diff6rentiables ; ils 
vdrifieront donc afor t ior i  routes les restrictions qu'il y a lieu d'imposer 
/~ la notion gdn6rale d'espace fibr6 pour que les rdsultats rappelds ci- 
dessous soient valables, aussi ne mentionnerons-nous pas ces conditions, 
renvoyant k [2] pour plus de ddtails. Nous ne r6p6tons pas la d6finition 
d'espaces fibr6s et d'espaces fibrds principaux (voir par exemple [2], 
No 2) ; indiquons simplement que nous d~signons le syst~me formd par 
un espace E fibrd de base B e t  de fibres F par (E, B, F) ou (E, B, F ,  p) 
si nous voulons mettre en dvidence la projection de E sur B. 

1) l~ous avons  renonc(5 h faire figurer d a n s  ce t rava i l  les r4su l t a t s  conee rnan t  la coho- 
mologie  de  Spin  (n), G z, F~ 6nonc6s dans  [1], c o n t r a i r e m e n t  ~ ce qui  ava i t  6t6 annone~  
dans  l ' i n t roduc t ion  de [2]; fls s e ron t  6tabl is  dans  u n  M6moire  ul t6rieur,  eonsacr6 k la 
cohomologie  de que lques  g roupes  de Lie. S ignalons  encore gt ce propos  clue la r6f6rence [2] 
dans  la b ib l iographic  de [3] renvoie  k ee M6moire,  e t  n o n  au  pr6sen t  t ravai l .  
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G ddsignera toujours un groupe de Lie compact. On appelle espace uni- 
versel pour G e t  pour k un espace fibrd principal compact connexe, nora 
E (n, G) ou E a, ~ eohomologie triviale jusqu'~ k, 

( i . e . H ~  ~---F, Hi(E(n ,G) ,F)  = 0  , ( 0 < i  < k ) ) ,  

pour tout anneau de coefficients F). Sa base B(n, G) ou B G est dite 
espace classifiant pour G e t  pour k. Deux espaces classifiants pour G e t  
pour k ont des alg~bres de cohomologie isomorphes jusqu'h k ([2], 
Prop. 18.2) ce qui permet de ddfinir une algbbre gradude H(Ba, F) qui 
pour tout  k est isomorphe s H(B(k,  G), F) jusqu's k ([2], Ddf. 18.2). 
Quand G est discret, H (B a, F) n'est autre que l'algbbre de cohomologie 
de G au sens de Hopf. 

Si (E, B,  G) est un espace fibr6 principal compact de fibre G, il existe 
un homomorphisme a* : H (Ba, F) ---> H (B, F), l 'homomorphisme carac- 
tdristique, qui est un invariant de la fibration (E, B, G). Son image est 
la sous-alg~bre caractdristique. Si U est un sous-groupe ferm6 de G, nous 
convenons d'appeler sous-alg~bre caract6ristique de H (G/U, F) la sous- 
algbbre caractdristique de la fibration (G, G/U, U). Nous utiliserons frd- 
quemment le rdsultat suivant ([2], CoroUaire ~ la Prop. 18.3): 

(1.1) Soient (X, Y,  G) un espace fibrd principal compact connexe, et U 
un sous-groupe /ermd de G. Si H (G/U , F) est dgale de sa sous-alg~bre carac- 
tdristique, alors G/U est totalement non homologue de zdro, relativement de F, 
dans la fibration (X/U, Y ,  G/U). 

(En effet, l 'homomorphisme caractdristique a* de (G, G~ U, U) est le 
compos6 i*.a* de l 'homomorphisme caractdristique de (X, X/U,  U) 
par le transpos6 de l'inclusion G/U ( X/U ; si a* est sur, il doit en gtre 
de mfime de i*.) 

Soit toujours U un sous-groupe ferm6 de G ; un espace E (k, G) uni- 
versel pour G est dvidemment universel pour U, d'oh une projection 
~(U, G) : E(k,  G)/U = B(k,  U) --> B(k,  G) = E(k,  G)/G qui permet de 
ddfinir un homomorphisme ~ (U, G) : H ( B  a, F) -+ H(Bv ,  F) qui joue 
un rSle fondamental dans [ 2]. Ici, nous d~signerons cet homomorphisme 
par Q*(U,G) lorsque F ~ Z ~ .  

(1.2) Remarquons encore que ~(U,G) d6finit une fibration (B~, 
Ba, G/U, Q(U, G)) et que l 'homomorphisme i* transpos6 de l'inclusion 
d'une fibre est l 'homomorphisme caractdristique de (G, G/U, U), (voir 
[2], Th6or~me 22.2). 
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2. Alg~bre spectrale des espaces flbr6s 

Pour nous conformer ~un  usage de plus en plus rdpandu, nous noterons 
une algbbre spectrale (Er) au lieu de (Hr) comme dans [ 2]. Dans le cas 
d'un espace fibrd on a, eomme on sait 

E 2 = H (B,  H (F, F)) , E~ 'q ---- H v (B, Hq (F, F)) 

et E~ est l'alg~bre gradude associde h H (E, F) convenablement filtrde ; 
H (B,  H ( F ,  I')) est l'alg~bre de cohomologie de B k coefficients darts le 
syst6me local formd par les alg~bres de cohomologie des diffdrentes fibres ; 
nous utiliserons sans commentaire le fait que ce syst~me est simple lors- 
que Bes t  simplement connexe, ou lorsque E est fibrd principal de groupe 
structural G connexe, ou encore quotient d 'un tel espace par un sous- 
groupe fermd de G. Dans le cas du syst~me simple et si F est isomorphe 

un corps K,  on a done E2 -= H ( B ,  K)  | H ( F ,  K), (produit tensoriel 
((gauche)) sur K). 

Nous ne rdpdtons pas ici la ddfinition de l'alg~bre spectrale des espaces 
fibrds et nous n'allons mentionner que certaines de ses propridtds, celles 
qui interviendront le plus frdquemment dans la suite (pour plus de dd- 
tails, voir [7], [2] w 2, 4, [10]). 

(2.1) Nous notons D x  le degrd total d 'un dldment de E, ,  e t i E ,  l'en- 
semble des dldments de degrd total i de E~, i. e. 

iE,  =- ~-v+q=i EV, ' q 

Si l'alg~bre spectrale est prise relativement s un corps K de coefficients 
on ddsigne par PK (Er, t) le polynSme de Poincard de Er relativement 
au degrd total. On a donc 

PK (E~,  t) --~ PK (E, t) 

et, puisque E~+x est l'algbbre de cohomologie de Er relativement ~ dr 

PK (E~+~, t) g PK (E~, t) 

l'dgalit6 valant si et seulement si d~ ~-- 0, c'est-~-dire si Er ~-- Er+~. 

(2.2) E~ q s'identifie s un sous-module de E~2'q , l'ensemble des dld- 
ments de E ~ qui sent cocycles pour toutes les diffdrentielles, et forme 
l'image de l'homomorphisme i* : Ha(E,  F)  --> Hq(F , 1") transposd de 
l'inclusion. 

(2.3) En fair, toutes les alg~bres spectrales auxquelles nous aurons 
affaire, sauf une, seront triviales (i. e. E 2 = E~ ,  ou si l'on veut dr ----- 0 
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pour tout r > 2), aussi allons nous parlor de ce cas plus en ddtails. Rap- 
pelons tout  d'abord un rdsultat connu ([7], Thdorbmes 7.1, 7.3, [2] 
Prop. 4.1). 

Pour que l' alg~bre spectrale de (E , B ,  F ,  p) sur un corps K soit triviale 
et que l'on air da~.~ E 2 des coefficients ordinaires, il /ant et il suf/it que F 
soit totalement non homologue h zdro dans E ,  relativement d K .  Dans cecas 
p* est biunivoque, i* identi/ie H ( F ,  K) au quotient de H ( E ,  K) par 
l'iddal qu' y engendrent les dldments de degrds > 0  de p*(H (B, K)).  

I1 est clair que si los conditions prdc~dentes sont rdahsdes on a 

PK (E, t) = PK (E~, t) = PK (E.2, t) : PK (B •  t) . 

Cette condition est aussi suffisante ; en effet : 

Proposition 2.1. Soit (E, B , F )  un espace /ibrd compact, connexe, de 
base localement connexe, gt /ibres connexes. Pour que F soit totalement non 
homologue 5 zgro dans E ,  relativement d K ,  il faut et il su//it que PK (E, t) 
= PK (B, t). PK (F, t). 

Vu (2.3), nous pouvons nous borner ~ 6tablir la suffisance de la condi- 
t ion;  montrons tout  d'abord que le syst6me des H ( F ,  K) est simple. 
Soit Cq(F, K) le plus grand sous-espace de Hq(F, K) sur lequel le 
groupe fondamental de B agit trivialement, on a donc 

E ~ = HO(B, Ha(F, K)  = Ca(F, K) 

et nous devons prouver que Ca(F, K ) =  Ha(F, K);  e'est clair pour 
q = 0, supposons-le wai  pour q < k, (k > 0), on a done 

EV2 ,q = HV(B, Ha(F, K))  -= Hv(B ,  K) | Ha(F, K) (q<k) 

d'oh 

dim. kE 2 -~ dim. Hk(B  x F ,  K) -- dim. Hk(F,  K)  -4- dim. Ck(F, K) 

dim. kE 2 : dim. kE~ -- dim. H k (F , K) -+- dim. C k (F, K) 

et puisque dim. kE 2 > dim. kE~, on obtient dim. C k(F,K)  > dim. H k 
(F ,K)  donc C k(F, K) = H k(F, K) .  

Ainsi le systbme des H (F, K) est simple et E~ = H (B, K) | H (F, K), 
d'oh 

PK (E~, t) ---- PK (B,  t) PK (F, t) = PK (E, t) = PK (E~, t) 

et l'algbbre spectrale est triviMe d'apr6s (2.1), F est totalement non 
homologue/~ z6ro d'apr~s (2.3). 

170 



3. Remarques auxiliaires 

Pour  ne pas devoir  in te r rompre  le cours de certaines ddmonstra t ions  
de I,  nous rassemblons iei quelques remarques  ~ peu pros dvidentes sur le 
groupe fondamenta l  d ' un  espace. 

Soit (E,  B ,  ~) un  espace fibrd principal,  g lobalement  et localement  
connexe et  s implement  eonnexe par  arcs, don t  la fibre est un  groupe 
ab61ien discret.  Le groupe z:l(B) est done isomorphe k z:, de fa~on prd- 
cise on a un  isomorphisme eanonique Sb : U -+ Z:I(B, b), (b �9 B) obtenu 

ainsi : Soit b � 9  p-l(b) ,  on fair correspondre k x e z: la classe des lacets 

qui sont project ions d 'arcs  joignant  b" ~ b. x ;  cela ne d@end  pas de 
puisque z: est suppesd ab6hen. 

Supposons que E soit aussi fibrd principal pour  un  surgroupe ~ de z:, 
dans lequel ~ est invar ian t  ; ~ opbre alors sur E en respectant  la f ibration 
(E,  B ,  u ,  p) et  opbre done sur B par  passage au quot ient  ; soi~ kb l 'iso- 
morphisme de z: l(B, b) sur z:~(B, k(b)) qui se ddduit  ainsi de l 'hom6o- 
morphisme x -+ x.  k -1 de E ; i] est imm6diat  que ~ )  o kb 0 r  
l ' au tomorphisme Tk: x -+ kxk-1, - et  ainsi le quot ien t  ~/z: opbre sur 
~I(B),  done sur le premier  groupe d 'homologie Hi(B,  Z) ~ ~r~(B), par  
les au tomorphismes  Tk. 

Soient z:' un  sous-groupe de z:, et  f la project ion de E/z:' sur E/z:. I1 est 
clair que le d iagramme suivant  est  commuta t i f  

/ ~ i (i inclusion de z:1 dans z:) 

On peut  donc identifier can0niquement  z:', resp. z:, h Hx(E/Z:', Z), 
resp. H 1 (E/z:, Z), de manibre k ce que [. : H1 (E/z:', Z) ~ Hi(E/Z:, Z) 
soit l ' inclusion i ; si F est un  groupe abdlien, f .  : HI(E/Z:', F ) ~  H~ (E/z:, F) 
est l ' homomorphisme z : ' |  F - + z : |  F ddfini par  l ' inclusion z : 'c  g et  
par  l ' identi td sur F ;  remarquons  encore qu' i l  est b iunivoque et  que 
z : ' |  F----~_z: '', z: | F ~ z : :  quand F ~ Z  2 =  et  quand  z: est  de t y p e  
(2, 2 . . . .  , 2 ) .  

Cas particulier. Soient Q (n) le groupe des matr ices diagonales de O (n), 
et  N ,  le normal i sa teur  de Q(n) dans O(n). I1 est clair que Q(n) = 
(Z2) n et  que N,,/Q(n) s'identifie au groupe des pe rmuta t ions  d ' u n  
syst~me convenable  de g6ndrateurs de Q(n), soit Ul . . . .  , u ,  ; k ce 
systbme eor respondune  base v l , . . . ,  v, de H ~ ( B , Z ~ ) ~  H ~ ( B , Z ) |  Z~. 
Soit encore x 1 . . . . .  x .  la base duale de HI(B,Z2).  Alors NJQ(n) ,  
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eonsiddrd comme groupe d 'opdrateurs  de HX(B, Z2) est le groupe des 
pe rmuta t ions  de x ~ , . . . ,  x s. 

Si ~ =  Q(i) est le sous-groupe engendrd par  us_~+ 1 . . . . .  u , ,  
/ , :  H 1 ( E / Q ( i ) ,  Z 2 )  --> U 1 ( E / Q ( ~ ) ,  Z 2 )  identifie H~ (E/Q(i), Z2) au s o u s -  

espaee de Hi(E/Q(n  ), Z2) a y a n t  Vs_,+~,..., u s comme base. Ddsignons 
enfin par  Y l , . . . ,  Y~ la base de HI(E/Q(i),  Z2) qui est duale ~ la base 
de H~(E/Q(i),Z2) ddfinie par  u~_~+l . . . . .  u s ; l ' homomorphisme trans-  
p o s 6 / *  : H~(E/Q(~), Z2) -~ HI(E/Q(i) ,  Z2) est ddfini par  

/ * (x , _~ + j ) =  y~ (~---- 1 , 2  . . . . .  i ) ;  / * ( x k ) = O  (1 _ < k - - < n - - i )  . (3.1) 

I. Espaces classifiants pour les groupes orthogonaux; 
vari~t~s de Stiefel 

Dor~navant ,  nous consid~rerons exclusivement  la cohomologie mod 2, 
aussi convenons-nous de ddsigner par H (X) l 'alg~bre de cohomologie de 
X re la t ivement  au corps ~ deux ~l~ments; de m~me P ( X ,  t) sera le 
polynSme de Poincard de H (X), e t  une suite spectrale (Er) sera toujours  
re la t ive ~ Z 2 . 

Nous  notons  Q(n),  (resp. SQ(n)), le sous-groupe des matrices dia- 
gonales de O (n), (resp. de SO (n)), donc 

Q ( n )  ~ (z2)  n ; S Q ( n )  ~ (Z2) ~-1 

d'oh 
H(BQ(n), Z2) _~ Z 2 [x 1 . . . .  , x,] (Dx, -~ 1) 

H ( B s Q ( n ) )  ~---Z2[Yl . . . . .  Yn-i]  (Dy~ = 1) 

P(BQ(~), t) ---- (1 - -  t)  - n  ; P(BsQ(s ), t)  = (1 - -  t) -n+l . 

F s ddsignera l 'espace homog~ne 

F~ =- O(n)/Q(n) _.~ SO(n)/SQ(n) . 

4. Cohomologie de F s 

Nous avons sur tou t  en vue  l '~tude de l ' homomorphisme  

~* (Q(n), O(n)) 

mais ce dernier  est  le t ransposd de la project ion dans la fibration 

(BQ(~), Bo(~), F~) 
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et c 'est  pourquoi  l 'd tude de F .  s ' av~rera  utile ; r emarquons  que l 'on peu t  
aussi l ' envisager  comme fibre dans  la f ibration (BsQ(n), Bso(,o,  F~) 
cor respondant  h l ' inclusion SQ(n )  c SO(n) .  

L e m m e 4 . 1 .  La  dimension de H l(Fn) est > n - - l ,  (n - - - -2 ,3  . . . .  ). 
Dans  l 'a lgbbre spectrale  de (BsQ(n), Bso( . ) ,  F . )  on a 

E 2 : H ( B s o ( . ) )  |  et E~ ' ~  

car B s o ( .  ) est s implement  connexe, d 'oh 

1E~ = E~2 '~ ~ HI (F . )  (4.1) 
d ' au t r e  pa r t  

d im 1E~ = d im HI(Bs(?(~)) : n - -  1 (4.2) 

et  le l emme  rdsulte de l ' indgalit~ dim 1E 2 _> dim ~E~ . 

Proposit ion 4 .1 .  H (F~) est engendrde par ses dldments de defrd ~ 1 
et son polyn6me de Poincard est 

P (Fn ,  t) = (1 - -  t2)(1 - -  t 3 ) . . .  (1 - -  t'~)(1 - -  t) x-n (n > 2) . 

Ddmons t ra t ion  par  rdcurrence s u r n .  Pour  n = 2, F~ = S0(2 ) /Z2  est  
un cercle, supposons  la proposi t ion vraie  pour  F~_I, (n > 3), on a donc 
en par t icul ier  d im H 1 (F,_ 0 = v - -  2. 

Soit  Z2• O(n -- 1) le sous-groupe de O(n) formd des matr ices  dont  le 
p remier  coefficient est •  il cont ient  Q ( n ) - - Z 2 x Q ( n - 1 )  et 
comme le quot ient  O ( n ) / Z 2 x O ( n -  1) est l ' espace pro jec t i f  r6el 
n - 1 dimensions  P~_I,  on a une f ibrat ion 

(O(n) /Q(n) ,  P~_~, O(n  --  1)/Q(n -- 1), p . )  

que l 'on peu t  aussi dcrire (F~, Pn-1, Fv-1, Pn) don t  nous voulons  dtudier 
l 'algbbre spectrale.  On a 

d im E~ '~ = d im H ~ (P._~) = 1 

d im E~2 ,~ --= d im H~ H~(F~_O) : d im CI(Fn_I) ~ n - -  2 

done d imlE2 =< n -  1, (CI(F~_I) est  le sous espace m a x i m u m  de 
H 1 (F~_I) sur lequel :h ( P . - 0  agit  t r iv ia lement) .  Mais 

d im 1E~ : d im HI(F~) > n -- 1 

il f au t  done que CI(F._O -= H I ( F ~ _ 0  et  que les dldments de E~2 '1 soient 
cocycles pour  routes  les diffdrentielles d~ ; pa r  consdquent  l ' image  de 
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l ' homomorphisme i* :  H ( F , ) - + H ( F n _ I )  transpos6 de l ' inclusion con- 
t ien t  H ~ (F~_x), donc aussi H ( F ~ _  0 qui est engendr6 par  ses 6ldments 
de degrds < 1. Ainsi F,_~ est to t a l ement  non homologue ~ z6ro dans 
F , ,  l 'alg~bre spectrale est  tr iviale (voir (2.3)),  et  

P ( F , ,  t) = P ( P n - 1 ,  t) P(/7,~_,, t) ---- (1 - -  t2)(1 --  t a ) . . . ( 1  --  tn)(1 --  t) ~-n 

compte  t enu  de l 'hypothbse d ' induct ion.  Enfin,  

E~ ~- E 2 -= H (Pn-1) | H (F~_~) 

est engendrd par  ses dldments de degrds < 1, il e n e s t  donc de mgme 
pour  H ( F , ) ,  puisque E~ est l 'algbbre gradude associde ~ H ( F n )  conve- 
nablement  filtrde (voir [2], Prop.  8.1 a). 

Corollaire. H ( S O ( n ) / S Q ( n ) ) est dgale dt sa sous-alg$bre caractdrist ique ; 
la se'rie de Poincard de H (Bso ( , ) )  est 

P ( B s o ( , ) ,  t) = (1 - -  t2)-1(1 --  t 3 ) - l . . .  (1 - -  tn) -1 

Nous reprenons l 'alg6bre spectrale de (B s Q (~), B s o (,), F , )  consid~r~e 
dans le lemme 4 . 1 ;  la proposi t ion 4.1,  jointe ~ (4.1) e t  (4.2), mont re  
que dim 1E~ = dim 1E~ = n --  1. Les diff~rentielles doivent  donc ~tre 
nulles sur les dldments de degrd to ta l  1, en part iculier  sur 1 | H 1 (F~), 
donc aussi sur 1 | H (F,)  qui est  engendrd par  ses ~l~ments de degr~ 
< 1 ; ainsi F ,  est  to ta lement  non homologue ~ zdro dans cet te  fibration, 
dont  l 'algbbre spectrale est  par  suite triviale.  I1 en rdsulte que 

H ( S O ( n ) / S Q ( n ) )  

est 6gale ~ sa sous-algbbre caractdrist ique (No 2) e t  que 

P ( B s o ( . ) ,  t ) . P ( F . ,  t) ---- P ( B s o ( .  ), t) = (1 - -  t) -n+x 

d'oh l'dgalitd annoncde (compte t enu  de la Proposi t ion 4.1).  

5. Cohomologie de Bo( . ) ;  classes caract~ristiques r6duites 

Pour  m < n,  nous identifions O (m) au sous-groupe de O (n) form6 
des matr ices  dont  les n --  m premiers  termes diagonaux sont  6gaux/~ 1, 
e t  o * ( O ( m ) , O ( n ) )  d6signe l 'homomorphisme de H ( B o ( m )  ) dans 
H(Bo(n) ) ,  correspondant  ~ cet te  inclusion (voir 1). 
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On sait que les premiers  groupes de cohomologie (mod 2) de la varidt~ 
de Stiefel V . , . _ t  = O ( n ) / O ( i )  sont  donn6s par  (voir par  exemple [2], 
Proposi t ion 10.3) : 

HJ(Vn,n_i)  = 0 ( i < i )  ; Hi(Vn.n_i )  ~-- Z 2 . (5.1) 

Lemme 5 .1 .  L a  classe de S t i e /e l -Whi tney  rdduite mod 2 de degrg 
i -4- 1 de Bo(,) ,  soit w i+1, est l 'unique dldment non nu l  de degrd i -}- 1 
contenu dans le noyau  de Q*(O(i),  O(n ) ) ,  (i = 1 , 2  . . . .  , n - -  1). 

Dans cet dnoncd, B o (~) d6signe un  espace classifiant pour  une dimen- 
sion assez grande, par  exemple > n.  

On sait  (voir [11], p. 139) que w i+1 est l ' image par  transgression de 
l 'dldment non nul  de H i (V., n-,) dans la f ibrat ion 

(Eo( , ) /O( i ) ,  E o ( , ) / O ( n ) ,  Vn , ,_ , ,  Q ( O ( i ) / O ( n ) ) )  , 

c'est-/~-dire (Bo(~), Bo(~) , V~,,,_i, ~ ( O ( i ) ,  O(n) ) )  . Oans son algbbre 
spectralo on a d 'aprbs (5. l) 

E ~ , q ~ O  pour  p A - q < i ,  p > 0 ,  r > 2  (5.2) 
donc 

E~+~,o ~.~ E~+~,o Hi+l  ~+1 - =  0 ~  - ~  ( B o ( , ) )  (5.3) 

et, puisque zt~(Bo(.)  ) agit forcdment  t r iv ia lement  sur Z2 

EO,~ ~ ~o,~ ~ ,~ ~o,~ ~ H i (V.,._~) 
2 = ~ 3  m " " " = ~ i + 1  ~ -  

Soit v / l 'dldment non nul  de H i ( V n , , _ , )  ; comme la transgression en di- 
0,i _ ,  ~i+a.o ddfini par  di+ 1 mension i coincide avec l 'homomorphisme E~+a - -  ~i+1 

([2], Proposi t ion 5.1),  on doit  avo i r  

d~+i(1 |  i) = w i+1|  1 

Ensuite ,  comme toujours  dans une algbbre spectrale : 

Ei+X,0 ~ ~ : + 1 , 0 ] r  ( i E i + l )  r'~ ~ i + 1 , 0  

E~+l,0 ~ ~i+I,o ~ Ei+l '~ e* ( Hi+~ )) i+2 ~ i + a  ~ ' ' ' ~ - - ~  ~'~ (Bo(n) 

E i+~'~ est engendr6 par  w i+~, d'oh le lemme. mais, vu  (5.2), dt+l(iE,+l) ~, ~i+1 

Th6ori~me 5 .1 .  L'homomorphisme ~*(Q(n),  O(n))  de H (Bo( , )  ) dans 
H(Bo( , , ) )  ~ Z2[x ~ . . . .  , x~], (Dx~ = 1), est biunivoque. Son  image est 
l'alg$bre des /onctions symdtriques en x 1 . . . . .  x ,  ; i l  appl ique la classe 
caractgristique rdduite w i sur la i-&me /onction symdtrique dldmentaire 
a ~ ( i  = 1 . . . .  , n ) .  
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* au lieu de Dans la ddmonstrat ion,  divisde en trois parties, on dcrira Q(o 
~*(O(i), O(i)).  

a) Nous montrerons tout  d 'abord que Q(.) est biunivoque et que 

P(Bo( . ) ,  t) -= (1 -- t)-x(1 -- t2)-~.. .(1 -- tn) -x 

Dans l'algbbre spectrale de (BQ(.), Bo(,,), F . ,  ~(.)) on a 

dim IE 2 = dim E~ '~ + dim E ~ 

dim 1E~ = dim HX(Bo(,,)) A- dim H ~ (B,  Hx(F.)) g n 

vu la Proposit ion 4.1 et le f a r  que ~t~(Bo(.) ) ~ z~o(O(n)) ~ Z2, (suite 
d 'homotopie  dans (Eo(n)Bo(,), O(n)).  D'aut re  part  

dim 1E= = dim HI(BQ(~)) ---- n 

ainsi, il faut  que dim 1E~ = n,  donc que H~ HI(F, ) )  soit iso- 
morphe s Hi(F,,) et formd d'dldments qui sont cocycles pour toutes les 
diffdrentielles. Puisque H(F~) est engendrd par  ses dldments de degr6 
g 1, on voit  que H~ Hk(F~)) ----- Hk(F~) pour tout  k et que ses 
6ldments sont cocycles pour routes les diffdrentielles. Ainsi 

E 2 = H(Bo( .>  ) | H ( F . )  = E~ 

l 'algbbre spectrale est triviale, 0(~) est biunivoque, (voir (2.3)), et 

P(Bo<,), t) .P(F,~, t) = P(BQ(,>) = (1 -- t) - "  

d'oh, compte tenu de la Proposit ion 4.1, 

P(Bo(n),  t) = (1 -- t)-~(1 -- t2 ) - : . . . (1  - - tn)  -: . 

b) Nous notons S ( x  1 . . . . .  x,) l 'algbbre des fonctions sym~triques en 
x l , . . . ,  x n. Nous voulons montrer  que S ( x  1 , . . . ,  xn) est l'image de Q(,,).* 

Le normalisateur  Nn de Q(n) dans O(n) opbre sur la fibration 
(Eo(,), BQ(,), Q(n)).  On peut  appliquer les remarques du No 3 (cas par- 
ticulier) ~ E = Eo(n), B = Bo(n); ainsi, le groupe Tn = N , / Q ( n )  
op~re sur H(BQ(,,)) -~ Z2[x 1 . . . . .  x~] et est le groupe des permutat ions  
de x ~ , . . . , x , .  

Nn op8re sur la fibration (Eo(~) , Bo(,)  , O(n)) et commute  dvidem- 
ment  a v e c l a  projection en laissant chaque fibre invariante il opbre donc 
t r ivialement  sur Bo(n) et sur H(Bo( , )  ) ; il est clair que N~ commute ~ la 
projection ~(,) : Bq(n) -+ Bo(n), donc finalement ~ commute ~ Q(.): 
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H(Bo(n) ) :+H(BQ(~)) et agit t r ivialement sur la premiere alg~bre. 
L ' image de ~<~) est certainement contenue dans la sous-alg~bre de 
H (BQ(~)) formde par les dl~ments sur lesquels Tn op~re tr ivialement,  et 
qui est S (x 1 . . . . .  x~). Mais d'apr~s a) ~(~) est biunivoque, et la sdrie de 
Poincard de H(Bo(~) ) est jus tement  celle de S ( x ~ , . . . ,  x~) ; l ' image de 
~(~) est donc tout  S(x~ . . . .  , x~). 

* 
c) A montrer: Q(~)(w~) = aJ ( ~ - 1 , 2 , . . . , n ) .  Pour  j =  1, c'est 

dvident car a 1 est le seul dldment non nul de degr~ 1 de S (x~ . . . . .  x~) ; 
soit d o n c ]  --~ i ~- 1 (i ~ 1), et considdrons le diagramme commuta t i f  

Eo(n)/Q (i) -+ Eo(~)/Q (n) 

�9 
E 0 <,,) / 0 (~) -+ Eo(n) / 0 (n) 

qui peut  s'6crire 

d'oh l 'on ddduit  

BQ (o -~ BQ(.) 

B 0 (i)--> Bo(n)  

H (BQ (~)) +- H (Bq(,)) 

H ( B  o (~)) ~ I t  (Bo(n)) 

oh a*=-~* (Q(i), Q(n)) et fl* = ~*(O(i), O(n)) ; d'apr~s ( 3 . 1 ) o n  a pour 
un choix convenable de g~n6rateurs Yl . . . . .  Yi de H(BQ(o) 

~*(X.-i+k)----Yk (k---- 1 . . . . .  i ) ;  a*(xk)----0 ( k _ ~ n - - i )  . (5.4) 

g< * 
Nous savons par ailleurs que ~(~) et ~(n) sont biunivoques et ont  comme 

images respectives S ( y l , . . . ,  Yi) et S(x  1 . . . . .  x,) ; de plus, d'aprbs le 
lemme 5.1 : 

~ * o ~ ) ( w ~ + l )  = * ~* e(i) O (W i+1) : 0 

Par  consdquent, ~* ~,,i+1~ est une fonction symdtrique de degr6 i ~- 1 ~(n) ~ ] 
non nulle, dont  l ' image par l 'homomorphisme que ddfinit (5.4) est nulle, 
c'est forc6ment a i+1. C .  Q.  F .  D .  

Remarque. Dans la partie a) de la ddmonstrat ion,  nous avons vu que 
l'alg~bre spectrale de (BQ(n) , Bo(n), Fn, ~(n)) est triviale, par consd- 
quent,  H(O(n)/Q(n)) est dgale ~ sa sous-alg~bre caractdristique. 
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Interprdtation gdomdtrique. Prenons comme espace universel  pour  O (n) 
la varidt~ de Stiefel V~,~ (m grand), des n-rep~res o r thonormaux  de R m. 
I1 est clair que si ( e l , . . .  , en) est un n-rep~re or thonormal ,  ses t rans-  
fo rm,s  par  Q(n) sont les rep~res (:[: el,  ::~ e 2 . . . .  , -4-e~) .  L'espace 
V~, n -~ Vm,,jQ(n ) est donc /a varidtd des syst~mes ordonnds de n 
droites non orientdes de R '~, orthogonales deux ~ deux, passant par l'origine. 
Cet espace est par  ailleurs le quot ient  d 'un  espace universel,  c 'est  donc 
un  espace classifiant BQ(,) pour  Q(n) (et pour  m --  n - -  1) donc H(V*~,,,) 
-~ Z2[x 1 . . . . .  x . ]  pour  D < m  - -  n ; la f ibration 

(Bo(,), Bo(,), O(n)/Q(n), e(q(n) ,  O(n)) 

s'4crit ici (V~,n, Gm,~, O(n)/Q(n)), e(Q(n),  O(n)). Sous a) nous avons 
en somme d4montr4 que O(n)/Q(n) dtai t  to ta lement  non homologue 
zdro (mod 2) dans /m*,, donc e* :  H(Gm.,)  -~H(V*~,n) es tb iun ivoque  
en tou te  dimension, sous b) nous avons vu  que l ' image de ~* est pour  les 
degr~s < m -  n l 'ensemble des fonctions sym~triques en x 1 . . . .  , x~. 

Soit  encore (E, V*,~, O(n), p) l 'espaee fibr~ image rdciproque de 
(Vm,~, G .. . . .  O(n), q) par  ~(~) (((induced bundle ~ dans [11] w 10), E est 
donc un espace fibrd principal,  muni d ' un  homomorphisme ~ : E -> V~, 

$ 
qui indui t  ~(,) par  passage au quo t i en t ;  l'~galit~ Q(~)(w i) --~ a i signifie 
que les classes caract6rist iques rdduites mod 2 de la f ibration 

(E, V:,., O(n), p) 

sont les fonctions symdtr iques dldmentaires en x 1 . . . .  , X n. 

6. Les formules de dualit~ mod 2 

A deux espaces fibrds pr incipaux de groupes s t ruc tu raux  O ( n l )  et  
O(n2) a ya n t  m~me base B ,  on fair correspondre,  comme on salt, un  
espace fibr~ principal  de fibre O(nl) • O(n2), puis, par  extension du 
groupe s tructural ,  un  espace fibrd principal de fibre O(n) (n ---- n 1 ~ n2), 
tous deux de base B .  Les formules de dualit~ rood 2 de H. W h i tn ey  
expr iment  des relat ions "liant les classes caract~ristiques r~duites des 
3 fibrations pr~c~dentes de groupes s t ruc tu raux  respectifs O(nl), O(n2) 
et  O(n). 

Ces formules se d6duisent  d i rec tement  de relat ions ent re  ]es classes 
caract6rist iques r6duites de deux  espaces fibr6s pr incipaux 

(Ei, B~, O(n~), p~) (i ----- 1 ,2 )  , 
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et de l 'espace fibr~ (E,  B 1 • B2, O (n), p) obtenu par extension du groupe 
structural  ~ part i r  de ( E 1 • E2 , B 1 • B e ,  O(nl)  x O(n2) ) et qui sont dues 

Wu Wen Tsiin [12]. Quant s ces derni~res, il suffit pour les obtenir de 
considdrer le cas des espaces universels, au t rement  dit  oh E~ = V.u,~ i 
(ms grand). Soit 

h : G~ 1,n~ • Gm2,n: -~ Gm,n (n = n I -~- n 2 ,  m = m 1 -~ me) 

l 'application qui associe au couple (P1, P2) le sous-espace de la somme 
directe R m ~- - tW ~ -~ t W  ~ sous-tendu par P1 et Pc. Soient w~i ) la 
j-brae classe r~duite de Gm~,.+, et w i la ]-~me elasse rdduite de G~,.,  
(on convient de poser w[o -= 0 (j > n , ) ,  w i = 0 (] > n)) .  Le probl~me 
consiste ~ exprimer l ' image de wJ par l 'homomorphisme 

h*:  H(( ;m,~)  - ~ H ( C . m , , ~ )  | H(C.m~.~) 

l 'aide des classes w~) ; la solution est donnde par la Proposit ion suivante 
([12], Thdor~me I). 

Proposition 6.1.  Avec les notations prdcddentes on a 

h*(w~) = v ~+b:j w~>| w~) (i = 1, 2 . . . .  ) 

Nous admet t rons  provisoirement que pour D < Min(mi - -n l ,  me--ne)  
h* s'identifie ~ l 'homomorphisme ~*(O(nl ) •  O(nz), O(n))  qui corres- 
pond ~ l 'inclusion de O(n l )  • O(n2) dans O(n) .  

Le diagramme commuta t i f  (6.1), oh les flbches ddsignent des projec- 
tions, la fl~che verticale de gauche 6tant  l ' identit6 : 

Vm,n/Q(ni) X Q(n2) -~ Vm, . /O(n l )  • O(nz) 

r ~ (6. ~) 

vm,JQ(n) -+ Vm,JO(n) 

donne par passage ~ la cohomologie mod 2 un diagramme qui pour 
D ~ M i n ( m  1 -- n l ,  m e -- he) coincide avec le diagramme (6.2):  

H (BQ <.,)) | H (BQ (.~>) ~- H (B  o (.1>) | H (B  o <.~)) 
1' ~* (6.2) 

~- H (Bo(.)) . H (Bo(n)) 
Si l 'on pose 

H(Bq( .1 ) )  = Z 2 [ Y i , . . . ,  Y.1] ; H (BQ<.,)) = Z 2 [Ynl+l . . . .  , Yn] 

il est clair que pour un  choix convenable des y~ on a (voir No 3) 

a*(x~) = y~ | 1 (i ~ nl) ; a* (x~) = 1 | y~ ( i > n l )  �9 
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fl* n 'es t  au t re  que ~ * ( Q ( n l ) x  Q(n~), O(~tl)• O(n2)), c'est  donc le pro- 
dui t  tensoriel  des homomorphismes  * * ~(-1) et  9(,~), d 'oh 

fl*(w~x) | 1) = o~1) | 1 (J = 1 , 2 , . . . )  

fl*(1 | w~2))= 1 | o~2) (k = 1 , 2 , . . . )  

(on note  a(1 ~'), resp. a~), la ~-~me fonct ion symdtr ique 616mentaire en 
Y l , - . . ,  Y~I, resp. en Y~1+1 . . . . .  y~ et on convient  que a[o = 0 si j est 
s t r ic tement  plus grand que le nombre  des variables). ?* est l 'homomor-  
phisme ~*(O(nl)• O(n~), O(n)) qui, comme nous l 'avons admis, coin- 
cide avec h* pour  D < M i n ( m  1 --  n l ,  m 2 --  n2). Enfin (Th6or~me 5.1)  

, 
e ( ~ ) ( w ' ) = ~ J  ( j = 1 , 2  . . . .  ) .  

La  proposi t ion 6.1 rdsulte alors de la commuta t iv i td  de (6.2) et  de l ' iden- 
t i t6 dvidente  

a*(a  j) ---- Za+b=j  a~) | a~2 ) (j = 1 , 2  . . . .  ) . 

Pou r  compl6ter  cet te  ddmonstra t ion,  nous devons encore 6tablir  le 

Lemme 6 .1 .  Pour D < M i n  (m~ -- n~, m~ -- n2), on a 

h* = e * ( O ( ~ )  • O ( ~ ) ,  O(~) )  . 

V,~,,/O(nl)• est l 'espace des systbmes formds par  un  sous- 
espace P1 de dimension n 1 de R ~1 et  un  sous-espace P~ de dimension n 2 
or thogonal  ~ P t  ; on a une inclusion 6vidente 

i: G~,,~ •  (V~,~/O(nt)• 

telle que h = ?  �9 i ;  l 'appl icat ion i provient  par  passage au quotien$ 
d 'une  inclusion de V~I,~ ~ • V~,,~, dans V~,~ qui est un  homomorphisme 
d'espaces fibrds pr inc ipaux (de groupes s t ruc tu raux  O (nl) • O (n2)) . Ces 
deux  espaces d tant  universels pour  O(nl)  • O(n2) et  pour  

D < M i n ( m  1 - n l , m  2 - n 2 )  , 

il s 'ensui t  que i* est  un  isomorphisme sur pour  ces valeurs de D,  ([2], 
Proposi t ions  18.2 et  18.3), ainsi h* se rambne bien k 

:,* = e * ( o ( ~ d  • o(~), o(~)) 
pour  les degr6s considdr6s. 

Remarque. En  fair ce lemme n 'es t  qu 'un  cas part icul ier  d ' u n  rdsul tat  
g6ndral facile ~ 6tablir  concernant  les extensions de groupes s t ruc turaux .  
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Soient U un  sous-groupe ferm~ du groupe de Lie compact  G, (E,  B ,  U, p) 
un espace fibr6 principal,  (E +, B ,  G, p~) un  espace obtenu  par  extension 

* * les homomor-  du groupe s t ruc tura l  k par t i r  de (E, B ,  U, p), a v e t  a o 
phismes caractdristiques de ces deux fibrations (au sens du No 1), alors 
a*a=auO* ~*(U,  G) (voir s ce sujet un article ul tdrieur de J.  P. Serre et  
l 'auteur) .  Plus hau t  nous avons consid6r6 un  cas oh E est universel,  done 
oh a~. est l ' identit6. 

7. Les  i - e a r r 6 s  des  c l a s s e s  caraet6ristiques r6duites 

Pour  compldter Nos 5, 6, nous donnons ici une ddmonstra t ion des for- 
mules de Wu Wen Tsfin ([13], [5]), qui du reste ne diff~re pas essentielle- 
ment  de la sienne. 

Nous d~signons comme pr~c~demment par  w J (?" ~ - 1 , 2  . . . .  ) les 
classes caractdristiques rdduites de H (Bo(n)), en convenant  de poser w~ ~ 0 
pour  ] > n .  

Thbor~me 7 .1 .  On ales /ormule8  

( j  --  i + t - - 1 )  w~_t wj+ t (i < j) Sq  iwi -= .~o~ t~= ~ t 

moa  avec 

si a > b ; -  - (b ) - - - - I  s/ b-- - -0;  ( ; ) - - - - 0  si a < b  et b ~ O .  

Dans H (BQ(n) ) = Z 2 [ x l , . . .  , x~], les i-carrds sont @terminals par  

�9 2 . 8qJxi  0 ( j > l )  (7 1) • q O x  i ~ X i , S q l x i  ~ X i , ~ . 

et  par  la formule de H.  Car tan 

Sq i (u . v )  = v~+b= ~Sq~u .Sqbv  . (7.2) 

I1 en r~sulte vis iblement  que pour  i ~ ], i ~ < i 2 < . . .  <i~: 

2 2 2 (7 3) S q i  (xq xi~. . .Xij) -~- V~,k~<...<kiXk Xk2. . .XkiXki+~. . .Xk 1 

( k l , . . . ,  ki) dtant  une pa t t ie  de (i~ . . . .  , i~) et  (k~+~ . . . .  , kj) son corn- 
pigment.  

D'apr6s le Th6or~me 5.1 on a ~(n)(w~) ~ a1. on t i re  donc de (7.3) que 

~: * 2 2 2 
S q  e(tt) ( w j )  : ~-~ Xl  X 2 " ' "  Xi  X i + l ' ' "  Xj  (i ~ ))  

le deuxi6me membre  d~signant la fonct ion sym6tr ique en x ~ , . . . ,  x~ de 
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t e r m e  t yp ique  x~ x2. . 2 * �9 x i x~+ 1. . .  xj.  Comme Q(,) est  b iunivoque,  le Th~o- 
r~me 7.1 ~quivaut  s la formule  

2 2  ( J - - i ~ t - - 1 )  a~-t a i+t (7.5) I x ~ x 2 . . . x i  x i + l . . . x j =  I 0 < i < t  t 

avec  les convent ions  du Thdor~me 7.1 pou r  les coefficients. In t roduisons  
la no ta t ion  

c ~ , S = ( j - - i . t - - 1 ) t  ' (7.6) 

les coefficients c~ '~ vdrifient donc les formules  

c~,, = 1 (i < j) 

c~,~ = c~ -1,~-1 (0 < t < i ~< j) (7.7)  
C~, j  r  " " = ~ + c ~ ,  (o < t ~_ i < j ) .  

La  ddmons t ra t ion  de (7.5) se fair  pa r  r5currence sur  le n o m b r e  des 
variables .  Pou r  n--~ 1, c 'es t  immddia t ,  supposons (7.5) ~tablie pour  
n - -  1 variables .  Si i ---- j ,  (7.5) devient  

2 ~ X lx22 ...xj2--Gj.Gj 

e t e s t  d v i d e m m e n t  vraie,  puisque nous calculons m o d  2 ; il reste/~ con- 
siddrer le cas i < j .  ~ o u s  noterons  

~ ; ~ ,  2 2 2 
X l " X  2 .  �9 . X i X i +  1.  . . X j  

une fonct ion symdtr ique  en x~ . . . . .  x,_~ de t e r m e  typ ique  

2 

et  a~ sera le j-brae fonct ion symdtr ique  dldmentaire en x~ . . . . .  x~_l. 
Le p remie r  m e m b r e  de (7.5) s 'dcri t  

2 2 2 2 2 
X n ~ * X i �9 . . X i _  1 X i  �9 . . X j _  1 ~ -  X n ~.~ * X 1 �9 . . X i X i + l  �9 . . X j _  l 

2 2 
+ I * x l . . .  x i x i + ~ .  �9 �9 x~ 

le deuxibme membre ,  soit  A i 'i,  se t r ans fo rme  de la mani~re su ivan te  : 

A"J  = c~ 'j (x,,a~* +i-~ + aJ* +i) + ~:o<__,<, c~ 'j (x,,a~* - t -~  + a Y  t) (xnai* +t- '  + a~* + 

= 2 , , . i , j , . r i - - t + l ~ j + t - - 1  . . . .  A ~'i x,, Xo<=t<i,~t , . ,  v ,  + x , , X o < t < _ i ( c ~ ' ~ - 1 + c ~ l ) a i , - t a ~ ,  +t-~ 

(en posan t  c ~  = 0) ; l '~galit~ des deux m e m b r e s  r~sulte alors de l ' hypo-  
t h e e  de r6currence e t  de (7.7).  
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8. Cohomologie de Bso( .  ) 

SO(n)  dtant  invar iant  dans O(n), il existe une alg~bre spectrale qui 

m~ne de E 2 ---- H(Bo(n)/so(n) , H(Bso(n)) ) ~ H(Bo(~) ) (voir [2], Propo-  
sition 22.2) ; ici du reste, O(n)/SO(~) =-- Z 2 et  Bso(,) est le rev6tement  

deux feuillets s implement  connexe de Bo(,), on peut  aussi prendre  la 
suite spectrale des rev6tements  finis (Cartan-Leray,  Colloque de Topo- 
logie alg6brique, Paris  1947, p. 83--85).  Quelle que soit la mani~re don t  
on envisage cet te  suite spectrale, il est facile de voir que les dldments de 
E ~ qui sont cocycles pour  toutes les diffdrentielles forment  l ' image de 
Q*(SO(n), O(n)) pour  le degr6 q. (Dans [2], eela r~sulte du Th6or~me 
22.1 et de la manibre dont  on obt ient  la Proposi t ion 22.2/~ par t i r  de ce 
thdor~me.) 

Puisque O(n)/SO(n) : Z 2 on a 

H(Bo(~)/so(~) ) _~ Z2[x ] (Dx  = 1) 

on en t i re  s l 'aide du Thdorbme 5.1 et  du corollaire s la Proposi t ion 4.1 : 

P(Bo(~)/so(n), t). P(Bso(n),  t) = P(Bo(n),  t) 

d'oh (Proposit ion 2.1) : 

E 2 = H(Bo(~)/so(~)) | H(Bso(~)) = Eo. 

et  Bso( ,  ) est to ta lement  non homologue s zdro. P a r  consdquent,  vu (2.3) : 

Proposition 8.1. L'homomorphisme ~* (S 0 (n), 0 (n)) applique H (B o (,)) 
sur H (Bso(n)) ; son noyau est l'iddal engendrd par w 1. 

Nous voyons  ainsi que H(Bso(n)) est une alg~bre de polyn6mes en 
A 2  �9 �9 ~ ~ . . . .  ~ W n n - -1  variables w , .  ~)n de degrds 2, 3 . . , n ,  images de w 2, 

par  Q*(SO(n), O ( , ) ) .  La  grassmannienne G ~  des plans orientals est 
classifiante pour  SO(n)  et  pour  m - - n  --  1, donc pour  ces degr~s, 
. H  0 A 2  A n (Gm,,~) est une algbbre de polynSmes en w , . . . ,  w , qui sont ~videm- 
ment  les classes caract6rist iques r6duites de la f ibration 

(V~,n, C . . . .  SO(n))  . 

Remarquons  encore que l 'on d6duit  du Thdor~me 7.1 et  de la Propo-  
A 1 sition 8 . 1 ,  (en posant  w = 0 ) :  

S q ~ d =  ~ " ~ o < t < ' ( J - - i + t - - 1 )  ( i ~ j , j : 2  . . . .  . n ) .  (8.1) 

Proposition 8 .2 .  a) L'homomorphisme e*(SQ(n) ,  Q(n)) est sur, et 
identi/ie H (BsQ(,o) au quotient de H (BQ(n)) : Z2[x ~ . . . .  , x,] par 
l'iddal (x I ~ .  �9 �9 ~ x~) qu'y engendre x 1 ~ .  �9 �9 ~ x , .  
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b) L'homomorphisme Q*(SQ(n), SO(n)) est biunivoque, son image est le 
quotient de S (x I . . . . .  x~) par  (x I ~-. �9 �9 ~- x.). 

a) On peut  appliquer/~ la project ion e(SQ(n), Q(n)) : BSQ(, ) ---> BQ(~) 
les remarques  du No 3 : e.(SQ(n) ,  Q_ (n)) : HI(BsQ(~)) ~ HI(BQ(n) ) est 
b iunivoque et  se ram~ne/~ l ' inclusion S Q  (n) ( Q (n). L 'homomorph i sme  
transpos6 Q* est par  cons6quent sur en dimension 1, donc en tou te  dimen- 
sion puisque H(BsQ(n)) est engendr~ par  ses 616ments de degr6 < 1. 
I1 est  d ' au t re  par t  visible que si x l , . . . ,  x n est une base convenable de 
HI(BQ(~)), le sous-espace HI(BsQ(~)) de HI(BQ(~) ) est pr~cis~ment le 
plus grand sous-espace sur lequel x I -I-. �9 �9 4- xn, (envisag~ comme forme 
lin~aire), s 'annule ; ainsi l 'id6al (x~ q - . . .  q- x~) fai t  par t ie  du noyau  de 
e*(SQ(n), Q(n)) ,  il const i tue tou t  le noyau  ear sa s~rie de Poincar~ est 
t(1 --  t) -n, donc 6gale h la diffdrence P(BQ(~), t) -- P(BsQ(~ ), t). 

b) Aux inclusions 
SQ(n) -~ Q(n) 

r r 
s o ( n )  --> O(n) 

correspond le d iagramme commuta t i f  

(SQ(n), Q(n)) 
H (BsQ(,~) ) +- H (BQ(,)) 

�9 ~ ~ (Q(,o. o(n)) Q (SQ(n), SO(n)) * 

(SO(n),O(n)) 

H (B s o (n)) <-- H ( B o (,~)) 

Q*(SO(n), O(n)) est sur (proposit ion 8.1),  l ' image de ~*(SQ(n), SO(n)) 
est donc la m~me que celle de Q*(SQ(n), Q(n)) 0 9*(Q(n), O(n)), qui 
est  j u s t ement  S(x  1 . . . .  , x,)/(x I + . . . +  x,) compte  t enu  de a) et  du 
Thdor~me 5.1.  Enfin ~*(SQ(n), SO(n)) est b iunivoque car H(Bso(n)) 
a m6me sdrie de Poincard que son image;  cela r~sulte aussi ddjs de la 
triviali t6 de l 'alg~bre spectrale de (B s Q (n), Bs o (n), F,)  (voir ddmonstra-  
t ion du Corollaire k la Proposi t ion 4.1).  

Remarque. Soit S N ,  le normal i sa teur  de SQ(n) dans SO(n) ; il est clair 
que SN,/SQ(n) est isomorphe/~ Y/~ = Nn/Q(n), qu'il op~re sur 

H(BsQ(,)) = Z2[x I . . . . .  x,]/(x~ + . . .  + xn) 

par  les permuta t ions  de x x , . . . ,  x~. Ainsi, comme dans le cas de 
p*(Q(n) ,  O(n)) nous voyons  que p*(SQ(n), SO(n)) identifie H (Bso(,,) ) 
aux  invar iants  du normal isa teur  de SQ (n). 
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9. Les i-carr6s dans les vari6t6s de Stiefel 

Nous disons que h ~ , . . . ,  h~ est un syst~me simple de gdndrateurs de 
H ( X )  si les mon6mes 

h i~h i2 . . . h i  k ( i 1 < i 2 < . . .  < i k ; k  = 1 , 2 , . . . , m )  

fo rment  avec l 'dldment neut re  une base d 'espace vectoriel  sur Z 2 de 
H ( X )  (voir [2], Ddfinition 6.4) ; si X = G est un groupe de Lie compact  
connexe, H ( X )  a toujours  un  syst5me simple de gdndrateurs ([2], Pro-  
posit ion 6.1 a). Dans le cas du groupe orthogonal ,  nous avons ddmontrd 
dans [2] (Proposi t ion 10.3 et  remarque  1 s cet te  proposit ion,  Proposi- 
t ion 23.1) : 

Proposition 9 .1 .  H ( S O  (n)) a un unique syst4me simple de gdndrateurs 
universellement transgressifs hi,  . . . ,  hn_ 1 de degrds 1 , 2  . . . .  , n --  1. 

L'homomorphisme * Pn-k transposd de let projection p~_a : 

S O ( n )  - +  S O ( n ) / S O ( k )  = r . . . .  

applique H(V,,n_k) biunivoquement sur la sous-alg4bre engendrde par 
h~, hk+l . . . . .  h,~_~ (k : 1, 2 , . . . ,  n --  1). 

On sait que la transgression dans une espace fibr6 (E,  B ,  •,  p) appl ique 
un  sous-espace de H 8 (F), que nous noterons  ici Gs, dans un quotient de 
Hs+I(B) (s ~ 0, 1 . . . .  ) (volt par  exemple  [2], w 5). Dans le cas part i -  
culler d 'une  f ibrat ion (E s o (n), Bs o (,), S 0 (n), p) oh E s o (~) est universel  
pour  SO(n) ,  cela se prdcise de la fagon suivante  ([2], fin du w 21, e t  
w 2a): 

Soient DJ le sous-espace des 61dments d6composabtes de HJ(Bso(,o)  
et  QJ = HJ(Bso(,o)/DJ; pour  j ~ 2, 3 . . . . .  n ,  QJ est de dimension 1 
e t a  comme base la project ion ~ de ~z~" ; d ' au t re  par t  ~:J est le sous-espace 
de base hi. Alors la transgression ~ est un isomorphisme de GJ sur Qi+l 
au t r emen t  dit  : 

~ : ( h ~ )  = ~ + ~  ( j  = 1 . . . . .  n - -  1)  . ( 9 . 1 )  

On a 6videmment  S q i ( D  j) ( D i+i vu la formule du produi t  (7.2),  e t  
S q  i ddfinit par  passage au quot ient  un  homomorphisme Q~ -+ Qj+i que 
nous ddsignons aussi par  Sq  i. Dire que les i-carrds commuten t  s la trans- 
gression ([10], No 9) signifie dans not re  cas part icul ier  exac tement  que 
le d iagramme suivant  est commuta t i f  : 
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~: ~ ~ (9.2) 
Qt+I s qi Q~+,+i . 

De la formule (8.1), on tire 

i _ _  ) , , , 

Cette 6galit6, jointe ~ (9.1), (9.2) et/~ la Proposition 9.1, donne le : 

Th6or6me 9.1. H(V~,~_k) a un  syst~me simple de gdndrateurs 

hk, hk+ 1 . . . . .  h ,_  1 ( D h  t ~ i) , 

lids par les relations : 

s ~ , ~ ,  = (~) h,+, (i =< j ; i  + j ~ n -- 1); S~'h~ = o  (i + j => n )  

Ces formules ont 6t6 obtenues par Miller [8] s l'aide de d6compositions 
cellulaires. Dans la Note [1], nous nous 6tions born6s s indiquer les cup- 
carr6s Sqlh~.  Rappelons que l'on d6duit ais6ment de cette formule le 
th6orbme de Steenrod-Whitehead relatif aux champs de vecteurs sur les 
sphbres (volt [8]). Par la m6me m6thode, on montre que si l a / i b ra t i on  

(Vn,r+l, V..r, Vn-r ,1) a une section et si r --- 2ks (8 impair ) ,  alors n - - r - - 1  

est divisible par  2 k+~, ce qui contient des r6sultats de B. Eckmann (Col- 
loque de Topologie, Bruxelles 1950, p. 83--99, No 4.2). 

II. Quelques espaces homog(~nes 

10. Remarques g6n6rales 

Dans l 'introduction nous avons fait allusion a une analogie entre les 
r61es de Q (n) en cohomologie mod 2 et des totes maximaux en cohomo- 
logie r6elle que nous allons maintenant expliciter ; pour les d6monstra- 
tions des th6orbmes de cohomologie r6elle rappel6s ci-dessous nous ren- 
voyons ~ [2], w 19, 26, 27. 

On salt que les tores maximaux d'un groupe de Lie compact connexe 
sont conjugu6s et que leur dimension commune, le rang de G, a un sens 
topologique : C'est la dimension d 'un espace dont H ( G ,  R )  est l'alg6bre 
ext6rieure, ou encore la dimension de l'espace qu'engendrent les 616ments 
universellement transgressifs, ou enfin le nombre de g6n6rateurs de 
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H(Bq, R) (qui est une alg~bre de polynSmes). Soit T n un tore maximal 
de G, l'homomorphisme ~ (T n, G) applique H (Ba, R) biunivoque- 
ment dans H(BT~, R) _~ R[y~, . . . ,  y~] (Dy i--  2), sur l'alg~bre des 
invariants du groupe de Weyl ~b(G) ~ N(Tn)/T ~, quotient par T ~ de 
son normalisateur dans G; enfin H (G/T "~, R) est dgale s sa sous-alg~bre 
caract~ristique, isomorphe au quotient de H(BTn, R) par l'id6al qu'y 
engendrent les dldments de degrgs ~ 0  de l'image de ~ (T ~, G), et son 
polynSme de Poincard en caractdristique zdro est 

Po(G/Tn, t) ~- (1 - - tm~)(1- - tm~) . . . (1 - - tmn) (1- - t~ )  -~ (10.1) 

oh m 1 . . . . .  m n sent les degr~s de gdn5rateurs de H(Ba, R) ou aussi les 
degr~s augmentds de 1 des dldments d 'un syst~me de gdn~rateurs de 
H (G, R). 

Si nous substituons Q(n), ou 5;Q(n), ~ T ~ et O(n), ou SO(n), ~t Get la 
cohomologie mod 2 s la cohomologie r~elle, les rdsultats pr5cddents se 
traduisent aisdment en propositions obtenues dans I. Le groupe O_(n) 
est dvidemment abdlien maximal de type (2 . . . . .  2) dans O(n) et tous 
les sous-groupes de ce type lui sent conjuguds ; comme il est isomorphe 
(Z~) ~ nous dirons que le 2-rang de O(n) est n. Ce 2-rang a aussi une inter- 
prdtation topologique, c'est le nombre de gdndrateurs de H(Bo(n),Z~) 
(qui est une alg~bre de polynSmes, Th6or~me 5.1), c'est aussi si l'on 
veut le nombre d'dl~ments d'un systbme simple de gdndrateurs de 
H(O(n)) pour autant  que l'on convienne d'ajouter aux gdndrateurs de 
H(SO(n)) un gdndrateur de degrd zdro pour tenir compte du fair que 
H~ =- Z 2 q- Z~2). De plus H(BQ(,)) ~ Z ~ [ x l , . . . ,  xn], (Dx~-~ 1), 
l 'homomorphisme ~*(Q(n), O(n)) est biunivoque, son image est l'en- 
semble des invariants de Tn--N~/Q(n),  l'alg~bre H(O(n)/Q(n)) est 
6gale ~ sa sous-a]g~bre caract~ristique, isomorphe au quotient de H (Bq (~)) 
par l'id~al qu'y engendrent les 616ments de degr6s > 0 de l'image de 
~*(Q(n), O(n)) et son polyn6me de Poincard mod 2 est 

P(O(n)/Q(n), t) = (1 -- t)(1 -- t2) . . .  (1 -- tn)(1 -- t) -~ (10.2) 

oh les exposants sont les degr6s de g~ndrateurs de H(Bo(n) ), ou les 
degr~s augmentds de 1 d'dldments formant un syst~me simple de gdn~ra- 
teurs de H(O(n)), formule dont l'analogie avec (I0.1) est claire. Nous 
avons ~galement obtenu des r~sultats tout  s fair semblables pour SQ(n), 
SO(n) et SO(n)/SQ(n). 

z) De m 6 m e  nous  di rons  que  l 'a lgSbre de cohomologie  do l'espace Q(n) ,  qui  so r6dui t  
6 v i d e m m e n t  ~ sos 616ments de  degr6 0, a u n  sys t~me  s imple  de  n g6n6rateurs .  
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Ces propositions sont tr~s suggestives et il est naturel de se demander 
si elles se gdn6ralisent. Nous verrons que les principales d'entre elles 
s'~tendent s U(n), SU(n), Sp(n), G2, mais ndanmoins elles ne sont pas 
routes gdndrales. Par exemple on peut montrer que le 2-rang du quotient 
SO(4k)/Z2 de SO(4k) par son centre est < 4 k -  1, alors que 
H(SO(4k)/Z2) , a un syst~me simple de 4k -- 1 gdndrateursS). D'autre 
part H(Ba) n'est pas toujours une alg~bre de polyn6mes, ni m6me le 
produit tensoriel d'une alg~bre de dimension finie par une alg~bre de 
polyn6mes 8). L'analogie avec la cohomologie rdelle n'est donc pas par- 
faite, mais cependant ces exemples et contre-exemples n'~lucident pas 
compl~tement la question, qui nous paralt int~ressante, de savoir jusqu'~ 
quel point les ph~nom~nes ddcrits plus haut ddcoulent de th~or~mes g~nd- 
raux 4). 

Revenons k la cohomologie rdelle. On salt qu'une lois H(G/T ~, R) 
eonnue, on d6termine aisdment l'algbbre de cohomologie H(G/U, R) 
lorsque U est connexe, de mSme rang que G. Cette alg~bre est 6gale ~ sa 
sous-alg~bre caractdristique, isomorphe au quotient de H(Bv, R) par 
l'iddal qu'y engendrent les dldments de degrds > 0  de l'image de 
~ (U, G), qui est biunivoque, et son polyn6me de Poincar6 est donn6 
par la formule de Hirsch : 

( l  - -  t m l )  ( 1  - -  t i n 2 ) ,  ~ �9 ( 1  - -  $m.) 
Po (G/U, t) = , (10.4) 

( 1 - - t  ql)(1-tq*). . . ( 1 - - t  qn) 

oh m l , . . . ,  m n resp. ql . . . .  , qn, sont les degrds des gdndrateurs de 
H(Bo,  R) resp. H(Bv, R). 

En rdp~tant presque mot pour mot les raisonnements qui font passer de 
H(G/T n, R) ~ H(G/U, R) nous obtiendrons ici la cohomologie mod. 2 
de G/U lorsque G et U ont mSme 2-rang, dans quelques ((bons cas)~ oh 
H(G/Q (n)) et H (U/Q (n)) ont les principales propridtgs de H(O (n)/Q (n)). 
Pour le polyn6me de Poincard (mod. 2) nous trouverons une expression 
que nous appellerons la/ormule de Hirsch rood. 2 qui s'dcrit exactement 
comme (10.3) mais oh. les exposants m~ et q, sont les degrds augmentds 
de 1 d'dl~ments formant des syst~mes simples de gdndrateurs de H(G) 
et H(U) (ou aussi ici les degrds de gdn~rateurs de H(Ba) et H(Bv)). 
Dans ce sens (10.2) apparalt ddjk comme un cas particulier de la formule 
de Hirsch rood. 2. 

a) Cela sera  d~inontr6 d a n s  le t rava i l  cit~ d a n s  la no t e  1, p. 4. 
4) Pou r  d ' a u t r e s  eons id6ra t ions  sur  les re la t ions  qu'f l  y a en t r e  la  tors ion de G e t  s e s  

sous -g roupes  ab~liens m a x i m a u x  de  t ype  (2, 2 . . . . .  2) ou p lus  g6n6ra l emen t  de t y p e  
(p, p . . . . .  p), voir [3]. 
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Lemme 10 .1 .  Soient U un sous-groupe /ermd de G, ayant m~me 2-rang 
que G, et Q(n) un aous-groupe abdlien maximal de type (2, 2 . . . . .  2) 
eommun. 

Si H(G/Q(n)) et H(U/Q(n))  vdri/ient la/ormule de Hirsch rood 2 et si 
H (U/ Q (n)) eat dgale 5 aa sous-alg~bre caract&istique, alors H (G/U) vdri[ie 
la /ormule de Hirach rood. 2. 

E n  effet, d 'apr6s  les hypotheses  faites e t  (1.1),  U/Q (n) est  t o t a l e m e n t  
non homologue ~ z6ro dans  la f ibrat ion (G/Q(n), G/U, U/Q(n)), donc 

P(G/Q(n),  t) = P(G/U, t) P(U/Q(n) ,  t) 

et  si P(G/Q (n), t) et  P(U/Q (n), t) v6rifient la formule  de Hirsch  rood. 2, 
il e n e s t  alors dv idemment  de m6me  pour  P (G/U, t). 

11. Les espaces  homog~nes 

O ( n ) / O ( n l )  X . . .  X O(nk)  , ( n  1 - ~ - . . .  ~- n k : n )  . 

Notations. (B) est l ' id6al engendr6 dans une alg~bre A par  une par t ie  B 
de A .  

Si A est  une alg6bre gradu6e par  des degr6s ~ 0, A + d6signe la 
sous-alg~bre form6e par  les dl6ments de A don t  le degrd est  > 0. 

S ( x  1 . . . . .  xn): alg~bre des fonct ions symdtr iques  en x 1 . . . .  , Xn, 
coefficients dans  Z~. 

Enf in  nous posons 

G(n 1 . . . . .  nk) = O(n)/O(nl)  • �9 . .  X O(nk) , (n 1 + ' . . +  n k = n) . 

Cet espace est  la vari6t6 dont  l '616ment g6n6rateur  es t  form6 de k - -  1 
sous-espaces embol tds  de R n, de dimensions respect ives  

nl ,  nl ~- n 2 . . . . .  nl + . . .  + nk-1 . 

E n  par t icu l ie r  G ( n l ,  %) = Gn,~,. P a r m i  ces vari6t6s f igurent  aussi les 
vari6t6s de Stiefel de syst~mes de droites non orient6es don t  il a 6t6 
quest ion ~ la fin du No 5, en effet, O(1) est  i somorphe  s Z 2 et  

v ; , .  = O(n + m)/(O(1))"• . 

Th~or~me 11.1 .  Q*(O(nl) • �9 �9 �9 • O(n~), O(n)) eat biunivoque, 

H(C . . . . .  

eat dgale ~t aa soua-alg~bre caractgriatique, eat le quotient de H ( B o (hi) • • o(nk)) 
par l'iddal qu' y engendrent les dldmenta de degrds > 0 de l'image de 
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e*(o(nl) •  • , 

doric est isomorphe au quotient  de 

S(;~ 1 . . . . .  Xnl) @ S(Xnl+ i  . . . . .  Xnl+n ~) ~ - . .  ~ S(Xn-nk+l . . . . .  Xn) 

par (S + (x I . . . . .  x~)). Son  po lyn~ne  de Poincard rood 2 est 

P ( G ( n l ,  n k , t ) ) =  ( 1 - - t ) ( 1 - - t ~ ) ' ' ' ( 1 - - t ~ - l ) ( 1 - - t  n) 
. . . .  //i=li=k (1 -- t) (1 -- t 2 ) . . .  (1 -- t hi) 

Iei groupe et  sous-groupe ont  un 2-rang ~gal k n ,  l 'espaee 

O(nl )  •  • O(n~) /Q(n)  

est le produit  des espaees F,~---- O ( n i ) / Q ( n i ) .  Son alg~bre de cohomo- 
logie rood 2 et  celle de F ,  = O ( n ) / Q ( n )  vdrifient done la formule de 
Hirsch mod 2 et  sont dgales/~ leurs sous-algbbres earactdristiques (Pro- 
position 4.1 et  remarque au Thdorbme 5.1), et le Lemme 10.1 donne le 
polyn6me de Poincar6 annoncd. Util isant ensuite le Th6or~me 5.1 on voit 
que 

P ( G ( n  1 . . . . .  n~), t ) . P ( B o ( , o ,  t) = P (Bo(,,1) • • o(,,k ), t) ; 

par cons6quent l'alg~bre spectrale de la fibration 

(Bo(.1) •215 Bo(.) ,  G(nx . . . . .  nk)) 

est triviale (Proposition 2.1), d 'oh les autres assertions du thdorbme, 
eompte tenu de (1.2) et  de (2.3). 

Le cas particulier des grassmanniennes.  Nous voulons ddduire du 
Thdorbme 11.1 appliqud au cas particulier k = 2 quelques propridtds 
cohomologiques connues des grassmanniennes. 

Les grassmanniennes G, . , .  e t  Gm,~_ . sont homdomorphes et H(G,n. . )  
a deux systbmes de classes caractdristiques rdduites w o = 1, w a . . . .  , w n 
et ~ o =  1, wl . . . .  , ~m-~ suivant  que l 'on consid6re Gm,~ comme base 
de la fibration (V,~,n, G . . . .  O(n ) )  ou de la fibration 

o ( m  - . 

Nous eonvenons de poser wJ-----0 ( ] > n ) ,  ~ k :  0 ( k > m - - n ) .  

Proposition 11.1.  ~) Les classes w i e t  w~ sont lides par les relations 

~ i + i = ~ w i w  j = 0 ( k =  1 , 2 , . . . )  

5) Cette proposition est due ~ S. S. Chern [4], [5], p. 90. 
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chacun des syst~mes w ~ . . . .  , w '~ et ~o . . . . .  ~,n-n engendre multiplicative- 
ment H ( G,, . ,) .  

Soient a~l ) le j-~me fonction symdtr ique dldmentaire en X l , . . .  , x , ,  
avec la convent ion a [ l ) =  0 si ] > n,  et de m~me a~J), resp. a1, la j-~me 
fonct ion symdtr ique dldmentaire en x , + i , . . .  , x~, resp. en x x , . . .  , x,,. 
Les classes wJ et  ~i sont les images de a~]) | 1 et  1 | a~'2) par  l 'homo- 
morphisme canonique de 

S ( X  1 . . . . .  Xn) | S (X , - t -1 ,  �9 � 9  Xm) 

sur H(Gm,~),  qui n 'es t  aut re  que l 'homomorphisme caractSrist ique de 
la f ibration (O(m) ,  G . . . .  O(n)  • O ( m  - - n ) ) ,  (vu (1.2) et  le Thgor~me 
5.1).  Comme S + (x I . . . . .  x,) fait  par t ie  du noyau  de cet homomorphisme 
(Thdor~me 11. I), les relat ions annoncdes r~sultent  par  passage au quo- 
t ient  des identitds 

Les dl~ments a~l ) | 1 e t  1 | a~) (3" = 1, 2 . . . .  ) engendrent  dvidem- 
ment  S ( x i , . . . ,  xn) | S(x~+l . . . . .  xm) leurs images (w i) et  (wJ) engen- 
drent  donc H (G~,~) ; mais les relat ions que nous venons d 'dtablir  ent re  
ces classes mon t ren t  que w i, resp. ~i, est un  polynSme en w ~ . . . .  , ~ - n ,  
resp. en w ~ . . . . .  w" (?" ---- 1, 2 . . . .  ) ; ainsi chacun des syst~mes (w i) et  
(wJ) engendre  H(G,~,~). 

12. Les espaces homogi~nes U(n) /Q(n)  et U(n) /O(n)  

On sait  que le groupe uni ta i re  de l 'espace de n variables complexes,  
soit U(n),  est sans torsion, que H ( U ( n ) )  est une alg~bre ext~rieure ~ g4n~- 
ra teurs  de degrds 1 , 3 ,  5 . . . . .  2 n - - 1  (voir par  exemple  [2], Proposi-  
t ion 9.1), et  que H (Bu(n)) est  une alg~bre de polynSmes s n variables de 
degrds 2, 4, 6 , . . . ,  2n  ([2], Thdor~me 19.1). 

Les sous-groupes abdliens max imaux  de t y p e  (2, 2 , . . . ,  2) de U(n)  
sont visiblement conjuguds au sous-groupe des matrices diagonales, ils 
sont  donc contenus dans des tores maximaux ,  le rang et  le 2-rang de 
U(n) sont dgaux ~ n6). 

Lemme 12.1 .  ~* (Q (,),  U (n)) est biunivoque, son image est S ( x~, . . . , x~ ). 
Soit T ~ un  tore  con tenant  Q(n),  l ' homomorphisme Q*(Q(n), T ~) est 

8) P lus  g6n6ra lement ,  si G es t  s a n s  2- tors ion,  son  2 - rang  es t  ~gal ~ s o n  r a n g  a u  s ens  
usue l  ([3], Th6or~me  2). C e p e n d a n t  n o u s  i gno rons  si d a n s  ce cas  u n  s o u s - g r o u p e  ab~l ien 
de t y p e  (2, 2, . . . ,  2) es t  t o u j o u r s  c o n t e n u  d a n s  u n  to re  m a x i m a l .  
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dvidemment  le produi t  tensoriel de n homomorphismes e* (Q(1), T 1) ; ce 
dernier se calcule aisdment. Posons 

H(BT1 ) -= Z2[y ] ( D y  = 2) , H(BQ(1) ) = Z2Ex ] ( D x  = 1) , 

(rappelons que l 'on peut  prendre comme espace classifiant pour  T 1 un 
espace project i f  complexe). L 'espace T1/Q(1) est un cercle, done 

P(BT1,  t ) . p ( T I / Q ( 1 ) ,  t) --- P(Q(1) ,  t) 

et  l 'alg~bre spectrale de (Bo(I) , BT1 , T1/Q(1), ~(Q(1),  ~['1) est triviale 
(Proposit ion 2 .1 ) ;  ainsi Q*(Q(1), T ~) est b iunivoque et son image est 
forcdment Z 2 [x~], ce qui montre  que ~*(Q(n),  T n) est b iunivoque e t a  
Z 2 [ x ~ , . . . ,  x~] eommeimage .  

D ' au t r e  par t  on ddduit  des inclusions Q(n)  ( T ~ ( U ( n )  que 

~*(Q(n),  U(n))  = Q*(Q(n), T '~) o o * ( T  n, U(n))  ; 

l 'homomorphisme o * ( T  n, U(n))  est b iunivoque et son image dans 
H(BT,~ ) -~ Ze[y 1 . . . .  , y~] ( D y  i -~  2), est S ( y  I . . . . .  Yn), ([2], Propo- 
sition 29.2, Exemple  1), d'oh le lemme. 

Remarques. 1) Plus gdndralement si Q(n) est contenu dans un  tore 
maximal  T n de G, et si Get  G/ T n sont sa~ s 2-torsion, o * ( Q (n), G) est biuni- 
voque. En effet, o*(Q(n), G) -= o* (Q(n ) ,T  ~) .o*(T,  G), et  o*(T  n, G) est 
b iunivoque d'apr~s la Proposi t ion 29.2 de [2]. 

2) Ici le quot ient  N ( Q ( n ) ) / Q ( n )  par  Q(n)  du normal isateur  de Q(n) 
dans U(n) est de nouveau  isomorphe au groupe des permuta t ions  de n 
objets.  L ' image de 0*(Q(n) ,  U(n))  ne contient donc pas tous les inva- 
r iants de N ( Q ( n ) ) / Q ( n ) ,  qui forment  S(x~ . . . .  , xn); sur ce point,  
l 'analogie avec la cohomologie rdelle (cf. No 10) n 'a  plus lieu. Bien en- 
tendu,  dans t o u s l e s  cas, l ' image de o*(Q(n), G) est contenue dans les 
invariants  de N ( Q  (n))/Q (n). 

Proposition 12.1 .  H ( U  (n)/ Q (n),Z2) est dgale ~ sa sous-alg~bre caractdris- 
tique ; elle est isomorphe au quotient de H (BQ (~),Z2) par l'iddal qu' y enge~- 
drent les dldments de degrds > 0  contenus dans l'image de e*(Q(n) ,  U(n)) ,  
c'est ~ dire ~ Z2[x I . . . . .  x~]/(S+(xl . . . . .  x,~)) ( D x  i ~-- 1). Son polyn6me 
de Poincard mod. 2 est 

P ( U ( n ) / Q ( n ) ,  t) -~ (1 - -  t2)(1 --  t ' ) . . .  (1 - -  t2n)(1 --  t) -n . 

Pour  n = 1, cela rdsulte du fair que TI/Z2 est un cercle et  que 
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l ' a lg~bre  spec t r a l e  de  (Bz~ , BT~ , T1/Z2) es t  t r iv ia le ,  c o m m e  nous  l ' a v o n s  
r e m a r q u d  dans  la  d d m o n s t r a t i o n  du  l e m m e  12.1 ; s u p p o s o n s  la p ropos i -  
t i on  d tabl ie  p o u r  n - -  1 e t  cons iddrons  les inclusions  

U(n) ) Z 2XU(n - 1)~ Q(n) oh U ( n ) / Z ~ x U ( n - - 1 ) = S 2 , _ J Z  2= P2~_1 

il ex i s te  donc  une  f ib ra t ion  (U(n)/Q (n), P ~ , - I ,  U(n -- 1)/Q (n - 1)) dans  
laquel le  la  f ibre es t  t o t a l e m e n t  n o n  h o m o l o g u e  s zdro m o d  2, v u  l ' h y p o -  
th~se d ' i n d u c t i o n  e t  (1 .1) ,  d ' oh  

P(U(n)/Q(n),  t) = P(P2n-1, t) P (U(n  - 1) /Q(n  - 1), t) 

= ( 1  - -  t ) -n I I~=;  ~ ( 1  - -  t 2i) 

p a r  eonsdquen t  

P(BQ(~), t) = P(Bu(,o,  t). P(U(n)/Q(n) ,  t) 

e t  l ' a lg~bre  spec t r a l e  sur  Z 2 de (Bp( , ) ,  Bu(~),  U(n)/Q(n)) es t  t r iv ia le  ce 
qui  d d m o n t r e  la  p ropos i t ion .  

Remarque. Cet t e  d 6 m o n s t r a t i o n  p r~sen te  une  g r a n d e  ana log ie  avec  celle 
de  la P r o p o s i t i o n  1.1 ; nous  n ' a v o n s  pas  uti l isd ma i s  d d m o n t r d  k n o u v e a u  
le fa i t  que  Q2* (Q(n), U(n)) es t  b i u n i v o q u e  ( l emme  12.1) ,  ma i s  ce l e m m e  
nous  a p e r m i s  de  d o n n e r  e x p l i c i t e m e n t  l ' i m a g e  de cet  h o m o m o r p h i s m e .  

Les  g r o u p e s  SU(n) et  Sp(n) son t  sans  to rs ion ,  H(SU(n) ,Z2)  e t  
H(Sp(n) ,Z~) on t  des  gdn6ra t eu r s  de degr6s  3 , 5  . . . .  , 2 n - - 1 ,  resp.  
3, 7 . . . . .  4n  - -  1 (voir  p. ex.  [2], P r o p o s i t i o n  9 .1) ,  H(Bsu(n),Ze) et  
H(Bsp(n), Z2) son t  des a lg~bres  de  p o l y n S m e s  s gdn6ra t eu r s  de degrds 
4, 6 . . . .  , 2n ,  resp.  4, 8 , . . . ,  4 n  ([2] T h ~ o r g m e  19.1) .  Les  sous -g roupes  
abdl iens  m a x i m a u x  de S U(n) et  Sp  (n) son t  con jugu6s  a u x  sous -g roupes  
SQ(n) e t  Q(n) de leurs  m a t r i c e s  d iagonales ,  p a r  une  d d m o n s t r a t i o n  
peu  pros  i den t ique  s celle de  la  P r o p o s i t i o n  12.1,  e t  que  nous  ne  r ep ro -  
du i rons  pas ,  on o b t i e n t  : 

Proposition 1 2 . 2 .  ~*(SQ(n), SU(n))  et ~*(Q(n), U(n)) sont biuni- 
voques. H ( S  U (n)/SQ(n)), resp. H ( S p  (n)/Q (n)),  est dgale d 8a sous-alg~bre 
caractdristique, est le quotient de H (BsQ(n)) , resp. H (BQ(n)), par l'iddal 
qu ' y engendrent les dldments de degrd > 0 de l' image de Q * ( S Q ( n ) , S U ( n ) ) 
resp. Q*(Q(n), Sp(n)).  On a 

P(SU(n) /SQ(n) ,  t) = (1 - -  t4)(1 - t 6 ) . . .  (1 - -  t2n)(1 - -  t) 1-n , 

P(Sp(n) /Q(n) ,  t) = (1 - -  t ' ) (1  - -  t s ) . . .  (1 - -  t '~)(1 - -  t) -n 
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En fait ce r~sultat peut encore ~tre pr~cis$. En utilisant le fait que 
•*( T n, Sp (n)) est biunivoque e t a  comme image dans 

H (BT,, ) = Z 2 [ y l , . . .  , y,] 

l'alg~bre S ( y ~ , . . . ,  y~) ([2], Proposition 29.2, exemple 2), on montre que 

H(Sp(n ) /Q(n ) )  = Z2Exl,. . . , x~]/(S+(x~,. . ., x~)) . 

S U(n) est totalement non homologue ~ z~ro dans U(n), donc 

e * ( s  

est sur ([2], Corollaire ~ la Proposition 21.3). Cela ~tant on voit tr~s ais~- 
ment que si T n-1 est un tore maximal de S U  (n), on peut ~erire H (BT, - 1) 
sous la forme Z 2 [ y l , . . . ,  Y,]/(Yl Jr" " �9 ~- Yn) de mani~re ~ ce que l'image 
de e * ( T  n-l, SU( n ) )  dans ce quotient soit celle de S ( y l , . . . ,  Yn). On en 
d~duit que 

H (S U (n)/SQ(n))  = Z 2 [ X l , . . .  , xn]/ J . 

J d~signant l'id~al engendr~ par S+(x~ , . . . ,  x~) et x 1 ~ - . . . - ~  x~. 

Thbor~me 12.1. e*(O(n),  U(n)) est biunivoque; H(U(n) /O(n ) )  est 
dgale (~ sa sous-alg~bre caractdristique, est le quotient de H (Bo(,) ) par 
l'iddal qu'y engendrent les dldme~ts de degrd > 0 de l'image de 

v ( . ) )  , 

donc est isomorphe d S ( x ,  . . . .  , x~)/(S+(x~ . . . .  , x~)). On a 

P (U(n ) /O(n ) ,  t) =/ /~--[  (1 -- t~i)(1 -- ti) -1 =//~_~ (1 + t i) . 

On obtient le polynSme de Poincar~ en appliquant le lemme 10.1, les 
Propositions 4.1, 12.1 et la remarque au Th~or~me 5. On en d~duit 

P(Bo( , ) ,  t) = P(Bu( , ) ,  t) P (U(n) /O(n) ,  t) 

l'alg~bre spectrale de (Bo(,)  , Bu(,)  , U(n)/O(n) ,  e( O(n), U(n))) est donc 
triviale (Proposition 2.1), ce qui ~tablit les autres assertions du th~o- 
reme. 

Remarque. I1 est clair que la m6me d~monstration permet de prouver 
un th~or~me analogue, et en particulier la formule de Hirsch mod 2, 
~our les quotients U(n)/O(ni)  • �9 �9 �9 • O(n~), (n 1 -~. . . -~-  n~ = n) ou 
m~me plus g~n~ralement pour les quotients 

U ( n ) / U ( n l ) •  x U ( n ~ ) x O ( n ~ + l ) x . . ,  xO(nk) (nl + . . . +  n k = n )  , 

par exemple 
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( 1  - t~ )  ( 1  - t . )  . . . ( 1  - t ~ )  

P(U(n)/U(a)• ( 1 - - t 2 ) . . . ( 1 - - t  2a) (1 - t ) . . . (1 - t  b) ' 

(a -~ b ----- n) . 

Cela s'applique aussi ~ S U(n)/SO(n), quotient do deux groupes dont 
le 2-rang est ~gal s n -- 1. 

13. Les espaces homog~nes G~/Q (3) et G2/S0(4 ) 

Nous parlerons ici de deux cas oh la formule de Hirsch mod 2 est 
valable, dont l'int6r~t est surtout de mettre en jeu un groupe exception- 
nel, le groupe G 2 des automorphismes des octaves de Cayley, qui est 
simplement connexe, ~ 14 param~tres et de rang deux. Cependant, pour 
ne pas trop allonger, nous nous permettrons d'~noncer plus bas sans 
d~monstration (et sans renvois) quelques propri~t~s de G 2 qui du reste 
s'obtiennent sans difficultY. 

H (Ge) a un syst~me simple de g6n~rateurs universellement transgres- 
sifs de degr~s 3, 5, 62), par consgquent H(BG2 ) est une alg~bre de poly- 
n6mes s 3 g~n6rateurs de degr6s 4, 6, 7 ([2], Proposition 19.2) et 

P(B(~2, t) : (1 -- P)-I(1 -- t6)-1(1 -- t7) -1 (13. l) 

G2 contient des sous-groupes isomorphes ~ SO(4)7), done des sous- 
groupes Q (3) = (Z2) 3 et son 2-rang est ~ 3. On peut de plus voir qu'il 
est 6gal ~ troisS), et que les sous-groupes ab61iens de type (2~ 2, 2) de G 2 
sont conjugu6s. 

G 2 contient ~galement un sous-groupe S U(3) tel que G2/S U(3) = Se, 
fibration bien connue, obtenue en faisant agir G 2 sur les nombres de Cay- 
ley purement imaginaires de norme 1. On trouve de plus ais6ment un 
sous-groupe Q(3) ab61ien de type (2, 2, 2) faisant partie du norma- 
lisateur de SU(3) tel clue Q(3) ~ SU(3) ~ S Q ( 3 )  ~ Z  2-~Z 2 ; soit K 
le sous-groupe engendr~ par Q(3) et SU(3) ; ce dernier y est invariant 
et K/SU(3) __~Z 2 ; K/Q(3) est hom~omorphe ~ SU(3)/SQ(3).  

Th~or~me 13.1. ~*(Q(3), G2) et ~*(SO (4), G2) so~t biunivoques, 
H(G2/Q (3)), resp. H (G~/SO (4)) est dgale d sa sous-alg~bre caractdristique, 
est le quotient de H(BQ(3)), resp. H (Bso(~)), par l'iddal qu'y engendrent 
les dldments de degrd > 0 de l'image de Q*(Q(3), G2), resp. ~*(SO(4), G~). 
On a 

?) A. Borel-J .  de  Siebenthal ,  Comment .  Math.  Helv.  23 (1949--1950) 200--221.  
s) Le fair clue le 2-rang de G 2 est  ~_~ 3 se d~duit des r~sultats relat ifs  k H(G~) pr~cit6s 

e t  du  Corollaire k la Proposi t ion 6 de [3], t ravai l  auquel  nous  r envoyons  aussi pour  un  
exemple  explicite de sous-groupe ab41ien de type  (2, 2, 2). 
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P(G2/Q(3), t) -~ (1 - -  t*)(1 - -  t6)(1 - -  tT)(1 - -  t) -3 

(1 --t ')  (1 - - t  6) ( 1 - - t  7) 
P(G2/SO(4)'t)= ( 1 - - t  2 ) ( 1 - t  a) ( 1 - - t ' )  = 1A- t2-[ - taA - '  �9 �9 + t s+t6+ t s. 

Nous dtudions t ou t  d ' a b o r d  l ' abord  l 'alg~bre spectrale  de la f ibrat ion 
(G2/Q(3), G2/K/Q(3)). L'espace  G2/K est  le quot ient  de G2/SU(3 ) 
= S e pa r  K/SU(3) = Z2, sa cohomologie est  donc eelle de l 'espace pro- 
j e c t i f P  e. L ' e space  K/Q(3) est  homdomorphe  s SU(3)/SQ(3), donc, vu  
la Proposi t ion  12.2, 

HX(K/G(3)) -~ Z 2 + Z 2 et engendre H(K/Q(3)) . (13.2) 

On en t i re  : 

d im 1E 2 = d im HI(G2/K) + dim H~ HI(K/Q(3)} <_ 3 , 

mais  Q(3) est  i somorphe  au groupe fondamen ta l  de G2/Q(3), donc 

d im 1E~ = dim HI(G2/Q(3)) = 3 ; 

puisque d im XE~ _--< d im ~E2, il fau t  que H~ HI(K/Q(3)) soit 
i somorphe  s HI(K/Q(3)) et  formd d'61~ments qui sont  cocycles pour  
toutes  les diffdrentielles. Ainsi, vu  (2.2), l ' image  de i* : 

H(G2/Q(3)) --> H(K/Q(3)) cont ient  H'(K/Q(3)) , 

donc tou t  H(K/Q(3)) d 'apr~s  (13 .2) ;  K/Q(3) est t o t a l e m e n t  non 
homologue  s z6ro, l 'a lgbbre spectra le  est  t r iviale  e t  

P(G~/Q(3), t) = P(G2/K, t) P(K/Q(3), t) 

P(G2/Q(3), t) = P(P6, t) P(SU(3)/SQ(3), t) 

P(G~/Q(3), t) = (1 - -  tT)(1 - -  t)-~(1 - -  t4)(1 - -  t6)(1 - -  t) -2 

ce qui est  la formule  annoncde ; le po lynSme de Poincard de G2/S0(4) 
s ' ob t i en t  alors en app l iquan t  le l emme 10.1, compte  t enu  du No 4. 

Cela dtant ,  (13.1) et  la Propos i t ion  8.1 m o n t r e n t  que 

P(Bq(3), t) = P(G2/Q(3), t ) .P(Bv2,  t) 

P(Bso(4), t) = P(G2/SO(4), t).P(BG2, t) 

les algbbres spectra les  des f ibrat ions 

(BQ(3), BG,, G~/Q_ (3)) et  (Bso(,), Bv,, G2/S0(4)) 

sont  donc tr iviales  (Proposi t ion 2.1),  d 'oh le thdorbme.  
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