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Probl~mes d'intersections et de points fixes en g6om6trie 
hamiltonienne 

JEAN-CLAUDE SIKORAV 

Introduction 

Soit V une vari6t6 (compacte ou non) munie d'une forme symplectique co. 
Toute fonction H sur V d6finit un champ hamiltonien Xn tel que i(Xn)o9 = -dH. 
Une isotopie (%, 0-<t-< 1) de V est dite hamiltonienne si elle s'obtient en 
int6grant un champ hamiltonien X, d6pendant du temps. Nous nous int6ressons 
aux deux probl~mes suivants. 

PROBLEME 1. Si Les t  une sous-vari6t6 lagrangienne ferm6e de V, minorer 
le nombre de points de q0~(L) N L. 

PROBLEME 2. Si Vest ferm6e, minorer le nombre de points fixes de q01. 
Ces probl~mes sont li6s ~ un ensemble de conjectures 6noncEes par V. I. 

Arnold dans les annEes 60 (cf. [A1], [A2], [A31, [W2] Lecture 7, [Chl et [W4]). 

Notons que la diagonale A v e s t  une sous-vari6t6 lagrangienne de (V x 
V, co ~ (-co)) et que les points fixes de q0~ sont en bijection avec les points de 
( idxq~)(Av)NAv) .  Comme ( idx %) est une isotopie hamiltonienne, le 
probl~me 2 est un cas particulier du probl~me 1. 

On ne sait pas grand-chose sur le probl~me 1 sans hypoth~se suppl6mentaire; 
contentons-nous de remarquer que l'intersection peut 6tre rendue vide, par 
exemple si Vest le plan, L une courbe et (q0,) une translation. Nous allons nous 
limiter au probl~me local, c'est-h-dire le cas oO (q0,(L)) reste dans un voisinage 
assez petit de L. D'apr~s [W1], ce voisinage est symplectiquement isomorphe 
un voisinage de la section nulle L c T'L,  o?a le fibr6 cotangent est muni de la 
forme symplectique canonique COL. Changeons de notation et posons M = L, 
(V, to)= (T'M, toM). Si (~,) est C~-petite, alors q~l(M) est la graphe de la 
diff6rentielle d'une fonction sur M; done # (q~(M)NM) est minor6 par c(M), 
hombre minimal de points critiques d'une fonction sur M; si l'intersection est 
transversale, le minorant est Cg(M), nombre minimal de points critiques d'une 
fonction de Morse. La conjecture d'Arnold ([A1], [A2]) pour le probl~me 2 dit 
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que le minorant est c(V), et cg(V) si les points fixes sont non d6g6n6r6s (cf. [A1], 
[A2]). 

Notons e(M) (resp. ~g(M)) le nombre minimal de points critiques d'une 
fonction (resp. de Morse) d6finie sur un fibr6 vectoriel de base M et co'incidant 
hors d'un compact avec une forme quadratique non d6g6n6r6e. 

T H E O R E M E  1. Soient M une varidt~ fermde et (qg,) une isotopie hamil- 
tonienne de (T 'M,  09M). Alors #(q91(M) f~ M) est minord par g( M), et par 6g( M) 
si l'intersection est transversale. 

Ce rEsultat est prouv6 dans [LS] par la m6thode des "g6od6siques bris6es" de 
M. Chaperon ([Ch2], [Ch3]); nous allons en donner une nouvelle d6monstration 
qui le fait apparaitre comme corollaire d 'un rEsultat sur les fonctions gEnEratrices 
d'immersions lagrangiennes (proposition 1.2). Ce dernier rEsultat a 6t6 annonc6 
dans [$2] comme corollaire du thdor6me 1; la preuve directe que nous en 
donnons ici revient ~ ne considdrer qu'une discontinuit6 ~ la fois. 

COMMENTAIRE.  On a c(M) >-- CL(M) + 1, ofa CL(M) est la longueur de 
produit (cup-length) de l 'anneau de cohomologie de M, et ~g(M)>-SB(M), 
somme des nombres de Betti de M (cf. [ChZ], p. 90-94). Les minorations de 
#(qo(M) n M) par CL(M) + 1 ou SB(M) avaient 6t6 prouv6es ant6rieurement 
[LS] par H. Hofer [H]. Notons que si M est une surface ferm6e, alors 
c(M) = CL(M) + 1 et cg(M) = SB(M). 

Pour le probl~me 2, nous allons nous limiter h une classe sp6ciale de vari6t6s 
symplectiques, que nous appellerons symdtriques ?~ courbure n~gative ou nulle, 
caract6ris6es par les propri6t6s suivantes: 

(S1) I1 existe sur V une m6trique riemannienne de courbure n6gative ou nulle 
et une structure presque complexe J relies que 

(,) w ( X , Y ) = ( J X ,  Y>, si X e T q V e t Y e T q V .  

Si V e s t  le revStement universel et q e I?, l'application expq est alors un 
diff6omorphisme de Tq((/) sur 17". 

($2) Pour tout q e 17, la sym6trie par rapport h q, dEfinie par 

sq : (/---, f', Sq(eXpq (X)) = expq ( - X ) ,  

est un diff6omorphisme symplectique pour la structure relev6e. 

EXEMPLES.  a) Les surfaces de genre -1 :  en effet, (S1) est v6rifiEe avec une 
courbure constante, et les Sq sont des isomEtries, donc conservent l'aire. 
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b) Plus g6n6ralement, les vari6t6s kahl6riennes compactes dont le rev~tement 
universel est un espace sym6trique hermitien de type non compact. 

THEOREME 2. Soit (V, o9) une vari~t~ symplectique sym~trique ~ courbure 
n~gative ou nulle, et soit (%) une isotopie hamiltonienne. Alors le nombre des 
points fixes de cpl est minor~ par c(V),  et par 6g(V) si ces points sont non 
d~g~n~r~s. 

COROLLAIRE. La conjecture d'Arnold est vraie pour les surfaces de genre 
>-1. 

Une preuve g6om6trique de ce corollaire a 6t6 propos6e en 1978 par I. M. 
Eliachberg [El. En 1983, le c61~bre th6or~me de C. C. Conley et E. Zehnder 
[CoZ] prouve la conjecture d'Arnold pour le tore T 2n muni de sa structure 
standard, en r6solvant le probl~me variationnei associ6. Leur m6thode a 6t6 
6tendue par A. Floer ([F]) et i'auteur ([S1]) a certaines vari6t6s de courbure 
negative ou nulle, incluant les surfaces de genre ---1, et par A. Weinstein [W2] au 
cas oil V est quelconque mais (%) est C~ le minorant est CL(V)  + 1, et 
SB(V)  g6n6riquement. La m6me m6thode est utilis6e dans [H I. Enfin, signalons 
que M. Gromov [Gr2] obtient des r6sultats sur les probl~mes 1 et 2 par une 
m6thode totalement diff6rente: par exemple, si dans le probl~me 1 on a 
[o9] I~r2(V, L ) = 0 ,  alors q~(L)N L n'est pas vide, pourvu que V satisfasse 
certaines conditions tr~s souvent v6rifi6es dans la pratique. 

Nous dfduisons le th6or~me 2 du th6or6me 1 en prouvant que le revfitement 
de V x V associ6 ?~ la diagonale est symplectiquement isomorphe h T*V 
(proposition 2.1); je remercie Mich61e Audin pour avoir attir6 mon attention sur 
la th6orie des feulletages lagrangiens, qui permet d'en donner une preuve tr~s 
simple. 

Je remercie aussi le rapporteur de [$2] pour avoir sugg6r6 l'existence d'une 
preuve directe de la proposition 1.2, et Franqois Laudenbach pour les simplifica- 
tions qu'il y a apport6es. 

ADDENDUM. lnformations donn~es par le rapporteur: 
1) K. Sekigawa et L. Vanhecke (pr6publication) ont prouv6 que toute vari(td 

presque hermitienne og~ les sym~tries g(od~siques locales pr~servent la forme de 
Kiihler est n~cessairement une vari~i~ kiihl~rienne localement sym~trique. Donc les 
vari6tfs satisfaisant aux hypotheses du th6or~me 2 sont celles de l'exemple b). 

2) L'id6e de la proposition 2.1 semble remonter ~t Weinstein: en tous cas, sa 
version locale est un cas particulier de la description du voisinage d'une vari6t6 
lagrangienne quelconque, (cf. [W1]), et J. P. Jacob ([Geom. Dedic. 10 (1981), 
223-259]) lui attribue i'id6e d'utiliser le milieu de deux points pour le prouver 
quand les sym6tries g6od6siques sont symplectiques. 
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1.1. Pr~liminaires. D~finitions et notations 

Dans cette partie on considEre le fibre cotangent T*M d'une variEtE fermEe; 
un point de T*M est not6 (q, p) ,  q ~ M, p e TqM. I1 est muni de la forme de 
Liouville AM = p  �9 dq et de la forme symplectique tOM = -dAM. On choisit sur M 
une mEtrique riemannienne auxiliaire/1, ce qui dEfinit des connexions sur TM et 
T*M. 

A) Pour  R > 0, on note GR le groupe des diffEomorphismes {(p = ~ ,  oh ((p,) 
est une isotopie hamiltonienne de T * M  d6finie par (H,) ~ support dans 

{lipll-<R}}. 

ACTION.  Soit (i0 = (p~ un 61Ement de GR, on dEfinit de faqon classique une 
fonction Z sur T ' M ,  h support dans ( l lPl l -~R):  

f0' A(q,  p )  = (p, .  dq, - lit dt), 

l'intEgrale Etant prise le long de la trajectoire (q,, p,) = q2,(q, p).  Sa diffdrentielle 
est donnEe par 

dA = q~*)~ - )~ = p , .  dql - p "  dq, (q,,  p , )  = ep,(q, p).  (1.1.1) 

Donc A ne depend que de cpl et la dependance est continue pour  les topologies 
C 1 ' 

B) ConsidErons ensuite un fibre vectoriel E sur M et une fonction S dEfinie 
sur un ouvert  de E. 

1) Un point e = (q, v) de E est critique le long de lafibre si la diffErentielle dSe 
est dans l'image de r  T*~E, oh ~r est la projection de E sur M. 
L'ensemble de ces points est note Z's. 

2) On dit que S est une phase (ou fonction) gOnEratrice si dS est transverse 
n * T * M :  alors -r s est une sous-variEtE de dimension Egale ~t celle de M, et l 'on 
dEfinit 

is :~s--~ T ' M ,  is(e ) = x*~-l(dF~). 

D'aprEs [W2] p. 26, is est une immersion lagrangienne, que l 'on dit 6tre 
engendrde par S; cette definition s'Etend au cas d 'une immersion i = is ~ V2, oh ~p 
est un diffEomorphisme. 

3) Si de plus S est dEfinie sur E tout entier et coincide hers d 'un compact avec 
une forme quadratique non dEgEndrEe, on dit que S est une phase quadratique. 
Enfin, si de plus E est un fibre trivial M • ~* et si la forme quadratique ne 
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depend que de la seconde composante,  on dit que S est une phase  quadratique 

spdciale. 

E X E M P L E .  La section nulle M c T * M  est engendrEe par la phase qua- 
dratique spEciale S = 0 sur M. 

AFFIRMATION.  Si une immersion est engendrEe par une phase quadratique, 
elle l'est aussi par une phase quadratique spEciale. La preuve de cette affirmation 
est laissEe en exercice au lecteur: elle dEcoule aisEment de l 'existence d 'un fibre 
E'  tel que E ~) E '  soit trivial. 

P R O P R I E T E .  Les points critiques d 'une phase gEnEratrice S sont en 
bijection avec les points de ~s oh ,ks rencontre la section nulle, les points de 
Morse correspondant  aux intersections transverses. Donc, si S est une phase 
quadratique,  on a: 

# i s1 (M)  >-5(M),  # i s l ( M )  >-6g(M) si is est transverse fi M. (1.1.2) 

1.2. Enonc~ du r~sultat cl~ 

PROPOSITION.  Soit  ( qJ,) une isotopie hamil tonienne de T*M.  Si l ' immers ion 

lagrangienne i dans T * M  est engendrde par  une phase  quadratique, alors q~to i l 'est 

aussi. 

Cette proposition entra~ne le thEor/.~me 1 car M c T * M  est engendrEe par une 
phase quadratique: donc ti01(M) aussi, et il suttit d 'appliquer (1.1.2). 

La demonstrat ion de la proposition repose sur le lemme 1.5, lui-m~me base 
sur la construction suivante, inspirEe par [Ch2]. 

1.3. Action avec un saut horizontal 

ConsidErons le fibre T M  ~ T ' M ;  ses 61Ements seront notes (q, x, p) ,  oh 

q ~ M, x ~ TqM et p ~ TqM.  I1 est muni d 'une forme quadratique non dEgEnErEe 
So(q, x, p )  = p . x. 

Fixons R > 0, et soit q9 E GR, d'action A. 
Supposons d 'abord que M est le tore T" = ~ ' / Z ' ,  d 'oh T M = M  x ~ ' ,  

T * M = M •  *. On dEfinit alors A + ( q , x , p ) = A ( q + x , p ) ,  d'oO, d'apr~s 
(1.1.1), 

dA+ = - p  . dq  - p . dx + p '  . dq ' ,  (q ' ,  p ' )  = qg(q + x, p) .  

Posons F = S0 + A +. Comme dS,  = p �9 dx + x �9 dp, il vient 

d F  = - p  �9 dq + x �9 dp + p '  �9 dq ' .  
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Dans le cas g6n6ral, on cherche une formule analogue avec 

A+(q,  x, p )  = A ( q + ,  p+) ,  q+ = expq (x), p+ ~ Tq§ 

(q ' ,  p ' )  = q~(q+, p+). 

La connexion permet  de donner  un sens h Dx, Dp,  et l 'on a d ( p . x ) =  
p �9 D x  + x �9 Dp;  elle permet  aussi d'6crire, en posant  E(q ,  x) = expq (x), 

dq+ = D E / O q  �9 dq + cOE/Ox �9 Dx,  

d'o?a 

da+ = [ ' ( D E / a q ) ( p + ) ]  . dq - [ ' ( a E / a x ) ( p  +)] . D x  + p '  . dq ' .  

Soit r le rayon d'injectivit6; alors si I[xll < r ,  OE/Ox est inversible. Si l 'on 

pose: 

p+ = ( ' (OE/Ox) ) -~ (p ) ,  

y = t ( O E / g q ) ( p + )  E T q M ,  

on obtient la formule cherch6e pour  F = So + A+: 

dF  = - y  . dq + x . Dp  + p '  . aq ' ,  Ilxll < r .  (1.3.1) 

PROPRII~TI~S. a) Si lip II est assez grand, alors q '  = expq (x). 

b) S i x = 0 ,  a l o r s y = p .  

Ensuite,  on choisit p : ~+---~ [0, 1] telle que p( t )  = 1 s i t  --- 1, p( t )  = 0 s i t  -> 2, 
et l 'on pose 

S(q ,  x, p )  = p . x + p(4 IIx II/r)A +(q, x, p )  

= p  .x  

si Ilxll r/2, 
si Ilxll >r /2 .  

I1 est clair que S est lisse et coincide avec So hors d 'un compact .  De plus, si 

llxll -< r/a,  alors s coincide avec F. 

1.4. L E M M E  Si cp est assez C L p r o c h e  de l'identit~ de GR, les propri#t~s 

suivantes sont  vdrifi~es. 

a) Si Ilxll <<-r/2, alors les variables ( q , p ,  q ' )  sont  ind~pendantes,  c'est-~-dire 
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que l'~galit~ 

* TqM, oc' T i M ,  ot . dq + v . Dp + tr' . dq' = O, oc e TqM, v e e 

entra~ne tr = O, v = 0 e t  o:' = O. 

b) Si Ilxll- r/2, alors [d(q, q') - llxlll- r/32. 
c) si  x =/: o, alors (q, x, p)  n'est pas critique le long de la fibre pour S. 

Ddmonstration. a) Si tp = id, on a q '  = eXpq (x) = E(q, x),  donc a) est v6rifi6e 
puisque a E / a x  est inversible. Comme on a aussi q '  =expq (x) si [Ipl[ > R ,  par 
Compacit6 la propri6t6 a) est ouverte pour la topologie C 1 sur les applications q':  
d'oO le r6sultat puisque la d6pendance de q' envers q~ est continue pour les 
topologies C 1. 

b) C'est 6vident puisque q ' =  :t o tp(expq (x), p+): C~ suffit. 
e) Si q0 = id, on a S = So done c) est v6rifi6e. Supposant a) v6rifi6e, on peut se 

restreindre au compact {r/4 < - Ilxll <-r/2, Ilpll <--R}: d'o~ le r6sultat puisque S 
d6pend continfiment de q0 pour les topologies C 1. 

Pour la suite, notons /JR un CLvoisinage de l'identit6 dans GR oO les 
propri6t6s du lemme 1.4 sont v6rifi6es. 

1.5. LEMME. Soit cp ~ UR: si l'immersion lagrangienne i dans T*M est 
engendr6e par une phase quadratique, alors cp -1 oi l'est aussi. 

D~monstration. On peut supposer i = is, o~ s est une phase quadratique 
sp6ciale, d6finie sur E = M • R k et v6rifiant s(q, v) = Q(v)  hors d 'un compact. 

Nous allons montrer que q~-loi, est engendr6e par une phase s'  sur 
TM ~9 T*M ~ E co'incidant avec -So ~) Q hors d'un compact. 

Posons d 'abord 

G(q, x, p, v) = - S ( q ,  x, p )  + s(q' ,  v),  Ilxll < r/4. (1.5.1) 

Notons que le premier argument de s est le q '  d6fini en 1.3. De la formule (1.3.1) 
on d6duit 

dG =y  . dq - x .  Dp + (a/aq')(s(q' ,  v)) - p ' ) .  dq' + as/av(q' ,  v ) .  dr. 

Cherchons les points critiques le long des fibres: comme (q, p, q',  v)  sont des 
variables ind6pendantes, un tel point est caract6ris6 par 

x = 0 ,  p '  = (O/Oq')(s(q, v)),  Os/Ov(q', v) = O. (1.5.2) 
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Or,  s ix  = 0, on a (q ' ,  p ' )  = qg(q, p) ;  done ceci 6quivaut 
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x = 0 ,  (q ' , v )  6Z~, (q ,p)=cp-loi~(q ' ,v) .  

On en d6duit ais6ment l ' ind6pendance lin6aire en un tel point des diff6rentielles 
Dx, D(p' - 8s/aq'), d(Os/av): done les Equations (1.5.2) sont de rang maximal 

et (q, O, p, v ) ~ ( q ' ,  v) d6finit un diff6omorphisme ~p de Zc  sur Z,. De plus, 
comme y = p, on v6rifie ic = ~-1 o is ~ ~p: donc ~-1  o is est engendr6e par G. 

Ensuite,  soient K et L assez grands pour que (llpll > - K ~ q ' = e x p q ( X )  et 
S(q, x, p) = p .  x), et (llvll >- L ~ s ( q ,  ~) = O(o)).  Choisissant p : ~+---~ [0, 1] telle 
q u e p ( t ) = l s i t < - l ,  p ( t ) = O s i t - - 2 ,  on pose 

s'(q, x, p, v') = -S(q ,  x, p) + O(v) + ip(16d(q, q')/r)p([lPll/g) 

x (s(q', v) - Q(v))]  

= -S(q ,  x ,p )  + Q(v) 

= - p .  x + Q(v) + p(lloll/L) 
x ( p . x -  S(q, x ,p) )  

si Ilxll<_r/4et II~II_<L, 
si Ilxll>r/4et tlolI_<L, 

si IIolI>L- 

C O M M E N T A I R E .  La formule naturelle pour rendre s '  quadratique hors 
d 'un compact utilise p(llx I I/c) plut6t que p(d(q, q')/C); mais il se pr6sente alors 
des difficult6s pour v6rifier qu'il n'y a pas de points parasites dans Z~,. 

I1 est clair que s '  coincide avec - S 0 ~  Q hors d 'un compact. De plus en 
utilisant (Id(q, q ' ) -  Ilxlll<-r/32), o n  v6rifie que s' est lisse et coincide avec G 

s u r n - - ( l l x l l  <-r/32, I lp l l -<g et Ilvll ~ L } .  Enfin, -re est contenu dans B done, 
pour prouver  le lemme, il suliit de voir que pour K et L assez grands Z~' est aussi 
contenu dans B. 

1) Si Ilxll <-r/4 et Ilvll ~L,  alors, en d6rivant ~t (q, q ' ,  v) constant, on a 

Ilas'/apll >-Ilxll - sup, [p'(t)l �9 sup (q, v)Is(q, v) - Q(v) l /g .  

Done, si K est assez grand, cela ne peut  s 'annuler que si Ilxll---r/32. si Ilpll <--K, 
on est dans B; sinon on a 

s'(q, x, p, v) = - p  . x + Q(v) + p(llPll/g)(s(E(q, x), v) - Q(v')), 

d'ofa, en d6rivant ~t (q, p, v) constant, 

Ila~'/axll-> Ilpll- Ila~/aqll. IlaE/axlt 
-> K - C(tu) sup (q, v)  II(alaq)(s(q, v))ll, 

donc as'/ax 4=0 pour  K assez grand. 
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2) Si Ilxll > r / 4  et Iloll alors a (q, v) constant on a 

as ' /a(x ,  p)  = - a s / a ( x ,  p)  --/: O. 

3) Si I1 11 > L, alors a (q, x, p)  constant on a 

Ilas'lavll >-IlaQ/avll - sup ,  I p ' ( t ) l  �9 suprM r*M IS - Sol, 

donc Os'/Ov 4=0 pour L assez grand: ceci ach~ve la preuve de Zs, c B, donc du 
lemme 1.5. 

1.6. O6monstration de la proposition 1.2. 
Soit R assez grand pour  que t_J, cpt(i(L)) soit contenu dans {llplJ < R}: alors 

on peut supposer que (q0,) est un chemin dans GR. Fixons un entier N -  > 1 
et posons 

~Pk = ~km ~ q~l-~)/JV, k = 1 . . . . .  N. 

Si N est assez grand, tous le s  ~pk 1 seront dans UR, donc le lemme 1.4 implique 
que ~Pk . . . . .  ~pl ~ i est engendrEe par une phase quadratique pour  k = 1 . . . . .  N: 
d'o?a le rEsultat puisque ~pu . . . . .  ~Pl = q0~. 

1.7. Remarque. En introduisant un paramEtre t e [0, 1] dans les constructions 
prEcEdentes, et en passant ~ un fibr6 trivial comme dans l'affirmation de 1.1, on 
peut prEciser la proposition 1.2 de la fagon suivante. 

PROPOSITION.  Soit (cp,) une isotopie hamiltonienne de T ' M ,  et soit i une 
immersion engendr~e par la phase quadratique sp~ciale s d~finie sur M x R ~. Alors 
pour N assez grand, il existe un chemin (St, 0 <- t <- 1) de fonctions d~finies sur 
M x •k X R 2N, avec les propri~t~s suivantes: 

�9 So(q, v, w ) = s ( q ,  v ) +  Q(w),  oft Q est une forme quadratique sur ~2N de 
signature (N, N); 

�9 St = So hors d'un compact; 
�9 St est une phase g~n(ratrice pour qg, o i. 

2. Dans cette partie, (V, to) est une variEtE symplectique symEtrique 

courbure negative ou nulle. On note V x V le revEtrement de V • V associE h la 
diagonale: il est aussi dEfini comme le quotient de 17" x I7" pour l 'action diagonale 
de at1V. On munit V x V de la mEtrique somme et de la forme symplectique 
to ~ ( - t o ) ,  d'o~ sur V x V une mEtrique et une forme symplectique notEe g2. On 
note s : V---~ V x V l e  plongement relevE du plongement diagonal: il est claire- 
ment lagrangien. 
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2.1. PROPOSITION. Le plongement s se prolonge en un diffdomorphisme 
symplectique X de (T 'V ,  ~Ov) sur (V x V, 12). 

Preuve du th6or~me 2 modulo la proposition 2.1. 

L'isotopie (id • qg,) de V x V se relive de faqon unique en une isotopie (~p,) 
de V x V, d'ofi l 'on d6duit une isotopie hamiltonienne de T 'V ,  (~t) = (Z -1~ ~Pt~ 
;r I1 y a alors une bijection entre ~ ( V )  fq V e t  ~a(s(V)) N s(V), puis entre cet 
ensemble et l 'ensemble des points fixes q de q~ tels que le lacet (opt(q), 0 <- t <-- 1) 
soit homotope h z6ro; de plus, les intersections transverses correspondent aux 
points fixes non d6g6n6r6s. On en d6duit #Fix(cpl ) >-(q~l(V)fq V), et il suttit 
alors d'appliquer le Th6or6me 1. 

D~monstration de la proposition 2.1. Comme deux points de $7 x 12 sont 
joints par une g6od6sique unique, on peut d6finir leur milieu, ce qui donne une 
application t5 de V x 17" sur 17. Cette application passe au quotient et d6finit une 
submersion p de V •  sur V. Soit q c V ,  et ~elT" un relev6; alors la fibre 
Fg =/5-~(~) est l 'image de 17" par le plongement id x s#, et le passage au quotient 
induit un diff6omorphisme de Fo sur Fq = p-~(q). De plus, la propri6t6 ($2) dit 
que Fo est lagrangienne, donc aussi Fq. On peut donc appliquer au feuiletage 
correspondant la th6orie de J. Duistermaat [Du] (volt aussi [GuS], p. 352-355) 
g6n6ralisant les variables action-angle; nous suivrons la version donn6e par T. 
Delzant [De] dans sa th6se (p. 22-26). 

Soit v dans TqV et soit e dans Fq; alors p*(v) ~ T*(V x V) est orthogonal 
T~Fq, donc, comme Fq est lagrangienne, le vecteur X e Te(V • V) d6fini par 
ixg2 = p*(v) est tangent ~ Fq. On d6finit ainsi un champ de vecteurs t) sur Fq, 
partout non nul puisque p e s t  une submersion. Si v est la valeur en q d 'une 
1-forme c~ sur M, alors ~ est la restriction d 'un champ Xo, tangent aux fibres; si 
o~ = dr, il s'agit du champ hamiltonien de - f o p .  

PROPRIt~TI~S. a) Si vl et 132 sont dans Tq, alors 01 et 02 commutent.  

D~monstration. On peut trouver des fonctions f~, f2 telles que vl = (dr.)q; donc 
fil est la restriction d'un champ hamiltonien tangent aux fibres X~. Alors [)(1, X2] 
est le champ hamiltonien associ6 /~ la fonction g2(X2, X1), donc est nul puisque 
ces fibres sont lagrangiennes, e t a  fortiori [ill, 02] = 0. 

b) Pour tout e dans Fq, on a II~(e)ll-< ( l /V2)Ilol l .  

Ddmonstration. La propri6t6 (*), jointe ~ l'antisym6trie de to et au fait que 
j2 = - id ,  entraine que J est une isom6trie, donc 

I1 ,( )11 = tlp*( )ll IIp ,ll. Ilvll = I I p ,  I I .  I1 1t, 
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et la convexit6 de la fonction distance sur 17" x I2 (cf. [Grl ]  p. 118) entra~ne que, 

pour  (X, Y) dans T~(17" x I?), on a 

Ilp**(x, Y)II-< (1/2)(llxll + IIYII)-< (1/v~)(llxll2 + II Yll2) 1~. 
Donc le champ 0 est intdgrable, et d 'apr~s a) on d6finit une action localement 
libre de TqV sur Fq en posant  

v .  e = (exp O)(e), v ~ TqV, e ~ Fq. 

C o m m e  de plus Fq est diff6omorphe ~ TqV, elle est clairement transitive et libre: 
pour  tout e dans Fq, l 'application v ~-> v �9 e est une bijection de TqV sur Fq. 

Soit t~ une 1-forme sur M. D 'apr~s  b), le champ X~ est int6grable, donc d6finit 
un riot (tp,.~,) tangent aux fibres; on note tp~ = q01,~. 

P R O P R I I ~ T ~ .  On a q0*Q = s'2 + p* dtr. 

D~monstration. Par une m6thode classique, on calcule 

(a/at)(qg~,s = fp~,~(Lx=g2) = opt.o, d(cp* te), 

et ceci vaut p* dol puisque p o tpt,~ = p. 
On d6finit alors l 'application X de T*V dans (V x V): 

X(V) = - v  . s(q), v ~ Tq V. 

Elle pr6serve les fibres et est un diff6omorphisme sur chaque fibre, donc est 

un diff6omorphisme global. I1 ne reste plus qu'~ prouver  X'K2 = COy: 
D ' abo rd ,  si tr est une 1-forme sur M, c'est-h-dire une section de T ' M ,  la 

d6finition de X entraine X o tr = tp~ os, d 'o~ 

a~*X*g2 = -s*tp*g2 = - s* (g2  + p* dte). 

C o m m e  s est lagrangienne,  on a s ' f 2  = 0; de plus p os = id, d 'o0  

a'*X* g2 = - d a "  = a ' * o J  v .  

La derni6re 6galit6 r6sulte de toy = - d A y  et tr*).v = tr, oh Av est la 1-forme 

de Liouville. 
Ainsi la 2-forme X , g 2 -  O~v a une restriction nulle sur chaque sous-espace 

horizontal de T~,(T*V); comme dim V -> 2, ceci implique qu'el le est nulle, ce qui 

ach~ve la preuve de la proposit ion 2:1 et donc du th6or~me 2. 
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