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Introduction 

La  th~orie classique 1) des groupes de LIE compacts  (ou clos) s ' a t t achan t  
essentiellement aux groupes connexes, je vais essayer de presenter  ici une 
~tude systdmat ique des groupes de LIE clos non connexes 

G = Go § G1 + G~ § . . .  off Go, G1, G ~ , . . .  

sont  les eomposantes  connexes de G, la premiere G O dtant  la composante  neutre  2 ). 

Construction de tons ces groupes. On sait que G O est un sous-groupe invar iant  
de G e t  que le quot ient  G/G o est un groupe fini H ; ainsi G est une extension 
du groupe clos connexe Go par  un groupe fini H .  

Un dldment x de G ddtermine un  automorphisme int~rieur de G qui, re- 
s treint  ~ Go, est un automorphisme ~ x de Go ; x-~ ~ x est un homomorphisme 
appl iquant  G dans le groupe A (Go) des automorphismes de G0, e t  induisant  
un homomorphisme X de H dans le groupe A (Go)/I(Go) off I(Go) est form~ 
des automorphismes intdrieurs de Go. 

Or une circonstance remarquable  se prdsente iei:  A (Go) est le produi t  
I ( G o ) . U  de I(Go) et  d 'un  sous-groupe fini U, avec I(Go),~ U ~ e. Cela 
permet  de considdrer le caract~re g de l 'extension comme un homomorphisme 
de H dans U, de eonstruire le produi t  semi-direct (G o • H)1", et  d 'en d~duire 
routes les extensions de G O par  H de caract~re g a). Les extensions les plus 
intdressantes sont  celles pour  lesquelles Z e s t  un isomorphisme de H sur U 
(extensions naturelles) ; le produi t  semi-direct devient  l 'extension principale, 
ainsi nommde parce que U est le central isateur  dans A (Go) d 'un  sous-groupe 
principal de I (Go) ~). 

Le chapitre  I d~veloppe cet te  thdorie;  j ' y  donne la s t ructure  de U pour  
G O semi-simple, et  routes les extensions naturelles pour  G O simple. 

Sous-groupe abdlien T (a~ (G1) associd d u n e  composante connexe G. x 4rant 
un 41~ment de G1, je eonstruis le normal isateur  eonnexe 5) N~ de x,  un  
toroide To h max imum dans N~, puis le sous-groupe T(h~(G1) engendr~ par  x 

1) [2], chap.  I I I ;  auss i  [3], [4], [7] et  [10]. 
I) composan t e  connexe  de  l '616ment neu t r e  e. 
8) d 'apr6s  [6], n ~ 1. 
4) [9], chap .  IV;  si G O est  ab61ien, 1((to) = e ,  A(Go)  = U .  

6) Le no rma l i s a t eu r  connexe  do x es t  la composan t e  neu t r e  d u  no rma l i s a t eu r  de x .  



et par To ~ en posant T ~ ) =  xT~o. Par ddfinition, T~a~(G~) est le sous-groupe 
ab~lien associd ~ la composante connexe G~, et on a la propri~td fondamentale 
suivante : 

T (a) (Gt) contient un reprdsentant au moins de route classe d'dldments de GI 
con]ugugs relativement dt G O ; de plus, les T (a~ (Gt) sont con]ugugs relativement 
5 G o. Le chapitre II  est consacr6 ~ cette th6orie ; certaines propositions n 'y 
sont pas nouvelles ~). 

Diagramme associd dt une composante connexe. Le reprdsentation lin~aire 
adjointe de G, restreinte ~ T (h) (G1), est un groupe ab~lien orthogonal dont 
la rdduction canonique f a r  apparaitre m caractbres Z1, �9 �9 gm de T (a~ (G1) ; les 
noyaux de ces caraetbres sont les sous-groupes singuliers U1 , . . . ,  U~ de 
T(a~(Gx) dans G. I1 existe un groupe fini r de transformations de T (a~ 
en lui-m~me conservant T(~ h) et l'ensemble des Ur chacune de ces opdrations 
dtant la restriction ~ T ca) d'un automorphisme intdrieur de G associd ~ un 
dldment de Go. 

Cela permet de construire le diagramme D (Gx) : si R~ ddsigne le recouvre- 
ment euclidien de l'espace de RIEMANN T~ h) , alors, aux Uj~, T(I h) correspon- 
dent dans R~ des (h -- 1)-plans singuliers r6partis en m families. Les sym~- 
tries par rapport hces plans engendrent un groupe spatial d4scontinu F(G~) 
eorrespondant h r ; de plus, ces m6mes plans singuliers partagent l'espace 
R~ en domaines sur lesquels F(G1) opbre transitivement ; l 'un d'eux, P(GI,) 
est un  poly&tre ]ondamental, en ce sens qu'ils contient un repr~entant au moins 
de route classe d'gldments de GI con]uguds relativement ~t G o. I1 y a un tel reprd- 
sentant et un seul si G o est semi-simple simplement connexe. 

Le chapitre I I I  d~veloppe cette thdorie, le cas off G o est simple dtant trait~ 
complbtement. On pourra remarquer le th~or~me du w 3, n ~ 4, qui donne D (G~) 
d'une fa~on tr~s simple/~ partir de P (Go) et de la permutation associde s G~. 
La notion de sous-groupe principal ~ 4) n'apparait pas dans la construction 
de D(G~), et n'intervient que pour faire eertains rapprochements. 

La connaissance des poly~dres P (G~) permet de dominer maintenant l'en- 
semble des classes d'dl~ments conjugu~s dans un groupe de LI~ compact et la 
structure des normalisateurs d'dl~ments de G. En application, j 'ai montr~ 
comment on obtient les automorphismes involutifs des groupes simples 
compacts, par simple lecture des P (G~) ~). 

s) E n  ce qui concerne los points  fixes d 'au tomorphismes ,  voir  des r6sultats plus gfinfiraux 
dans :  A. BOREL-G. D. MOSTOW, Ann.  Math.  61, p. 389-405 (1955). 

~) Darts [5], F .  GANTMACHER a trait6 compl6tement  le eas des groupes d ' au tomorphismes  des 
alg6bres de LIE semi-simples complexes,  groupes en  g6n6ral non  connexes.  Ma m6thode  est  ind6- 
pendan te  de la s ienne;  l 'obje t  de m e n  chapi t re  I I I  n ' e s t  pas  6tudi6 dans  [5]. 
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Je  d~sire expr imer  ma reconnaissance s Mr. ARMAND BOREL, don t  certaines 
remarques ont  permis d'amdliorer plusieurs points de ce travail .  

C H A P I T R E  I 

C o n s t r u c t i o n  des g r o u p e s  de LIE clos n o n  c o n n e x e s  

w 1. Extensions alg~briques 

1. Ddfinitions. Le groupe E est une extension du groupe Q si Q est un sous- 
groupe invar iant  de E .  

Le groupe E est une extension du groupe Q par le groupe H s'il existe un 
homomorphisme g de E sur H ,  de noyau  Q. L 'ex tens ion  est dfisignde par  
(E, g). Deux extensions (E, ~r), (E',  ~r') de Q par  H sont  dites dquivalentes 
s'il existe un isomorphisme a de E '  sur E avec a(q)----q pour  tou t  q~Q. 

L'extens ion  E de Q est dite centrale si le central isateur de Q dans E ren- 
contre chaque classe de E suivant  Q. L 'ex tens ion  est dire complete si t ou t  
automorphisme de Q provient  de la restr ict ion ~ Q d 'un  au tomorphisme in- 
t~rieur de E .  L 'ex tens ion  est dite naturelle si elle est eomplbte et  si le centrali- 
sateur  de Q dans E est dans Q. Enfin, l 'extension est dire semi-directe s'fl 
existe dans E un  sous-groupe V tel que V~,Q ~ e, et r encon t ran t  chaque 
classe de E suivant  Q. 

J ' in t roduis  encore les notat ions suivantes (classiques) : A (Q) est le groupe 
des automorphismes de Q, I(Q) est le groupe des automorphismes int~rieurs 
de Q ; O(Q) est le groupe A (Q)/I(Q) des automorphismes ext~rieurs de Q. 

2. Caract~re d'une extension. Soit a~E ; l ' au tomorphisme x-+ axa  -1 de E 
est un automorphisme intdrieur de E dont  la restr ict ion ~ Q est un  automor-  
phisme r(a) de Q. L 'appl icat ion a ---> r(a) est une repr6sentat ion r de E sur un 
sous-groupe A'  de A (Q) qui cont ient  I(Q) ; elle applique chaque classe de E sui- 
r a n t  Q sur une classe de A suivant  I ; elle dfitermine ainsi une reprfisentation 
g de H sur un  sous-groupe 0 '  de O(Q). Cette reprdsentat ion x est jus tement  
le caractdre de l 'extension E de Q par  H .  

Le caract~re g est tr ivial  si l 'extension est centrale ; si l 'extension est com- 
plete, g applique H sur 0 (Q) (fipimorphisme) ; enfin g est un  isomorphisme de 
H sur 0 (Q) si l 'extension est naturelle.  

3. Produit semi-direct. Soient Q un groupe abstrai t ,  A (Q) son groupe 
d 'automorphismes,  et  V un groupe adme t t an t  une repr~sentat ion g dans A (Q). 



44 J ~ . ~  DE SIEBENT~A~. 

Par d6finition, le produit  semi-direct S = (Q • V).r est le groupe obtenu en 
munissant  l 'ensemble produit  Q x V de la loi de composition (q, v)(q', v') = 
(qq'v, vv'), off q "  ~ g(v)'q'. On v6rifie que cette loi est associative, admet  
un dl6ment neutre (e, e), chaque 616ment (q, v) ayan t  un inverse [(q-1)"-~, v-~]. 
De plus, q-+ (q, e) plonge Q isomorphiquement dans S sur un sous-groupe 
invariant  de S,  et v--> (e, v) prouve que S est une extension semi-directe 
de Q par V. Maintenant,  (e, v) d6termine un automorphisme int6rieur de S 
qui applique (q, e) sur (q', e), ce qui montre  que Z peut  ~tre consider6 
comme le caract6re de l 'extension S. 

4. Extensions de m~me caractdre s). Soit (P,  ~r) une extension de Q par H de 
caract6re Z;  ~ chaque classe de P suivant  Q correspond un automorphisme 
du centre C de Q, d'ofi un homomorphisme Zo de H dans le groupe A (C) des 
automorphismes de C. 

D6flnition. Soient (P, ~r) une extension de Q par H ,  et (F , q~) une extension 
du centre C de Q par H ; (F,  ~) est dite compatible avec (P, z)  si les homo- 
morphismes de H dans A (C) associgs coincident. 

Je  dis qu'il existe au moins une extension de C par H compatible avec (P, Jr). 
E n  effet, si h ~ H  avec :r(p) ---- h, l 'applieation c - - * p c p  -1 est un auto- 
morphisme de C, ind6pendant  du choix de p dans la classe h ; en d6signant cet 
automorphisme par z0(h), on voit que Z0 est une repr6sentation de H dans 
A (C), et l 'on peut  eonstruire le produit  semi-direct (C • H)z  ~ = Fo, qui est 
compatible avec P .  

Consid6rons l 'ensemble ~ ~ Ext.  (Q, H ,  Z) des extensions de Q par H de 
caract6re Z, puis l 'ensemble ~o = Ext .  (C, H ,  Zo) des extensions de C par 
H compatibles avec P ~ ~.  L'616ment (F,  ~) ~ ~o engendre une t ransformation 
de ~ appliquant  (P, ~r) sur (Pt ,  ~rx) d6fini eomme suit : on forme le produit  
direct F •  puis le sous-groupe D eonstitu6 par  les (/, p) tels que ~ / = ~ p  ; 
si C O est le sous-groupe invar iant  de D form6 des (c, c -~) oh ceC,  alors D/C o 
est un 616ment de ~ d6sign6 par  (P1, ~rt). On pose 

(P1, ~rl) = (F,  ~0) | (P, ~r) . 

Alors (F 1, ~01) | (F 2 , ~2) est ddfini, et ~o est rev6tu d 'une structure de 
groupe ab61ien op6rant effectivement et t ransi t ivement  sur ~. F o est l'616ment 
neutre  de ~o. La  construction de G. HOCHSCHILD est valable dans les ca~ qui 
nous int6ressent, Q et H dtant  compacts. 

8) D'apr6s [6], n ~ 1. 
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5. Sur certains groupes abstraits. Soit Q un groupe ayant la proprigt4 sui- 
vante : Le groupe A (Q ) est une extension semi-directe de I (Q ). Autrement dit, 
A (Q) contient nn sous-groupe U qui rencontre chaquc classe suivant I(Q) 
en un ~Idment et en un seul. I1 existe un isomorphisme canonique ~ de 
O(Q) sur U, qui applique blEO(Q) sur l'~ldment U~,bI dans A(Q). 

Lorsque Q a la propridt6 indiqu~e, on peut indiquer un proc6d~ qui, dans 
les cas en vue, permet en principe de construire routes les extensions de Q. 

En effet, soit (P,g) une extension quelconque de Q par H de caract~re g ; g 
applique H sur O' (Q) ( O (Q), et ~z applique H sur U' ( U. Le produit semi- 
direct S ~- (Q • H)~z. est une extension de Q par H de caraet~re g. Comme 
~0 op~re transitivement sur ~,  il existe (F,~)E~ 0 tel que (P,g) ---- (F, q0) QS.  
Ainsi, connaissant les extensions de C par H compatibles avec S, on en tire 
routes les extensions (P, z) EExt (Q,H, g). 

Remarquons que S contient (C • H )  t,-~F o ; alors F | S contient F |  
En rdsum6, on obtiendra toutes les extensions de Q en prenant dans U un 

sous-groupe arbitraire U', puis en construisant un groupe quelconque H ad- 
met tant  une representation Z sur U'. Le produit S ~- (Q • H)x engendre alors 
avec les extensions F du centre de Q par H compatibles avec S routes les 
extensions de Q par H de caract~re Z. En faisant varlet U' dans U, H e t  F ,  
on pourra construire routes les extensions de Q. 

Lorsque le caract~re Zes t  trivia], on dira que les extensions obtenues sont 
aussi triviales : ce sont les extensions centrales, avec parmi elles les produits 
directs. En un sens facile ~ comprendre, les extensions les plus ,,riches" sont 
les extensions completes, dans l'ensemble desquelles les extensions naturelles 
me paraissent ~tre les plus int~ressantes. 

Nous nous restreindrons pr~cis~ment aux extensions natureUes de Q, d~- 
duites du produit semi-direct S ~ (Q • F)z, off Zest  un isomorphisme de F sur 
U, et des extensions du centre C de Q par 2' compatibles avee S. Dans les cas 
en rue, Q est un groupe de LIE semi-simple clos connexe, F est un groupe 
fini, et A (Q) est un produit semi-direct du type d~sird, comme nous allons 
justement le voir. 

w 2. Automorphismes de groupes clos connexes. 

1. Notations. Je d~signe par G o un groupe de LIE clos eonnexe de centre Zo, 

par Go le reeouvrement simplement connexe de Go, par Zo le centre de Go' 

par Go le groupe adjoint Go/Zo. De plus, Ro ~ sera le diagramme 9) de la famille, 

avec des applications canoniques 7, 1,7 de Ro z sur les toroides T~, To l , T~ maxi- 

,) [ ]o ] .  



46 JEAN DE SIEEENTA.KL 

mums respectivement dans les groupes Go, Go, Go. Si 2 d~signe l'homo- 

morphisme canonique Go-+ Go, on a ~ = ~ Je pose 

~'t = 7 - l ( e )  , (~, = f--1 (~) , ~'| = f"----1 (e) 

respectivement rfiseau minimum, r6seau unit~, et rdseau central, avec 

~ c ,~, c ~-,. 
Le diagramme Ro l poss~de une origine 0 et un poly~dre fundamental Po, 

dfifini par une suite fondamentale ~01,..., q~ accompagn6e de parambtres an- 
gulalres dominants co, co' . . . .  

Les ~galitds ql--= q~ . . . . .  qt ddfinissent une diagonale t de l'angle 
polybdre ~o{ql/> 0 , . . . ,  Tt >~ 0} ; t reprdsente dans Ro z un sous-groupe simple 
de rang un appel6 sous-groupe principal de Go (dit associ6/~ Po) ~o). 

2. Automorphismes de groupes de L IE  dos connexes quelconques. On salt 11) 

que le groupe A (G) des automorphismes d 'un groupe de LIE simplement 

connexe G est isomorphe au groupe des automorphismes de l'alg~bre de LIE 

R de G. Si G est localement isomorphe ~ (~, A (G) coincide avec le sous-groupe 

des dldments de A (G) qui conservent le noyau de l'homomorphisme canonique 

-~ G. On peut ainsi se ramener & A (G) ou & A (R). 
Si le groupe G = Go est c lose t  connexe, il poss~de un groupe d'auto- 

morphismes A(Go) dont la composante neutre Ao est le groupe I(Go) des 
automorphismes intdrieurs de Go, avec un homomorphisme eanonique 

: Go-+ Go/Zo =- Ao off Zo est le centre de Go. Si Go est ab61ien, Ao = e, et 
A (Go) est discret. Si G O n'est pas ab4lien, prenons dans G O un sous-groupe 
principal 7. Les dldments de A (Go) qni conservent chaque 61dment de 7 
forment un sous-groupe U. Suit seA(G0); il existe aEGo tel que (q~a)a suit 
l'identitfi daus 7"), ce qni signifie que chaque eomposante connexe de 
A(Go) contient un dldment de U. De plus, si a c U ~ , A  o, il existe ar tel 
que a = ~a,  e t a  est dans le centralisateur de ~, c'est-~-dire dans Z 0. On a 
a = ~ a = e ,  et U~,A o = e .  

Th~ori~me. Le groupe A (Go) des automorphismes d 'un groupe de L IE  clos 
connexe poss&le un sous-groupe U ayant un gldment et un seul dans chaque com- 
posante connexe ; si G o n'est pas abdlien, chaque dldment de U conserve chaque 
dlgment d 'un sous-groupe principal fixe de G o. 

lo) [9], chap. IV. 
~) voir par exemple [4], chap. IV, w XV. 
*) of. [9], Th6or~me 4, p. 253-254. 
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Autrement dit, A (Go) est le produit semi-direct de sa composante ncutre par 
un groupe discret U *). 

3. Automorphismes des groupes de LIE clos semi-simples connexes. I1 suffit 

d 'dtudier le groupe A(Go)----A0 ~-A1 ~- . - -  off n 0 est semi-simple clos 

simplement connexe. Prenons s nouveau un sous-groupe principal 7 de Go 

associ~ ~ un angle poly~dre ~0 et soit U le centralisateur de ~, dans A (Go) ; 
fl poss~de un 61~ment u~ et  un seul dans chaque composante connexe A~ de 

A (Go)- 

En  pa r t an t  de l'alg~bre R de Go plong~e dans l'alg~bre de LI~ complexe 
~R associ6e, mise sous la forme canonique de H. WV.YL, on peut  montrer  ~2) 
qu's route isom6trie S du diagramme conservant l'origine correspond un 
616ment seA(R)  prolongeant S ;  supposons en particulier que S conserve 
~0 ; si s~A,,  alors s e t  u~ ont  le mSme effet sur ~o- U est un groupe d'iso- 
m6tries du diagramme conservant ~o et la correspondance u i -+ S est un 
homomorphisme de U sur le groupe fini U 1 des isom6tries du diagramme qui 
conservent ~]o. D 'au t re  part,  si u~ est l ' identit6 sur ~o,  ui conserve chaque 

616ment de T0 l e t  de 7, done aussi ehaque 616ment de Go, d'ofi u i ~ e. U bt 
Ux sont isomorphes. 

Th~ori~me. Soient Go un groupe de LIE semi-simple dos simplement connexe, 

?~o un angle poly~lre /ondamental de Go, et 7 un sous-groupc principal de Go 

associg 5 ~o. I1 existe un groupe U d'automorphismes de Go conservant ?~o et 
chaque ~ldment de 7, canoniquement isomorphe au groupe des isomdtries du 
diagramme qui laissent ~o invariant. 

On a un isomorphisme d'inclusion g : U -~ A (Go). Quel est l 'effet des op6- 

rations de U sur le centre Zo ? Si 3 d6signe l ' intersection - ~  P0, on peut voir 

que / est biunivoque sur 3 la), et l 'effet des operations de U sur Zo est d6crit 
par leur effet sur 3 .  

Si Go est loealement isomorphe s Go, A (Go) est un  sous-groupe de A (G0) 
qui contient  visiblement Ao, car tou t  ~eA o conserve chaque 61~ment du 

centre Zo- Ici, A (Go) est le produit  semi-direct de sa composante neutre par 
un sous-groupe du groupe U de l 'angle poly~dre. 

*) cf. DYNKIN E. B. Dokl. Akad. Nauk. SSSR NS (76), 629-632 (1951) d'apr~s Math. Rev. 
12, 8 (1951), p. 585. 

12) [5], chap. III. 
18) voir chap. III,w 4, n ~ I. 
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w 3. Extensions prineipales des groupes semi-simples elos 

Soient Go un groupe de LI~. clos semi-simple simplement connexe et U le 
groupe d'automorphismes mssoci6 ~ un sous-groupe principal 7, avec l'iso- 

morphisme d'inclusion g:  U-~ A(G0). Formons le produit semi-direct 

~- (Go • U)x, qui contient 5 0 et un sous-groupe U~ ~ U form6 des (e, u), 
situ6 dans le centralisateur Z r de (7, e) par construction ; U1 a un 61dment 

et un seul dans chaque composante connexe de S. Cette extension S est une 

extension naturelle particuli~re de Go, dire extension principale. 

(Remarquons que Zr est le produit semi-direct (Zo• U)x dont on peut 
prouver qu'fl est isomorphe au groupe K des isom6tries du diagramme qui 

conservent un ploy~dre fondamental Po de Go.) 

Notion d'extension principale. Si G O ~- G0/V, off V e s t  un sous-groupe du 

centre Zo ~ Z, soit U~ le plus grand sous-groupe de U dont toutes les op6- 
rations conservent V ; alors S ~ (Go • U~) X est par d6finition l'extension 
principale de G o. 

Toutes les autres extension8 naturelles de Go s'obtiennent en composant S avec 
une extension F qudconque de Z o par U~, compatible avec S .  On volt que l'ex- 
tension F de Z o earact6rise l'extension naturelle considdr6e ; on peut m~me 
pr6ciser : 

Proposition. Soient S -~ (Go • U) x l'extension principale de Go, F une exten- 
sion du centre Z o de Go compatible avec S ,  et S 1 l'extension naturelle composde 
.F | S .  Alors S 1 contient un  sous-groupe isomorphe d F ,  centralisateur d' un sous- 
groupe 7 principal dans la composante neutre. 

(F, fl) et (S, ~) sont des extensions de Z o et G o par U compatibles ; S 1 est 
obtenu s partir du produit direct F • S dans lequel on isole le sous-groupe D 
form6 des (/, 8) tels que f l / =  ~s. D poss~de une composante neutre (e, Go) 
qui contient un sous-groupe principal (e, 7) dont tout  616ment est 6changeable 
avec chaque (/, u)cD off u d6erit le centralisateur Z~ ---- (Zo• U)z. Lors- 
qu'on prend comme unit6 le sous-groupe des (c, c -1) avec cr alors (e, 7) 
reste principal dans la composante neutre ; de plus, le sous-groupe des (f, u) 
indiqufs devient F~ isomorphe ~ F xt), e t e s t  contenu dans le centra]isateur de 
(e, 7) ; comme F 1 eontient (e, Zo) e t a  des 616ments dans chaque eomposante 
connexe de S~, il coincide avec ce centralisateur, et la proposition est dtablie. 

On peut dire que S 1 contient une extension de Z o qui earact6rise $1 comme 
extension de Go. 

~) el. w I, no 5. 
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w 4. Extensions naturelles des groupes simples clos 

1. P lan .  Les extensions naturelles des groupes de LXE clos connexes simples 
sont faciles ~ construire, car les eentres Z 0 ont  toujours  une s t ructure  
remarquablement  simple. Nous allons passer en revue ]es divers groupes 
simples, en examinant  pour chacun d 'eux successivement:  la suite fonda- 

mentale,  le param~tre dominant ,  le centre Z0 reprdsent6 par  3 ,  la s t ructure  

de Zo d'apr~s E. CART~ [3], l 'effet de U sur Zo, les sous-groupes de Z0 in- 
variants  par chaque opdration de U ainsi que les autres s'il en existe, puis les 
extensions de Z o compatibles avec l 'extension principale S (extensions que l 'on 
t rouve  no t ammen t  dans le livre de H. ZASSENHAUS15), d 'oh l 'dnumdrat ion de 
toutes  les extensions naturelles ddsirdes. 

2. Groupes A z. Je  ddsigne par  Az le groupe s implement  connexe de la famille. 
La  suite fondamentale  est ddcrite par  la figure de SCHL;(~%I : 

0 0 . . . . .  0 0 =~1+'''+~z �9 

co dtant  le param~tre angulaire dominant .  
Les sommets  du poly6dre fondamental  P0 sont, en coordonndes ~;:  

0 (0 ,  0), ' 0 . 0), A,'(O, 1, O, O) ' . . . ,  AI(1 , , . . ,  . . . ,  . . . ,  A l ( O , . . . , O ,  1). Ils 

appar t iennent  tous ~ 3 ,  et le centre Z de ~]~ est Z~+ 1 cyclique d 'ordre  1 + 1 ; 

un gdndrateur a de Z e s t  reprdsentd par  A;,  avec a =--~(A;), a~-= ~(A'J . . . .  
Le groupe U est formd de deux dldments e, u ; le second ddtermine sur la suite 
fondamentale  la pe rmuta t ion  ~ -~ ~+~_~ ; on voit  que u applique a sur son 
inverse a -~ et  t ous l e s  sous-groupes V de Z sont  stables pour  u .  

En  dcrivant G O -= .A~/V, on obt ient  t o u s l e s  groupes G O localement iso- 

morphes ~ .4~, qui adme t t en t  tous une extension principale 

s = [(,~,/v)x v]~ 

possddant deux composantes  connexes. D'autres  extensions naturelles de 

G O = A~/V se prdsentent  si et  seulement  si l 'ordre du centre  Z o de Go est un  
nombre  pair 2p.  Il y a dans un tel cas une seconde extension naturelle, com- 
posde de l 'extension principale S et  de l 'extension F de Z o ddcrite par  

a, ~ , a 2 p  = e , U 2 ~ - -  U p ' u , a ' u  - 1  ~-- a - 1  , �9 

16) cf. [11]. No tammen t  le th(~or6me 20 (H~3LDER), p, 95, I l l ,  114. 

�9 Commentarl! Mathematici Helvcticl 
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Groupes D z. Je  d~signe par /~z  le groupe simplement connexe de la famUle. 
La  suite fondamentale  est ddcrite par la figure de SCHL)IFLI 

0";0--0------ . . . .  0 - - 0  r = cpl q- ~p~ q- 2r + 2~4 q- �9 �9 �9 -~ 2 ~ _  1 q- q~ . 
~ s  0 / ~ t  ~ t  ~ l - - 1  7)l 

o~ dtant  le param~tre dominant .  Les sommets du polybdre fondamental  Po 

qui appar t iennent  au rdseau central ~ forment  ~ et reprdsentent le centre 

Z de  D~ ; ce sont 

O A ; ( 1 , 0 ,  0, 0), ' 1 , 0 ,  0), ' , . . . ,  A2(0, . . . ,  At(0,  0 . . . .  , 0 ,  l )  . 

l impair.  Dans ce cas, Z est cyclique d'ordre 4 engendrd par a ----/(A~), avee 

T(A~)----a a = a  -~, ](A~) ~ - a  ~. O n a  U~-- (e,u) avee uau-~ -~a  -~, et Z a l e  
sous-groupe non trivial (e, a 2) stable pour u.  Les groupes localement iso- 

morphes ~ / ~  sent  les suivants :  Dz, Dz/(e,a2), D , /Z;  ils admet ten t  une 
extension principale ~ deux composantes connexes, respectivement 

= ([), • U)x , S ---- [(DJ(e,an)} • U]x , S = (D,IZ • U)x . 

Le g r o u p e / ~  admet  encore une seconde extension naturelle, eomposde de 
et  de l 'extension suivante de Z 

a , ~  , a 4 ~ s , t$ 2 ~ a z ~ a ~  - I  ~ a - 1  

Le groupe ]~ / (e ,a  ~) admet  aussi une seeonde extension naturelle, composde 
de S e t  de l 'extension de son centre (e,c) qui est ddcrite par 

C:,W, ~ C2 ~ e , I~/~$ ~-~- C , ~ U - - 1  ~ (3 . 

l pair. Le  centre Z e s t  le produit  direct Z ~ •  2 = (e ,a ,b ,ab)  avec 

/ (A;)  = a,  "[(A~) = b, 7(A',) = ab.  Les groupes G O loealement isomorphes 

k D~ sent  les suivants : 

D ~ ,  1)d(e,ab) de centre ( e , c ) ,  D J Z ,  

Dd(e,a)  isomorphe s ~)z/(e,b).  

Les trois premiers admet ten t  une extension prineipMe s deux composantes 

connexes:  (1~• U)x, S = [D~/(e,ab)x U]x, (1)z/Z• U)x, tandis que le 
dernier n 'a  pas d 'extension natureUe non triviaJe. 
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Le groupe L),/(e,ab) admet  encore une seconde extension naturelle, corn- 
posse de S e t  de l 'extension 

1) 

du centre (e,c). 

Groupes D~. La suite fondamentale  est ddfinie par  la figure de SCHLAFLI 

~ O\ 
/0--0 

co dtant  le parambtre angulaire dominant.  Les sommets du polybdre fon- 
damental  P0 qui appart iennent  au rdseau central sent  comme prfie6demment 
O, A~, A~, A'  4. Ils reprdsentent Z ,  qui est du type  Z 2 x Z  ~ ----- (e ,a,b,e) ,  avec 

a 2 = b ~ = c 2 = e,  T(A~) = a ,  [(A'2) = b, /~A'4) = c. Ici, lo groupe U ---- ~a 
est formd de six 616ments qui permutent  A~, A~, A~, ainsi que a ,b , c .  

Le groupe /~4 admet  l 'extension principale S----(D4• U) , ,  g six eom- 
posantes eonnexes;  comme Z 2 x Z  2 n 'admet  pas d 'extension par ~a com- 

patible avec S distincte du produit  semi-directS"), il n 'y  a pas d 'aut re  ex- 

tension naturelle de D4- 

Comme toujours, le groupe adjoint  D4/Z n 'a  qu'une settle extension 

naturel le :  A(/~4)principale.  Le groupe L)4/(e,a) de centre (e,c) a une ex- 
tension principale ~ deux composantes connexes, et une sec~nde extension 
naturelle provenant  de 1). 

Groupes E 6. La suite fondamentale  est ddfinie par  

r q2 qt ~t qa 
C--O.--O----O--O 

I to = q l  -4- 2~2 A- 3qa + 2q4 -4- q6 A- 2q6 �9 

o~ dtant  le param6tre angulaire dominant .  Les sommets du poly6dre fonda- 
mental  P0 situds dans le r ~ e a u  central sent  O , A I ( 1 , 0 , 0  . . . .  , 0 ) ,  

A~ (0, 0 . . . . .  0, 1,0).  Ils repr~sentent le centre Z de E6 eyclique d'ordre 3, 

avec Z = (e,a,a2), 7(A;) ---- a,  ](A~) = a ~. Le  groupe U est form6 de deux 
~l~ments e ,u ,  le second appliquant  ~ ,  ~ ,  ~8, ~, ,  ~5, ~6 respectivement sur 

,') cf. [IU, p. III. 
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Les deux groupes de la famille sont  E~ et  E,~/Z, qui ne poss~dent chacun 
qu 'une  seule extension naturelle : leur extension principale, form~e de deux 
composantes  connexes. 

Groupes B t ,  C t, ET, E s, F~, G~. Ici, on a toujours  U = e, et  aucune ex- 
tension naturelle non triviale. 

CHAPITRE I I  

S o u s - g r o u p e  ab61ien associ/ i  tl u n e  c o m p o s a n t e  e o n n e x e  

w 1. Propri6t~s 61$mentaires 

1. Dg/init ions.  Soient G u n  groupe de Liv. clos, x un ~l~ment quelconque 

de G, T~ la composante  neutre  du  sous-groupe ab~lien ferm~ T engendr~ par  
x ,  et  N~ le normal isateur  connexe de x.  On a T~ c Nffi ; de plus, chaque ~l~- 
men t  a de N~ & a n t  ~changcable avee x est aussi ~changeable avec chaque 

~fl~ment de T et  en part iculier  avec chaque ~l~ment de T~ ; cela prouve  que 
T= est dans le centre de N~. Soit To h u n  toroide max imum de N~ ; il cont ient  
n~eessairement T~. Cela &ant ,  j 'appelle T ~h~ le sous-groupe ferm~ engendr~ 
par  To h et  par  x,  et  je pose T[ h) : xTho . 

2. Produi t  direct. I1 existe un ent ier  positff  q' tel  que xa'~T~, d 'oh xq'~To h ; 
je ddaigne par  q le plus pe t i t  de tous les entiers q' positifs qui ont  cet te  pro- 
pri&d. On a xa _= a~Tho, et  fl existe b~Tho tel que b~---- a -1. L'~l~ment v-=-xb 
e s t d ' o r d r e f i n i q v u q u e  ( x b ) a ~ - x a b q - = a a  - ~ - e ;  de plus, si p ~ < q  est 
un  entier  pos i t i f t e l  que T~T0  h, alors x~b~'ETho, puis x~ETho, d'oh p-----q. 
Cela prouve que le sous-groupe cyclique V engendr6 par  v est d 'ordre  q 
e t  coupe To h en e seulement.  Le  produi t  V.Tho est un  produi t  direct 
V • Tho = T 'ch~. Comme T '~h) cont ient  To h e t  x ,  on a T ~h~ c T ' {~  ; comme T I~ 
cont ien t  To ~ et  v, on a T ' ~ h ~ c T  ~h~, d 'oh T ' ~  ---- T ~ .  Le SOUS-gToupe T ~ 
est  le produi t  direct de sa composante  neut re  par  un groupe cyclique fini. 

3. Ggngration par  un  glgmen~. Soit c u n  g4n4rateur de To ~ ; l'414ment ~-----c 
engendre un sous-groupe ab41ien ferm4 T de T ~h~, con tenan t  les suites 

~q, ~$q, �9 ~kq e t  ~r ~2q+l ~kq+l, 
~  ~ , o * ~  . . o  

o n  ~ q  ~ q  . . .~  ~lcq V ~ q ,  v ~ 2 q  , . . .~  v ~ k q  , . . .  

d 'oh  T ~- T Ih~, et  ~ engendre T ~h~. 
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Th~orbme. A tout glgmcnt x d 'un groupe de LIE clos on peut associer un sons- 
groupe ab~lien T (h~ engendrg par x et par un toroide m a x i m u m  Tho du normali- 
sateur connexe de x .  T (a~ est le produit direct de sa composante neutre T~ par 
un sous-groupe cyclique / ini  V, et la composante connexe T~ a) de x clans T ~a~ 
contient un ggngrateur de T (a~. 

Si x est  dans la composan te  neut re  Go de G, alors fl existe un toroide max i -  
m u m  T ~ de Go con tenan t  x,  et  T~ --~ T (a~ ~ T (  Si G x est une composan te  
connexe de G dist incte de Go, alors T (a~ n 'es t  pas connexe,  et h est  en g~n~ral 
inf~rieur au rang  1 de G o. Nous verrons  que l 'ent ier  h ne d~pend que de G~, 
et  non de la s i tuat ion de x dans G~ ; de plus, t o u t  yeG~ poss~de un conjugu~i 
dans T~ a) r e l a t ivement  k Go. Ces fairs sont  Stablis dans  les paragraphes  2 et 3 
du present  chapitre .  

J e  ddsigne ddsormais le sous-groupe T (h~ associ~ h l '~l~ment x de G~ par  
la no ta t ion  T (a)(G~). 

w 2. Sous-groupe T~(G~) discret 

1. Normalisateur discret. Si le normal i sa teur  de x dans  le groupe clos G est  
discret,  alors To h se r~duit  ~ l '~l~ment neut re  e de G, e t  T ~h~ (G1) est  un groupe 
cyclique fini. Le th~or~me qui domine la quest ion dans  ce cas est  le su ivan t  : 

Th~or~me. Soit G un groupe de LI~ clos ; s'il existe clans G u n  ~lgment x d 
norma~isateur discret, alors la composante neutre Go de G est un groupe commu- 
tati], et la composante connexe de x est ]ormde tout enti~re d'~lgments con]uflugs 

de x .  
On voi t  que T~ h~ -~ x est  s lui seul un domaine  fondamenta l  d'$1~ments 

de G 1 (conjugu~s re la t ivement  ~ Go). 

Preuve. a) x poss~de un  voisinage ]ormg d'glgments con]uguJz de x .  Dire que 
le normal i sa teur  N de x est  discret  rev ient  s dire qu'fl  existe un voisinage U 
de e tel que N ~  U ---- e. I1 existe alors un voisinage V' de e tel  que V '-* V' c U ; 
de plus, il existe dans  V' un voisinage compac t  V de e, pour  lequel on a encore 
V - 1 V c  U.  

8oit  m a i n t e n a n t  Vx l 'ensemble  des a x a  -1 pour  a d6cr ivant  V;  l ' appl ica t ion  
f : a---~ a x a  -1 est  une appl icat ion cont inue de V sur V| J e  dis que ] est  bi- 
univoque  : a , b c V  avec  a:/=b entra lne  ](a):f:](b) ; en effet, si a x a - l = b y b  - l ,  
on a (b-Xa)x = x(b-Xa), avec b - l a c U  en ver tu  de V - x V c U .  Le normal i -  
sa teur  N cont ient  dans  U un  61~ment b-~a dist inct  de e, con t ra i rement  
l ' hypoth~se  fai te  sur U.  

E n  r~sum~, ] e s t  une appl ica t ion cont inue b iunivoque de V compac t  sur  
VR, qui est  s~par~. Ainsi, / est  un hom~omorphisme de V sur V~, avec  
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/ ( e ) - - - -x ;  eomme G eat un  groupe de L ~ ,  le thdor~me d ' invariance du 
domaine est valable,  et  V~ eat un voisinage (compact) de x.  En  r~sum~, il 
existe un  voisinage V~ de x tel que s t ou t  y [ V~ correspond un a �9 V avec 
y ~ axa -~ ;  tout y~V~ est un con~ugug de x (relat ivement  s V). 

b) La  composante connexe de x eat/ormge d'gldments con]ugudes de x.  On prend 
iei V c  Go, GI Stant  la composante  eonnexe de x. L 'appl icat ion / : a--~ a x a  -I 

(a~Go) eat une applicat ion continue de l 'espace compact  et  connexe G O dans 
l 'eapace eonnexe e t  s~par~ G 1 ; ainsi /(Go) = ~ eat un sous-ensemble compact  
e t  connexe de G~, ferm~ dana G~. 

S o i t y  quelconque dana T) ; i lexiate  acG o tel que a x a - l - ~  y.  D'aut re  part ,  
soit  ~a  l ' au tomorphisme int~rieur z--~ aza  - l  (z~G) ; ~a  applique z----bxb-~c~) 

(bcGo) sur (r  = a b x b - l a - l ~  ](ab)c~).  Done ~ a ,  qui eat un hom~o- 
morphisme de G~ sur elle-m~me, conserve ~); c 'est un hom~omorphisme de 
T) sur lui-m~me. Main tenant  / (V), qui est un voisinage de x dans ~ eat appli- 
qu6 par  Ca sur un voisinage de y dans ~ .  L 'ensemble ~ ~tant un voisinage 
de chacun de ses points eat un ensemble ouver t  dana G~. 

En  r4sum~, ~) : / (Go) eat un ensemble ouver t  et ferm~ situ~ dans G~, d 'oh 
~- G1. Finalement ,  ~ t o u t  y~G~ correspond un a~Go, avee axa-~----y, 

ee qui ~tabli t  l 'affirmation. 

e) La  composante neutre eat commutative. Soit G 1 la eomposante  eonnexe 
de x ; si la eomposante  neut re  G o n 'est  pas commutat ive ,  fl existe dana Go un 
toroide  m a x i m u m  T et un  angle poly~dre fondamenta l  P e T .  L'au to-  
morphisme ~ x applique T sur T '  et  P sur P '  contenu dans T '  ; il existe alors 
acG o te l  que (q~a)T I ~- T ,  ( r  -~ P ,  e t  q~(ax) conserve T ainsi que P.  
Mais alora chaque point  de la diagonale principale de P eat invar iant  par 
q~(ax), ee qui signifie que le normal isateur  de ax~G 1 n'est  pas diaeret, ce 
qui  eat absurde.  G o eat n~eesaairement c o m m u t a t i v e .  

Le th~or~me eat ~tabli. 

2. Automorphismes d sous-groupe de points / ixes  discret. Le  th4or~me envisag~i 
entra ine  immSdiatement  la 

Proposition. Soit G un groupe de LIB semi-simple clos connexe ; s'il existe 
un  automorphisme a de G ayant un sous-groupe de points ]ixes diseret, alors G se 

rdduit 5 l'dlgment neutre. 
Soient A (G) ]e groupe des automorphismea de G, et  A o la eomposante  neutre  

de A (G) ;  l 'applieat ion x - ~  ~vx de x~G sur l ' automorphiame int~rieur de 
G d~termin4 par  x eat un isomorphisme local de O darts Ao en m~me temps 
qu 'un  homomorph isme  de G sur A0. La  relat ion ~v(ax) ---- a(q~x)a -a , valable 
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pour  tou t  x~G, a~A(G), prouve que l ' au tomorphisme ~ dans G, et  l 'auto-  
morphisme int4rieur de A (G) d~termin4 par  a sont identifi4s par  l ' isomor- 
phisme local r dans un voisinage de l '~l~ment neutre.  ~ n ' a y a n t  par  hypo-  
th~se pas de point  fixe autre que e dans ee voisinage, il e n e s t  de m6me dans 
Ao, ce qui sig~fifie que le normal isateur  de a dans A (G) est discret ;  de 1~ 
rdsulte, en ver tu  du  th~or~me, que Ao est commuta t ive ,  e t  de plus semi- 
s i m p l e ; f l v i e n t  A o ~ - e ,  G : e ,  c . q . f . d .  

w 3. Sous-groupe T(a)(Gx) non discret 

1. Dans un groupe de LIE clos d composante neutre commutative. Soient (7 un  
g roupe  de LI~. clos ~ composante  neutre  commuta t ive  Go = T~, et  G 1 = T~ z) 
une composante  connexe quelconque.  S'il existe dans T~ ~ un ~lgment x ~ nor- 
malisateur discret, nous avons le cas analys~ aux  w 2. Si T~ t) ne cont ient  pas 
d'~l~ment de cet te  sorte, je choisis un  xcT~ ~> arbitraire,  puis je forme le sous- 
groupe ab~lien T ebb(G1) associ~ ; ici, le normalisateur  connexe N~ de x coin- 
cide avec le toroide  T~ vu  que Go est commuta t ive .  Nous savons que 
T(1 h~ : xT~ cont ient  au moins un ~l~ment x' d 'ordre  fin] q (w 1). Nous allons 
voir que tou t  y c T(~ t~ poss~de un  conjugu~ dans T~ h~ re la t ivement  ~ T~. 

Soit en effet T ~l~ le sous-groupe de G engendr~ par  T~ et  par  x ; on voit  que 
T h e s t  un  sous-groupe invar iant  de T ct~, composante  neutre  du centre  de T ~z~, . 0  

et  que T~ h~ est un syst~me ab~lien torooial  contenu  dans T~ z~. Etudions  le 
groupe TCZ~/T~o des classes de T ~ suivant  To ~ , et, dans ce groupe, le sous- 
groupe U des classes ~changeables avec T(~ ̂>. Si z~T~ appar t ien t  ~ la com- 
posante  neutre  U o de U, l ' automorphisme int~rieur ~z conserve T~ ~ par  
d~fin]tion de U. Appliquons s x'~T~ ~ tous les ~z,  avec z~U o. Nous ob- 
tenons  dans T(~ ~) une  sous-vari~t~ eonnexe W; comme x' est d 'ordre  fin] q, il 
en est de m~me de tons les ~l~ments de W, qui  sont de plus deux  s deux 
~changeables ; ces ~l~ments engendrent  dans T ~} un sous-groupe ab~lien 

don t  tons les 41fiments sont  d 'ordre  fin] <~ q ; l 'adh4rence ~ de ~ est un sous- 
groupe ab4lien ferm4, dont  tons les filfiments sont  d 'ordre  fin] <~ ~. La  compo- 

sante neutre  de ~ se r~duit ainsi n4cessairement ~ e, d 'oh W---- x ' ;  en 
rfisum$, si qoz (z,Uo) conserve T~ ~), alors ~z conserve x',  e t  z est dans le 
normal isa teur  connexe de x',  d 'oh U0 = T~. Ainsi:  

le normal isa teur  de T~ h~ dans T~I~/T~ est discret. 

D'apr~s le rgsultat  du n ~ 1, w 2, les 414ments yT0 h de T~"/T~ oh y,T(~ l' sont  
des conjugu4s de T~ h) re la t ivement  ~ z h. To/T o , ou encore : t ou t  61gment de T(10 
poss~de un conjugug dans T~ h~. On peut  6noncer : 
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Proposition 1. Soient G u n  groupe de L~E clos d composante neutre com- 
mutative, x un glgment de G, Tao le normalisateur connexe de x ,  et T(~h)= x Tao ; 
alors tout glgment de la composante connexe de x clans G possdde un  conjugud 
dans T~ n) relutivement d T~. 

Cet ~nonc~ est valable dans les ca~ ext remes : 

1) h = 0 ,  T~ a) ~-- x : le normal isateur  de x est discret, 

2) h = l , T(1 a) --~ T~ 0 et  le groupe T l est  ab$1ien. 

I1 ne reste pins qu'~ t ra i te r  le cas off la composante  neut re  G o de G n 'es t  
pas commutat ive ,  ce qui me paral t  devoir  ~tre pr4c~d6 d u n  o. 

2. Sur les points / ixes  des av2~norphismes des groupes clos. 

Proposition 2. ~oient G un  groupe de LIE dos connexe non abdlien, et ~ un 
automorphisme de G; alors 

1) la composante neutre U du sous-groupe des points fixes de a est rgguli~re 
dans G, 

2) il existe un  toro'ide m a x i m u m  T de (7 et un anffle polyddre [ondamental 
P c G invarian~ par a. 

Preuve. G n '4 tan t  pas ab~ilien, fl r~sulte de la proposi t ion du w 2, n ~ 2, que 
U est dist incte de e. Soit alors t un  toroide max imum de U ;  je ddsigne 
par  Z le central isateur  connexe 1~) de t dans G, en r emarquan t  que t e s t  
dans le centre  de Z .  On a t ---- U~ Z ,  car si y est dans cet te  intersection,  
y est un ~l~fment de U 4changeable avec chaque dl~ment de t,  d'ofi ye t .  Soit 
ma in tenan t  S l e  fac teur  semi-simple connexe de Z ; le sons-groupe U coupe Z 
suivant  t, qui est dans le centre  cont inu de Z ;  donc, l'intersection U~ S est 
discrete. D'au t re  par t ,  l ' au tomorphisme a,  qui conserve t, conserve le centra-  
l isateur Z de t ; la restr ic t ion de a h Z e s t  un  au tomorphisme de Z qui conserve 
S .  F i n a l e m e n t , / a  restriction de ~ d S est un  automorphisme de 8 d sous-groupe 
de points fixes discret. D'apr~s la proposi t ion du w 2, on a S ~- e, ce qui 
prouve  que Z e s t  ab~lien ; un  ~l~ment g~n4rateur de t n e  peu t  ainsi appar-  
ten i r  qu 's  un  seul toroide max imum de G : c 'est  un  41$ment r6gulier de G, e t  
la premiere par t ie  de la proposi t ion est 6tablie. 

Prenons  un  $1~ment y~G, voisin de e, r4gulier dans G, invar iant  par  a ; le 
toroide  ma x im um T et  l 'angle poly~dre fondamenta l  P c T uniques qui con- 
t i ennen t  y sont  tous deux invar iants  par  a.  

Corollaire. Soient G u n  groupe de LtE do8 no~ abdlien, et x un glgment qwl -  
conque de G; aIors le normalisateur connexe de x est rdgulier dans la campo- 

l~) Composan t e  neu t r e  d u  cen t ra l i sa teur  de  t.  
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sante neutre Go de G ; de plus, il existe daus Go un toro'ide maximum et un angle 
poly~dre /ondamental invariants par l'automorphisme intdrieur q~x. 

Cette proposit ion gtait  bien eonnue dans le cas off G est connexe. I1 est judi- 
cieux d '4tendre encore k des G non eonnexes la ddfinition des ~l~ments 
r4guliers : 

D6flnition. Un dl~ment x d'un groupe de LxB closest rdgulier ou singulier sui- 
rant que son normalisateur connexe est abdlien ou non. 

3. Dan8 un groupe de LIE dos d eomposante neutre non commutative. Soient 
G u n  groupe de LIE clos ~ composante  neutre  G O non commutat ive ,  G 1 une 
composante  connexe quelconque de G, x un ~14ment arbi traire  de G 1, To a un  
tero ide  max imum du  normalisateur  connexe N| et  T~ a) -~ xTho ; je dis que 
tout yEG 1 poss~de un eon]ugug daus T~ h) relativement d G o. 

E n  effet, To a g tant  r6gulier, il existe un  toroide max imum To ~ de G O et  un  
seul con tenan t  To a ; posons T~ l) -~ xT~o. Soit P u n  angle poly~dre fonda- 
menta l  de To Z con tenan t  un 41~ment rdgulier de To h . On a 

a) = To P = P .  

Je  dis que tout y~G1 poss~le un con/ugug dan, s T~ 0 relativement d Go. I1 
existe un toroide max imum T 't de Go et  un  angle poly~dre fondamenta l  P '  de 
T 'z invar iants  par  ~ y ;  on salt  qu 'on peu t  t rouver  un dl$ment a~Go tel  
que (q~a)Trt =- Tto, (q~a)P' = P ;  je pose (q~a)y -~ x'~G 1. q~a 6tant  un  
automorphisme,  l 'dl4ment x' joui t  par  rappor t  ~ To Z , P,  des m~mes propri~t~s 
q u e  y par  r appor t  ~ T ~t, P ' .  Au t r emen t  di t  : 

b) ( r  l = TIo (q~x')P = P . 

Les relations a) e t  b) p rouvent  d ' abord  que x et  x' appar t iennent  au nor- 
malisateur de Tol; ensuite, comme xx'-lEGo avee [q~(xx'-l)]T~o-~ TZo, 
[q~(xx'- l)]P----P, on a xx'-lcTZo et  x'ET~ O. E n  r4sum~, y poss~de un con- 
jugu4 (q~a)y dans T~ O. 

Pou r  achever  la d4monstrat ion,  fl suffit de p rouver  que tout x ' ,  T(~ ~ poss~de 
un con]ugud dans T~ ~). Or To ~ et  z engendrent  darts le normal isa teur  N(T~o) de 
To ~ dans G un sous-groupe T (t) s composante  neut re  T~o commutat ive ,  con- 
t e n a n t  T~ 0 ainsi que x,  N" = To ~, et  T~ a) = zT0 ~. E n  ver tu  de la propo- 
sition 1, l'414ment x '  de T(~ 0 poss~de effeet ivement  un  eonjugu4 dans T~ a), e t  
la premiere aff irmation est 4tablie. 

Le  principal rdsul tat  de ce chapitre  est  exprimd dans le 

Th~or~me. ~oien~ G u n  groupe de L~s clos, Go la composante neutre de G, x 
un glgment de G, Tao un tardide maximum du normalisateur connexe de z ,  et  



58  J z ~  DI~ SL~BENTHAT. 

T~ h~ ---- xTao ; alor8 ~out gl~men~ de la composante connexe de x pos~dde un c,(m- 
iugud dans T~ ~) relativement d G o. 

I1 est visible que To ~ est un  toroide max imum pour  tous lea normalisateurs  
connexes d'$1~ments de T~) ;  cela prouve  que t o u s l e s  normalisateurs  d'414- 
ments  de G~ ----- x Go ont  le m~me rang h. D 'oh  le 

Th~or~me. To'ate composante connexe G~ d'un groupe de L]E clos G contient 
un syst~me abglien toro'idal T~ ~ coupg par toutes les classes d'dlgments de G 1 con- 
]uguds relativement d la composante neutre de G. Les normalisateurs des dlgments 
de G1 ant tou~ le m~me rang, dgal d la dimension du tore T~ ~). Le sous-groupe 
T ~h) (G1) e, st engendrd par T~ a). ,8) 

Corollaire. Les 8ous-groupes ab/liens T~a)(G,) associ~ d u n e  composantr 
connexe G 1/ixe sent con]ugugs relativement d G o. 

Cela permet  de parler  du sous-groupe T (~ (GI). 

C H A P I T R E  I I I  

D i a g r a m m e  assoc i6  ~ u n e  c o m p o s a n t e  c o n n e x e  

w 1. Caracti~res relatifs ~ T(h~(G1) 

1. Dd/inition de ces caract~res. Soient G ---- G O ~- G 1 -~- �9 �9 un  groupe de LIE 
clos de composante  neut re  Go, e t  T ~h~ (G1) le sous-groupe ab61ien assoei6 ~ la 
composante  eonnexe G1. R~p~tons que T (a~ = T (a~ (G1) est le produi t  direot 
de sa composante  neutre  To a e t  d 'un  groupe cyelique fini de type  Zq engendr4 
par  x~T~ h); on peut  t rouver  un ~l~ment c[Tao, r~gulier, voisin de e, g~n6- 
ra teur  de To h, tel  que  cq soit aussi voisin de e qu 'on  le d~sire. Alors. v ----- xc 
est un  g~n~rateur de T (a~ et  ~q ~-- cq. 

Le groupe des automorphismes int~rieurs de G poss~de une representat ion 
lin6aire adjointe  y-- ,  D(y)  dans l 'espace R(Go) t angen t  ~ Go en e. G ~tant  
compact ,  il existe m~me un rep~re de R(Go) dans lequel les t ransformat ions  
lin4aires D (y) sen t  repr~sent6es par  des matr ices  orthogonales encore d6sign~es 
par  D(y).  En  partieulier,  D(v) est  orthogonale.  I1 existe alors un nouveau  
rep~re de R (G0) dans lequel D (~) re~oit la forme eanonique quasi-diagonale 

D(v) = (Eh,, - -Eh, , ,  D 1 , . . . ,  D , ,  D , + I , . . . ,  D,,) . 

Eh, d~signe la h ~ • h # matr ice  u n i ~  ; D~ . . . . .  1),, sent  des 2 • 2 matrices ortho-  

is) T~A~ correspond ~- l ' ensemble  des ,,chief e l emen t s "  de F. G A N T ~ C K E R  [5], w 8, Iorsquo O e 
es t  semi-simple clos. 
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gonales de d~terminant  + 1, l e s r  premieres 4tant  d 'ordre  fini, e t  les autres  
d 'ordre  infinL 

Consid~rons D ( ~ )  = D(cq) ; on peu t  ehoisir c e n  sorte que D(cq) soit aussi 
voisine de Eh.+^,,+~r, qu 'on  le d4sire. Alors 

D ( ~ )  = (E~,,+h.,+2, , Dq~+l, . . ., D~,) . 

Le sous-espace de R (Go) associ4 s Eh.+h,,,+2 ~ e s t  exac tement  t angen t  au nor- 
malisateur de c~, d~sign4 par  N(cq).  Or, c q est r4gulier et  ~V(cq) = T ! est 
l 'unique toroide max imum de G o qui eontient  To h . On a done h " +  h" t+  2r----l, 
d'ofi, avec de nouvelles notat ions 

A 0') = {Eh , I , -h ,A l (~ )  . . . .  , A,~(v)} . 

Eh et  I i_  a indiquent  l 'effet de A (~) dans R (T z) ; les m autres matrices indiquent  
les rota t ions  produites par  A (v) dans m plans ~ deux dimensions A 1 . . . . .  A~. 
Finalement ,  en consid4rant T a engendr6 par  v, on a 

A ( y )  = { E h , I , _ h ( y ) , A l ( y ) , . . . , A , ~ ( y ) }  y ~ T  (h~ (1) 

I i_h(y  ) est eonstante  dans chaque eomposante  connexe de TCh~; A~(y) d$fini~ 
un caraet~re gj(y) de T ca) sur le groupe T~ --~ T ~ des rota t ions  de Aj au tour  
de l 'origine, avec le caract~re inverse Z~ -1. 

Proposition 1 et d~flnition. L a  reprgsentation lingaire ad]ointe de T (h~ (G~) dans 

R (Go)/air  apparaltre m caract~res Z1 . . . .  , )~,~ de T ~) (G1) ; ce sont les carac- 

t~res de G relati/s ~ T (a~ (G1). 

2. Sous-groupes singuliers. Le caract~re g~ est un  homomorphisme de T ~a~ 
sur T ~ = T~ ; si U~ d~signe le noyau  de g~, ensemble des y ~ T  ~ tels que 
Z~ (Y) ~- e, alors T(a)/U~ est hom4omorphe k T ~, qui est connexe.  Cela signifie 
que U~ poss~de un 414ment au moins dans chaque composante  connexe de 
T (~, n o t a mm e n t  dans T~ ~). 

D~flnition. Le  noyau  de l 'homomorphisme g ~ est u n  ~ous-groupe U ~ d e  T (~ ( G ~), 
dit sous-groupe 8ingulier, qui  poss~de des glgments darts chaque composante con- 

nexe  de T Ih~ . 
C'est de plus un  sous-groupe de dimension h - -1  ; dans T~ a), les composantes  

connexes des U~ forment  un  ensemble fini de sous-vari4t4s ~ h -  1 dimen- 
sions. I1 existe des 414ments de T(~ ~) non  situ4s sur ces sous-vari4t~s ; si z d~- 
signe l 'un d 'eux,  on a A~ (z) 7~ E~ pour  tou t  ] ,  et  le normal isa teur  connexe N ,  
coincide avec T~. On voi t  que les dldments rdguliers de T~ ~ /orment des domaines  

d h dimensions.  Les 414ments situ4s sur un  U~ au moins sont singuliers, ear 
leur normal isa teur  a une dimension sup~rieure ~ h, avec un  rang 4gal ~ h. 
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Proposition 2. Les sous-groupes singuliers Uj et U~ dif/drent 8i ~ ~= i. 
Consid~rons en effet le centralisateur connexe Nj de Uj. On a To a c N~ c N, 

oh z~Uf~T~h); cela prouve que Nj est de rang h. De plus, N~ est tangent 
A~ et la dimension dimN~ est sup~rieure ~ h ;  ajoutons que la eomposante 
neutre Uo~ de Uj est dans le centre connexe de Nj. Alors H----N~/Uoj est 
un groupe elos de rang h - - ( h - - 1 ) =  1 de dimension sup~rieure ~ 1; 
c 'es t  un sous-groupe simple de rang un de dimension trois. Cela entralne 
dimNj = h ~- 2, et N~ est exactement tangent ~ R(T0 h) -~ A~. De 1~ r~sulte 
U~=~Uj si i v ~ j .  

Le cas Uo~ = Uoj n'est pas exclu et sera analys~ ult~rieurement. Le fae- 
teur semi-simple de Nj est de dimension 3 et de rang 1 ; c'est le sous-groupe 
gj simple de rang 1 associ4 ~ A t , ~ Uj ou s X~ ; il est tangent k Aj en 0. 

3. Groupe/ini ~ (GI). Construisons des automorphismes int~rieurs de G qui 
conservent chaque composante connexe de T (h). Prenons z quelconque dans 
T~ h) et construisons le normalisateur Nz(Tho) de To h dans le normalisateur 
connexe N z ; d'apr~s eette d~finition, To h est la composante neutre de N z (To h). 
Si a est dans ce groupe, l 'automorphisme ~a ,  qui conserve To h , conserve en- 
core z, c'est-k-dire T~ h) et chaque composante connexe de T(h)(G~). En r$- 
sum6, au normalisateur Nz correspond un groupe fini N~(Tao)/T~o d'auto- 
morphismes de T (~) conservant T(~): 

On peut se restreindre au centralisateur connexe N~ du sous-groupe sin- 
gulier U~; fl existe dans le sous-groupe g~ associ4 ~ U~ un ~l~ment d~ tel que 
l'automorphisme ~(d~) conserve To ~ et T (~), en induisant darts ce dernier une 
transformation involutive non identique S~ conservant chaque 41~ment de U~. 
Les d~Tao engendrent un sous-groupe F du normalisateur de T~ ~) et F/T~o est 
un gtoupe fini ~(G1) de transformations de T ~) en lui-m~me, conservant 
chaque composante connexe. 

Propos i t ion  3 et  d6flnition. II existe un groupe fini q~ (G~) de trans/ormations 
de T (a) (G~) en lui-m~me, engendr~ par les involutions par rapport aux sous- 
groupe8 ~inquliers U ~ , . . . ,  U,~. Ces involutions so'at les restrictions d T (~) (G1) 
d'automorphismes intgrieurs de G. 

4. Caract~res de G relati/s d T: o . I1 existe dans G O un toroide maximum To ~ et 
un seul contenant To a ; lorsque v dSerit To ~ , les automorphismes int~rieurs ~ v 
forment un groupe ab~lien dont la representation lindaire adjointe dans R (Go) 
est un groupe orthogonal ; chaque matrice de ee groupe conserve m 2-plans 
fixes ~ , . . . ,  g~ et chaque point de Ro ~ = R(T:o). q~v induit dans g~ une 
rotation O~(v)~T x et les 0f~(v) sent les caraet~res x*) de G relatifs ~ To ~. 

1o) [10], w 2, no 3. 
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L'automorphisme ~ x (x g6n6rateur de Z~ dans T~ h)) conserve To ~ (et chaque 
point de T0h); il permute donc en particulier les caract~res 0 f l ;  ainsi, ]'en- 
semble des 0f  1 se d6compose en cycles relatifs ~ ~vx. D'ailleurs, les 0f  x se r6- 
partissent en suites de caract~res 6gaux sur To h . Je  d6sire prouver clue ces 
deux parti t ions sont  identiques. 

Lemme. Si  l'automorphisme intgrieur ~ x du groupe de LIE semi-simple dos 
H dgtermine sur les param~tres angulaires ]ondamentaux ~ 1 , . . . ,  ~l une per- 
mutation q~,,---> 7 ~ ,  alors le toroide max imum Tao du normalisateur connexe 
de x est dd/ini par le syst~me obtenu en ggalant les 9i dana chaque cycle. 

Le rang du normalisateur connexe eat ggal au nombre des cycles. 
En effet, soit a la t ransformation lin6aire du diagramme R~ induite par ~ x ; 

le sous-espace R~ des points fixes de a dans R~ est appliqu6 canoniquement  
sur T~ dans T~ et poss~de aussi la dimension h ; il d~termine T~. Soit L un 
point Rot ; l 'hypoth~se a L  = L ,  jointe ~ la relation 

.$ 
q~(y) = (a~,)(ay)  oh y~R~ 

entralne ~,  (L) = 9i~ (L). Si done la permutat ion ~ -* ~ ,  est d6compos6e 
en cycles, et s i a L  = L ,  alors les %(L) sont des nombres ~gaux dans chaque 
cycle. R6ciproquement, si ~ ( L )  = ~i,(L), on a ~iu(L) = ~iu(aL) pour 
les l indices, d'ofi L = a L .  

S'il y a s cycles de longueurs respectives a~, a ~ , . . . ,  a , ,  ic syst~me qui d6finit 
T~ poss~dc (a I -- 1) + . . .  + (a, -- 1) ~quations lin6aires ind~pendantes ; la 
dimension du sous-espace des solutions est 

l - -  [(a I -  1 ) - k . - . +  (a , - -  l)]-----2?a~-- [ ~ a ~ - - s ] = s  , 
1 1 

d'ofl s = h.  
Revenons au groupe G, et soient 0 ~ , . . . ,  0, les caract~res de G qui sont  

6gaux k 0~ sur To a ; l 'automorphisme ~x  permute  0 ~ , . . . ,  0,, car Cx con- 
serve chaque point de To ~ ; soit s le nombre des cycles de cette permutat ion.  
Passons aux param~tres angulaires de G O relatifs k T~ ; k 0~ 1 correspondent 
respectivement • ~ ,  et k 01, �9 �9  0~ cor respondent /~  . . . . .  p , .  Comme T~ est 
r~gulier, #~ - - / ~  n 'est  jamais un param~trc angulaire (i r ] ; i ,  ~ = 1 , . . . ,  n), 
et ~1 . . . . .  # ,  est une suite fondamentale  d 'un  sous-groupe Q de rang I de G O 
contenant  T~ et T~. Le normalisateur connexe N '  de x dans Q contient  T0 a e t  
est de rang h.  Remarquons  que To a contient un  sous-groupe U de dimension 
h -- 1 d~fini par #~(y) . . . . .  #,,(y) = 0 avec y eR0 ~ ; d'apr~s eette d6finition, 
U est dans le centre de Q. 

Soit main tenant  Q~ le facteur semi-simple de Q ; son toroide maximum T~ est 

d6fini dans R~ par les veeteurs du diagramme /~1 , . . . ,  P~. ~x  conserve Q~, 
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T0 a , ainsi  que l ' ang le  po ly6d re  f o n d a m e n t a l  /A 1 ~ 0 . . . .  , /z n >/ 0 d a n s  R~'. Le  
t o ro i de  m a x i m u m  du  n o r m a l i s a t e u r  c o n n e x e  de x dans  Q~ es t  d~fini p a r  
l 'dgal i t~ d e s / ~  dans  c h a q u e  cycle  r e l a t i f  s ~0 x ,  e t  la d i m e n s i o n  de ce t o ro ide  es t  
dgale s s .  Le  sous -g roupe  U e t  ce t o ro ide  e n g e n d r e n t  d a n s  Q un  sous -g roupo  
ab~lien c o n n e x e  de N t, de d imens ion  au  mo ins  dgale ~ (h - -  l) q- s ,  e t  au  
plus  ~ga]e ~ h ,  d 'ofi  s ---- 1. 

Proposition 4. Tout automorphisme intgrieur q~x d'un groupe de L:~' clos G 
conserve un toro'ide maximum T ~ de la composante neutre de G, ainsi que dans 
T ~ chaque point d'un toro'ide T~ maximum dana le normalisateur connexe de x.  
Lea caract~res de G relati/a d T ~ se rgpartissent en suites de caract~res dgaux aur 
T~ ; ~ x permute circulairement los caract~res de chaque suite. 

5. Caract~res associgs. R e v e n o n s  s x~T~ h) gdn~ra t eu r  de  Zq dans  T (^) e t  soi t  
01, . . . ,  0,  un cycle  de  la  p e r m u t a t i o n  des 0~ 1 indu i t e  p a r  C x .  Le  sous -espace  
/ / - - - - / / 1  -k" �9 �9 ~ - / / n  e s t  i n v a r i a n t  p a r  ~0 x ; soi t  ~ la  t r a n s f o r m a t i o n  ]in~aire 
o r t h o g o n a l e  i ndu i t e  p a r  ~ x  dans  H .  R e v e n o n s  m a i n t e n a n t  a u x  carac t~res  
g~:l re la t i f s  s T~a~; en v e r t u  de  la  p r o p o s i t i o n  2, on  a su r  un  g~n~ra teu r  v de  

m 

T~a~: X, ~: X~ si i ~ j ,  e t  t o u t  sous -espace  de R 2m ~- 2:/ /~ s t ab l e  p o u r  ~v 
es t  s o m m e  d i rec te  de 2-plans  du  t y p e  A~ (cf. n ~ 1). 1 

O r / / ,  s t ab le  p o u r  ~z  (z ~To l) es t  aussi  s t ab le  p o u r  C x ,  e t  es t  donc  s t ab le  
p o u r  t o u s l e s  ~ ( w T  ~h~ e t  en pa r t i cu l i e r  p o u r  ? v ;  ainsi,  H es t  s o m m e  
d i rec te  de  n p l ans  A~, d~signSs p a r  A 1 , . . . ,  A .  avec  les ca rac t~res  associ~s 
Z I , . - . ,  %,, 

Je dis que o~ lair tourner A 1 , . . .  , An d'angles en progression arithmdique 
de raison 2zt/n. E n  effet ,  a es t  d a n s  / /  une  t r a n s f o r m a t i o n  l indaire o r t h o -  
gona le  d ' o r d r e  q '  d iv i seur  de q ; de plus,  n e s t  un d iv i seur  de  q' ,  a v e c  q' -~ np .  
I1 ex i s te  dans  T~ u n  d l4ment  z te l  que  Cz fasse  t o u r n e r  A 1 , . . . ,  A~ d ' u n  
m S m e  angle  --2z~/q'; alors  z t ~ , . . . ,  zt, t o u r n e n t  de  ee m ~ m e  angle .  Si fl' 
d4signe la  t r a n s f o r m a t i o n  l in6aire i ndu i t e  p a r  ~vz d a n s / / ,  on a a f t '  -~ f l '~  = ft. 
Soi t  e~ u n  v e c t e u r  que l conque  d e / / 1  ; on p e u t  vo i r  que  fine I ~ e~ ; en  effet,  
fl~ ~- f l r~a ' ,  oh a ~ es t  une  r o t a t i o n  de ~1 d ' o r d r e  p, e t  f l~  une  r o t a t i o n  d e / / 1  

2 1 /  2 / /  
d ' a n g l e  - -  q--7- " n - -  - -  , ce qui  d o n n e  fl'~e~-~ e~. E n  r~sum~, fl p e r m u t e  

P 
c i r cu l a i r emen t  e~, fle~ . . . .  fl~-~e~. Or, los va l eu r s  p r o p r e s  d ' u n e  tel le  m a t r i c e  
son t  1, e,  e a . . . . .  e "-1 avec  e ---- e x p  (2~i/n) ; c e l a  p r o u v e  que  ~ fa i t  t o u r n e r  
A 1 . . . .  , A ,  d ' ang le s  respec t i f s  0, 2 ~ / n , . . . ,  2 ~ ( n  - -  1)In (avec  une  n u m ~ r o -  
r a t i o n  convenab le ) .  F i n a l e m e n t ,  si ~ : = t x  (t~T0~), r 1 6 2  fa i t  t o u r n e r  
A ~ , . . . , A ,  d ' ang l e s  en  p rogress ion  a r i t h m S t i q u e  de r a i son  2~/n.  
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Proposition 5. Soient T(a)(GI) ---- Tao + T~ ~) ~ - . . .  et T~(Go) deux sous- 
groupes abdliens associds respectivement d la composante connexe G~ et h la com- 
posante neutre Go du groupe dos G, avec T~o ~ T ~, T ~ =  G 1 . 

A tout caract~re 01 de G relati[ ~ T test  associge la suite 01 . . . .  ,0,, des carac- 
t~res de m~me esp~ce dgaux d 01 sur T~o ; les caract$res de G relati/s ~ T (a~ (G1) 
dgaux ~ 0 t sur T~o [orment une suite g~ . . . .  , Z~. Si  y~T~ ~), alors l'auto- 
morphisme q~y permute circulairement 01 . . . . .  0,, tandis que Z t ( Y ) , . . . ,  g~(Y) 
[orment une progression ggomgtrique de raison exp (2~zi/n) . 

w 2. Diagramme D (G1) 

1. Donn~es. Soient G u n  groupe de LIE clos, Go la composante neutre de G, 
G I une eomposante connexe quelconque, puis G o ~-G 1 -~-... le groupe 
engendr6 dans G par G1, T (h)(Gt) le sous-groupe ab~lien associ6 s G1, avec 
T (h) (GI) = To' + Ti h) + . . .  produit  direct To a • Z~, To' c Go, T~ h) c G1, l'dl~- 
ment  x �9 T~ h) ~tant un gdn6rateur de Zq cyelique d'ordre q. 

Soient encore To z l 'unique toroide maximum de G O qui contient  To h , puis 
Rto le diagramme de Go pourvu de ses param~tres angulaires ; soit ]: RZo-~T~ o 
l 'application usuelle de recouvTement (eft I, w 2, n ~ 1), /-l(e) ~tant  le r~seau 

unit~ 5z ; on a de plus une origine O situ6e dans le r6seau central -~l. 
S i c  est un  61~ment de To h voisin de e et r~gulier, il existe un poly~dre fon- 

damental  P(Go) de R 0 contenant  un repr~sentant de c voisin de O. Je  d~signe 
par R0 h le h-plan appliqu6 sur To h par / et qui contient  O, 

2. Ddfinition de R (a) (G1). Formons la somme directe R (a) de Ro' et du groupe 
Z des entiers rationnels. Je  pose g ---- (0, 1), R~ ---- (R0 h, 1), R ~ : ( R o ' ,  b). 
L 'applicat ion ], d~jh d~finie sur Ro a , va 6tre ~tendue ~ R ~a~. Je  pose 

[ , : R 'h' --. T (h' ] avec , ( t , k ) : / ( t ) x  ~ , ~,Rao . 

On a 

/ (A  + B) = [ ( A ) / ( B ) ,  /(R~) = x~Tho, ](R~) = Ti h), [(Rhq) = Tho. 

I1 nous sera utile ei-dessous de poss6der une d~composition de l 'application 
[ restreinte k R~, que je d6signe par [IR~. Prenons B fixe queleonque dana 
R~, b : [ ( U ) ,  et soient [ I :R~- -~R0  h d~finie par /~(A ~ - B ) : A ,  puis 
[~ : T0 a -~ T~ ~) ddfinie par [, (x) : b x. Alors 

[ I  R1 h : [ 2 f [ 1  ~ 

Cela permet d6j~ de consid~rer /I R~ eomme une application de recouvre- 
ment ,  R~ 6tant  un recouvrement simplement eonnexe de T~ a~. 



Nous pouvons aussi in t roduire  une m6tr ique sur R~ : en effet, le groupe elos 
G est un  espace de RIEMANI~ dont  la m6tr ique induit  sur To h , T~ h) une m6trique 
localement eucl idienne;  de plus, R0 l e t  R0 a sont des espaces euclidiens appli-  
qu6s isom6tr iquement  par  ] sur To t et  To a . Alors /~-1 ddfinit une mf t r ique  
euclidienne sur R~ par  la formule dist (B + A,  B + A')  = dist (A, A ' ) ,  cet te  
m6tr ique ne ddpendant  pas de B.  D 'au t re  part ,  la t r ans la t ion /~  est une iso- 
m6trie. On vol t  que ]]Rt  ~ ~- [~/]1 applique R~ isomfitr iquement sur T~ ~.  

3. Rgseau unit~ dans R(a~(G1). Soient A, B~R~, avec /(A) = / ( B ) ;  on a 
](A)[f(B)]-~=e, / (A) / ( - -B)=e,  ] (A - -B )=e  et  /(C)=e si C = A - - B ,  
ce qui prouve  que C est dans le rdseau unit6 ~t et  dans R0 ~ . En  rdsum6, 
1(.4) =/(B)  si et  seulement  si .4 - -  B e s t  dans la t race  sur R~ du r6seau unit6 
St; au t r emen t  cut, lea translations de recouvrement daws R~ sont ddfinies par le 
r~seau-trace 8o~ = 8,~ R~. 

Maintenant ,  les points de R ~ (G1) qui sont  appliqu6s s u r e  par  / forment  
un r6seau unit6 0, engendr6 par  ~o, et  par  qJ~R~. 

4. Caract~rea et param~rea angulaires. Diagramme. Soit 

0 : 0 1 , ' " ,  O. ; Z 1 , ' . ' ,  Z. (1) 

une ligne de caractbres associ6s, les n premiers 6 tant  relatifs ~ To ~, et  les n 
derniers ~ T {h}. Soient /z 1 . . . .  ,/~. les param~tres angulaires relatifs ~ To z qui 
correspondent  respect ivement  k 01 . . . . .  0 n. Je  fais correspondre au caractbre 
Z~ une  forme linfaire ~j dffinie sur Ra(G1) ~ l 'aide des formules 

~:~(t, k) = e (t) + k,~(d)  

avec x = / ( J ) ,  exp [2 : t i e r  ----- Xj(x), e(t) = g~(t), tr On a 

exp  ~:r (t, k) = ZJ[/(t) x I'] . 

Les X~(x) forment  une  progression g~om~trique de raison exp[2~i/n] com- 
p renan t  n termes, permut~e cireulairement si on multip]ie ces derniers par  
exp[2~ir/n] (r entier  arbitraire).  De lk r~sulte qu 'on  peut  6crire 

1 n - - 1  

n n 

e pouvan t  fitre remplac~ par  e + r/n, avec une numfirotat ion convenable.  
1 

E n  particulier,  on pout  supposer,  si c 'est  n6cessaire : 0 ~< e < - - .  A la ligne l) 
n 

correspondent  dans la ligne 2) les formes 

Q : P l , ' ' ' , P , ;  o + e k , o + ( e + l )  k , ' ' ' , ~ + ( e + - ~ n l )  k" (2) 
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Le,~ /ormes ~ ainsi introduites sont par ddflnition les param~res angulaires de G 
relati~s d T (h) (G1). 

Nous sommes en mesure main tenant  de ddfinir le diagramme D(G1) de sup- 
port R(a)(G1). Au sous-groupe singulier Uj noyau  de gj correspond par ]-1 
dans R[m une famiJle de (h -- 1)-plans parall~les distribude dans chaque R~. 
Pour earactdriser cette famflle, fl suffit de se restreindre s R~, ce que nous 
ferons d~sormais. Lorsque ~ varie de 1 ~ n,  nous obtenons dana R~ n familles 
de (h--1)-plans singuliers tous parallbles deux ~ deux, ddfinies par ~ s -  0 
(rood 1). Dana R0 a, ces familles coincident et sont ddfinies par ~ ~ 0 (rood 1). 

Toutes les ]amilles ainsi obtenues clans R~ constituent le diagramme D(G1) 
associd & la composante connexe GI de G. 

5. Isomdries dans le diaqramme. Considdrons A nouveau l ' involution S# 
associde au sous-groupe singulier U s dans T Ih~, qui conserve ehaque dldment 
de U s (voir w 1, n ~ 3) ; dtudions le relbvement de S s p a r / - ~  dans R~. Exami- 
nons d 'abord le centralisateur N s de U s dans Go ; To h e s t  un toroide maximum 
de N s, et nous avons dans R0 h le diagramme de N s relatif i~ To h ; ~ est le 
caractbre de N s relatif ~ To h, et les relations Q == 0 (rood 1) ddfinissent dans 
Ro h la famille de plans singuliers associds. On sait, par la thdorie classique, 
quc le rel~vement dans Rho de l'involution Ssl Tho relative d N# contient la symdtrie 
par rapport d tout plan 8ingulier Q ~ c entier, et en particulier la sym~trie par 
rapport d Q ~ O. 

Cela dtant,  relevons Ss] T(~ ~) ; il lui correspond dans R~ une classe 2o) F (Ss) 
de trans[ormations dont ]'a/firme qu'elle contient la symdtrie par rapport ~ tout 
plan singulier ~--_--_ 0 (mod  1). En effet soit Vlh un tel plan, B~Vlh, 
b ~- ](B)EU s, et rempla~ons ]]R~ par /2Ht (voir n ~ 2). Alors/1 transforme 
la symdtrie par rapport  i~ Vl^ en la symdtrie par rapport  ~ ~ ---- 0 dans R0 ~ ; ] 
t ransforme cette symdtrie en Ssl To ~ comme nous venons de le voir ;  enfin, 
/~ transforme Ss[T~o en SsIT~ ̂ ), en vertu de Ssb----b. En rdsumd, ] trans- 
forme la symdtrie par rapport  ~ V~a dans R~ en SslT(~ ~), et raf f i rmat ion est 
dtablie. 

Il est clair que la symdtrie par rapport  ~ tou t  plan singulier du  diagramme 
D(G~) conserve ce diagramme, puisque les involutions S s sont les restrictions 

T (a~ (G~) d 'automorphismes int~rieurs de G. Nous obtenons ainsi un dia- 
gramme D(G~) darts R~, au sens de E. ST~EF~L, avec un groupo kaldidosco- 
pique/ ' (G~) engendrd par toutes les symdtries ddcrites. Rassemblons les rdsul- 
ta ts  : 

Thborbme. Soient Gun  groupe de L~s dos et G~ une composante connexe quel- 
conque de G. Le groupe abdlien 

~o) [8], ddbut w 4. 

5 Commentari! MathemaUci Helvetici 
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(CI) = To' • = To' Ti  . . . .  

est I'image par l'application isom~trique / d 'un recouvrement euclidien 

R(a'(G,) = Rho + Z = Rho ,~..,R~,,~ . . .  (/(R~) = Ti  a)) 

avee I(A 57 B) ----/(A)/(B). Le noyau de / e s t  un  rdseau unit4 engendrg par 
la trace sur Rho du rdseau unit4 de R~o, ainsi que par le point unitg (0, q) = q J .  

A u x  sous-groupe,~ singuIiers de T (a) (G1) correspondent dans R~ des /amilles 
de (h --  1)-p/ans singuliers, parall~les et gquidistants dans chaque /amille, cons- 
tituant le diagramme D (G~). La  symdtrie par rapport d tout plan singulier du 
diagramme conserve ee dernier, et ces opdrations engendrent un groupe spatial F( G ,). 

6. Rdduction au cas semi-simple. Reprenons  le groupe G = G O + G 1 + .  �9 �9 ; 
on salt  que Go est localement  le produi t  direct  T ~ • G 0 oh T ~ eat la composante  
neut re  du centre  de Go, e t  G'  le facteur  semi-simple ; prenons z quelconque 
dans G 1, le toroide T0 a max imum dans le normal isa teur  connexe N , ,  puis 
T(m(G1) = {Tao,Z} = T~•  off Zq eat engendr4 par  xcT~  = zThocG, .  I1 
existe un toroide  max imum To ~ unique con tenan t  T0 a, e t  on a 

T~ = T"  x T~' (produit  direct local) T 0' c a s , 

Tho = T p' x T~" (produit  direct local) T "  c T p ; Tho" c T~" . 

�9 O' et  x engendrent  un  sous-groupe G' de G, de cumposante  neutre  G 0 puis- 
que x eat d 'ordre  fini et  eat 6changeable avec G' .  Avec G[ = xG' ,  on peu t  
prendre T ~" (G~) = T~" X Z~. 

Maintenant ,  lea caract~res Z~ s 'annulent  sur T ~', qui eat dans le centre de 
G o ;  alors lea param~tres angulaires associSs ~ sont  constants  sur chaque 
( h -  1)-plan parall~le ~ R p' (qui correspond ~ T~'). Cette  particulari t4 nous 
ram~ne au cas oh G O = G o est  semi-simple, avec h = h' ,  l = l ' ,  ce quc nous 
supposerons d4sormais. 

7. Tableau canoniquement ass~id & G 1 (avcc Go semi-simple). Consid4rons 
la suite fondamenta le  qui d~finit Pc = P(Go) (voir I, w 2, n ~ 1), e t  la permu-  
ta t ion  des 614ments de cet te  suite qui est  indui te  par  l ' au tomorphisme in- 
t~rieur associ6 ~ z ,T~ a). En  faisant  usage du w l,  n ~ 4, on peut  pr4senter les 
cycles de ce t te  pe rmuta t ion  pa r  lignea 

0~I~ f~2~ " " "~ 0~; t 

. . . . .  

, o ~  
(1) 
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les param~tres de la i-~me ligne se r6duisant sur R0 h ~ une forme lin6aire p~. 
Je  dirai que les valeurs sur A eRo l des formes (1) sont  les coordonn6es cano- 
niques de A ; de plus, Q:, . . . ,  e~ d6finissent un syst~me de coordonn6es sur 
Ro ~ . Remarquons  que n l ,  n~ . . . .  , n~ divisent l 'ordre r de G~ dans G/Go, car 
si z~T~ ~), z ~ est dans To ~ et  l ' automorphisme associ~ est l ' identi t6 sur la suite 
fondamentale.  On peu t  presenter  main tenan t  le tableau des lignes de para- 
m~tres associSs 

~ 1 : ~ ,  " ' "  , ~ . ~ : 0 ~  ~ - e l l c , ~ l - ~ ( Q ~ - - 1 - )  ]c, " ' ' , ~  + ( e l  ~, n ~ - - l )  k , n l  

Rempla~ons le point  unit~ J par  I = J -t- (--  e l , . . . ,  --  e~, 0). Le~ for- 
mules de ehangement  de coordonn~es song O* = ~ -t- ei k,  d'ofi le tableau 
sous forme canonique (en suppr imant  les a~t~risques) 

Q t :~ l , "  , ~ ,  : r QI~- /c n l - - 1  �9 . , - - ,  . . . ,  ~ l - ~ - - - - k ,  
nl ~1 

�9 , . 

~)h:Yl 'Y~a : ~h,QhJr k - -1  k.  , "  . . . .  , " ' "  , Qa~- na 

n h n h 

I I n e  d~pend que de la suite fondamenta le  de Go et  de la permuta t ion  in- 
duite sur cet te  suite par  un ~lSment de G 1 . Je  dirai que I e s t  un  point  origine 

dans R~. D'apr~s ce que nous avons vu (w 2, nO 4), le point  I - ~ - - ( ~ - , . . -  , ~ )  

(r~ entiers arbitraires) peu t  aussi ~tre consid6r6 comme origine, le tableau 
res tan t  canouique.  

w 3. Construction de diagrammes 

Je  consid~re toujours  le groupe de LIE elos G ~- G O ~- O 1 + - - .  la com- 
posante  neutre  G o 6rant  semi-simple ; in terviennent  aussi le recouvrement  sim- 

p lement  eonnexe G0 de Go, le centre Z ---- Z0 de Go, le sous-groupe V de Z 

tel que Go ~ Go/V, cet te  uuit6 V 6rant stable pour  l ' automorphisme in- 
t6rieur associ6 ~ un 616ment de G 1. Dans le d iagramme Ro t de G O relat i f  k To l , 
l 'unit~ est un r6seau (unit~) 61 don t  la t race sur R0 hes t  aussi la t race du r6seau 
unit6 ~h de R (h~ (GI). Ces r6seaux seront  6tudi6s et  construits  au w 4 ; ici, nous 
n'6tuclions que les diagTammes consid6r6s eomme ensembles de plans singuliers. 

1. Structure d'un cycle. Soient z~T~ h), q~z l ' au tomorphisme int6rieur associ6, 
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e t a  l 'effet de ~z dans R0~; considdrons une ligne quelconque de param~tres 
assoeids 

0 : P l  . . . . .  F . ;  $~ . . . . .  ~,, ; 

on salt que a pe rmute  circulairement les formes p~ . . . . .  F~ (w 1, n ~ 4) ; alors 

les vecteurs associ~s F 1 , . . . , / ~ ,  ont  tons la mSme longueur, et  la figure dc 
SCIILAFLI ~ (~=:) associde est du  type  

0 - - - - 0  . . . . .  0 0 0 . . . . .  0 �9 �9 �9 0 0 . . . . .  0 �9 

B~ B~ Bq 

Elle est formde de q blocs B I , . . . ,  Bq a y a n t  dvidemmcnt  tous un m~me 
nombre  p de points,  ~ cause de la t ransi t ivi td de {a} sur le cycle considdrd. 
Les blocs B~ . . . .  , Bq eux-mSmes sent  permut4s circulairement ct  transit ive- 
ment .  On peut  avoir p - ~  1, ce que j 'dcris p e =  1. Si p : > l ,  il existe un 
ent ier  s tel  que a~/~ ----/~ ; alors a s conserve B 1 sans se rdduire a l ' identi td 
s u r B  l , c e q u i e n t r a i n e  a ' / ~ l ~ - / ~  et  p =  2;  j e p o s e i c i  pq=:  2. 

Proposition. Si 0 : F~ . . . . .  p ,  ; ~ . . . .  , ~, est une ligne de param~tres angu- 
laires associds, alors le graphe de SCaL,~H associ~ d Pl . . . . .  t~,, est de Fun des 
types 

o o " o pQ-~ 1 
p :  IJi pn 

o o o o . . .  o o p ~ = 2  ( n =  2q) . 
p~ pq+ l p= pq+ ~ Pq P ~  

2. Diagramme D(N}  (diagramme rdduction).  Nous avons t rouvd dans le 
suppor t  R~ du diagramme D (GI) un point  I di t  origine paraissant  jouir  de 
propridt~s particuli~res;  dtudions le normalisateur connexe N de l'glgment 
x == ](I) .  C'est d ' abord  un sous-groupe de rang h de Go a y a n t  un toroide 
m a x i m u m  T~ ; en examinan t  le tableau canonique (w 2, n ~ 7), on voi t  que les 
param~tres  0, . . . . .  0h relatifs ~ T oh) (G1) s 'annulent  sur I ,  ce qui signifie que 
N e s t  t angen t  n o t a m m e n t  aux plans A ~ : , . . . ,  A~h (w 1, n ~ 1, 5), et les formes 
Q1 , - . . ,  Qh sent  des param~tres angulaires de N ;  comme l 'angle poly~dre 
0 1 > 0  . . . .  , 0 h > 0  dans R~ est intdrieur ~ P(G0), les formes 0 1 , . - . ,  0h cons- 
t i t uen t  ndcessairement une suite fondamenta le  de N .  Les param~tres an- 
gulaires •  •  •  de N sent  des combinaisons lindaires 
eoefficients entiers de 01 . . . . .  Qh, e t l e s  (h- -1) -p lans  Q i - - 0 ( m o d l )  f e rment  
dans R0 a le diagramme D ( N )  de N .  Notons  que N poss~de un groupe fini 
r  engendr~ pa r  les symdtries par  r appor t  aux  plans 01 = 0 . . . . .  0h = 0. 
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Je  dis maintenant que N e s t  un  sous-groupe (H)o de G o. 21) E n  effet,  le cen-  
t r a l i s a t eu r  C(N)  de  N e s t  dans  Tto puisque  N e s t  r6gulier  ; si c c C ( N ) ,  l ' au to -  
m o r p h i s m e  ~(c) conserve  c h a q u e  plan  / / ,~ . . . . .  //~,~ ainsi q u ' u n  vee t eu r  de  

Aq, e t  Its p ro jec t ions  de ce vec t eu r  sur  les / /~i  c 'es t -s  chaque  vec t eu r  

de H,1 ,  . . . .  H~,~ ; il r~sul te  de cela que ~ 1 ( c ) , . . . ,  ~ , ( c )  s en t  entiers ,  ainsi 

quc  fl~ (c) . . . .  ,7 ,h(c) ,  e t  c est  dans  le cen t re  de Go. Cela signifie que  N e s t  un  
sous-groupe  (H) de  G o ; comme  N a mSme d iagonale  pr inc ipa le  ~ : ~1 . . . . .  ~ 
que Go, c 'es t  bien un  sous-groupe  (H)o de G 0. 

On peu t  a jou t e r  que  N con t i en t  un  sous-groupe  pr incipal  7 de G O re la t i f  s 

la d iagonale  t ;  d'ailleurs22), on a ~ ---- X a , ~ ,  avec  Za~ ----- 1 e t  de plus  
a 1 := a 2 . . . . .  a , ,  vu  l 'effet  de a ,  d'ofi 

~1 1 -> 
- - - - ~ X  i . n l  

( rl ra , 0) (r, en- Le  no rma l i s a t eu r  connexe  de [(I ') ,  oh I t ---- 1 q- nl , ' n~ 

tiers} jou i t  des m4mes  propri6t~s que le no rma l i s a t eu r  de [ (I),  en 6 t an t  t a n g e n t  

n o t a m m e n t / ~  h 2-plans du  t y p e  Ae~ + r~' . 

Propos i t ion .  Soil 

[ ~1 : ~ l ,  " ' "  r162 : QI, "" �9 ,QI-[-  n l -  1 k 

~h: Yl ,  "'" , 7 . h :  QA, "'" , ~ q -  n h - 1  k 
nh 

le tableau canoniquement associd d la compoaante connexe G 1 du groupe de LIE 
clos G. Le normalisateur connexe N de x----/(I) o4 1 est l'origine (0, 0 , . . . ,  0, 1) 
de R~ est un  8ous-groupe (H)o ayant une suite [ondamentale ~1 . . . .  , Qa. Le alia- 
gramme D (N) de N e s t  enti~rement ddtermind par les vecteurs 

n l  1 

"'" ~ h ~  ] ~ - ~  

3. Diagramme intersection D r . Lea (1 - -  1)-plans singuliers de R0 t coupen t  
Re a su ivan t  des famil ies  de (h - -  1)-plans singuliers r e c o u v r a n t  dans  To a les 
sous-groupes  singuliers U s res t re in t s  5. To a. On a vu  que la sym6t r i e  pa r  
r a p p o r t  ~ chacun  de ces (h - -  1)-plans est  p r o j e ~ e  sur  une  invo lu t ion  St] Tao 
(voir  w 2, n ~ 5). De lit r~sulte que  l ' in te r sec t ion  D,~-~ D(Go)~,Rao est  un  

sl) [9], chap.  III .  
is} [9], p. 227. 
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diagramme, dit  d iagramme intersection par  d~finition. Pa r  quels vecteurs  est- 
il d6fini ? 

Si le param~tre  angulai re /z  1 de Go ne se r~duit pas sur Ro a /~ Fun des para- 
m~tres : [ : ~ d e N  (i ~<h), ona2a)  sur Ro h : ~ l = m ~ ,  o f i ~ e s t l ' u n d e s  •  
(i ~ h), soit ~ par  exemple en faisant usage de q~(N) et  en ehangeant  dven- 
tuel lement  les notat ions.  Alors, si pq~ = p~ = 1, on a #1 = ~,m~a~, d'ofi 
m = 1, e t / ~  est l 'un des a~, ce qui est contraire  & l 'hypoth~se. Si Pl = 2, 
fl v ient  m = 2 ,  / ~ = a 1 + % + 1  par  exemple (voir n ~  Dans ee cas, l~ 
famille des (h--1)-plans singuliers parall~les s ~1=0 est d~finie pa r  P l~ l -~0  

(mod 1). Les vecteurs qui d~finissent le diagramme sont  Pl ~ ~ . . . . .  P~ea. 

Proposition. L'intersection D,~ = D(Go)~,Rao est un diagramme de support 
Rao , ddterming Tar les vecteurs 

p ~ q ~ , . . . ,  papa (p~ ---- 1 ou 2). 

Remarque. Si Pl = P2 . . . . .  Pa---- 1, alors les diagrammes D (N) et  D~ 
coincident.  

4. Formation du diagramme D (G1). Consid~rons 91, avec P~l = Pl = 2, et  la 
]igne assoei~e 

k 2 q -  l ]C (n I 2q) 
Q I : ~ I ,  "'',~2q:Q1,Ql+ 2q , Q I +  2q 

alors a 1 -~ aq+l, a~ + %+2 . . . . .  aq + azq sont  dgaux & 2 ~1 sur Ro h , et fl n 'y  
a pas d ' au t re  param~tre  angulaire qui se r4duise & 2 o 1 sur R0 h (volt n ~ 1). 
Cela donne une ligne de param~tres associSs 

2~1 : ~X 1 - ~ - 0 ~ , + 1 , . . .  , 0r162 : 2Q1 ~ - y l ] r  . . -  , 2~1-~-(~)1-~- ~ ) k  . 

Quelle est la valeur  de ~1 ? Remarquons  que l 'on peu t  supposer 0 ~ r 1 ~ 1/q 
(w 2, n ~ 4). On ne peut  avoir  v 1 2_-- 0 ; dans un tel  cas, N serait t angen t  
A2ql, et  Q~, 2 ~  seraient des param~tres angulaires de N ,  ce qui est impos- 
sible. Ainsi, 0 < v I < 1/q, et  le plan 2 ~1 -~- ~1 : 0 de R~ est entre Q1 : 0 et  
~1-----  1/2q, e'est-h-dire entre  deux plans eons6cutffs de la famille des 
~ l + p / 2 q = O ( m o d l ) .  Comme la sym~trie par  r appor t  & 2 Q 1 +  ~ : 0  
conserve D(G1) , le plan en quest ion eat au milieu, e t e s t  d~fini par  ~ 1 : - - 1 / 4 q ,  
d 'oh r l :  1/2q. 

is) [9], p. 239. 
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Proposition. Si  p~ = 2, on a lea deux  lignes associ~es 

k 2 q - - 1  k 
0 1  : 0 ~ 1 ,  " " " ' 0C2q : 0 1 '  0 1  ~ -  2 q - '  ~ " ~ ' e l  "~-  2 ~ q - - - -  ' 

k 3k - - 1  k .  
. . . . .  ~ . , 201 : ~1 + ~ + 1 ,  " �9 �9 ~q + ~20 : 201 + ~ 2~ + 20 201 + 2q 

. . . . .  20 

En  appl iquant  qS(N) ,s 0 1 , . . . ,  0a, PlQ1 . . . .  , PaQa, on ob t ien t  routes lea 
t races  sur R0 n des param~tres  angulaires de Go e 'est-~-dire aussi tou tes  les t races  
des param~tres  angulaires de G1, d'ofi le tab leau  t e m p l e t  a~soei6. Par  quels 
veeteurs peut-on ddterminer le diougramme D ( G I ) ? 

Dana R~, nous avons  lea families 0~ + p/n~ ~_ 0 (rood 1) avec p----0, 1 . . . . .  
n i - -  1 en supposan t  p~ = 1 ; on d~finit d 'un  seul coup t o u s l e s  plans singu- 
liers parall~les k 0~ ---- 0 dana R~ en posant  niQ ~ ---- 0 (mod 1). Maintenant ,  
si p~ = 2, on aura  les deux familles 0, + p/2q~ ~- 0 et  2 q~ + p/2q~ - -  0 (mod 1), 
que l 'on d~finit s imul tandment  en posant  p~n~ 0 i - - 0  (rood 1), avec n~=2q~ .  
En r~sum~, on a dana tous lea cas la formule unique p~n~o ~ ~__ 0 (mod 1), 

et  le d i ag ramme D ( G  0 sera d6fini par  lea veeteurs  p x n 1 0 1 , . . . ,  pnnho~,  ou 

p l . ~ x i  . . . .  , phZT~ (voir proposi t ion n ~ 2). 

Th~ori~me. Le d iagramme D (G1) assoeid d la suite [ondamentale 

al ,  . . ., a,~ ; fll . . . . .  ft,, ; ' "  ; 71, " . ", 7,n 

et d la permutat ion automorphique qui indui t  une  permutat ion circulaire sur  

chaque suite partielle, ce d iagramme eat dgfini par  lea vecteurs 

e l  = P l  Z ~ i  --~ p l n x 0 x  . . . . .  On = Pn ~V Y~ = P n n n o ~  �9 
1 1 

Le  coe/ficient p~ est ggal 5 1 si lea vecteurs correapondants sent perpendiculaire~ 
cleux d deux,  s inon p~ = 2. 

P o l y ~ r e  ]ondamental P (G1). Ce qui precede pe rme t  d ' in t rodui re  dana R~ un  
ayst~me de coordonn~es cart~siennes 0~ . . . .  ,0~ d 'or igine I ,  avee  0~i(A) ---- 

--  O i �9 I A .  Lea in6galit~s 0~1 > / 0 , . . . ,  ~ ~ 0 d~finiaaent un angle poly~dre 
fondamen ta l  du d i ag ramme D(G1) qui cont ient  un poly~dre fondamentM 
a y a n t  un aommet  en I ;  noua avons ainsi par  d6finition le poly~dre fonda-  
men ta l  P(G~), d~fini par  des in6galit6s 

l t / f 
01 ~ 0 , ' " , 0 n  ~ 0 ;  ~o~ ~ 1 . . . .  ,wr  ~ 1  , 

sen t  les formes dominantes  correspondantes .  off les eo~ 



T o u t  ycG 1 poss~de dans P(G 0 au moins un  repr6sentant  Y, ](Y) ~tant  
un  conjugu6 de y re la t ivement  s G o. Le domaine fondamenta l  ~(G1) d'dld- 
ments  de G 1 conjugu6s re la t ivement  ~ Go est dans P (Gs ) ;  son dtude sera 
abord6e au w 5. 

6. Structure du normalisateur d'un gldment de T~. Nous avons d6j~ 6tudi6 
le normal isa teur  N de x = ](1) oh I e s t  origine dans R~ ; quelle est en g6nd- 
ral la s t ructure  du normal isateur  N ,  d ' u n  61dment y quelconque de G 1 ? I1 
suffit de prendre  y~r~h), et  Yr avec y = ](Y). 

D 'abord  N~, qui possbde un toroide max imum To h, est un sous-groupe de 
rang h, de d iagramme situd dans le recouvrement  /~o h de T0 h. Cela dtant ,  
par  Y passent  un certain nombre  de plans singuliers du diagramme D(G1) , 
fo rmant  un ensemble R1. Chaque plan de R1 appar t ient  /~ une famille 

m e  A- k --p ---- c ,  oh c e s t  un entier  variable (p constant ,  m = 1 ou 2) ; alors 
n 

m e est un param~tre  angulaire de N~ ddfini sur R~, avec N~ tangent  au 
2-plan Am~+k~/,. Rdciproquement ,  tou t  param&tre angulaire de N~ est ob tenu  
de cet te  mani~re. Les (h - -  1)-plans m e  = 0 correspondant  dans /~o a aux 

plans de Rs fo rment  un  ensemble R0 ddduit  de R0 par  la t rans la t ion  YO, et  

les vecteurs m e sont  les vecteurs  du diagramme de N ,  dans Ro h . 
Remarquons  qu 'un  angle poly&dre fondamenta l  ~Io de N~ dans Ro est d6j& 

repr6sent~ par  9i 1 dans R1, ~ l 'a ide de la t rans la t ion  O l } appliqu6e s ~o ; 9~ 
n 'est  traversfi par  aueun (h - -  1)-plan singulier issu de Y (sinon 9~ o ne serait  
pas fondamenta l  dans Ro). 

Supposons ma in t enan t  Y CP (G~), ce qui est toujours  possible;  je ddsigne par  

' ' (nulles sur Y) ed~ , ' ' ' ,  e~s (I) 
t o ~ , . . . ,  ~ (dgales ~ 1 sur Y) 

enti6res sur Y. Elles ddfinissent un angle polybdre ill, toutes  les formes e~, o~ 

eireonserit  ~ P(G1);  l 'applicat ion m e -t- k p -+ me d e t o u t  h l 'heure fair cor- 
n 

respondre aux formes (1) des formes 

e~l ' ' ' "  ed, (2) 

O) I , . . . ,  O)Ik 

d~finies dans R~, eons t i tuant  une suite fondamenta le  de Ny. 
La  s t ructure  de N v est p ra t iquement  ddtermin6e en deux temps : 

"-~I -)'! -'>! ' ' "-~I a) e al, " " ", ed,, - -  oJ~, , . . . ,  - -  o~lk donnen t  l 'angle 9/1 par  simple lecture de 
la figure de SCHLXFLI de P(G1), 
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b) Qa~ . . . . .  O a , , -  co h . . . . .  - - co~  const i tuent  la figure fondamenta le  de 
N~. En  particulier, si Y est un sommet  de P(G1) et  si N e s t  simple, on a un pro- 
c~d~ anMogue & celui d&r i t  dans [1]. 

w 4. Construction du r&eau unit~i 

1. Elements du centre dans le toro~de caractdristique T~. Reprenons  les 
notat ions ddj~ introduites  (Chap. I, w 2, n ~ 1, et  I I I , w  3 introduct ion)  avee 

encore [-l(e) ----- ~-I(V) = ~, et Z('~ ---= ~-~(Z)~,P(Go). 

Je  dis que ~est  biunivoque sur Z ' l ) :  en effet, si A , B ~  Z (t' avec ~(A)-----7(B), 

a]ors A/~ est un vecteur  de ~ ar&e de P(Go), ee qui est impossible si A @ B.  
Maintenant ,  si yeSr~ a), l ' automorphisme ~vy est repr&ent6  par  une trans- 

format ion  lindaire a dans R~; a conserve P(Go) et  permute  circulairement 
les dlgments de chaque suite partielle dans a 1 . . . .  , a,~ ; . . .  ; 71, �9 �9  7-a �9 Le 
point  A de coordonndes canoniques 

a l  , . . . ,  a n  1 

bl , . . . ,  b,, 
A =  

~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6  

C l  ~ , , �9 ~ C n  h 

e t  o n  a (1) ( y)7 = 

est appliqu4 sur aA = A '  =- 

an~ , al ~ a2, � 9  anl-1 

b~,, b~, . . . ,  b~,_ 1 

o o o o , o . o o o o o , o o o o o  

C n  h ~ C l  ~ �9 . . ~  C n h - - 1  

ore dgsigne par V1 le sous-groupe des glgments de Z ----- Zo centre de Go qui sont 
conservds Tar q)y. On a 

v l  = ; (2) 

en effet, si a ,  Vl,  il existe AEZ' t ' ,  avee 7(A) = a ;  aA --~ B entralne 

"[ B ---- ]'a A = (cfy)T(A) = ( q J y ) a = a = T ( A ) ,  d'oh A----- B puisque 7 est 
b iunivoque sur Z (t), et  oA ---- A,  ce qui implique A ~R~, A c Z~i)~ R~. Inverse- 

ment ,  si A E Zr on a 7(A)~Toa~ Z c  V~. On peut  4crire imm4dia tement  

v l  = To . (3) 

Cherehons enfin l ' interseet ion du centre Z o de Go et  du toroide caraet4ristique 

To a. Cela revient  ~ chercher les z~ Z tels que +lz~T~. I1 existe u~T~ avec 

;~u=;~z,  d 'oh  A ( u - l z ) = e ,  u - l z ~ V ,  u , Z ,  u , Z , - , T ~ ,  u c V  1 (formule3) ,  
e t  z ,  VV  1. R4eiproquement ,  si ze VV  1, on a ;~zcT~. I1 vient  Zo,-, T ~ = 

V V I "~- ~ V 1 

Z0t~ T~  = ~ V 1 , (4)  
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P r o p o s i t i o n .  Lea ~l~ments du centre Z o de Go qui ~ont dans le toroide carac- 
~ristique Tao 8'obtiennent en pro~etant canoniquement lea gldments centraux 
du poly&lre ]ondamental P(G1) qui sont stables pour l'isom~trie associge d G 1 . 

Remarque. Les ~l~ments de Z o qui sont  stables pour  ~vy fo rmen t  un sous- 
groupe Vo qui cont ient  ). V1, et  qui peu t  en diff~rer. 

2. Construction de T[h)(G1). D'apr~s  le chapi t re  I,  w 3, le groupe de LIE 
clos G non connexe cont ient  une extension 3 du centre Z 0 de Go, cet te  ex- 
tension caract~risant  G en ran t  qu 'ex tens ion  de G o ; de plus, 3 est le centrali-  
sa teur  d 'un  sous-groupe principal  de G 0. J e  me restreins dans  G au sous- 
groupe ffJl qui est engendr~ par  la composan te  connexe 6tudide G1, et j ' appel le  
r l ' o r d r e d e G  l d a n s G / G  o; jepose  3 1 = 3 ~ G l : Z o ~ - Z l + ' " ,  a v e c Z  1CG 1. 

Prenons  x quelconque dans  Z~, eet  ~ldment ddfinissant T (h) (G~). On a x~c Z o 
et  m~me x '~ Vo. Deux  cas sont  possibles 

1. [ XrE), W 1 I ; alors x~cTao, et  T 'a ' (G, )  poss~de e x a c t e m e n t  r eomposantcs  

connexes ;  il existe dans  ce cas un sous-groupe Z,  de T(h)(G~), tel que 
TIh)(G1) ~-Tao• (produit  direct). Alors (~Ji est un produi t  semi-dircct  
(G o • Z,). L '~ldment  x est un g~ndrateur de Z,  si x ~ ---- e. 

2. [ x~r ; il existe ici un ent ier  p > l  m i n i m u m  tel que x~'r~Tao . ll 
I I 

existe un  sous-groupe Z,~ de T (a~(G1) avee T (hI(G1) = To a • Z , , ,  p des com- 
posantes  connexes de ce groupe ~tant  dans  G o. 

Rema quons eec : L o r s q u e  G0 = o n  a V, = V, = Vo et  g, 
est un produi t  semi-direct.  De mSme, si G o = ~,o/Z, on a Z o ---- e, x ~ ---- e, 
et on a aussi un produi t  semi-direct .  

Th6or~me. Toute extension cyclique finie d' un groupe de Llg dos connexe semi- 
simple, simplement connexe ou de centre rdduit d e, eat un produit semi-direct. 

3. Rdseau-trace. Notons  ~oh- - - - -~R0  a le r6seau-trace min imum,  et 
~oa ----- 8 ~  Ro a le r6seau-trace.  J e  dis qu 'on  a 

~ 6 o a =  V~V1 . 

En  effet, si A~5o~ , on a ce r ta inement  ~A~V puisque ~6~ ---- V; A~Rao en- 

t ra lne  aA- - - -A ,  7AaV1, d'ofl ~8o~CV,-,V~. Mainten~nt ,  si a~V~,V~, 

i l ex i s t e  A a Z  ~*~, avec 7 A - - - - a ;  o n a  A~O~, et A~R0 a e n v e r t u d e  (q~x)a----a 

comme  au n ~ 1 ; ainsi, A ~o~ ,  et  7 appl ique  5oa sur  V~ V1. On peu t  ~crire 

= 7 - ' (  w R.  
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ce qni mont re  que ~o~ est engendr~ par  ~-1 (e),~ R~ = ~oh et par  les sommets  
de P(Go) qui repr6sentent  V~ V 1. 

11 ne reste plus qu'/~ construire "[-l(e),-,Rho = ~ , R o a ;  on sait que ~ est 

engendr6 par  les extrfimit6s des 1 vecteurs 2~ / c~  . . . .  , 2~ i /7  ~. Si 

v = Zai2oci/o~ ~ -@. . . - I -  Zci2~,i/~, ~ (a,, . . . ,  c~ cutlers) 

0~ �9 , , .  , est dans R , on a a v = v ,  d'ofi a 1 . . . . .  a ~ ,  ;c  1 . . . .  c,h et  rdci- 

proquement .  Les h vecteurs 2 2 : c ~ / ~ , . . . ,  2277~/?~ forment  done une base de 

~oh. Un calcul facile prouve  de plus que 22:~i/~ ~ = 2plO1/(px~l) ~, . . .  en 

sorte que f inalement on a la base suivante pour  ~0n : 

2 p~ e~/(p~ e l )  ~ . . . .  , 2 p ~ e ~ / ( p ~  e~) ~ �9 

4. Construction du  rdseau unitd de R(hI(G~). Ce r~seau unitd a dt~ ddfini au w 2.. 
Comme nous connaissons ~oa, il ne reste plus qu's  t rouver  O 1 dans Rqh = (Ro,h q) 
avec ] ( 0 1 ) =  e (q est le hombre  des eomposantes connexes de T (a~(G1). 

La  droite 00~ perce R~ en un point  J avee q J  = O~ ; prenons x ~ Z  1 (cf. 
n ~ 2), et I~R~  tel que ](I)  = x .  Comme x est dans le eentral isateur d ' un  
sous-groupe 7 principal de Go, alors le normalisateur  N~ de x est un  sous- 
groupe (H)0 de Go, de toroide max imum To h. Une suite fondamentale  de N~ 
s 'obt ient  par  restr ict ion ~ Ro a des param~tres angulaires d 'une  suite fonda- 
mentale  de Go; on peut  prendre  Q1, . . . ,  Qn. I1 existe alors h param~tres an- 
gulaires o~ + r~/n~ (i = 1 . . . .  , h) entiers sur I ,  et ee point  est une origine 
d a n s / ~  (cf. w 2, n ~ 4, 7). On a x q = wTao.  L'~ldment v e s t  dans le centre Z 0 
de G O et dans T~ ; il peu t  ~tre repr~sentd dans Z (~) par W ~ R ~ .  On a ainsi 

qleR~q , q I - -  W~Oa . 

Posons J = I = W/q.  Cette formule permet  dans t o u s l e s  cas de situer J 
dans P (G~), en faisant  ~ventuel lement  usage d 'un  automorphisme int~rieur de 
G conservant  T(a~(G~) et T(~ a). 

Th~or~me. Le rdseau unitg ~ de R ~a~ (G~) est engendrd Tar les extrdmitds des h 

vecteurs 2 p ~ j ( p ~ o ~ )  ~, par les sommets de P(Go) situgs dans V,-, V~, et par le 
point  q J ,  ole J = I - -  W/q ,  W dtant un reprdsentant de x q dans P(Go), avec 
x -----/(I), I dtant origine dans Ral . 
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w 5. Domaine fondamental 23 (G1) d'616ments eonjugu6s 

1. Rdduct ion du probl~me. Pour  t rouver  dans le poly~dre fondamenta l  P (G1) 
un domaine fondamenta l  ~(G1) d'6ldments conjugudes re la t ivement  h Go, 
il faut  chercher  parmi les isomdtries du diagramme D(G1) celles qui sont  in- 

~(h)_ ~,(h). autre- duites par  des automorphismes intdrieurs ~z avec z EGo, (q~z)~'1 ----1 , 

ment  dit, il fau t  chercher le normal isateur  N (T(~ a)) de T~ a) dans Go. 
Soit done z~Go,  avec (qDz)T(~a)----- T~a); on a cer ta inement  (q~z)Tho = T~ et 

(q~z)T~ : TZo; l 'op~ration ~z induite  dans R0 a applique le poly~dre fonda- 

m e n t a l P ( N )  sur P ' ( N )  et  il existe b e N  avec ( ~ b ) P '  ~ P ;  alors ~ b z  con- 
serve P ( N )  ainsi que P(Go),  avee bz~ Go, ce qui entraine bzcTlo.  A l'aide de 
~b (N), on peut  donc se ramener  s la recherche des a e To ~ tels que (~ a) T(la): T~ a), 
qui cons t i tuent  N(T(~a))~Tto. 

Consid~rons un tel dldment a,  et  soit xET(la); on a par  hypoth~se 
a x a  -1 = b x ,  avec b~Tao, d'ofi a x a - l x  -1 ---- b ; or x a x  -1 ~- a' est in- 
ddpendant  de l 'dldment x choisi dans T~ h}, en sorte que l 'on peut  dcrire 

�9 a a  '-1 = b~Tao . (1) 

R6eiproquement ,  si un  ar  v~rifie cet te  relation, alors ( q a ) T ( ~ =  T(~ a . 
Remarquons  que (~a) multiplie ehaque dldment de T(~ a) par  b fixe (translation 
dans T(~a)). 

2. Recherche des a~T~ tels que a a  '-1 = b r Introduisons dans R0 ~ le sous- 
espace R ~-a to ta lement  or thogonal  ~ R~ issu de O. I1 est constitud pax' l 'en- 
semble des points (coordonn6es canoniques) 

X l ,  X 2  ~ , �9 �9 ~ X n  1 

X . . . . . . . . . . . . .  avec X x ~ = O , . . . , X z ~ - = O  . 

Z l  ~ Z2 , �9 . .~ Zn h 

On peu t  rcmarquer  que pour  tou t  A e R ~ ,  on a A - -  A ' c R  l-a (cf. n ~ 1). 
Soit ma in tenan t  acTlo vdrifiant (1); prenons A ~ R ~  avec ] (A )  = a ;  on a 

A - -  A '  ~ L * E R  l-a, et  

/ ( L * )  = / ( A  - -  A ' )  = / ( A ) / ( - - A ' )  = a a  '-1 ~- beTao . 

On a / ( L * ) ~ T ~  et  le sous-espace L* A-R0 a cont ient  un  filament L du  r~seau 
unit~ 0t. Rdciproquement ,  soit L c~ t puis L* sa project ion or thogonale  sur 
R l - h ;  formons le syst~me A - - A ' - - L * ;  les n I premieres ~quations sont 

- -  , . . . . .  , - -  l *  oh XI* = 0 . a 1 a,, 1 = l ~  a 2 a 1 l ~ ,  a,~, a n x - 1  = n l  
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Elles a d m e t t e n t  la solution 

= Z*, = Z* + 1", = l* + l* + . . . .  , = Z* + . . .  + Z,*, = 0 .  

Les h - -  1 autres  lignes du syst~me fournissent  des rSsultats analogues.  
Cela p rouve  que le syst~me A - -  A '  ~ L* est toujours  r~soluble. 21 d~signant  
une  solution, on peu t  ~crire 

A - - A ' = L + ( L * - - L )  off L * - - L ~ R a o  
puis : 

/ ( A  --  A ' )  -~ / ( L ) / ( L *  - -  L) et aa '-1 = / ( L *  - -  L)~Tao . 

Proposit ion 1. On obtient tons les a~TZo tels que aa'-IcTao en prenant les 
A~RZo tels que A - -  A '  -~ L*,  04 L* ddsigne la projection sur R t-a d 'un dld- 
ment L quelconque du r~eau  unit~ (~z. 

La  formule b ~ - / ( L -  L*) mont re  de plus qu 'on  obt ien t  les b de 
aa 1-1 ~ b~T~ en fo rm an t  les ~l~ments du type  L - -  L* ; or un  tel  ~l~ment 
n ' e s t  pas  aut re  chose que la project ion de L sur R~. 

Proposit ion 2. Les dldments b susceptibles de figurer dans a a ' - l ~  bETao 
sent lea images par / des projections sur Rao des points du rdseau unit~ ~ .  

Considdrons m a i n t e n a n t  un syst~me de g~ndrateurs du r~seau 8~ : L1, L 2 . . . .  
e t  soit L ~-- l l L  1 ~ 12L2 -[-. �9 �9 un ~l~ment queleonque de ee r~seau (l~ entiers). 
On a L * ~ Z l i L  ~ ; soit A~ une solution de A - - A '  ~ -L*  et posons A -~ZI~A~. 

! * 
On a A - - A ' - ~ X I ~ A ~ - -  (ZliA~) p -~Z l~A~- -Z l~A~  -~Xl~(A~- -A i )  ~--Xl~L~ -~L*. 

Proposit ion 3. On obtient un syst~me de gdndrateurs du sous-groupe des a ~ T~ 
tels que a a ' - l ~ T ~  en r~solvant les syst~mes A - -  A '  -~ L* 04 L* est la pro- 
jection sur R *-h d 'un  dldment L qui ddcrit un syst~me de g~ndrateurs du rd~eau 

unit~ (~. 
R e m a r q u o n s  que si A est  une solution de A - -  A '  = L*, t o u t  A -[- t off 

t~R~ est  aussi une solution. 

3. Constructions. Un syst~me de g~n~rateurs du r~seau unit~ 8, eat donnd 

par  les extr~mit~s des 1 vecteurs  2 ~ / ~ ,  ~ ~ . . . ,  2 ? ~  et par  lea sommet s  de 
P (Go) qui appa r t i ennen t  au r6seau unit6 ~t. 

+ + 1_-~ 
Proje tona ces g~n~rateurs sur Roa; la project ion de a ,  sur  R~ est ~ - - ~ 2 . ' a , .  

E n  effet, c ~ - x = c ~ . x  pour  t ou t  x~Ro a ent ra lne  X ~ . x - - - - - n ~ . x  , 
- ~ - ~  1 -~ "-~-~ "~ "~ -~ 
x (a~ - -  - -  2 :~ )  ----- 0, x ( ~ - -  ~ ) = 0  et 0 ~ - - a ~ r  a. Cela dtant ,  l a p r o -  

n l  -)" -)~ --~ -~2 . 
ject ion de 2 a , / ~  sur Re a est  2~1/o~1, u n  ealeul facile mon t r e  encore que cet te  
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pro ject ion s'~cri t  2~i/~x z avee ~ l : n l p l ~ x  (of. w 3, n ~ 4) ; or 2Q~/~ i (~= 1 . . . . .  h) 
est un  syst~me de g6n~rateurs du r6seau m i n i m u m  de D(G1). 

Proposit ion 4. La  projection Bur R~ du rgseau minimum de G o correspond 
aux translations du rgseau minimum du diagramme D(Gx). 

Ces t rans la t ions  ne sont  pas en g~ndral des t rans la t ions  de r ecouvremen t  ; 
on les ob t ien t  s l 'aide de prcdui t s  de sym&ries  par  r appo r t  's des (h - -  1)- 
plans singuliers parallbles du d i ag ramme D(GI). 

Les s o m m e t s  de P(G0) qui sont  dans le r~seau unitd fournissent  pa r  pro- 
jection d ' au t res  t ransla t ions .  Supposons  pa r  exemple  que le s o m m e t  1" 1 oppos$ 

la face a I = 0 dans  P(Go) soit  dans  Oz- Les coordonndes canoniques de 

P1 sont  

P I  

1 , 0  . . . .  , 0  
0, 0 , . . . ,  0 

. ~ 1 7 6 1 7 6  

0 , 0 , . . . , 0  

d'ofi P*  ---- 

1 - -  1 / n l , -  1 / n l , . . . , -  1/n 1 
0 ,0  , . . . , 0  

~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6  

0 ,0  , . . . , 0  

1/nl, 1/nl . . . . .  1/nl 
0 , 0  , . . . , 0  

A B . . . . . . . . . . . .  

0 , 0  , . . . , 0  

ou B(1/n 1, 0, 0 , . . . ,  0) en coordonn~es Q~. Alors --  OB est  une t rans la t ion  
du d i a g r a m m e  D(G1) conse rvan t  ce d iagramme,  et  induite  par  l ' au to-  
morph i sme  in t&ieur  ~ a  avec  a = / ( A ) e T ~ .  On aura i t  des rdsultats  ana-  
logues avec  d ' au t r e s  s om m et s  de P(Go) a p p a r t e n a n t  ~ (i~. 

Si G o = Go est s implemen t  connexe,  de telles t rans la t ions  n ' ex i s ten t  pas 
et  il n ' y  a que les t rans la t ions  du r&eau  m i n i m u m  de D(Gx). Cela ent ra ine  
le thdor~me : 

(n I - -  1 ) / n l ,  ( n  1 - -  2 ) / n x , . . . ,  1/nl, 0 

0 ,0  , . . . , 0  ,0  

~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6  

0 , 0  , . . . , 0  ,0  

Th6or~me. Le poly~dre /ondamental P(G1) est un domaine /ondamental d'gld- 
ments de G~ con]uguds relativement d G O si celte composante neutre est simple- 
ment connexe. 

Ce th6or~me &air  bien connu dans  le cas G x ---- G o. Dans  le cas g~n6ral, con- __. 
na issant  encore les t rans la t ions  OB, on pour ra  t rouver  dans  P(G1) un 
domaine  fondamenta l  ~ (G1) d '~l~ments de G 1 conjuguds r e l a t ivemen t  & Go, 
Sventue l lement  plus pe t i t  que P (G1). 

-)-! -)-! 
Pra t iquemen t ,  on consid~re dans  D(GI) le r e p ~ r e  ql . . . .  , Qa d 'or igine I ; 
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! f2 le r4seau minimum est form~ des extr4mit~s des vecteurs  2Q~/~ et  de ]eurs 
combinaisons lin4aires ~ coefficients entiers. Cela 4rant, les autres trans- 

lat ions OB sont  d4termin4es par  les composantes covar iantes  b i de O-B dans le 

syst~me (~'). On forme alors la matr ice  (g~j) = (~.Q~),  puis l ' inverse (g~J) ; 

alors b ~ = g~ibj, ce qui permet  de comparer  d i rec tement  les t ranslat ions OB 
celles du r4seau minimum. Dans les exemples t rai t4s  ci-dessous (w 6), j 'ai 
utilis4 cet te  m4thode sans pr4senter le d4tail des calculs. 

4. Recherche des a ~ T~o invariants par ~ x,  o~ x ~ T~ ~). Ici, on cherche les 414- 
ments  a~T~o avec a a ' - l =  e, ou a = a ' ;  la th4orie ei-dessus s 'applique 
avec b ~ - e .  L -  L* est dans le r~seau unit4, ainsi que L* .  Ainsi, on  
0bt ient  t o u s l e s  a~T~o tels que a = a '  en prenant  les A~R~o tels que 
A --  A'  = L*, le point  L e t  sa projection sur ROb 4rant dans le r4seau unit4. 

Remarquons  que les hombres a~ --  a~ ,  a~ --  a I , . . . ,  a . :  - -  a~,_~ sont  entiers 
puisque L* est dans (~. Or, on peut  faire varier A dans A + Ro b sans changer 
L* ,  ce qui permet  de supposer a~,, b , , , . . . ,  c,a entiers ; alors a l ,  a~ . . . . .  a.~_l 
successivement sont  aussi entiers, ainsi que les b~ , . . . , c~ .  Cela signifie que 
A + Rob cont ient  un  point  du r4seau central,  e t  la ela~se aTo a rencontre  le 
cenire  Zo de Go. 

Proposition 5. Si  x~T~ ~, le normalisateur de x clans T~o est engendrd par 
Tob et par les gldments du centre de G O gchangeables avec x.  

w 6. Etude des groupes simples 

1. Rdduction au cas simple. Dans le w 2, n ~ 6, nous avons opdr4 une r4duction 
au cas semi-simple ; ici, je me propose de t ra i t e r  i~ nouveau ce t te  question, 
en e f fec tuan t  une rdduct ion plus complete ; le cas oh la composante  neutre  est 
simple subit  de plus un  examen d6taill4. 

Je  consid~re un  groupe de LIE clos G = G o A- Gl + "  �9 extension cyclique 
finie de sa composante  neutre  Go, G1 dtant  une composante  eonnexe g4n4- 
ratr ice ; on peut  4crire 

1) Go = T v • Box • �9 �9 �9 • Got (produit  local direct) off T ves t  la composante  
neut re  du  centre de Go, l 'automorphisme int4rieur r  indui t  par  xr per- 
m u t a n t  cireulairement les facteurs simples ffi~i . . . .  , ffi0~ t dans (~o~ (i----- 1 . . . .  , t). 
Comme je l 'ai souvent  fair ei-dessus, je constrnis dans le normal isateur  con- 
nexe N~ un toroide max imum TOb, lui-mfime situfi dans un  toroide maximum 
To z de Go. On peu t  4crire 

: T~ = T ~ • T ~* • • T zt (T ~ maximum dans ffio~ ) (2) 
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To a=T ~'XT h'X...xT ~g (3) 

T ag est la project ion de T~ sur T z~, tons les produits  indiqu6s 6tant  localement 
directs. T (~ (G1) est alors engendr6 par  T~ et  par  x" il existe dans q~(a)-- ~a~a ~ I  - -  ~ . . L  0 u n  

416ment z qui engendre un sous-groupe fini Z~ d 'ordre  q, avec T(h~(G,)=T~ X Z~ 
(produit  direct).  D'apr~s (1) et  (2), les caract~res de G relatifs ~ T~ se par- 
t agent  en t familles ; ceux de la i-~me sont  4gaux s l ' ident i t4  sur T ~ et  sur 
tous les T~ saul  sur T ~ ; leur res t r ic t ion /~ T~ est t ' ident i t6  sur tons los fac- 
tears  de (3) sauf  sur Tag. De m@me, les caraet~res de G relatifs & T (a~ (G1) se 
par tagent  en t families na ture l lement  correspondantes,  ceux de la i-~me 
4rant  aussi 4gaux ~ l ' identi t6 sur tons les faeteurs  de (3) sauf  sur Tag. 

E n  ver tu  de (2) e t  (3), les supports  R~ et  R~ subissent respect ivement  les 
d~compositions suivantes  

R~----R = + R  ~' + . . . + R  tt (4) 

R ~ = R  ~ ' + R  ~ ' + . . . + R  ~' (R ~ c R  ~g) (5) 

et on a, pour  les param~tres  angulaires relatifs ~ Tto et  & T (a) (G,) des conclu- 
sions analogues aux  pr6e6dentes. L ' au tomorph i sme  ~0x conserve un  angle 
poly~dre fondamenta l  P (Go) d6fini par  une suite {ag~} engendran t  un  tableau 

0 i l  ~ X i l l  ~ " " " ~ ~  

. o o  o ~ 1 7 6  o o .  

Oih~ ~  ~ " �9 " ~ CXihg~ghg 

form6 de t t ab leaux  partiels ; la suite 0u ,  �9 �9 .7 @1~,, �9 - . ,  @tht est fondamenta le  
pour  le normal isa teur  principal N, et  se par tage  en t suites partielles @gl, �9 �9 -, @ga~ 

mutue l lement  orthogonales,  avec @ gk :_R h~ ; les formes @g~ s 'annulent  sur 
tons les termes de (5) sauf sur R h~, e t  les @ik + r/ng~ sont  dans R~ constantes  
sur les plans parall&les s la somme (5) dans laquelle on supprime R~ g . 

Je  dis que la figure de S C H L : ~  ~(@11 . . . .  , Qi~) est eonnexe ; en effet, si 
cela n '4tai t  pas, la suite ag~ (i fix~) se d6composerai t  en deux suites au moins 
mutue l l emcn t  orthogonales (voir [9], p. 239) et  (~0g n 'aura i t  p a s s e s  facteurs 
simples permut6s  t rans i t ivement  par  ~ x .  Le  normal isa teur  N,~(~0~ est 
simple. Dana ce sens, la restriction du probl~me h ff)o~ est une rd.cluction au cos 
simple. 

Le diagramme D(G1) d6fini par  les 
R ~! e t  de t diagrammes simples;  le 
est somme directe de simplexes et  de 

+ !  

vecteurs  0~k est la somme directe de 
poly~dre fondamenta l  P(G1) lui-m~me 
R ~'. N ' in te rv ien t  ici que le d iagramme 
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comme ensemble de plan singuliers et non pourvu de translations de recouvre- 
ment.  

En  %sumS, on peut se ramener au cas o~ les /acteurs simples de G~ sont per- 

rout& circulairement par ~c x.  Nous allons examiner en ddtail le cas des cycles 
g u n  seul 61dment. I1 s'agira d 'un  groupe simple G o pourvu d 'une extension 
cyclique finie G o ~ G~ -}-. �9 �9 extraite d 'une extension naturelle. 

2. Extensions naturelles de A~h_ 1. Comme au chapitre I w 4, nous avons la 
suite fondamentale  ~0~ et la permuta t ion  ~ unique admise par cette suite (a non 
triviale), respectivement 

+ ( ) / = 2 h - - l > l  , o - - o  . . . . .  o - - o  I ~0~1 = 1 ~ ! ~91' ~92 ' "" " '  Qgl-l '  ~Pt 

~O 1 Cfl~ ~Pl--1 ~l \ ~ l ,  ~Pt--1, ", q)2 , (Pl 

ce qui engendre le tableau suivant 

Figure  associde 
& a  

Vecteurs  du  normal i sa t cu r  
pr incipal  N 

~(lV) 
Vectours  du 
d i a g r a m m e  

D (OJ 

Poly6dre 
f o n d a m e n t a l  

P(GI) 

| 
(P27 ? qgl--1 

I I 
(P h-lO~ 2 (Ph+l 

o 
% 

---> 1 - >  --~ 

--> -0- --~ 

- - ! (  
9h-1-- 2 dh,- 1-t- ~h+~) 

Pl ----P2 . . . . .  Ph----- 1 

1 

1 I 

h-1 i 
1 h 

type 
Ch 

9~ - - -  2 92 

-->! 
~z = 2~2 

"~! = 2 .0" 
9 a - 1  ~ h - 1  

9a = 9h 

V2 

1 

1 0 0 - t o '  
\ /  

h_l~o 

type  B h 
f f I --~1+ 2Qa+'" 

+2Qi  
= 2 (~1q-  2 93 

+ . . .  q- 2~h_ 1 

On a indiqu4 en regard des vecteurs les longueurs respectives. Voiei main- 
t enant  les sommets du poly~dre P(G1) avee la structure des normalisateurs 
associds (eoordonn6es ~1 . . . .  , Qh, k) 

Origine I (0, 0, 0 , . . . ,  0, 0, 1) N ( I )  = N type  C h 
~[1 (�89 0, 0 , . . . ,  0, 0, 1) N(2~) type  C a 
~ (0, �88 0 , . . . ,  0, 0, 1) N(!~I2) type  C~,_~.xD~ 

6 Commentarli Mathematici Helvetici 



~I 3 (0, 0, � 8 8  0, 0, 1) N(!~I,) type Ca_3• 3 
. o . * * . o o . . o , ~  

92[h_ 1 (0, 0, 0 . . . .  ,�88 0, 1) N(9/h_l) type C~• ~ 
9/~ (0, 0, 0 , . . . ,  0, �89 1) N(9/h) type Da 

Au divers groupes simples du type A2h_ 1 localement isomorphes corres- 
pondent  des extensions naturelles den t  je vais indiquer le r6seau unit6 8n 
associ6, avee le domaine fondamental  ~ ) ( G 1 )  d'616ments de G~ conjugu6s rela- 
t ivement  g Go. 

Tout  d'abord, la famille A~a_~ provient du groupe A~a-~ simplement con- 

nexe, de centre Z~a ---- (e,a,a*,...) avec a = ~(A~), A~ = (1, 0, 0 , . . . ,  0) 
en coordonn6es 9,;  on a aA~ = (0, 0 . . . .  , 0 ,  1), ~(aA~) = a -a. Si l 'unit6 V 

de 2~,~_~ est engendrde par a ~, on a A2a_l ----- A,h-I/V, 9x(V) -~ V; le centre 
de A,a_~ est d'ordre p.  Nons obtenons le tableau suivant 

Uni t~  G6n6ra teurs  du  Po in t  
Oroupe V = (aP) r~soau un i t6  (51 R6seau-  uni t6  E x t e n s i o n  ~ (Gx) 

(sys t~me 9) t race  qj  

-42~-1 e 2 ~  4 ~ ,  2 ~  principale P(G 0 

A2a_ 1 p pair 
2h/p im- 
pair 

A~a-1 io impair 
2hip pair 

A~a_ 1 p pair 
2hip pair 

ad- p-----1 
jo in t  

2 ~  et A~ 
(0, 0,..., 1,..., O) 
9~=0 si iv~p 
~----1 

et A" 
(0,0, ..., 1, ...,0) 
9~=0 si i:/:p 

2~t et A~ 
(0,0, ..., 1, ...,0) 
9 t = 0  si i # p  
q~2,= 1 

2~, et A~ 
(0,0 ..... 1,.. . ,o) 
9~=0 si i # p  
9~-----1 

21 

2~Ih 

4 ~ ,  2-~h 21 

2~Ia 

4~,  2-~h 
(0,0, ..., 0,1)i 

21 

- +  --~ 
4Q~, 20a 21 

(0,0, ...,0,1 
41 

4p~, 2-~h 
(0,0, . . ,0,1 

21 

semi-directe 
n o n  
principMe 

principale 

semi-directe 
n o n  
principMe 

~ ~  

P(G1) 

P(Gx) 

principale �89 
I et~Ih 
con- 
jugds 

principale P(G1) 

non P(G 0 
semi-directe 

principale �89 
I et f~I a 
COIl - 

jug,s  
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3. Extensions naturelles de A2h. Nous avons de m~me la suite fondamentale, 
la permutation a et le tableau associ6, respeetivement 

o - - o  . . . . .  o - - o  a l ( q ~ l  ,~2 , . . . ,~fh ,cfh+~,...,~2~-~,~P~ t 
~,~ ~ ~ - 1  ~ \ ~ 2 ~ , , T 2 ~ - 1 ,  .,q~h+~,q~h , - , ~ 2  , 9~x / 

Figure associ6e 
~ a  

Vcctours du normalisateur 
principal N ~ (N) 

Vectours du 
diagramme 

D (Gi) 

Poly6dre 
fondamental  

P(aO 

~01() ()Cp~ 

: 

~0 h _ l  ( ) ( ) ~gh-]- 2 

~o h 0 - - - 0  ~oh+ ~ 

- >  1 ~ qh-1 =~  ((.vh-l+ ~h+~) 

--). X---> --)- 
5h =z(qh +qh+l) 

1 

1 

1 

Pl---- -----Pa-1---- 1 ; ph----2 

1C 51 

Bh 

--) .  

= 2 5 ,  ~/2 

= 2 5 ,  t / ~  

--~ f 2"~ 
5 h-I --= 5 h-1 r ~  

--~oZO 

Io 

I 

I 
h --IO 

h"  Ch 

+. . .  + 2 ei_~+ ~i 
= 4 (ql + q~ 
§  + eh) 

Les sommets du poly~dre fondamental et les normalisateurs associ& sont 
(coordonn~es Q1 . . . .  , Oh, k) 

I (0, 0 , . . . ,  0, 0, 1) N(I)  ---- N type B h 

911 ( t ,  0 , . . . ,  0, 0, 1) N(~I1) t y p e  C l X B h _  1 

9/2 (o, ~ . . . . .  o, o, 1) N(~2) type C~xBh_~ 
, **  * * * . ,  , . . . .  ~  

~h-1 (0, 0 , . . . ,  �88 0, 1) N ( ~ [ h _ l )  t y p e  C h _ I x B  1 

9lh (0, 0 , . . . ,  0, t ,  1) N(~h) type Ch 

Je  prends ici les m~mes notations qu'au passage correspondant du n ~ 2; il 

convient de noter que le centre de A~h est Z,h+ ~ d'ordre impair. 
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G~n~rateurs R~seau- Point 
Groupe Unit6 V de 6 l trace unit6 Extension ~ ( G J  

-4~a e 2 ~i 4 Ei princip~le P(GI) 

A ~a 

ad- 
jo in t  

(a~) 2T~ et A~ 

->  ! 
2 ~  et A: 

40~ 

2 I  

21 

21 

principale 

principale 

P ( G J  

P ( G J  

4. E x t e n s i o n s  naturelles de Dh+ 1 . Ls~ suite fondamentale,  la permuta t ion  a 
et le tableau associ~ sont  ici respect ivement  

0--0 . . . .  U\O ~+~ \q~l, q~2, . ,  q~h-1, q~h+l , %, / 

Figure 
assoei6e 

k a  

Veetours du normalisateur 
principal N 

Vecteurs du 
diagramme 

D (G1) 

Poly&dre 
fondamental 

P (aJ  

~1 ( )  

/ \  
�9 �9 

~1 --: (v 1 1 

@z : :  Tz 1 

-'9- "-->" 
Oh-1 : :  qb~-I 1 

-~ § 1 

o 

0 E8 [ 

q ~ i - ,  �9 

i' 
Bh 

- - - E l  

--N 

= E 8  

-- Eh-1 

----- 2Eh 

1 O 0 -- te ~ 

1 0 
i 

1 o 

o] : 2 q f +  2q~ 
- ~ . . "  - ~  2 E i - l ' ~ -  E l  

= 2 (El + E8 
+"" + Eh) 

Les sommets du poly~dre fondamenta l  et les normalisateurs associ~s sent  

I (0, 0, 0 . . . .  , 0 , 0 ,  1) 

2 :  (�89 o, o , . . . ,  o, o, D 
22 (o, �89 o . . . .  , o, o, 1) 

o o o o . ,  . . . . . . . . .  o~  

~_~ (o, o, o, . . . ,  �89 o, 1) 
~ (o, o, o . . . .  , o, {-, 1) 

N type  B h 

N (~I:) type  B1 • Bh-1 

N (928) type  B8 • Ba_2 

-~ (~[h-1) type  B h _ I •  1 

N (92h) type  Bh 
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La famille Da+ 1 provient du groupe/~h+l simplement connexe dont  le centre 
est Z 4 = (e,a,a2,a s) si h + 1 es t impai r ,  e~ Z z x Z ~ - ~  (e,a,b,ab) si h + 1 
est pair. L'dl6ment a co r re sponds  A~ :%.-----0 si ] r  1. Les sous- 
groupes non t r iviaux invariants par a sont V = (e,a ~) ou V = (e,ab). On 
obt ient  le tableau : 

G6n6rateurs R6seau- Po in t  Ex tens ion  ~(G1) 
Groupe Unit6 V de (~ l t race unit6 

principale P (GI) Dh+l 
h + l  
impair  

Dh+ i/ 
(e, a 2) 

adjoint  

(e, a ~) 

(e, a ,  a 2, a s) 

27J~ 

2 Ti, A[ 

2qi ,  A~ 

21  
2 ~ i ,  4~h 

semi-directe 

21  principale 
2~),., 4~)~ 

n o n  
(2 ,0 , . . . ,0 )  41  semi-directe 

2•i, 4~)1, 2 I  principale 
(2,0,.. . ,0) 

P(G1) 

P(G1) 

P(G,) 

�89 
I,  ~h 
c o n -  

juguds 

Dh+l 
h + l  
pair  

Dh+l/ 
(e, ab) 

adjoint  

(e, ab) 

(e, a, b, ab) 

.-> 
2~v ~ 

2q~i, A~ 

299i, A~, A~+I 

2~i,  4~n 2 I  principale 

21 
2~ i, 4Q~ 

(1 ,0 , . . . ,  0) 41 

P(GI) 

principale P (G1) 

non P(G1 ) 
semi-directe 

20i '  40h 21  principale 
(2,0 . . . . .  0) 

�89 
I ,  ~I~ 
con- 

juguds 

5. Extensions naturelles de D 4. La suite fondamentale,  ta permuta t ion  a 
non encore 6tudide, et  le tableau associ6 sent  

0 ~0~, TI ~a ~4 ~1 
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Figure 
associ6e 

k a  

~~ 0 

/ 1 \  o o o  

Vecteurs du normalisateur 
principal N 

~ 1 : 9 1  

~ 2  ~ ~ �89 

1 

1 

~(N) 

o 
H 
0 

G2 

Vectours du 
diagramme 

D(G1) 

Q 1 : ~ x  

~ ) 2 : 3 0 2  

Poly~dre 
fondamental 

P(Ol) 

1 1 0 ~o / = 30~ 
2~ + 2o' = 3(~1 

Les sommets du poly~dre fondamental et les normalisateurs associ~s sont 

I (0, 0, 1) N type G2 
21 (] ,  0, ]) N(21)  t y p e  A2 

22 (0, ~, 1) N(2~) type AI• 

La famille D4 est issue du groupe simplement connexe ~)4 de centre 

Z = Z ~ •  = ( e , a , b , c )  , 

les $1dments a, b, c dtant respeetivement ddtermin~s par les points suivants 
(eoordonnSes canoniques) 

(1 : 0) (0 ~ 0) (0 0 1) 

Z n'a aueun sous-groupe non trivial invariant par g. I1 vient le tableau 

Groupe Unit~ G6n6rateurs R6seau- Point Extension ~) (G1) 
de ~t trace unit6 

D4 
groupe 
adjoint 

e 

Z 

29~ 

2 ~  et 

;ot (o 

2~x , 6 ~  

2~1 , 6 ~  

21 
21 

principale 

principale 

P(G1) 

P(Gx) 

6. Extens ions  natureUes de E 6. La  suite fondamentale et la permutation a 

o O 

sont 
~a ~t 
�9 o 

0 
Vs 

~5 
0 

= l / |91 
\ 96 

92 93 

94 93 

94 95  

92 91 

96 
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II vient le tableau 

87 

Figure associ6e 
h a  

--> -> 
~1 0 (~) (~5 

| -> --)- 

�9 
~a 

0 

Vecteurs du 
normalisateur ~(N) 

principal N 

_> 1-> § 1 
~ 1--~(~14 ~~ 

+ -> 1 i 

-> -> 

-> --~ 
~ =  q~ I 

O 

O 

O 
F4 

Vecteurs du 
diagramme 

D ((7~) 

Q 1 ~ 2 ~ 1  V2- 

Q3=Q3 1 

~ 4 : ~ 4  1 

Polybdre 
fondamental 

P(GI) 

() - -OY 

o 

o 

o 
, I 3 r 4 r 

o 4201 
i Fa = 2 ( e 1 4  30a420a 

4 0 4 )  

Sommets du poly~dre fondamental P (G1) et normalisateurs associ4s 

I (0, 0, 0, 0, 1) N type F4 
921 (~, 0, 0, 0, 1) N(E[1) type AI •  
~Iz (0, {, 0, 0, 1) N(92~) type A 2 x A 2  
~I3 (0, 0, �88 0, 1) N(~3) type A 3 •  ~ 
~I 4 (0, 0, 0, �89 1) N(~I4) type  C 4 

La famille E 8 est  issue du groupe s implement  connexe  E6 de centre 
Z = Z 3 = ( e , a , a  ~) qui n'a aucun sous-greupe n o n  trivial. L'616ment a est  
repr4sent~par  A ~ : ~ I  = 1 , ~ 2  . . . . .  ~ e =  0 . 0 n a l e t a b l e a u :  

G6n6rateurs R6seau- Point ] 
Groupo Unit~ V de ~l trace unit6 Extension ~) (Ol) 

qJ 

e 21 Ee 

groupe 
adjoint Z~ 

2~i 

2~i et At 

.-> 
4Q 1 ,4~2  

4~2 

2 ~  
21 

principale 

principale 

P(G1) 

P(G~) 

7. Automorphismes involuti/s. La recherche des automorphismes involutifs 
des groupes de LIE semi-simples compacts connexes Go est facflitde par l'intro- 
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duct ion  des polybdres P(G~) ; il suffit de se placer dans le groupe A (Go) des 
automorphismes  de Go, avec A(Go) = A o + A~ + . . .  ; les 616ments des 

poly~dres P(A~) qui sont d 'ordre  2 dans le rdseau central  5t donnen t  les auto- 
morphismes cherch6s ; si i # 0, la composante  connexe Ai dolt  fitre d 'ordre  2 
dans A (Go)/A o. 

J ' app l ique  cet te  mdthode au cas off G O est simple, en consid6rant d ' abord  
le polybdre P(Ao). I1 est ddfini par  la suite fondamenta le  9 ~ , . . . ,  9t et par  le 
parambtre  angulaire dominant  to = m~9~ + - . . +  m,~ t ;  c 'est un  simplexe, 
don t  les sommets  sont  

0 (0 ,0 ,0 ,  O) A[  11,\ ) ( 1 ) . . . .  ,~mx 0 ,0  . . . .  ,0  . . . . .  At O , O , O , . . . , - - m t  " 

Si m, = 1, A, est dans le rdseau central.  Un dl6ment X d 'o rdre  2 a des 
eoordonndes q~(X) de la forme kJ2 off les k, sont entiers ; de plus, XcP(Ao) 
entra lne  k i > / 0  et  m~q~i(X ) ~< 1. Si m i > 2 ,  on a ndcessairement k i ----- 0; 
m ~ =  2 exige k ~ =  0 o u l ; e n f i n ,  m~---- 1 donne k i = 0 , 1 ,  o u 2 .  Si m ~ - ~ l .  

k , = 2 ,  on a Xr  ce qui n ' appor te  rien. Reste  le cas m , =  1, k ~ =  1, 
c e q u i f o u r n i t  X = � 8 9  i o u b i e n  X-----�89 i + A r  avec m i - m ~ - -  1, solu- 

t ion qui se rambne /~ X ---- �89 (m, -= 1) puisque Ai, Aje-~ t. Nous obte- 
nons les solutions 

si m~----2 , X = -  ( 0 , 0  . . . .  , 0 , � 8 9  . . . . .  0 ) = A i  ; 

si m, = 1 , X -= (0, 0 , . . . ,  0, �89 0 , . . . ,  0) ----- �89 , 

et  il n ' y  en a pas d 'autre .  Notons  que cc rdsultat  est indiqu6 dans [1]. 
Soit ma in t enan t  A 1 une composante  connexe d 'ordre  2 de A (Go), et cher- 

chons les points X ( ~  . . . .  , o~, 1) de P(AI) d 'ordre  2 dans -~z. On a 2Z~-d, 
et aussi 2 I e ~ t ,  d'ofl 2 ( X - - I ) ~ ;  r6ciproquement,  si 2 ( X - - I ) r  on 

a 2 X E ~ .  Tou t  revient  g chercher  les XeP(A~) tels que 2 X  --  2 I  soit 

dans le r6seau-trace ~t~, Ro a form6 des points g coordonndes ~i enti~res. Ache- 
vons le calcul en expr iman t  le param~tre  dominant  co' de D (AI) g l 'a ide des 
formes 0i ; il v ien t  to' = pn~ -= s~ (cf. w 3, n o 4) off ~ est un  parambtre  angu- 
laire du normal isa teur  principal N ; on  ne peu t  avoir  s ---- 1, sinon ~ est domi- 

h 
nan t  pour  N et  pour  D (A1), ce qui ne peu t  fitre. On dcrit co' = s 27 di ~ off 

1 

les d~ sont  des entiers  > / 0 .  Une solut ion est X - -  I ; autre  possibilit6 : l 'un 
des d, est 6gal g 1, avec alors s = 2, ee qui donne  un  sommet  de P (A1). On 
ob t ien t  de la sorte  t ous l e s  X cherchds. Un  coup d'oeil sur [1] p. 219 et  sur les 
n ~ 2 h 6 de ee paragraphe  donne ces automorphismes,  bien connus d'ailleurs. 
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