
Sur la r6ductibilit6 d'un espace de Riemann 
par  GEORGES DE RHAM 

Le bu t  essentiel de cet article est  d '~tablir  que t o u t  espace de R iemann  
r~ductible, s implement  connexe et  complet  est  un  produi t  d 'espaces irrd- 
ductibles. Les r~sultats sont 6noncds d 'une  mani~re complete  au n ~ 7. Dans 
les n ~ 1 et 2, je rappelle les notions pr~liminaires indispensables, et,  dans 
l 'Appendice,  j 'a i  a jout6 une ddmonstra t ion de th~or~mes de H. H o p f  et  
W. Rinow. 

1. Soit V un  espace de Riemann  connexe s n dimensions, de classe C 2. 
Les ro ta t ions  de l 'espace vectoriel  euclidien T~ tangen t  en u n  point  
x E V qu 'on  obt ient  par  t r anspor t  parall~le le long des lacets diffdren- 
t iables par  morceaux  ferm~s en x forment  un  groupe ~ ( x )  appel6 groupe 
d'holonomie homog~ne de V relati] ~ x 1). 

On dit  que V e s t  rdductible, si ce groupe est r~ductible, c 'est-s s'il 
laisse invar ian t  un  sous-espace r6el non tr ivial  de T~. Dans  le cas con- 
traire,  V e s t  di t  irrdductible. 

Supposons que V soit r6ductible.  Soit  T'  a un  sous-espace r~el de T a 
invar iant  par  T ( a ) ,  de dimension p,  0 < p < n,  et  soit  T~ le sous- 
espace or thogonal  s T1a, de dimension q ----- n --  p .  P a r  t r anspor t  paral-  
l~le le long d ' un  chemin diffdrentiable par  morceaux  jo ignant  a s un  point  
quelconque x E V, on obt ient  deux sous-espaces TI~ et T~ de T~ ind6- 
pendants  du chemin suivi et  invar iants  pa r  ~ ( x )  . 

Les champs Tt~ et T :  sont compl~tement intdgrables. 

Consid6rons en effet une  famille de reputes o r thonormaux  
R~---- (e 1 . . . . .  en) at tach6s aux  points x d ' un  voisinage U d 'un  point  u E V, 
tels que les p premiers vecteurs  e l , . . . ,  % sous- tendent  TZ~ et  les q der- 
niers e~+ 1 . . . . .  en sous- tendent  T ~ .  On pour ra  prendre  par  exemple pour  
U une  boule g~od6sique ouver te  de centre  u et de r ayon  assez pe t i t  e t  

2) E.Cartan, Les  g r o u p e s  d ' h o l o n o m i e  des  e s p a c e s  g6n(~ral is~s (Acta math. ,  
t .  48, 1926, p. 1 - - 4 2 ) . -  A. Borel et A. Lichnerowicz, G r o u p e s  d ' h o l o n o m i e  des  v a r i 6 -  
ttls r i e m a n n i e n n e s  (C. R. Acad. Sci., Paris 234 (1952), p. 1835--37). C'est un entretien 
avee les auteurs de cette note, k l'occaslon d'une conf6renee faite par M. Lichnerowicz au 
Cercle Math6matique de Lausanne, qui est k l'origine du present article. 
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pour R x le rep6re qui se d6duit d'un rep~re R~ v6rifiant les conditions 
ci-dessus, par transport parall~le le long de l'arc g~od~sique joignant 
u k x dans U. D'apr~s la th6orie du repbre mobile de E.  Cartan, il existe 
alors des formes diff6rentielles de degr6 1 bien d6termindes dans U, w i 
et (oij (i, j ---- 1 . . . . .  n), telles que 

d~oi ---- Z c % A %  , co~ 4-  % ,  = 0 , (1)  
1 

dx ~-- Z w i e  i , as 2 : ~ ( ( D i )  2 , (2) 
i i 

dei -~ Xwi~e~ �9 (3) 
i 

Le champ T: est alors d6fini dans U par le systbme 

~ ,  = 0 (i = p + 1 . . . . .  n) (4) 

et le champ T~ par le systbme 

~ ,  = 0 (i = 1 . . . . .  p ) .  (5)  

Comme un vecteur de T• (ou T~) reste dans T:  (resp. T:) par trans- 
port parall~le le long de n'importe quel chemin d~crit par x, on a 

o~,--~0 si i ~ p  et j > p ,  ou i : > p  et j ~ p ,  

et il rdsulte imm~diatement de l~ et de (1) que chacun des syst~mes (4) 
et (5) satisfait s la condition de complete intdgrabilit6 de Frobenius. 

Par  ehaque point z de V passe ainsi une [euille intdgrale de (4) it p dimen- 
sions et une seule, E(z), et une ]euille intdgrale de (5) dt q dimensions et 

une seule, F(z)  . 
L'ensemble des E (z) sera appel~ le premier syst~me de [euilles, et l'en- 

semble des F (z) le second syst~me de [euilles. 
Chaque /euille de l' un et l' autre syst~me est totalement gdoddsique dans V .  

En effet, si le vecteur unit6 tangent en un point a d'une g~oddsique est 
contenu dans T~, le vecteur unit5 tangent en un point quelconque x de 
cette g~od~sique, se d~duisant du premier par transport parall~le le long 
de la g~od~sique elle-mSme, sera contenu dans T~,, d'oh r~sulte que la 
g~od~sique est enti~rement contenue duns la feuille E (a) . 

A la structure riemannienne donnde dans V est associ~e une structure 
d'espace m~trique, dans laquelle la distance de deux points est d~finie par 
la borne inf~rieure des longueurs des chemins joignant ces deux points. 
D'autre part, i~ la structure riemannienne induite sur chaque feuille E de 
l'un ou l 'autre syst~me par celle de V e s t  aussi associde une structure 
d'espace m~trique, dans laquelle la distance de deux points de E ,  que 
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nous appellerons distance sur E,  est la borne inf~rieure des longueurs des 
chemlns joignant ces deux points sur E .  Cette distance sur E est ~gale 
ou SUl~rieure ~ la distance des deux points dans F ;  en g~n~ral, elle ne 
lui est pas ~gale. Par  exemple, si E est une g~od~sique non ferrule sur la 
surface d'un tore muni d 'un d8 2 euclidien, la distance sur E de deux 
points de E ,  n'~tant pas born~e, ne peut ~tre toujours ~gale & leur dis- 
tance sur le tore qui, elle, est born~e. 

Dire clue V e s t  complet signifie clue toute suite de points de V, x k, 
(k----- 1 , 2  . . . .  ), qui est une suite de Cauchy (c'est-~-dire telle que la 
distance de x~ s x k t endevers  z~ro pour m e t  k-~ oo), est convergente. 
D'apr~s un th~or~me de Hopf-Rinow, pour qu'il en soit ainsi, fl faut et 
il suffit que toute g~od6sique de V soit infinie dans les deux sens ou 
ferm~e, et l 'on sait qu'alors deux points quelconques de V peuvent ~tre 
joints par un arc g6od~sique de longueur ~gale & leur distance et que 
toute partie born~e de V e s t  relativement compacte 2). 

Si Vest complet, route g~od4sique d'une feuille E est infinie dans les 
deux sens ou ferm~e, puisque c'est en m6me temps une g~od~sique de V ; 
il r~sulte alors du th~or~me de Hopf-Rinow que, pour la mgtrique ddfinie 
par la distance sur E,  la feuille E e#t un espace complet. Par  suite, deux 
points quelconques de E pourront ~tre joints par un arc g~od~sique situ~ 
sur E de longueur ~gale & leur distance sur E .  

En vertu de la complete int~grabilit~ des syst~mes (4) et  (5), pour 
chaque point u e V, on peut trouver un voisinage W de u, p int~grales 
premieres de (5) dans W, x l , . . . ,  x~, et q int~grales premieres de (4) 
dans W, Yl . . . .  , yq, de mani~re que x 1 . . . . .  x~, Yl . . . . .  yq forment un 
syst~me de coordonn~es locales dans W, s 'annulant au point u,  et pre- 
nant dans W routes les valeurs satisfaisant ~ Zx~ < 1, Z ~  < 1, et 
celles-l& seulement. D~signons par x le point de coordonn~es (x~ . . . . .  x~, 
0 . . . . .  0) ,  par y le point de coordonn~es ( 0 , . . . ,  0, y ~ , . . . ,  y~) et par 
/(x,  y) le point de coordonn~es (x~, . . . ,  x~, y~ . . . . .  yq). Le lieu d~crit 
par x est une partie E'(u) de E(u) ,  le lieu d~crit par y est une partie 
F'(u) de F(u) . Pour y fixe et x d~crivant E'(u),  f(x,  y) d~crit une 
partie E'(y) de E(y) ,  et pour x fixe et y d~crivant F ' (u) ,  / (x ,  y) 
d~crit une partie F'(x) de F(x) .  On volt que E'(y) et F'(x) se 
coupent orthogonalement au point f (x ,  y) qui est leur seul point d'inter- 
section. 

Consid~rons deux points y et yr voisins clans F'(u).  Lorsque x varie, 
l 'arc g~od~sique le plus court joignant f(x,  y) ~ ~(x, y') dans F(x) 

s) Voir l'Appendice. 
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reste  or thogonal  aux  courbes d6crites par  ses extrdmit~s dans E'(y) 
et  E'(y') . P a r  suite, sa longueur ne varie pas : /a distance de [(x, y) d 
/ (x ,  y') sur F(x )  est inddpendante de x. De mgme, la distance de f (x ,  y) 

/ (x ' ,  y) sur E(y)  est inddpendante  de y.  Il  r6sulte de l~ que, dans W, 
le ds ~ se ddcompose en la somme des ds 2 relatifs s E'(u) et  F ' (u ) ,  ee 
qu 'on  expr imera  en disant  que / (x ,  y) est une i8omdtrie sur W du pro- 
duit riemannien E'(u) • F'(u) . 

D~signons par  E(u ,  r) l 'ensemble des points de E(u) dont  la dis- 
tance ~ u sur E(u)  est s t r ic tement  inf~rieure h r ,  et  par  F(u ,  r) l 'en- 
semble analogue dans F ( u ) .  Si ~ est assez petit ,  E(u ,  Q) (E ' (u )  et 
F(u ,  ~) c F'(u) . Ce nombre  ~ d~pend de u,  mais on pout  le ehoisir de 
mani~re qu'il  soit fonct ion continue et  s t r ic tement  posit ive de u.  On 
ddsignera par  /~(x, y) la restr ict ion de / (x ,  y) ~ E(u ,  ~) • F (u ,  ~) 
e t  par  U l ' image de ce domaine par  ]~. Nous pouvons alors ~noncer : 

Proposition I. II existe clans V une /onction continue et 8trictement posi- 
tive Q(u), telle que, pour x EE(u, Q(u)) et y EF(u, ~(u)), les ensembles 
E(y ,  Q(u)) et F (x ,  ~(u)) se coupent en un point unique z---- f , (x ,  y), 
et l'application ainsi dd/inie /~ est une isomdtrie du produit riemannien 
E(u,  O(u)) • F(u ,  Q(u)) sur un voisinage ouvert U de u dans V. 

2. On appellera isomdtrie tou te  application topologique diff~rentiable 
de classe C 2 d 'un  domaine (c'est-&-dire d 'un  ensemble ouver t  et  connexe) 
d ' un  espace de Riemann  dans un  au t re  espace de l~iemann de m~me 
dimension, tous deux de classe C 2, telle que l ' image de tou te  courbe recti- 
fiable soit une courbe rectifiable de m~me longueur. 

Consid~rons deux isom~tries don t  les domaines de d~finition sont  dans 
le m6me espace de Riemann et  qui p rennent  aussi leurs valeurs dans un 
m~me espace de Riemann.  On dira qu'elles sont  en prolongement immg- 
diat, si leurs domaines de d~finition ont  une intersection non vide et si 
leurs restr ict ions & cet te  intersection sont  identiques. 

Soit L un chemin issu d 'un  point  xo du domaine de d~finition d 'une  
isom~trie ], d~crit par  x t pour  t var ian t  de 0 ~ I. On dira que f e s t  pro- 
longeable le long de L ,  s'il existe une isomgtrie [~, d~finie pour  0 ~ t ~ 1, 
se r~duisant  ~ / pour  t ~-- 0, dont  le domaine  de d~finition (variable 
avec t) cont ient  x t, de mani~re que ]~ et ]~p soient en prolongement  imm~- 
diat  lorsque It --  t' I e s t  assez peti t .  On dira que/~ est un prolongement 
de ] le long de L ;/~ sera appel~e l ' isomdtrie terminale du prolongement ,  

~ / 0  l ' isom~trie initiale. 
Si deux  isom~tries / et  g, ayan t  m~me domaine de d~finition D,  sont  

tangentes  en un  point  0 de D,  elles coincident sur t o u t  arc g~od~sique 

331 



issu de O et contenu dans D, car les images de cet arc par  / et par  g 
seront 4videmment  un m6me arc g6od6sique. Par  suite, ] et  g coincident 
dans une boule de centre O et sont donc tangentes  en chaque point de 
cette boule. L'ensemble des points de D oh / et g sont tangentes  est par  
suite un  ensemble ouvert  ; par  raison de continuit6, c'est aussi un ensemble 
ferm6 dans D,  c'est donc D tou t  entier:  deux isomdtries ayant m~me 
domaine de dd/inition et tangentes en un point de ce domaine sont identiques. 

Supposons que/~ et ]~ soient deux prolongements de / le long du m~me 
chemin L d6crit par  xt(0 ~ t ~ 1). L'ensemble des valeurs de t telles 
que ]t et /~ soient tangentes  en x t e s t  ferm~ et contient t ~ O. C'est 
d 'au t re  par t  un ensemble ouvert  dans l ' intervalle (0,1), car si t' lui appar- 
t ient  et si It -- trt est assez pe t i t , / t f  et/Itr ~tant  t angen tesen  xtr , coinci- 
dent  au voisinage de ce point et  sont par suite tangentes  en x t ; il en sera 
donc de m6me d e / t  e t /~  pu isqu 'a lors / t  e t / t ,  ainsi que/~  et/~1 sont en 
prolongement imm6diat .  I1 r6sulte de 1s que /1 et /~ sont tangentes  en 
x t pour t ou t  t ~ (0,1). Cela entralne qu'elles coincident dans la compo- 
sante connexe de l'interseetion de leurs domaines de dd/inition qui contient 
x t, ce qu 'on exprimera d 'une  mani~re plus br~ve mais moins pr6cise en 
disant  que, lorsqu'il est possible, le proIongement est unique. 

Si les espaces de Riemann qui contiennent  le domaine de d6finition 
et le domaine des valeurs d 'une  isomdtrie / sont analytiques et complets, 
on sait que / peut  6tre prolong6e le long de n ' importe  quel chemin 3). 

Rappelons encore le thgor~me de monodromie qui jouera plus loin un  
r61e essentiel. Deux chemins L et L r sont dits homotopes dans V, s'ils 
ont m6me origine et m6me extr6mit6 et s'il existe une ddformation con- 
t inue de L en L'  dans V laissant l 'origine et l 'extrdmit6 fixes. Le thdor~me 
de monodromie s'~nonce alors ainsi: 

Si L e t  L' sont deux chemins homotopes dans V e t  s i / t  et ]~ sont des 
prolongements le long de L e t  L' d 'une  m~me isom6trie initiale /0 ~ / ~ ,  
les isom~tries te rminales /1  e t /~  sont tangentes  ~ l 'extrdmit4 commune 
de L e t  L r et par suite coincident dans la composante connexe de l ' inter- 
section de leurs domaines de d~finition qui contient  cette extr6mit6. 

3. Apr~s ces prdliminaires, nous allons ~tablir la proposition suivante,  
de laquelle le rdsultat  que nous avons en r u e  se d~duira facilement. 

Proposition II.  Si l'espace de Riemann V est eomplet et remplit les 
conditior~ de la Proposition I ,  et si 0 ~ "V, I'isomgtrie /o peut ~tre pro- 
longde de long de tout chemin d'origine (0, O) dans E(O) • F(O) . 

a) Voir l'Appendice. 
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Comme on a vu,  si V est  complet ,  E (O) e t  F (O) le sont  aussi  e t  il en  
est  de m~me de E(O) x F(O).  Si V e s t  analyt ique,  E(O) et  F(O) le 
sont  aussi et  de m~me E(O) • F(O).  Dans  ce cas, notre  proposi t ion 
r~sulte immdd ia t emen t  de celle qui a dt~ rappel6e ci-dessus. Mais pour  
l '~tablir  dans  le cas oh V n ' e s t  pas analyt ique,  une au t re  m~thode est  
ndcessaire e t  nous commencerons  par  quelques lemmes.  

Reprenons  les nota t ions  de la Proposi t ion I.  Soit P [ x ,  u ;  r] l 'appl i -  
cat ion de F(u ,  r) sur F(x ,  r),  ddfinie pour  0 < r ~ q(u) et  
x e E ( u ,  e(u))  en posant ,  pour  tou t  y eF(u ,  r) , 

P [ x , u ; r ]  (y) = / , ( x ,  y) .  

Cette  appl ica t ion  est  toujours  une restr ic t ion de P[x,  u; ~(u)] et ,  en  
ve r tu  de la Proposi t ion  I,  c 'es t  une isomdtrie. L ' image  de u est  x ;  un  
point  et  son image sont  toujours  sur une m~me feuille du premier  sys tbme 
et  leur dis tance sur  cet te  feuille est  constante ,  ~gale s la dis tance de u s 
x sur E (u )  . On a les relat ions 

P [ u , x ; r ] =  P [ x , u ; r ]  -1 (6) 

e t  
P [ x , v ; r ] =  P [ x , u ; r ]  �9 P [ u , v ; r ] ,  (7) 

pou rvu  na tu re l l ement  que chacune des isom6tries qui y figure soit d~finie, 
c 'est-h-dire,  pour  (6), s i x  E E(u, p(u)), u ~ E(x ,  ~(x)), 0 < r ~ if(u), 
r ~ e(x) ,  et, pour  (7), si x eE(u ,  e(u)), u eE(v ,  e(v)), 0 < r <~ e(u), 
r ~ e (v) .  

Soit L un  chemin situ6 dans  une feuille du p remier  syst~me,  d6crit  
p a r  x '  pour  s v a r i a n t  de 0 s 1. Soit L (s2, st) l 'arc  de L d6crit  pa r  x '  pour  
s v a r i a n t  de s 1 h s 2, sl et  s 2 6 tan t  deux points  quelconques de l ' in terval le  
(0,1). On pou r r a  p rendre  s t < s 2 ou s t > s2, mais  nous consid6rerons 
tou jours  x "  comme l 'origine de L (sz, st) e t  x ~ comme son extr6mit6.  
L(st ,  s2) n ' e s t  alors pas  au t re  chose que le chemin L(s2, sl) chang6 de 

sens et L(1,0)  = L .  Soit  e0 le m i n i m u m  de e(u) sur  L .  

L e m m e l .  P o u r  O < r ~ Q o ,  O ~ < s ~  1 e t  O ~ < s ' ~ <  1, i l e x i s t e u n e  
isom~trie P[L(s' ,  s); r] de F(x  ~, r) sur F(x" ,  r) telle que 

a) P [ L ( s ' , s ) ; r ] =  P[x  *' ,x ';r] si L(s' ,s)  c E(x ' ,o(x ' ) )  
et  

b) P[L(s  3, sO; r] = P[L(s~, s2); r] �9 P[L(sz,  sO; r)] 

quels que soient les points  s t ,  s2 et  s 3 de l ' in terval le  (0,1). 
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On peut  en ettet d~composer l ' intervalle (8, s') en intervalles assez 
peti ts  pour qu'k chacun d 'eux corresponde, en vertu de a), une isom~trie 
bien d~termin~e. Le produi t  de ces derni~res fournit  P [ L ( 8 ' ,  s ) ; r ] .  I1 
r~sulte alors de (6) et  (7) que l'isom~trie ainsi obtenue ne d~pend pas du 
par tage choisi et  qu'elle satisfait  ~ b). Remarquons  encore que, 
P [ L ( 8 ,  s); r] se r~duisant k l 'isom~trie identique, on a, en ver tu  de b), 

P[L(s,  s ' ) ; r ]  = P[L(s', s ) ; r ]  -~.  

Disons qu 'un  chemin L d'origine x dans E(x) est petit, si 
L ( E(x,  O(x)). D'apr~s a), si L et L '  sont peti ts  et ont  m~me origine 
et  m~me extremitY, P[L;r]  ~ P[L ' ; r ] .  En  partieulier, si L e s t  un  
petit lacet (ou un /asso  a)), P [L, r] se r~duit s l ' identitd. I1 en r~sulte que 
si L e t  L '  sont  homotopes sur une feuille du premier syst~me, 
P[L;  r] = P[L'  ; r] . L'isomdtrie P[L;  r] ne ddpend que de la classe 
d'homotopie de L .  

I1 va  s 'agir de prouver que l 'isom~trie P [ L ; r ]  peut  ~tre prolong~e 
le long de tou t  chemin M issu de l 'origine x ~ de L dans la feuille F ( x  ~ . 
Cela sera fair dans le Lemme 4, s l 'aide des Lemmes 2 et  3 ci-dessous. 

Lemme 2. Si u~ eF(ul ,  r), 0 < r < r : inf  (~(Ul), 0(u~)), Xl eE(ul,  ~o) 
et x~ = P[Xl, ul; r] (u~), pourvu que la distance de u~ s ul  sur F(Ul) 
soit assez petite,  P[Xl, u~; r] et P[x~, u~; r] sont  en prolongement 
imm~diat.  

Les images de F(ul,  r) et F(u2, r) par les isom6tries P[xl ,  ul; r] 
et  P [x~, u~ ; r] sont respectivement F(Xl ,  r) et  F (x~, r), comme elles 
contiennent  toutes  deux x2, elles sont sur la m6me feuille F (xl) ~ F (x2). 
Comme r < ~0, si la distance de u 2 ~ u 1 sur F(Ul) est assez petite, 
F(u~, r) r F(ul,  Qo) �9 Chacune des isomdtries P[Xl, ul ; r] et P[x~, u~; r] 
~tant  alors une restriction de P [x~, u~ ; ~o], elles sont bien en prolonge- 
ment  immgdiat .  

Lemme 3. Soit M un chemin situ~ sur la feuille F(uo), d6crit par  ut 
pour t var iant  de 0 h 1, et soient x0 et  r tels que P0 ~ P [xo, Uo; r] soit 
d~finie. Si r et  la distance de x 0 k u o sur E (Uo) sont s t r ic tement  infdrieurs 
au min imum ~0 de 9 (u) sur M ,  il existe une isom~trie P~ de F (u s, r) 
dans F(xo), ddfinie pour 0 ~ t ~ l ,  se r~duisant k Po pour t----0, 
de mani~re que P t  et  P~I soient en prolongement imm~diat  d~s que 
i t -  t ' [  est assez petit .  Un point et  son image par  P t  sont toujours  

a) CL A. Borel et A. Lichnerowicz, loc. cir. 
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sur  une m~me feuille du premier  syst~me, ~ une dis tance sur  cet te  feuille 
~gale ~ la dis tance de x o k u 0 sur E (u0) . 

On peu t  t rouve r  e > 0 tel  que, quel que soit t o sa t is fa isant  s 0 ~ t o < 1, 
Fare d~crit pa r  u t pour  t v a r i an t  de t o h t 1 = inf  (t o W e, 1) soit contenu 
dans  F(Uto, Q(uto)). Cela &an t ,  pour  ~tablir  le L e m m e  3, il suffira de 
mon t r e r  que, si P t  est  ddfinie et  sat isfai t  aux  conditions exig~es pour  
t ~ to,  on peu t  d~finir P t  pour  t ~ tl de mani~re h satisfaire encore aux  
m~mes conditions. Or, la ddfinition de P t  s '&end  en posant ,  pour  

t o ~ t ~ t  1, P t - - = - P [ P t o ( u s ) , u t ; r ] .  

Cette  isomdtrie  est  en effet  bien ddfinie, car  Pro (us) et us sont  sur  
une  m~me feuille du  premier  syst~me,  ~ une dis tance sur ce t te  feuiUe 
~gale k la d is tance  de x 0 s u o sur E(uo), distance inf6rieure ~ e0 qui 
lui-m~me ne d~passe pas  Q(ut). En  t enan t  compte  du L e m m e  1, on 
v~rifie alors i m m ~ d i a t e m e n t  que P t  sat isfai t  aux  condit ions du L e m m e  2 
pour  0 ~ t ~ t 1 , ce qui achbve la d~monst ra t ion .  

4. Consid~rons m a i n t e n a n t  deux chemins L e t  M de m~me origine O, 
contenus  respec t ivement  dans  E(O) et  F(O), de longueur  ~ R .  Sup-  
posons qu'i ls sont  d~crits par  x '  et  x~ respec t ivement  pour  s et  t va r i an t  
d e 0 k  1, e n s o r t e q u e  x ~  x 0 = 0 .  

Supposons  que l 'espace V e s t  complet. L'ensemble  S des points  de V 
don t  la dis tance s 0 est  ~ 2 R e s t  Mors compact ,  de sorte que ~ (u) a 
sur  S u n  m i n i m u m  s t r i c tement  posi t i f  ~0 �9 Nous  allons mon t r e r  que, si 
r < ~o, P [L ; r] eat prolongeable le long de M.  D ' u n e  manibre plus precise : 

L e m m e  4. S i r  ~ ~0, il existe une isom&rie  P I  de F(x , , r )  dans  
F(x~ d~f in i epour  0 ~ s ~  1 et  0 ~ t ~  l ,  q u i j o u i t d e s p r o p r i & ~ s  

su ivantes  : 

a) P~ = P[L(s ,  0); r ] .  

b) P I e t  P~f sont  en pro longement  imm~dia t  si [ t - -  t' [ est assez pet i t .  

De plus, en posan t  P~(xt) : x~, x~ = x t et  x~ = x ' ,  d6signant  pa r  
M'(t  2, t~) le chemin  ddcrit pa r  x~ pour  s cons tan t  e t t  v a r i an t  de t~ s t~ 
et  p a r  L~(s~, s~) le chemin d6crit  pa r  x~ pour  t cons tan t  et  s va r i an t  de 

81 ~ 8~, o n  a :  

c) L ' image  de F ( x t , r )  pa r  P~ est  F(x' t ,r  ) . 

d) P[  ----- P.[L~(8, 0); r ] .  

e) P[L,(s~, s~); r] est  un pro longement  de P[L(s~, sl); r]  le long 

de M "  (1,0).  
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Pour  la d~monstration, on remarquera d 'abord  que les propri~t~s c), 
d) et e) d~coulent immgdia tement  de a) et  b). Ensuite,  il existe e > 0 
tel que, pour 0 ~ s o < l  et  s 1 - - - i n f ( s o ~ - e , 1 ) ,  L ( S l , S o ) ( E ( x  '0,Q0), 
de sorte que L(sl ,  so) est pet i t  et P [ L ( s l ,  So); r] -~ P [ x  "1, x 8o ; r ] .  Cela 
~tant, pour ~tablir le Lemme 4, il suffira de prouver que, si PI  est d~finie 
et  satisfait  s a), b), c), d) et  e) pour 0 ~ s ~ s  o et  0 ~ t ~  1, o n p e u t  
~tendre sa d~finition pour So ~ s ~ s 1 et 0 ~ t ~ 1 de mani~re s satis- 
faire encore s a) et  b). Or, le chemin M '~ ~ MS0(1,0) d~crit par  x~ ~ pour 
t var iant  de 0 k 1 est alors bien d~fini et  il a mSme longueur que M auquel  
il est localement isomgtrique ; son origine ~tant  sur L ,  il est contenu dans 
S,  de sorte que ~o ne d~passe pas le min imum de e (u) sur M '~ . I1 rgsulte 
alors du Lemme 2 que P [ L ( s ,  so); r] : P[x ' ,  x'o; r] est prolongeable le 
long de M '~ ; soit P~ son prolongement.  L'isom~trie composge PI  ~ P~ �9 PIo 
satisfait  alors ~ a) et b), ce qui ach~ve la d~monstrat ion.  

5. E n  pe rmutan t  les r61es des deux syst~mes de feuilles, on obtient ,  
pour tou t  chemin M joignant  deux points x o et x 1 sur une mSme feuille 
du  second systSme et pour tou t  nombre posit if  r inf~rieur au min imum 
de ~(u) sur M ,  une isom~trie Q [ M ; r ]  de E(xo,  r ) sur E ( x l , r  ) qui 
est exactement  analogue ~ P [ L ; r ]  et joui t  des propri~t~s correspon- 
dantes. Le Lemme 4 fournit  alors imm6dia tement  le r~sultat  suivant,  
dans l'6nonc~ duquel  on reprend les notat ions introduites au d~but du 
nO4: 

Si r ~ ~o, il existe une isom~trie Q~ de E (x', r) dans E (x~), d6finie 
pour 0 ~ s ~ 1 et 0 ~ t ~ 1, qui jouit  des propri~t~s suivantes : 

a') Q~ : Q[M( t ,  0); r ] .  

b') Q~ et Q~ sont  en prolongement imm~diat  si ] s --  s' I e s t  assez petit�9 

(x ~ " �9 �9 ' ~ d4signant par De plus, en posant  Qt ) = x ~ , x ~ - = - x  t et x o x ~, 

Lt(s~, 81) le chemin d~crit par  x~ pour t constant  et s var iant  de s 1 ~ s~ 

et  par /~P(t~, tl) le chemin ddcrit par  x~ pour 8 constant  e t t  var iant  
d e t  l s  

c') L ' image de E ( x  ~, r) par Q~ est E ( ~ ,  r) . 

d') Q~ = Q [ M ' ( t ,  0 ) ; r ] .  

e') Q[M~ tl); r] est un  prolongement de Q j l ( t ~ ,  tl); r] le long 

de Lt~(1,0). 
�9 $ 

Lemme 5. On a l'~galit~ x~ ~- x t . 

Nous allons montrer  que, si cette ~galit~ est vraie pour 0 .~ s ~ s 0, 
0 ~ t ~ l  e t p o u r  O ~ s ~ s~ =-- inf  (so -~- s, 1 ), O ~ t ~ to, oh so et t o 
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sont  des points quelconques de l ' intervalle (0,1) et oh ~ est un  nombre 
s tr ictement  positif  inddpendant  de s o et to, elle a encore lieu pour 
O ~ < s ~ < s l ,  0 ~ < t ~ < t l = i n f ( t  o A - s , 1 ) .  

On peut  choisir e > O  assez peti t  pour que, si s o~<s~<s~  et  
to ~< t ~< tl, P~ et P* soient en prolongement immddiat  ainsi que Q~ to 
et Q~o, que x t appartienne au domaine de ddfinition de P[o et x ' ~ celui 

de Q~o, et  que Lto (s, so) et 2ll '~ (t, to) soient petits. Alors on a 

8 x t : P't(xt) ~- P'to(Xt) = P [Lto(S, 0); r] (x , ) ,  
d 'oh  

x~ - -  P [Lto 

Or, Lto (s, so) ~tant  petit ,  

P [Lto 

d'ofi, eomme P [Lto 

(s, so); r] . P [L~o (s o, 0)] (xt) . 

o n  a 

x 8 So. (S, So);r] : P [  to, xto,r] , 

(So, o);  r] (x~) = P~o o (xt) = x~o ,  

' =  x '  ' o . r ] ( x ? ) .  (s) xt P [  to, x*o, 

D'une mani~re exac tement  analogue, on obtient  

x~" ----Q[~o, xto,',o, r] (x,o)'* , 

d'ofl, comme ~o  : x~o, ~o o : x~o et  x'to---- X'to par hypoth~se, 

" '  r] (xto) (9) x t : Q [ x ~  ~176 * . 

I1 rdsulte alors de la d~finition mSme des isom~tries P e t  Q figurant 
*$ 

dans (8) et  (9) que x~ et  x, se r~duisent tous deux s l 'unique point d'inter- 
section de E(x't ~ r) avec F(X~o, r), ce qui dtablit  notre assertion. 

Le Lemme r~sulte facilement de 1s En  effet, l 'ensemble des valeurs de 
s telles que ~ = x~ pour tou t  t ~(0,1) est ferm6 et non vide, car il 
contient  s ~ 0; soit s o sa borne sup4rieure. Raisonnant  par l 'absurde, 
supposons s o ~ 1, ce qui entraine So ~ sl : inf  (s o + e, 1) ; l 'ensemble 

: ' pour s ~ s  1 q u i e s t  f e r m d e t n o n  des valeurs de t telles que x~ x t 
vide puisqu'i l  contient  t ---- 0, aurai t  alors une borne sup~rieure t o < 1, 
ce qui contredirait  ce qu 'on vient  d'dtablir. 

6. Dgmonstration de la Proposition I I .  Consid~rons dans E (0) • F (O) 
un  chemin K d'origine (O,O)don t  les projections dans E(O) et .F(O) 
soient respectivement M e t  L ,  et eontinuons avec les mSmes notat ions 
clue ci-dessus. 

Les isom~tries P~ de F ( x  t , r )  sur F(xSt,r) et Q~ de E ( x  8'r) sur 
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E(x't,r ) foumissent une isomStrie (Q~, P~t) du produit riemannien 
E(x*, r) x F(x t, r) sur le produit riemannien E(x~, r) x F(x~, r) . 

Posons u ~ - x ~  et soit 1.,, la restriction k E ( u , r ) x  F(u,r)  de 
l ' isom~trie/ ,  d~finie dans ]a Proposition I. L'application compos~e 

R~ -----f,,,. (Q~, P~) 

est alors une isom~trie de E(x', r) x F(xt, r) sur un voisinage de u ~ x~ 
dans V. Cette isom~trie jouit des propriSt~s suivantes : 

$ $  a) R , ( x ,  x,) = x~. 

b) 

c) 

RI ct R~ sont en prolongement immc~diat si I s -- s' I e t  I t -- t' I 
sont assez petits. 

RI (x, y) reste sur une feuille du premier syst~me lorsque x seul 
varie et sur une feuille du second syst~me lorsque y seul varie. 

Pour s ~ t ~-- O, l'isom6trie R~0 se r~duit h la restriction h E (0, r) x F (0, r) 
de l'isom4trie/o d~finie dans la Proposition I. 

Cela montre que l'isom~trie/0 peut ~tre prolong~e le long de K et la 
Proposition I I  est ~tablie. 

7. En vertu du th6or~me de monodromie, l'image de l'extr~mit6 de K 
par I'isom6trie terminale du prolongement de ]o le long de K ne d~pend 
que de la classe d'homotopie de K,  c'est-s que des classes d'homo- 
topie des projections L e t  M de ce chemin dans E (0) et F (0) .  Soient 

E et F les rev~tements universels de E(O) et F(O), et soient x et y 

les extr6mit6s des rel~vements de L et de M dans E et F respectivement. 
On sait que x et y caract6risent les classes d'homotopie de L e t  M.  
L'application I d6finie en posant z -- 1 (x, y), oh zes t  l'image de l'extr~- 
mit~ du chemin K par l'isom6trie terminale du prolongement de /o le 

long de K,  est alors une application Iocalement isom6trique de E x F 

dans V. Comme E(O) et F(O) sont complets, E x F est aussi com- 
plet, et, V 6tant connexe, il en r6sulte que f e s t  une application sur V. 

Si maintenant l'on suppose que V est simplement connexe, en vertu 
du th6or~me de monodromie, I e s t  n6cessairement biunivoque, d'oh 

I 

r6sulte que E = E(O) et F - ~  F (0 ) ,  c'est-~-dire que E(O) et F(O) 
sont simplement connexes et se coupent au seul point O. Nous avons 
ainsi 6tabli le th6or~me suivant, oh, comme ailleurs, l'espace V est tou- 
jours suppos6 de classe C 2 et connexe. 
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Th~or~me I. Soit V un espace de Riemann simplement connexe et com- 
pla, dont le groupe d'holonomie homoy~ne relatif d u n  point 0 laisse inva- 
riant un sous-e~pace r&l non trivial T~o de l'espace vectoriel euclidien T o 
tangent en O. Soit T~ le sous-espace supptdmentaire orthogonal de T: et 
soient TI~ et T~ les sous-espaces de l'espace vectoriel euclidien T z tangent 
en un point quelconque z E V qui se dgduisent de Tto et T~ par transport 
parall~e. Les champs TI~ et T~ sont compl~tement intdgrables et dd/inissent 
deux sy,t~mes de ]euilles. Par chaque point z passe une /euille et une seule 
du premier syst~me, E(z) ,  et une feuille et une seule du second syst~me, 
F(z ) .  Chaque ]euille du premier syst~me coupe chaque feuille du second 
syst~me en un point et en un seul. Pour x ~E(O) et y eF(O) , l'applica- 
tion z -~ / ( x ,  y) qui associe ~ (x, y) le point d'intersection z de F (x) avec 
E(y)  eat une isomgtrie de E(O) • F(O) sur V. 

Invers6ment ,  ~ route  isom6trie z = / ( x ,  y) d 'un  produi t  r iemannien 
V 1 x V~ sur V e s t  associ6 un double feuilletage de V, dont  les feuilles 
sont  d6crites par  ](x, y) lorsque x ou y seul varie. Identifions les feuilles 
E et  F passant  par  un  point  d o n n 6 0  e V avec Vt et  V2, et  soient T' ,  T"  
et  T ----- T '  + T r~ les espaces vectoriels euclidiens tangents  ~ E ,  F et  V 
au point  O. Soit K un  lacet ferm6 en O dans V, e t  soient L e t  M les pro- 
jections de ]-IK dans E et  F .  La  ro ta t ion  de T associ6e ~ K dans le 
groupe d 'holonomie homog~ne ~ de V relat i f  au point  O laisse T ~ et  T ~r 
invar iants  e t  elle ol~re  darts T '  (resp. T H) comme la ro ta t ion  associ6e s 
L (resp. M), ainsi que cela r6sulte imm6dia tement  des 6quations du 
d6placement  parall~le e t  du fair que le ds 2 de V se d6compose en la somme 
des ds ~ relatifs ~ E et  F .  Cela entra lne  que ~ est le produit direct des sous- 
groupes ~ '  et  ~ 1  form6s par  les rotat ions associ6es aux lacets ferm6s 
en O et  situ6s dans E et  F respect ivement .  Les groupes induits par  ~ '  
sur  T' et  T # sont  respec t ivement  le groupe d 'holonomie homog~ne de E 
et  l ' identit6, ceux induits par  ~ "  sont l ' identit6 et le groupe d 'holonomie 
homog~ne de F .  

La  g~ndralisation au cas d 'une  d~composition de T e n  somme directe 
d ' un  nombre  fini quelconque de sous-espace invariants  deux-~-deux ortho- 
gonaux est imm6diate,  et  nous pouvons ~noncer : 

Th$ori~me II. Soit V un espace de Riemann simplement connexe et 

complet. A route d&omposition T ---- ~, T~ de l'espace vecWriel euclidien T 
i=1 

tangent en un point donnd 0 de V en somme directe de 8ons-espaces r&Is 
deux-d-deux orthogonaux invariants par Ie groupe d'holonomie homog~ne 
de V relati/ au point 0 correspond une isomgtrie ddterminde ~ d'un produit 
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r i e m a n n i e n  F 1 • F~  • . . .  • . ~  s u r  V, 

Z ~--- / ( X l ,  X 2 , . . .  , Xk) , (~ ~ V ,  ~t ~ i ,  i : l ,  2 , . . . ,  ]~) , 

telle que, lorsque x~ seul varie, z ddcrive une /euille intdgrale du champ 
obtenu par transport parall~le de T~. Le groupe d'holonomie ~ est un pro- 
duit direct ~t ~-~ ~1 • ~ • "'" • ~I!~, o~ ~ induit sur T~(] ~: i) 
l'identitd ~) et sur T~ un groupe semblable au groupe d'holonomie homog~ne 
de F~. Rdciproquement, route isomdtrie d'un produit riemannien sur V 
correspond ainsi 5 une telle ddcomposition de T .  

I1 rdsulte de ls que, si le sous-espace invariant Ti de T e s t  irr~ductible, 
c'est-s ne contient aucun sous-espace non trivial r~el invariant par 
W, l'espace F i e s t  irrdductible. Or, il existe toujours une dgcomposition 
de T e n  somme directe de sous-espaces invariants irr~ductibles. L'espace 
Ves t  donc toujours isomdtrique s un produit  d'espaces irrdductibles. 

I1 peut arriver que certains des sous-espaces invariants irrdductibles 
en lesquels se d~compose T soient de dimension 1. Leur somme directe 
est le sous-espace T '  de T form~ de tous les  vecteurs invariants par 
et les sous-groupes correspondants se r~duisent ~ l'identit~. L'espace de 
Riemann correspondant g T'  dans la d~composition de V en un produit  
riemannien est un espace euclidien. Si T'  est de dimension ~ 2, il est 
clair qu'on peut le ddcomposer d'une infinitd de mani~res diff~rentes en 
la somme directe de sous-espaces invariants irr~ductibles, de dimension 1, 
deux-s orthogonaux: n ' importe quel rep~re orthonormal dans T '  
fournit une telle d~composition. 

On peut  alors d~composer T en la somme directe de T ~ et de sous- 
espaces invariants irr~ductibles T t de dimension ~ 2 .  Montrons que 
cette derni~re ddcomposition est unique. I1 suffit de prouver que, si T rt 
est un sous-espace invariant r~el de T, ou bien T ~I est orthogonal g T~, 
ou bien T I~ contient T i. Or, si tous les  vecteurs de Ttt sont invariants 
par le sous-groupe ~ associ~ ~ Ti,  on est dans le premier cas, car seuls 
les vecteurs orthogonaux s T~ sont invariants par ~ .  Si T f~ contient 
un vecteur X non invariant par ~ i ,  il y a un transform~ X r de X par une 
rotation de ~ i  qui est distinct de X;  la composante de X orthogonale 
T~ ~tant invariante par ~ t ,  le vecteur X -- X / est dans T i en m6me 
temps que dans T~r; il en est de m~me de tous ses transformds par ~ ,  
et comme ils sous-tendent T~, cela entralne T~ ( T ~ . 

s) Cette premiere partie de l'assertion relative au groupe d'holonomie est 6tablie d'une 
autre mani~re par A.  Borel et A. Lichnerowicz (loe. cir.), sans supposer clue l'espace est 
complet. 
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Le multifeuil letage de l 'espace V qui est associ6 s une telle d6compo- 
sition est alors canonique, et il en r6sulte le th6or6me suivant.  

Th~or/~me III. Tout espace de Riemann simplement connexe, complet et 
rdductible est isomdtrique d u n  produit V 1 x V2 x . . .  • Vk d'espaces 
de Riemann qui sent irrdductibles de dimension ~ 2 sau/ un au plus qui 
est euclidien. Les espaces /acteurs V~ sent univoquement ddterminds d 
l'ordre pros et d des isomdtries pr~s. L'isomdtrie la plus gdndrale d 'un tel 
produit sur lui-m~me est de la /orme 

/ ( x , ,  x 2 , . . . ,  xk) ---- (gl(x~,), g2(x,~) . . . . .  gk(x,~)), (x, E V,, i -~ 1 , 2  . . . .  ]~), 
o~ i~, i 2 . . . . .  i k est une permutation de 1 , 2  . . . . .  ]c et g1 une isomgtrie 
de V~j sur V~(~ ---- 1 , 2  . . . . .  k) . 

L'espace euclidien qui se pr6sente 5ventuellement parmi ces facteurs  
est  6videmment  isom6trique s un  produi t  d'espaces irr6ductibles, qui 
sent  n6cessairement des droites, en nombre  6gal ~ sa dimension. Pa r  suite : 

Corollaire. Tout espace de Riemann simplement connexe, compIet et 
rdductible est isomgtrique d un produit d'espaces irrdductibles qui sent uni- 
voquement ddterminds d l'ordre pros et d des isomdtries pr~s. 

APPENDICE 

Envisageons ]es quatre propri6t6s suivantes d 'un espace de Riemann 

connexe V. 

a) Toutes  les g6od6siques sent  infinies dans les deux sens ou ferm6es. 

b) Tou te  suite de points de V qui est une suite de Cauchy est conver- 
gente.  

c) Tou t  ensemble de points de V qui est born6 est re la t ivement  com- 
pact .  

d) Deux  points quelconques de V peuvent  ~tre joints par  un  arc g6o- 
d~sique de longueur 6gale k leur distance. 

Le  thdor~me de H. H o p f  et  W. Rinow ~), utilis~ au n ~ 1 et  qu 'on  va  
6tablir  ici, affirme que, de cos quatre propridtds, chacune des trois pre- 

mieres entraine toutes les autres. 

6) H. Hop/ und W. Rinow, L?ber den Begriff  der vollst~ndigon different ial-  
geometrischen Fliiche (Comment. Math. Holy. 3, p. 209--225). Lo thborbmo n'est 
~nonc6 que pour dos surfaces analytiques, mais la m~ithode do d~monstration est g6nbrale; 
elle semble toutefois moins directe que cello du texte. Le fait quo c) entralno d) remonto b, 
Hilbert. 
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I1 est imm6diat que c) entraine b), et b) entraine a), ear toute g6od6sique 
qui n'est ni ferm6e ni infinie dans les deux sens contient des suites de 
Cauchy divergentes. I1 suffit donc de prouver que a) entraine c) et d). 

Appelons vecteur initial d'un arc g6od6sique, le vecteur tangent ~ cet 
arc ~ son origine et ayant  le mSme sens et la m6me longueur. La pro- 
pri~t~ a), que nous prenons eomme hypoth6se, entra~ne que tout  vecteur 
tangent en un point donn6 a de V, quelle que soit sa longueur, est le 
vecteur initial d 'un arc g6od6sique, forc6ment unique. Cet arc pourra 
6ventuellement se couper lui-m6me, ou se recouvrir en partie s'il est 
port~ par une g~od~sique ferm~e. 

Soit S~ l'ensemble des points x de V dont la distance ~ a est 
r,  d (x, a) ~ r, et soit E~ l'ensemble des points x de S~ qui peuvent 

~tre joints ~ a par un arc g~od~sique de longueur ~gale ~ d (x, a ) .  On 
volt que E~ est compact, car si x~ (h ~- 1, 2 , . . .  ) est une suite de ses 
points, T~ grant le vecteur initial d 'un arc g~od~sique de longueur 
d (a, x~) joignant a ~ x~, la suite des T~ a au moins un vecteur d'accu- 
mulation T, qui est le vecteur initial d 'un arc g~od~sique dont l'extr~- 
mit~ appartient ~ Er et est un point d'accumulation de la suite des x~. 
Nous allons montrer que 

Er = S, . (I) 

Cette relation est vraie pour r = 0.  Si elle est vraie pour r ~ R > 0 ,  
elle est ~videmment vraie pour r < R .  Mais r~ciproquement, si elle est 
vraie pour tout  r < R, elle l'est encore pour r ~- R. En effet, tout 
point x de S• est limite d'une suite de points dont la distance ~ a est 
< R;  ces points appartenant alors par hypoth~se ~ E R qui est fermi, il 
en est de m~me de leur limite x. Cela ~tant, pour ~tablir (1) dans toute 
sa g~n~rali~, il suffira de montrer que, si elle est vraie pour r -~ R ,  
elle l 'est encore pour une valeur sup~rieure r = R -}- s, s > 0.  

A cet effet, montrons d'abord que, pour tout  point y tel que d {a, y) > R, 
on peut trouver un point x tel que d (a, x) = R et d (a, y) = R ~- d (y, x). 
En effet, quel que soit l 'entier h, on peut joindre a/~ y par une ligne de 
longueur < d (a, y) ~ h -1, et s i x  h est le dernier point de cette ligne 
appartenant ~ E R : S R ,  on a d(a, xh) : R et 

d (x h, y) <: d (a, y) -- R -t- h -1 ; 

pour h--> co, xh a au moins un point d'accumulation x et ce point 
jouit des  propritt6s reqnises. 

On sait d 'autre part  qu'il existe une fonction continue s(x) > 0 ,  telle 
que, si d(x ,  y) ~ s (x) ,  le point y est l'extr~mit~ d 'un arc g~od~sique 
d'origine x et de longueur d (x, y) qui est le seul chemin de longueur 
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d(x,  y) joignan~ ces deux points, e t  cela entr~me qu 'un ehemin de 
longueur d (x, z) joignant  deux points x et z e s t  ndcessairement un arc 
gdod~sique, s ix) a sur E R un  minimum s > 0 .  

Ce lad tan t ,  s i (1)  e s t v r a i e p o u r  r ~  R e t s i  R < d ( a , y ) ~ R % s ,  
fl existe x ~ E  R t e l q u e  d ( a , x ) ~ - R  et d ( x , y ) ~ - d ( a , y ) - - R ~ s .  
I1 existe par  suite un  arc gdod~sique L '  de longueur d(a, x) joignant  a 

x et  un  arc gdodgsique L rl de longueur d (x, y) joignant x ~ y.  La  ligne 
fortune par  L' et  L rr joint  alors a s y,  et  comme sa longueur est d(a, y), 
c'est un  arc g4od~sique. Done y e ER+ , , ce qui ach~ve la ddmonstrat ion 
de (I). 

De cette dgalitd rdsulte clue S~ est compact et V jouit de la propridtd c) ; 
la propridtd d) en rdsulte aussi, puisque tout point x est alors l'extrdmitd 
d'un arc gdoddsique d'origine aet de longueur d (a, x) . On peut remar- 
quer que l'hypothbse suivante: ,,toutes les gdoddsiques passant par un 
point ~nd qudconque de V sont infinies dans les deux sens ou fermdes", 
suffit pour entrainer c), et par suite a), b) et d). 

Voici encore une ddmonstrat ion de la proposition mentionnfie aux 
n ~ 2 et  3, qui peut  s'dnoncer ainsi 7) : 

Soient V e t  V' deux espaces de Riemann de m~me dimension, analy- 
tiques et complets, / une isomdtrie d'un domaine D ( V clans V' et L un 
chemin issu d' un point de D dans V. Alors ] peut ~tre prolongde le long de L .  

Ddsignons par  V(x, r) ou V'(y, r) la boule ouverte de centre x 
{ou y) et  de rayon r dans V (ou V'), et soit s' (y) la fonction analogue 
dans V' ~ la fonction s (x) ddfinie ci-dessus dans V. Vdrifions d 'abord s) 
que, s i g e s t u n e i s o m d t r i e  de V(u,r)  dans V r et si O < r < s ~ s ( u )  
et s ~ s' (g (u)), il existe une isom~trie h de V (u, s) dans V' qui est 
en prolongement immddiat  avec g, c'est-s dont  g est une restriction. 
En  effet, chaque point x e V (u, s) est l 'extrdmitd d 'un  arc gdod~sique 
issu de u dans V(u, s), et  d 'un  seul; soit X le vecteur initial de cet arc, 
Y l ' image de X par  g dans V' et  y l 'extrdmitd de l 'arc gdod~sique dont  Y 
est le vecteur init ial;  l 'application h ddfinie ell posant y----h(x) est 
alors une application topologique et analyt ique de V (u, s) sur V' (/(u),s), 
qui coincide avec g dans V(u, r). Ce dernier fair, joint h l 'analyticitd,  

~) Cette proposition est aussi dtablie par W. Rinow, mais settlement pour les surfaces: 
W. Rinow, • b e r  Z u s a m m e n h ~ n g e  z w i s c h e n  der  D i f f e r e n t i a l g e o m e t r i e  im 
gro l3en  u n d  im k l e i n e n  (Math. Z. 35, 1932, p. 512--538). 

s) Cf. E.  Caftan, Lemons sur  la  G d o m d t r i e  des  E s p a c e s  de R i e m a n n ,  2me 
6dition, 1946, p. 238. 
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entra lne  que h est une  isom~trie. Nous dirons que h est l 'extension de 
V(u,8). 

Supposons ma in tenan t  que le chemin L soit d~crit par  x t pour  t var ian t  
de 0 & 1. Sans res t re indre  la g4n4ralitd, on peu t  admet t r e  qu'il  est  recti- 
fiable; soit R sa longueur, et  soit  s la plus pet i te  des bornes inf~rieures 
de s(x) dans V(xo, R ) et  de s '(y) dans V'(/(xo),  R ) .  Choisissons 

8 
r > 0  et  ~ -3- tel  que V(x o , r ) ( D ,  e t  soit /o la restr ict ion de ] 

V (x o, r) . I1 suffit de mont re r  qu'il  existe une i som~t r i e / t  de V (xt, r) 
dans V r, ddfinie pour  chaque t ~ (0,1) , de mani~re que ]~ et / t~ soient en 
prolongement  immddiat  d~s que I t - -  t' I e s t  assez peti t .  E t  pour  cela, 
il suffit encore de p rouver  que, quel que soit t o sat isfaisant  ~ 0 ~ to < 1 ,  
s i ] t  est  ddfinie et  satisfait  aux  conditions ci-dessus pour  0 ~ t ~ t o , 
on peu t  ~tendre sa d~finition pour  t o < t  ~ t  l = i n f ( t  o q - e ,  1) de 
mani~re & satisfaire aux m~mes conditions, e d tant  un  nombre  > 0 
inddpendant  de t o . 

Choisissons e > 0 tel  que, quel que soit  t o E (0,1),  l 'arc d~crit pa r  
x t pour  t va r i an t  de t o ~ t 1 soit  contenu dans V(X~o, r ) .  Remarquons  
ensuite que, pour  t va r ian t  de 0 b~ to, ]t(xt) d~crit dans V' un  chemin 
localement  isom~trique ~ l 'arc correspondant  de L ,  donc de m6me 
longueur,  ee qui entra lne  que ]~o(Xto ) ~ V' (~(xo), R)  et  s' (f~o(Xto)) ~ s . 
Pour  t o < t  ~ l l ,  o n a  V (xt, r) c V (x~o , s) , b~ cause de la mani~re dont  
on a choisi r ;  en d~finissant alors ], comme la restr ic t ion & V(x , ,  r) do 
l 'extension de f,o b~ V(x,o , s ) ,  on satisfait  aux conditions requises. 

Re~u le 24 aofit 1952. 
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