
Hyperkomplexe 
und pseudo-analytische Funktionen 

Von ADOLF KRISZTEN, Ziirich 

Einleitung 

Die analytischen hyperkomplexen Funktionen steUen eine Verallge- 
meinerung der klassisehen analytisehen Funktionen dar. Entsprechend 
den versehiedenen DefinitionsmSglichkeiten, die im klassischen Falle -- 
aber nieht mehr in beliebigen Algebren -- ~quivalent sind, wird die Be- 
zeiehnung analytische hyperkomplexe Funktion yon den einzelnen Auto- 
ren in ganz versehiedener Bedeutung verwendet. Es lassen sich dabei 
diese Autoren in zwei Gruppen einteilen, deren eine sich an Sche/]ers [ 17] 1) 
ansehliel3t, w~hrend die zweite Gruppe die gi~nzlieh anders geartete Defi- 
nition von Fueter [1] zugrunde legt. Es ist bemerkenswert, dab die Defini- 
tion, die Fueter fiir den einfachsten Fall der Quaternionen gibt, ohne 
weiteres auch fiir beliebige Algebren verwendet werden kann. Die hyper- 
komplexen Funktionen der ersten Gruppe werden wir, wo eine Unter- 
seheidung nStig ist, S-analytiseh, die der zweiten Gruppe F-analytisch 
nennen. 

Die Definition der S-analytisehen Funktionen besteht nun darin,da[5 
die hyperkomplexen Funktionen eine Ableitung besitzen sollen, die von 
der Richtung unabh~ngig ist. Es zeigt sieh, dab dies im wesentlichen nur 
in kommutativen Algebren m6glieh ist, womit also diese erste Definition 
sehr raseh versagt. Hausdor//[16] hat diese Definition verallgemeinert, 
indem er nur  noch verlangt, dal3 das Differential der hyperkomplexen 
Funktion eine lineare Funktion des Differentials der hyperkomplexen 
Variablen sein soll. So kann man sieh in der Tat  v o n d e r  Bedingung der 
Kommutativit~t  befreien ; aber die M6gliehkeiten zur Entwicklung einer 
allgemeinen Theorie seheinen reeht klein zu sein, da zum Beispiel keine 
Integrals~tze existieren. Wir werden uns hier nieht mit dieser Hausdor//- 
sehen Definition befassen. Die Sche//ersehe Forderung der Existenz einer 

1) Die  N u m m e r n  in K l a m m e r n  verweisen  a u f  da s  L i t e ra tu rve rze ichn i s  a m  Schlusse  der  
Arbei t .  



Ableitung erweist sich als ~tquivalent mit derjenigen nach der Existenz 
einer Stammfunktion; oder, was dasselbe bedeutet, einem vom Wege 
unabh~ngigen Integral  

Die Fue ter sche  Definition verzichtet zum vorneherein auf  die Existenz 
einer Ableitung und fordert start  dessen das Bestehen eines Integral- 
satzes ffir Integrale fiber Hyperfl~chen. Dies ffihrt -- wie auch im ersten 
Fall -- auf  ein System yon linearen partiel]en Differentialgleichungen 
erster Ordnung mit  konstanten Koeffizienten. Damit ist auch umgekehrt 
die MSglichkeit gegeben, solche Systeme yon Differentialgleichungen mit 
funktionentheoretischen Hilfsmitteln zu untersuchen [5, 7, 9, 10, 11]. Es 
zeigt sich, daI~ diese Definition in beliebigen Algebren sinnvoll ist und es 
kSnnen -- wie wir zeigen werden -- eine Reihe yon S~ttzen aufgestellt 
werden, die ganz unabh~ngig sind yon der Struktur der zugrunde gelegten 
Algebra. Speziell findet man, dab ffir Fl~chen beliebiger Dimension 
Integrals~tze aufgestellt werden kSnnen. Es sind dies Si~tze, die teilweise 
bereits yon Fueter  und Staub  [2, 13] ffir die Algebra der Quaternionen 
und gewisse Cliffordsche Algebren hergeleitet wurden. 

Die Existenz von Integrals~tzen legt es nahe, die Theorie der ~u6eren 
Differentialformen [26, 27, 28] zu verwenden. In der Tat  zeigt es sich, 
dab diese Theorie es nicht nur ermSglicht, diese Si~tze aui~erordentlich 
elegant herzuleiten, sondern auch erkl~rt, warum die beiden Verallgemei- 
nerungen der ktassischen Funktionentheorie offenbar a priori gleich be- 
rechtigt und gleich sinnvoll sind. Sei w(z )  ~ u ~- i v  eine Funktion der 
komplexen Variablen z : x -~ i y ,  dann kann man die Bedingung, da6 
w (z) analytisch sein so]l, folgenderma~en formulieren : Das i~ui~ere Diffe- 
rential der Differentialform o) : w ( z ) d z  muB verschwinden 

de> ~ (i w~ - -  w~)dx  d y  ~ i (w~ § i w~)dx  d y  -~ 0 , 
also 

w~-~iw~----0 . 

Dies sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen in kom- 
plexer Schreibweise. Versteht man unter der adjungierten Differential- 
form yon ~ : a d x ~ b d y  die Form ~ * : - - b d x - ~ a d y  und setzt 
man ~ -~ (do~*)*, so erkennt man leieht, dab &o -~ ~ ( w d z )  ~ 0 auf  
dieselben Differentialgleichungen ffihrt. Die  Bed ingungen  d~o -~ 0 u n d  

~o  ~ 0 s ind  /~r  ~o ~- w dz dquivalent  [25]. 
Geht man zu beliebigen Algebren fiber und versteht man unter ~o die 

entspreehende Differentialform, so sind die beiden Gleichungen d~ ~ 0 
und ~eo ~ 0 nicht mehr ~quivalent ; die erste ffihrt zu den S-analyti- 
sehen, die zweite zu den F-analytisehen Funktionen. Wir werden in einem 



ersten Absehnitt einen kurzen ~berblick fiber die verwendete Theorie 
der Differentialformen geben, w~hrend der zweite und dritte Abschnitt 
die Theorie der S- respektiv F-analytischen Funktionen enth~lt. In 
einem vierten Abschnitt untersuchen wir den Zusammenhang mit den 
harmonischen Differentialen und zeigen, dal~ die Definitionen der S- und 
der F-analytischen Funktionen nur in der Algebra der komplexen Zahlen 
~quivalent sind. 

Der ftinfte Abschnitt befai3t sich mit einer anderen Verallgemeinerung 
der analytischen Funktionen, den pseudo-analytischen Funktionen oder 
2:-monogenen Funktionen, die speziell yon Bers und Gelbart [20, 21, 22] 
untersucht wurden. Diese Verallgemeinerung besteht darin, dab die 
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen dutch ein anderes System 
yon partiellen Differentia]gleichungen erster Ordnung mit variablen K o e f  
fizienten ersetzt werden. Die iibliche Schreibweise als komplexe Funk- 
tion ist rein formal und meines Erachtens mehr eine Komplizierung als 
eine Vereinfachung, da doch si~mtliche -- oft recht undurchsichtigen -- 
Rechnungen in Komponenten ausgeftihrt werden miissen. Weiter ent- 
spricht die Metrik der komplexen Zahlen in keiner Weise der dutch die 
Differenti~lgleichungen induzierten i~Ietrik. Wir werden deshalb die ganze 
Theorie in Matrizenschreibweise durchfiihren, die offenbar angebracht 
ist, da die vorher formalen I)rodukte in wirkliche Produkte yon Matrizen 
fibergehen. Weiter werden die Bedingungen angegeben, unter welchen 
man eine einfache Theorie erh~lt. Es ist dies entweder dann der Fall, 
wenn die Matrizen vertauschbar sind, oder wenn die Metrik orthogonal 
ist. Der erste Fall wurde yon Lukoms]ca]a [23], der zweite yon Bets und 
Gelbart eingehend untersucht. Wit werden hier weniger versuchen, neue 
Resultate zu erzielen, als die bereits bekannten S~tze in eine einfachere 
und durchsichtigere Form zu bringen. Auch hier zeigt sich wieder die 
groBe Allgemeinheit und Vielseitigkeit der 1V[ethoden, die Fueter ein- 
ftihrte. 

1. Funktionen in Algebren, hyperkomplexe Differentiale 

Wir wollen in diesem Abschnitt  diejenigen Begriffe und S~tze zusam- 
menstellen, die im folgenden st~ndig verwendet werden. Es sei 9~ eine 
assoziative Algebra fiber dem K5rper der reellen Zahlen mit Hauptein- 
heir, die wir mit der Eins der reeUen Zahlen identifizieren. Die Basis- 
elemente yon 2 seien co ~ 1, c l , .  . . . .  c~7. Wir definieren weiter zwei 
Linearsysteme ~ und ~w in A,  deren erstes immer die Haupteinheit  ent- 
halten mSge. Durch geeignete Wahl der Basis kann man erreichen, dab 



~'Z = (C'o . . . . .  Cn_l)  und s = (chl, �9 . - ,  cam), w o n  _<N + 1 und m < 
N § 1. s und  s kSnnen un te r  sich oder  aueh m i t  ~ identiseh sein. 

x o , . . . ,  xn-1 seien n reelle Variable,  die wir als Koord ina t en  im eukli- 
dischen R n deuten.  Diese Var iablen fassen wir in s zu der  einen hyper-  

komplexen  Var iablen , -1  
Z ~ ~ C h X h 

h=O 

zusammen.  Sind analog u l , . . . ,  u m m reelle Funk t ionen  der  Var iablen 
x 0 . . . . .  xn_~, so fassen wit  diese in s zu der  einen hype rkomplexen  
Funk t ion  w (z) der h y p e r k o m p l e x e n  Var iablen z z u s a m m e n  als 

w (z) = X % uk 
k = l  

Wir  werden - -  ohne das immer  zu erw/~hnen - -  s te ts  voraussetzen,  dab  
die Funk t ionen  u~ genfigend oft  s te t ig  part iel l  differenzierbar  s ind.  Es  
sei weiter  

m 0 U  k m 
aw = w , )  ~: ~ ~ k �9 - -  - -  C U ( i )  
OX i ~ -  Chk OX i 

k = l  k = l  

n - - 1  

Unte r  dem Differential  der Var iablen  z vers tehen wir d z - - - - - Z  cA d x ~ .  
h = 0  

Die Zusammenfassung  der Funk t ionen  u k zur  Funk t i on  w(z)  is t  vor-  
lgufig rein formal ;  sie wird erst  sinnvoll, wenn wir die Funk t ionen  spe- 
ziell auswghlen,  was  durch  die Bedingung der Ana ly t i z i tg t  erreicht  wird. 

U m  die ana ly t i schen  h y p e r k o m p l e x e n  Funk t ionen  definieren zu k6n- 
nen, werden wir die Theorie  der  Dif ferent ia l formen verwenden.  Wir  ha l ten  
uns ganz an  die Arbe i t  yon  d e  R h a m  und  B i d a l  [27], wobei  sieh natfir l ich 
grol~e Vereinfachungen ergeben, da  w i r e s  nur  mi t  euldidisehen R g u m e n  
zu tun  haben.  Die F u n k t i o n e n  A1, ~ . . . . .  i,,. (Xo . . . .  , X n _ l )  seien die K o m -  
ponen ten  eines k o v a r i a n t e n  an t i symmet r i s chen  Tensors ;  h~ . . . . .  h~ 
seien r beliebige, verschiedene der  Zahlen 0 . . . . .  n - -  1. W i t  be t r ach t en  
die Different ia l form 

----- X Ah~  . . . . .  h,. [ d x h l .  . .  d x h  r] , 

wobei die S u m m e  fiber alle (n) K o m b i n a t i o n e n  (hi . . . . .  h~) e r s t reek t  

werden soll, und  die Mult ipl ikat ion der  dx~  sehief  ist. U n t e r  der  a d j  u n -  
g i e r t e n  Dif ferent ia l form ~* ve r s teh t  m a n  

W O  

~ *  = ,V, A h ,  . . . . .  hr [dxh ,  �9 . .  d x j *  , 

[ d x h , .  . . d x h , ] *  = [ d x ~ , +  . . . d x ~ ]  



definiert ist, wenn die Reihe ( h i , . . . ,  h~, h~+l, �9 �9 �9 h.) eine gerade Per- 
mutation yon ( 0 . . .  n -- 1) bildet. Diese Definition ist aquivalent mit 
der folgenden : 

[d x h ~ . .  . dxh  r] [dxh~ . . .  dxhr]* = dh  ; 

dh  bedeutet das Volumenelement d x o . . ,  dxn_  1 des Raumes. Es wird 
sieh die Sehreibweise 

[ d x h , .  . . dxh~]* = dXh~.. .h~ 

als praktiseh erweisen, damit sehreiben wit endgiiltig 

c~* = Z Aa~ . . . . .  hr d X a l . . . h r  �9 

Es gelten die folgenden Rechenregeln 

d x k  d X h , . . h ~  = 0 k # h~ 

d x ~  d X h ,  ..At = (-- 1) r-~ d X a , . . h t - ~  h~+,...hr (i = 1 . . . . .  r) . 

Es werden hauptsaehlich hyperkomplexe Differentiale der folgenden 

Form auftreten : n-1 
(dz)* = X ch dXh = dZ 

und allgemeiner h=o 

[dxh . . . dxhrdz]*  = • % d X h , . . . h r ~  = dZhl . . .hr  �9 
k = 0  

Das aul]ere Differential einer Form c~ ist definiert als 

do~ = X OAh~ . . . . .  hr [ d x k d x n ,  . . . dxnr ] 
Oxk 

entsprechend hat der Operator ~ die folgende Bedeutung 

~ = ( d ~ * ) *  . 

Wahrend also der Operator d den Grad der Form um eins vergrSl3ert, 
verldeinert ~ diesen um eins. Da das aul~ere Differential eines auBeren 
Differentials versehwindet : d(do 0 = 0, so gilt auch ~ ( ~ )  = 0. Einer 
der wichtigsten Satze der Theorie der Differentialformen, den wit zu ver- 
wenden haben, ist: Es sei H~+~ ein ( r+  1)-dimensionales (genfigend regu- 
lares) Fliichenstiick, C seine r-dimensionale Berandung. Dana gilt die 
Formel von S tokes  

j '~x= j ' & x ,  
e Hr+x 

wo ~ die erwahnte Differentialform r-ten Grades bedeutet. 

10 



2. Die S-analytisehen Funktionen 

Definition. Sei  die Di/ /erent ial /orm ~o gleich d z w ( z ) ,  wo 

n--1 m 

dz = X ch dxh , w (z) = X chi uhi 
h=O i = l  

bedeutet. Wir  nennen  die hyperbomplexe  F u n k t i o n  w (z) l inks-analyt isch 2), 

/alls das (~uflere Di/ /erent ial  von w verschwindet 

und  rechts-analytisch, w e n n  

ist. 
Es  ist  

d o ) = O  , 

d ( w  dz) = 0 

n--1 

d e  = Z [dxh dz] w (h) = X (c~ w(h~ - -  ch w(k)) [dxh dx~] , 
h=O h < k  

also m u $  
ck w (h) ~ ch w (k) : 0 (h, k : 0 . . . . .  n - -  1) 

sein. D a  co die H a u p t e i n h e i t  ist, gi l t  speziell 

w ( k )  : C k W (0) 

und  es ist  

dw : dz w (~ . 

(2,1) 

Die B e d i n g u n g e n  (2,1) schre iben  sich n u n  als 

(c kc h - c  h c ~ ) w  ( ~  ( h , k =  1 . . . . .  n - -  1) . 

I s t  w (o) n i c h t  Nul l te i ler  zu  allen Ausdr i i cken  ck ch - -  ch %,  so muB ~ 
kommuta t iv  sein. Ward  [18] h a t  in e inem e twas  a n d e r n  Z u s a m m e n h a n g  
ein Beispiel  gegeben ,  w o w  (~ diese B e d i n g u n g  erffillt : 

C o =  1,C l c ~ -  C~C 1~-- 0,  C l c ~ : - c ~ , c ~  = 1,C~:--  0 . 

W (~ muB die B e d i n g u n g  

(cl c2 - -  c~ c l ) w  (~ --- 2c~ w (~ = 0 

erftillen, u n d  n i m m t  desha lb  die F o r m  

~) W i r  werden  in  d iesem A b s c h n i t t  - -  wie auch  im  n~chs ten  - -  s t a t t  S - a n a l y t i s c h  
r e spek t iv  F - a n a l y t i s c h  i m m e r  n u r  a n a l y t i s c h  schreiben,  da  nu r  e ine der  be iden  Bezeich- 
nungen au f t r i t t .  

11 



w (~ = u ( 1  - e l )  § v 

an, wo u und v beliebige Funk t ionen  von xo, xl ,  x2 sind. 
Lassen wir diesen Fall  beiseite, so ergibt  sich der 

Satz: Die Bedingung /~tr die Existenz von links- oder rechts-analytischen 
Funlctionen in einer Algebra besteht im allgemeinen darin, daft das Linear- 
system ~ der Variablen z kommutativ ist. Die Di]]erentialgleichungen, de- 
nen die Funkt ion  w (z) gen~tgen muff, sind 

w (k~ ~- ck w (~ respeIctiv w (k) ~ ~V(O)Ck (k = 1 . . . . .  n -  1) . 

Es existiert die linke respektiv rechte Ableitung w(% da 

ist. 
dw ----- dz w (~ respektiv dw ~ w(~ 

DaB unte r  diesen Bedingungen auch immer  analyt ische Funkt ionen  
existieren, e rkennt  man  daraus, dal~ ffir ~w : s die Variable z stets 
links- und  rechts-analyt isch ist. 

Aus dem Versehwinden yon  dw ~ d(dzw) ,  wo w(z) l inks-analytisch 
ist ; oder  allgemeiner aus dem Verschwinden yon 

d (Vdzw)  , 

wo V (z) reehts- und  w (z) l inks-analytiseh ist, folgt der 

Integralsatz:  Ist  C eine geschlossene regula're Kurve, die ganz im Analy-  
tizitdtsbereich yon V (z) und w (z) liegt, so ist 

S V(z )dzw(z )  = 0 . ~ 2 , 2 )  
c 

In  den von uns be t rach te ten  Algebren erweist  sieh also --  wie bekann t  -- 
die Exis tenz  einer Ablei tung und  die Exis tenz  einer S tammfunk t ion  

g 

W(z) = Sdz w(z) 8) 
zo 

als aequivalent .  Die S t ammfunk t ion  einer l inks-analyt ischen Funk t ion  
ist  selbst wieder l inks-analytisch, denn es gilt 

d W  = dz w(z) . 

Das In tegra l  (2,2) t r i t t  bei Degtereva au f  und  wird von ihm Di-Integral  
genann t  [14, 15]. 

a) W(z) liegt im allgemeinen nicht in ~w" 

12 



3. F-analytisehe Funktionen 

Wir kommen nun zur Behandlung der zweiten M6g]ichkeit zur Defini- 
tion yon analytischen hyperkomplexen Funktionen. 

Definition. Sei eo die Differentialform dz.  w (z) ,  wo dz das Differential 
der hyperkomplexen Variablen z aus s und w(z )  eine hyperkomplexe 
Funktion aus s bedeutet. Die Funktion w(z)  heiBt in einem t)unkte z 
des n-dimensionalen Raumes der x 0 . . . . .  x._ 1 links-analytisch, falls 
dort 

(~oo : (doJ*)* = 0 (3,1) 

gilt. Entsprechend heii~t w ( z )  reehts-analytisch, wenn die Differential- 
form w ( z ) d z  die Bedingung 

~(w( z )d z )  = 0 

erffillt. 
Es ist 

n- -1  n - - i  

~o = S ,  ck dxk w(z)  , ~o* = S ck dX~  w(z)  = dZ w(z)  , 
k = o  k = 0  

und also 
n- -1  n - -1  

dco* = • dxh dZ w (J~ = dh Z ch w ~h) �9 
h=O h = 0  

Damit ergibt sich der 

Satz: Die Funktion w(z )  ist in einem Punkte z des n-dimensionalen 
Raumes links-analytisch, wenn sie dort den Differentialgleiehungen 

3 - - 1  

~' c h w ~h) = 0 (3,2) 
h=o 

genfigt, und rechts-analytisch, falls 
3 - - 1  

27 w(h) ch = 0 (3 ,2 ' )  
h = o  

gilt. Die beiden Bedingungen sind im allgemeinen nicht i~quivalent. 
Eine Funktion heiBt in einem Bereiche links-analytisch, wenn dies in 

jedem Punkte des Bereiches gilt. Diese zweite Definition ffihrt genau zu 
der Funktionenklasse, die Fueter  in seinen grundlegenden Arbeiten fiber 
analytisehe Quaternionenfunktionen untersucht hat, und es sind in (3,1) 
s~mtliehe anderen Definitionen enthalten [6, 8]. 

Beisp ie le  : 

1. Quaternionenfunktionen : s = ~w gleieh der Algebra der Qua- 
ternionen. 

13 



2. Diracsche Differentialgleichungen und andere Systeme von Diffe- 
rentiMgleichungen. ~I vollst/~ndige Matrixalgebra der m-reihigen Matri- 
zen. ~ : Linearsystem yon Matrizen. ~w : Linearsystem der SpMten- 
matrizen 

~ ~  ~ ~  

0 ~ 
3. Analytisch-reguli~re Funktionen [12, 13]: ~I Cliffordsche Algebra 

(i o ----- 1 , i , i  1 . . . . .  i~_l ,  i i l ,  i h i k , . . . ) ,  i S : -  1, i~-------- 1 (k 9 e 0 ) ,  

i i k  =- - -  i k i ,  ihik ----- - -  ikih (h =~ ]c, h ,  k : 1 , 2  . . . . .  n - -  1). 
n - - I  

~z:  z ---- 2:  z k i  k , zk : X2k ~- i x2k+l (3,3) 
k = ]  

n - 1  

~ :  w =  Z i ~ w k  , Wk = U ~ k  § iu~k+l  
k = l  

Zu einer -- speziell ftir den zweiten IntegrMsatz -- wichtigen Verall- 
gemeinerung fiihrt die :Betrachtung der Differentialform 

o~ = V (z)  d z  w (z)  , 

wo V und w hyperkomplexe Funktionen bedeuten. Die Bedingung 
~o~ ~ 0 ergibt 

2:V(h) Ch w + V  c hw (t'~ = 0  
\ h  = 0  

und ist also erftillt, wenn V rechts- und w links-anMytisch ist. Sei/t  eine 
beliebige hyperkomplexe Konstante aus 9j, so kann die Bedingung auch 
als 

( ~ o V ~ ' ~ ) ~ - v ~  w + V  c ~ w ( h ' + ~ w  = 0  

geschrieben werden, was zu den Bedingungen 
n - - 1  n - - 1  

2:V(h~Ch-- V ~ = 0  , X c h w  ( a ) + ~ w - - 0  
h = 0  h = 0  

ffihrt. Derartige Funktionen wurden vom Verfasser [9, 10] untersucht 
und inhomogen-analytisch genannt. 

In tegrals~tze  : Es soUen hier die ][ntegrals~tze der F u e t e r s c h e n  Theo- 
rie [2] der Quaternionenfunktionen und gewisser Cliffordscher Funk- 

14 



tionen fiir beliebige assoziative Algebren hergeleitet werden. Der zweite 
Integralsatz bildet dabei eine Ausnahme, da er, als einziger, yon der 
Struktur der zugrunde gelegten Algebra abh~ngt. 

Die Regularit/~tsbedingung (3,1) oder allgemeiner die Bedingung 
~ ( V d z w )  ~ 0 erlaubt sofort die Aufstellung des Satzes : 

Erster Integralsatz 4). Sei  H ein n-dimensionales  Ge~iet des z - R a u m e s ,  
sein R a n d  R eine geschlossene orientierbare H yper/ldche mi t  stetigem Nor-  
malen/eld.  Die  F u n k t i o n e n  V und  w seien in  H ~- R rechts- respekt iv  
l inks-analy t i sch  5). D a n n  ist 

~ V (z) dZ  w(z)  = 0 

wenn  m a n  unter  dZ  -~ (dz)* versteht. 

Setzt man V(z)  respektiv w(z)  gleich eins, so erhi~lt man fiir links- 
respektiv rechts-analytische Funktionen den Integralsatz 

~ d Z  w(z )  = 0 respektiv ~ V (z) g Z  -~ 0 . 
R R 

Die Integra]si~tze, die im folgenden bewiesen werden, sind teilweise fiir 
gewisse Cliffordsche Algebren (3,3) hergeleitet worden. Wie Staub [13] 
gezeigt hat, lassen sich daraus leicht die Integrals~tze von Mart ine l l i  [29] 
herleiten. Wir werden sehen, dait in beliebigen Algebren, und aueh fiir 
inhomogen-analytisehe Funktionen, fiir Fli~chen beliebiger Dimension 
ein Integralsatz existiert. 

Es sei Hn_ , (r --~ 1 , . . . ,  n -- 1) ein im R n gelegenes, endliehes, orien- 
tierbares Fl~chenstfick, das sich nirgends durchdringt und often ist. Die 
Dimension yon Hn_~ sei (n -- r). H~_, werde durch die geschlossene 
F1/~che R der Dimension n -- (r + 1) berandet. Die zu betrachtenden 
Gebilde seien sttickweise analytisch, w (z) und V (z) seien in einer n-di- 
mensionalen Umgebung yon H~_~ links- respektiv rechts-analytische 
Funktionen. w (z) und V(z)  diirfen aueh inhomogen-analytiseh sein, das 
heil3t den Gleichungen 

n--1 n--1 
Z ch w ~h) A- ~ w = O , ~ V~h)ch - -  V,~ = O 

h =0 h =0 

geniigen. Auf R betraehten wir die Differentialform 
n 

(COh~...hr)* --- V (z) [dxh . . . dxhr dz]* w (z) = V (z) Z d X h , . . h r  k ck w (z) 
k=O 

= V(z)  dZh, . .h  w ( z )  , 

4) Der Sa~z ble ibt  auch r ichtig fiir inhomogen-analyt i sche  Funk t ionen .  
5) V (z) l iegt in e inem beliebigen Linearsys tem von 9~. 
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wo h i .  �9 �9 h~ r beliebige, verschiedene Zahlen der Reihe 0, 1 . . . . .  n --  1 
bedeuten.  Das ~ul3ere Differential  dieser F o r m  ist 

n - 1  n- -1  

d (o~h~...h~)* = Z V(')[dx,  dZh~...h,] w ( z ) +  V (z) Z [dx, dZ~,..h~] w(') 
s=O s=O 

= Z 1  - ~  Z 2  " 

Die Auswertung ffihren wir im Detai l  nur  ftir .~'~ du tch  : 

n--1 n--1 r 

Z 1  = Z Z g (~ )%[dx ,  d X h , . . h , k ] w ( z )  + Z Z V~h~ % [ d x h ~ d X ~ , . . h , k ] w ( z )  �9 
k = 0  s ~ h l , . . h r  k = 0  i = 1  

Es ist 

Z Z V (~) ck[dx,  dXh~...h, ~] = Z V (") c, dXh,.. .h~ , 
k = 0  s ;~ h l .  . .hr s 72~-hl.. .hr 

und aus der Regular i t~tsbedingung ftir V (z) folgt 

Z V ~ ) c ,  d X h , . . h ,  = - -  Z V~h~  V ; t d X h , . . h ~  
S ~ h l . . . h r  i = 1  

r 

__ V(hi) c I 1 ) r - i+ ldX~  _~_ V 2 d X h l  . 
- -  ~ - -  hi  ( - -  . . , h i - 1  h i + l . . . h r  hi . . . h r  

i = 1  

Der  zweite S u m m a n d  yon  2:1 ist bis au f  den F a k t o r  w(z)  gleich 

~" V(hi~ Ck ( --  1) r-i+l dXhl...hi_x hi+1...h~, k , 
i = 1  k , : ~ h l . . . h r  

denn es ist 
dxh~dXh~...hrk = ( - -  1) r-~'+l dXh~...h~_~ ht+~...h, k �9 

Dami t  ist die endgiiltige F o r m  von ~1 gefunden : 
r n- -1  

X1 ~-- Z V(h~ ( - -  1) r-~+~ Z %dXa~...a~_~ ~+~...~,~ w ( z )  + V 2 d X ~ . . . a w ( z )  
i =1  k=O 

= Z ( - -  1) r-i+~ V(~) dZh,...ni_~ a~+~...tr w (z) + V ( z )  2 d X h , . . a r  w (z) . 
i = l  

Analog ft ihrt  die Umformung  yon  Z'~ auf  

~ 2  = Z (- -  1) r-i+1 V (z) dZn,..a~_a ai+a...nr w(a~) - -  V (z) 2 d X ~ , . . t ,  w (z) , 
i = 1  

also gilt 

W [Z ~ ( h i )  �9 d (c%~...a~)* = Z (--1)r-i+l{V(z) dZh~...h~_~ hi+~...ar ~ I~ 
i = 1  

Daraus  folgt  der  
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Integralsatz. H , _ r  sei ein ganz im  Endl ichen  gelegenes, orientierbares, 
sich nirgend8 durchdringendes Fldchenst~cIc der D i m e n s i o n  n - -  r (r = 1, 
. . . .  n - -  1), R sei seine n - -  (r ~- 1) dimensionale ,  regul4re Berandung .  
w(z)  und  V (z) seien in  einer n-d imens ionalen  Umgebung von Hn_r l inks-  
respektiv  rechts- inhomogen-analyt isch 

n--1 

e h w (h~ § ~ w ---- 0 , 

n - - I  

Z V~h) ch - -  V ~ --= 0 . 

D a n n  gilt der /olqende Integralsatz  
r 

S VdZh,...t~r w = Z ( - -  1) r-i+' ,~ {V(z) dZh~...hi_ ~ hi+~...hrW (Z)) (hi) , 
R i = 1  H n - r  

wo h i . . .  hr r beliebige versehiedene Zahlen  der Reihe O, 1 , . . . ,  n - -  1 
bedeuten. I s t  H , _  r speziell  geschlossen, so gilt 

f* 

s ( -  W -"1 S {v(z) gz,,  w = 0 .  
i =1 H n - r  

Ffir  r = 1 erhi~lt man  einen Integralsa tz  ffir gesehlossene Hyper-  
flachen H~_, 

{V(z) dZ w(z)} (h, = 0 (h = 0 . . . . .  n --  l) , 
H n - x  

wobei fiber das Verhal ten yon  w und  V i m  i n n e r n  von  H~_~ niehts 
vorausgesetzt  ist. Aus diesem Integralsatz  ffir Quatern ionenfunkt ionen  
respektiv spezielle Cliffordsehe Funk t ionen  (3,3) haben Fueter  und Frl.  
Schaad [3, 4, 12] den Hartogsschen Satz  hergeleitet.  

4. Analytisehe Funktionen und harmonisehe Differentialformen 

Eine  Differentialform o) heiBt nach Hodge [28] harmonisch,  falls 
do) - -  0 und  (~o) : 0 gleiehzeitig erftillt sind. Naeh  de R h a m  [27] heiflt 
eine Differentialform o) harmoniseh,  wenn 

Ao) : ( - -  1)n~)~do) ~- ( - -  1)~p+nd(~o) -~ 0 

ist, w o n  die Dimension des Raumes,  p den Grad  der F o r m  o) bedeutet .  
Diese beiden Definit ionen sind in einem gesehlossenen R a u m  i~quivalent. 
Da  der yon  uns zugrunde gelegte euk]idisehe R a u m  often ist, sind die 
beiden Definit ionen im allgemeinen nieht  ~quivalent ,  und  wir werden sie 
gesondert  untersuehen.  Der  Einfaehhei t  halber  sei hier stets  voraus- 
gesetzt,  dal~ ~z---- ~w ist. 
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a) Die Definition von Hedge.  Die Differentialform o~ = d z w  sell 
gleichzeitig die Bedingung dee = 0 und  &o = 0 erfiillen, das he i s t  die 
Funk t ion  w(z)  sell gleichzeitig S- und  F-ana ly t i seh  sein. Da  ~z kommu- 
ta t iv  sein muS, sind die Funk t ionen  immer  beidseitig analyt isch.  

~) Nun  sell w S-analyt iseh sein. In  welehen Algebren ist w dann  auto- 
mat isch auch F-ana ly t i seh  ? Es  gilt 

also 

w ( k ' )  ~_  C k W (0) , 

n - - 1  n - -1  

= Z w(k)  = 2?, c l  w(O  . 
k = O  k = O  

Setzt  m a n  speziell die stets  S-analyt isehe Funk t ion  w = z ein, so finder 
man  ~-1 

( d z z ) =  Z c~ . 
k ~ O  

Satz. Die S-analy t i schen F u n k t i o n e n  s ind  d a n n  und  nur  d a n n  stets 

auch F-analy t i sch ,  w e n n  die Basise lemente  des - -  kommuta t iven  --  Linear-  

sys tems  ~z eine verschwindende Quadra t summe besitzen 

n - - 1  

2 4 =  o 
k=O 

I s t  diese Bed ingung  er]~llt, so ist die Di / /erent ial /orm oJ = d z w ,  we  w 

analyt isch ist, nach Hedge  harmonisch.  

fl) w sei F-analy t i seh ,  eine notwendige Bedingung ftir die S-Analytizi-  
t a t  bes teh t  offenbar darin,  dab ~z k o m m u t a t i v  ist. Die Funk t ion  w = 
xa --  ca Xo ist s tets  F-ana ly t i sch  ; es ist  

Dies sell gleieh 
dw = - -  ch dxo + dxh �9 

n - - 1  n - -1  

wt~ = - -  ch X c~:dx~ = - -  Z Chckdx~ 
k = o  k = 0  

sein, dami t  w auch  S-analyt iseh ist. Man erhiilt  

- -  c ~  = c o = 1 

ChCk = 0  (k V: h;  O) . 

Dieses Gleichungssystem mu8  f f i r  alle h = 1 . . . . .  n -  1 erfiillt sein. 
Daraus  folgt, dab n = 2 und  das Linearsys tem ~z mi t  der  Algebra der 
komplexen  Zahlen identiseh ist. 
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Satz.  Die F-analytischen Funkt ionen sind nur in der Algebra de~ ge- 
w6hnlichen komplexen Zahlen stets S-analytisch. 

Haupt sa t z .  N ur  in der Algebra der komplexen Zahlen sind die Bedin- 
gungen d~  ~ 0 und ~w ~ 0 dquivalent ; das heiflt nur in der klassischen 
Funktionentheorie besitzen die F-analytischen Funkt ionen eine Ableitung, 
und ist die Di]]erential/orm eo -~ dzw,  w o w  F-analytisch ist, nach Hodge 
harmonisch. 

b) Die Def in i t ion  von  de Rham : Es  ist  p -~ 1 u n d  

Aw : d~o~ -~ (--  1)ncJdw . 

~) Es  sei w(z) S-ana ly t i seh ,  das  h e i s t  do~ -~ d(wdz)  ~ O, u n d  

&o -~- ~v' c2 k w(~ 
k=O 

d a n n  ist  
n - - I  

d (~o~ = X c~ dz w (~176 
k=O 

Se tz t  m a n  w ~ �89 z 2, so ist  w ~~176 ---- Co, u n d  die n o t w e n d i g e  u n d  hin-  
re ichende  B e d i n g u n g  daftir ,  dais eo h a r m o n i s e h  ist  l au re l  also wie im 
Fal le  a, a. 

Satz. Damit  die Di]/erential/orm ~o ~ dzw,  w o w  S-analytisch ist, 
harmonisch ist nach de Rham, muff 

n -- 1 

2 - - -  0 Z ck 
k=O 

sein. Die De]initionen von Hodge und de Rham sind /ar S-analytische 
Funkt ionen ~quivalent. 

fl) E sei w(z) F - a n M y t i s c h ,  alas heif3t ~w ---- 0 : 

dw = X (ck w(h) - -ch  w (k~) [dxa dxk] 
h ~ k  

(d,o)* = X (ck w (h) - -  ch w(~)) dXh~  
h<k 

d (d~o)* ~- Z Z (c~ w (a~ --  c a w(k)) (~) [dx, dXhk] 
S h < k  

= X (ck w(a) - -  ch w(k)) (k~ dXa --  Z (c~ w(h) --  ca W(k~) (a) dX~ 
h ( . k  h < k  

= X (ck w (ak) d X h  - -  ch d X h  w ~kk~) 
h T L k  

E s  ist  
n - - I  n - - I  

X ck w(ak) dXh -~ ~, X (CkW(k~) (h) dXa = --  z~ ChW(ha)dXh , 
hTz~k h = O  k ~ h  h = o  
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und somit 
5(do~) = (-- 1)ndzAw . 

Das ergibt 
Am = dz Aw 6) . 

Satz. Die Di//erential/orm eo = dzw,  w o w  eine F-analytische Funk-  
tion bedeutet, ist dann und nu t  dann nach de Rham harmonisch, wenn die 
Funkt ion  w(z) der Di/]erentialgleichung 

Aw = 0 

gent~gt, das heiflt, wenn jede Komponente von w eine harmonische Funkt ion 
ist. 

Wir werden nun diejenigen Algebren bestimmen, in denen diese Bedin- 
gung stets erffillt ist. Die Funktionen 

w ,  = �89 ( x ,  - c ,  Xo) ~ , 

w , ~  = 1 [ ( x ,  - C, Xo)(X~ - C~Xo) + (ck - C~Xo)(X,  - C, Xo)] , 

wie fiberhaupt alle p-Funktionen [10] sind F-analytisch, und es ist 

Aw~k CiCk + CkC~ (i ~ k) . A w  t = c o --~ c i , 

Soll also ffir jede F-analytische Funktion w Aw = 0 gelten, so muB 

c~ = --  c o , c~c k -~- ckc ~ = 0 (i, k = 1 . . . . .  n - -  1, i ~= k) 

sein. Es gilt somit der 

Hauptsatz. Die zu den F-analytischen Funkt ionen geh6renden Di]]e- 
rential/ormen co = dzw sind dann und nur dann harmonisch nach de 
Rham,  wenn das Linearsystem ~2 z mit  dem e*rzeugenden Linearsystem einer 
elliptischen Cli//ordschen Algebra zusammen]allt, in diesem Falle sind die 
Funkt ionen immer beidseitig analytisch. Aufler ]t~r die gew6hnlichen kom- 
plexen Zahlen sind die De/initionen yon Hodge und de Rham /~r F-analyti-  
sche Funkt ionen nicht aquivalent. 

5. Pseudo-analytische Funktionen 

Es wurden schon verschiedene Systeme von partiellen Differential- 
gleichungen mit funktionentheoretischen Hilfsmitteln untersucht. Wit 
werden zuerst einen kurzen l~berblick fiber diejenigen Resultate geben, 

6) Vergleiche [27], S. 22. 
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die uns hauptsi~chlich beschi~ftigen. Es sei immer vorausgesetzt, dal3 die 
betrachteten Funktionen die nStigen Voraussetzungen beztiglich Ein- 
deutigkeit, Differenzierbarkeit usw. erffillen. 

a) Sei p ( x , y )  eine im betrachteten Bereich positive Funktion, dann 
heiBt die Funkti(m ](z) -~ u -~ i v  der komplexen Variablen z ~ x ~ i y  
pseudo-analytiseh, falls 

p u ~ - -  wy--- 0 , v~-~-pu~ = 0 . (5,1) 

Solche Funktionen wurden von Bergman [19], Polozij  [24] und Bets  [22] 
untersucht. Fiir uns sind hier speziell die Resultate von Polozij wichtig : 
Sind u*, v* beliebige Funktionen yon x und y ; u -~ i v  eine LSsung yon 
(5,1), so gilt 

j'(u* v -- v* up)  dx  -~ ( u ' u p  -~ v ' v )  dy  
S 

--- ~ {u[{pu*)~ + (pv*)~] Jr v[v* -- v*]} d x d y  . 
T 

T:  Gebiet der z-Ebene, S :  Rand von T. Aus diesem Integralsatz folgt 
naeh einer l~ngeren Rechnung die Darstellungsformel 

/(~) = ~ ~ dE( z ,  ~) + i v d ~ ( z ,  ~) , 
8 

wo der Punkt  ~ im Innern yon S liegt und ~2 und ~ aus Fundamental- 
16sungen der Gleichungen 

L(u)  = (pu~)x -~- (pu,)~ ---- 0 

(5,2) 

L(u) \ p / x  

gebfldete, komplexe Funktionen sind. 

b) Eine zweite Klasse yon Funktionen wurde hauptsi~chlich yon Bets  
und Gelbart [20, 21] untersucht. Eine Funktion / ( z ) ~  u - k  iv  heiBt 
2:-monogen, wenn ihr Real- und Imagin~rteil folgenden Differential 
gleichungen gentigen : 

0"1(x) ttSX = vl(Y) v~ , 0"~(x) u,  = -- 3~(y) v~ . 

0"1(x), 0"2(x), 31(y), 32(y) werden als positiv vorausgesetzt. Gentigen 
u und v dem Gleichungssystem 

U x Uy - - ~ v ~ 3 1  ; - -  v132 , ( 5 , 2 1  ) 
0"2 (~1 
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so heist  die Funktion / (z)  -~ u ~ i v  2:t-monogen. Das Integral 
z z z 

/,( f( z )dz  z = u 32 d x  - -  v32 dy)  § i d x  ~- d y  (5,3) 

Z'o go ZO 

ist vom Wege unabh/~ngig, wenn ](z) X-monogen ist. Es ist eine X'-mono- 
gene Funktion der oberen Grenze. Die 2~-Ableitung einer 2:-monogenen 
Funktion / (z)  ist definiert als 

/ ( 1 ) ( Z  ) - -  d . ~ ]  v x u y  
- -  d z ~  = 31 u ~  - -  i - -  --- 31 v~  - -  i - -  , (5 ,4 )  

0" 2 3 2 

die X-Ableitung ist Xr-monogen. Die entsprechenden Operationen sind 
auch ftir die 27t-monogenen Funktionen definiert. Eine wichtige Klasse 
yon 27- respektiv 2~r-monogenen Funktionen sind die formalen Potenz- 
funktionen a. Z (n) (Zo, z) (es handelt sich nicht um ein Produkt, sondern 

um ein einziges Symbol) respektiv a. 'Z(n)(Zo, Z). Diese sind durch die 
folgenden Rekursionsformehl definiert 

a . Z  (~ ~ a . Z  (~ ~ a (a beliebige komplexe Zahl) , 
Z 

a .Z(n) (%,  z) : n ,~a.Z~n-l~(Zo, ~) d z  ~ , (5,5) 
go 
z 

a" Z(n) (z~ z) = n ~ a.  Z(n-1) (zo, ~) d z $ . 
go 

Jede X-monogene Funktion kann in eine konvergente Reihe nach den 
a.  Z (n~ entwiekelt werden. 

e) L u k o m s k a j a  [23] betrachtet  ein System yon Differentialgleichungen 
der Form 

el  q~X -J- el  vx  "~- a l  uu "~- bl v~, , 
(5,6) 

c 2 u ~ - ~ e ~ v ~ : a 2 u ~ b  2v~  . 

Er  setzt voraus, dai~ 

aC i ~a i Oe i Ob~ 
- ( 5 , 7 )  

0x 0y ' Ox 0y ' 

und dab gewisse Determinanten nicht versehwinden. Sind u und v 
LSsungen yon (5,6), so heiBt aueh ](z) ----- u ~ i v  LSsung yon (5,6) und 
es kann das folgende, vom Wege unabh~ngige Z-Integral 

z z 

S ](z) d~ z = ,~ (a2u -]-- b~v) d x  + (c2u + e~v) dy  
Z 0 ZO 

Z 

+ i ~ (a lu  + blv  ) d x  + (c lu  -~ e ly  ) d y  (5,8) 
go 
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definiert werden. Dieses Integral  ist selbst wieder eine LSsung von (5,6), 
falls 

esai = bscl , al(el -- cs) = ci(bl -- as) , 
(5,9) 

b2(el -- cs) = e~(b 1 -- a2) 

gilt, was vorausgesetzt wird. Die 2:-Ableitung wird geschrieben als 

f~)(z) = b l u ~ - - b 2 v ~  a l u ~ - a  sv~ 
- -  al bs asbl  A- i ( 5 , 1 0 )  - -  a 1 b~ - -  a s  bl 

und eine l~ngere Rechnung zeigt, dab auch diese Funk t ion  wieder LSsung 
von (5,6) ist. Die formalen Potenzfunkt ionen werden entsprechend, wie 
oben definiert 

a. Z(~ (zo, z) = a 
z 

a. Z (n) (%, z) = n SaZ(n-1)(%, z) d z z . (5,51) 
z0 

Nach dieser knappen ZusammensteUung der Resul ta te  der einzelnen 
Autoren beabsichtigen wir zu zeigen, dab sich diese Theorie viel einfacher 
und iibersichtlicher darstellen li~6t, wenn man  von der komplexen 
Schreibweise -- die in keinem Zusammenhang s teht  mi t  der Metrik der 
betrachteten Differentialgleichung -- zur ~atrizenschreibweise tibergeht. 
Es sei gegeben ein System von Differentialgleichungen mi t  variablen 
Koeffizienten ai(x,  y) und bi(x, y) ; s t a t t  des Zahlenpaares (x, y) 
werden wir z schreiben : 

a l u ~ - a s v ~ - ( b  l u ~ - b s v ~ ) = 0  , 
(5,11) 

a 3 u ~ a 4 v ~ -  (b  3 u ~ A - b 4 v v ) = 0  . 

Wir fiihren die folgenden Matrizen ein 

( a~  B :  ( ) , w ( z ) :  (Uv) , A = al bl bs . 
a 3 a ' b3 b4 

dann  kSnnen die Gleichungen (5,11) geschrieben werden als 

A a 

Die Spal tenmatr ix  w(z) werde auch LSsung yon  (5,11) genannt .  Die zu 
dieser Gleichung gehSrige Differentiafform ist 

to = (B dx + A dy) w(z) ; 
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co ist eine Spaltenmatrix.  Die Bedingung do~ ----- 0 ergibt 

{(A~ -- B~) w ~- (A w~ -- Bw~)}[dx dy] = 0 , 

und ist daher mi t  (5,11) nur  ~tquivalent, falls 

A ~  = By  . (5,12) 

I)iese Bedingung ist bei Bers und Gelbart erffillt, wenn man  unter  A und B 
(lie Matrizen (o) (0) 

A =  0 ' B =  0 1 
O" 1 

versteht,  da die Funkt ionen  v nur  yon y,  ~ aber nur  yon x abh~ngen. 
I~komslca~a gibt diese Bedingungen in Komponentensehreibweise : (5,7) ; 
die Matrizen A und B sind in diesem Spezialfall nattirlieh 

A ~ c2 , 
c 1 e l  a 1 51 

Aus A~ = By folgt die Existenz einer Matr ix Z,  die die Eigenschaft  
h a t :  Z~ = B,  Z~ -= A ,  das heigt  es ist das Differential 

dZ = B dx + A dy  

ein vollst~ndiges Differential. I )a  also das ~tuBere Differential yon o) = 
dZ w(z) verschwindet,  ist  das Integral  

SdZ w(z) 

unabhi~ngig vom Weg. I)ieses Integral  fi~llt in den beiden Spezialf~tllen 
mit  dem 2J-Integral (5,3) respektiv (5,8) zusammen, wie man  durch Ein- 
setzen leicht best~tigt.  Die formalen Produkte  / ( z )d z z  gehen in das 
fibliche P roduk t  yon zwei Matrizen fiber. 

1. Integralsatz. Is t  w (z) eine Ldsung von (5,11) im Innern und au/ dem 
regul~ren Rand C eines endlichen Bereiches, so gilt 

S dZ w(z) = o ,  
C 

/alls dZ = B dx ~- A dy  bedeutet, wo die Matrizen A und B die Bedin- 
gung A~ = By er/allen. 

Man kann  sich yon der Voraussetzung A~ = B~ in der folgenden Art  
befreien. Sei M(z)  eine beliebige zweireihige, quadratische matr ix,  dann  
betrachte man  die Differentialform 
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o~ = M d Z w  , 

wo jetzt dZ nur noch eine Schreibweise ist und kein totales Differential 
mehr bedeutet : dZ = B dx + A dy. Es ist 

d~  : ([(MA)~ -- (MB)~] w(z) + M ( A  w~ -- Bw~)} [dxdy] . 

Soll dw verschwinden, und ist w(z) LSsung von (5,11), so mul~ 

(MA)~ - ( M B ) ~  = 0 

sein ; wir finden das genaue Analogon der rechts-analytischen Funktionen. 
Spezialisiert man die Matrizen A und B auf 

A - - ( 0  p ~) , B =  ( _ 0  10) ' (5.13) 

so erh~lt man die Differentialgleichungen yon Polozij. Seine Integral- 
s~tze sind die einfachsten Spezialfi~lle der hier herzuleitenden. 

Satz. Ist w (z) L6sung von (5,11) und gen~gt die quadratische Matrix M 
der Di//erentialgleichung (MA)~ -- (MB)~ ~ O, so verschwindet das 
Integral 

S M dZ w(z) 
C 

/alls C eine reguldre geschlossene Kurve bedeutet, au/ der und in deren 
Innern M u~ul w die gestellten Bedingungen er]~llen. 

Die Differentialgleichung (5,11) induziert eine Metrik, deren erste 
Fundamentalform wir berechnen wollen. Ist T eine beliebige zweireihige 

Matrix, so ist die a d j u n g i e r t e  Matrix T dadureh definiert, dab 

wo I T I die Determinante yon T und E die Einheitsmatrix bedeutet. 

Man erhMt ~" bekanntlich, indem man die Glieder der Hauptdiagonalen 
vertauscht und bei den beiden Gliedern der Gegendiagonalen das Vor- 
zeiehen wechselt. Ist  dZ ---- B dx + A dy, so ist 

g Z =  B d x  + A d y  . 

Das Produkt  der beiden ist die e r s t e  F u n d a m e n t a l f o r m  unserer 
Metrik, multipliziert mit E 

ds2.E ~- ( B d x  + A gy) ( B g x  + A d y )  

: B B d x  2 + ( A B  + Bfl)  d x d y  + A~i dy  2 . 
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Die Matrix A B + B A  = _4B + / ~ A  ist immer ein Vielfaches von E 

A/~-}- B A =  (alb 4 -- ba a 2 -}- a4 b 1 - -  bs a3) E . 

Wir setzen ftir das folgende immer voraus, dab die Metrik -- und daher 
auch das System (5,11) -- elliptisch is t ;  es ist leicht zu sehen, welche 
Si~tze auch fiir beliebige Systeme gtiltig bleiben. Wir  schreiben zur Ab- 
kfirzung 

al  b4 -- ba as = -F1 , a4 bl -- bs a3 = Fs  
und also 

Es sei nun  
dsS = l B l dxS + (F~ -4- Fs)  d x  d y  + [ A [ d y  2 . 

ms) , M = ml 
m3 m4 

dann schreibt sich die Gleichung ( M A ) ~  - -  (MB)~, = 0 als 

( (m la l  + m s a a ) ~ - - ( m l b l  +msba )u  (mlas@m2a4)~-- (mlbs-k-m2b4)u  t . 
= 0  

\ ( m 3 a l  + m4a3)x-- (m3ba @ m4b3), (maas-}- m4a4)x'-}- (m3bs+ m4b4) , /  

Das Verschwinden der  Glieder in der Gegendiagonalen ist i~quivalent mi t  
den folgenden Gleichungen 

( m l a  2 -+- msa4) = cf~ (maal @ m4a3) = ~o u , 

(mlbs  + msb4) = ~ (m3bl + m4b3) = y~ �9 

Wir driicken die Gr6Ben m~ durch ~0 und  ~ aus : 

a a ~  --  b 4 ~  -- a s ~  + b s ~  
ml = N 1  ' ms = N1 

- -  a a ~  ~ + b a ~  a l e x  - -  b l ~  ~ 
ma = Ns , m4 = Ns 

(5,14) 

wo N 1 = a4b 2 - -  a2ba und N~ = alb  a - -  a3b 1 . Wir setzen voraus, dab 
weder N 1 noch N2 verschwindet.  Dami t  auch die Glieder in der Haupt-  
diagonalen verschwinden, miissen ~0 und  ~ den folgenden Gleichungen 
genfigen 

IAl 

IAJ 

(P~ -- FI(P~) + ( " [B[  2V 1 

y ~ - - F ~ y ~ ) |  

_IV 1 

~% - -  F 1 ~P~ ) 
N~ y =  0 . 

(5,15) 
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Diese Gleiehungen weisen eine groBe ~hnlichkeit mit der Beltramischen 
Gleichung unserer Metrik auf. Aus (5,14) erh/ilt man sofort die aUgemeine 
Form der Matrix M.  

Satz. Ist die Matrix M L6sung der Gleichung 

(MA)~ -- (MB), ~- 0 , 

dann kann M in der Form 

M (:)( a 0 N1 N I  " _ 0 ~Vl Nil 

a a a I b 3 b~ 

Y~ �9 �9 N2 , u --N-~- 

geschrieben werden, wo qJ und yJ L6sungen von (5,15) sind. Jede so erzeugte 
Matrix ist auch L6sung dieser Gleichung. 

Um den zweiten Integralsatz zu erhalten, hat  man offenbar als Funk- 
tionen ~0 und W entsprechend normierte Fundamentall6sungen der Glei- 
chungen (5,15) einzusetzen und erh~tlt w(z) als Funktion seiner Rand- 
werte 

1 f M  dZ w w(~) = -T~ (z) 

Durch Spezialisieren auf die Matrizen (5,13) erh/~lt man die Integraldar- 
stellung von Polozi]. Wir ftihren die Rechnung nur fiir diesen Fall explizit 
durch. Die Gleichungen (5,15) gehen in (5,2) fiber, es seien 

~0 (z, $) -~ ~01 (z, $) log r + q~ (z, ~) 

l])(z, ~) ---- ~Ol(Z , ~) log r -k ~ ( z ,  ~) 

deren Fundamentall5sungen und r ----- I z -- $1 (die Metrik ist hier eukli- 
disch). Weiter sei die Normierungsbedingung 

1 
~ 1 ( ~ , ~ ) - -  p ( ~ )  , ~1(~,~) = - - P ( ~ )  �9 

Es ist 

p 

Es sei ~ ein fester Punkt  im Innern von C, wit umschlieBen diesen 
durch einen kleinen Kreis ]c. Auf k ffihren wir Polarkoordinaten ein. 
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Es ist 
lim S M  dZ w(z) = 2~w(~) , 

r-->0 k 

damit ist fiir den SpeziMfall die Formel explizit hergeleitet. 
Je tz t  kehren wir zur Betrachtung des 1. Integralsatzes zuriick, und 

setzen von nun an immer voraus, dab A~ = B~. Durch das vom Wege 
z unabhi~ngige Integral ~ dZ w = V (z) 

Zo 

wird eine Funktion V (z) --  als SpaJtenmatrix -- definiert, deren par- 
tiellen Ableitungen 

V ~ = B w  , V~--=Aw 

sind. V (z) geniigt der Differentialgleiehung 

(Bla A Ox V = 0 .  

Es stellt sich die Frage, wann V(z) wieder LSsung von (5,11) ist. Dies ist 
offenbar nur dann der Fall, wenn eine Matrix T so existiert, dab 

I N - 1 2  A - 1  9~__~ T \ 0x ay ] 

ist. Man erhiilt die GMchungen 

~ A  - -  B - - -  ay 

und somit 
T B  -1 = A , T A - 1  = B 

T = A B  = B A  . 

Satz. Das Z-Integral einer L6sung von (5,11) ist dann und nur dann 

wieder L6sung von (5,11), wenn die beiden Matrizen B und A vertauschbar 

sind 

A B  = B A  . 

In  Komponenten gesehrieben ergibt diese Bedingung das Gleichungs- 
system (5,9) yon Lukoms]ca]a. 

Wir kommen zur Definition der Z~-Ableitung. Zu diesem Zweeke be- 
traehten wir den Ausdruck 

(dZ) -~ d w  = 

1 1 - 
- -  (ds) 2 d Z d w  = (-~)~ { B w ~ d x  2 -~ (A  w~ + B w , ) d x d y  ~- A w ,  dy  2} , 

28 



und behaupten, dab dieser richtungsunabhi~ngig ist. Setzt man iiberall 

W v - - ~ -  B -1Aw~ = AB- lw~  , 
so ergibt sich 

(dZ)-I dw -~ 1 (Bdx~ -~ (A -~ B - 1 A B )  a x d y  ~- B - 1 A A )  w~ : B - l w ,  . 

In Komponenten ist dies identisch mit der Formel (5,10). Andere Um- 
formungen ergeben 

B-lw~ = A- lwy  = �89 (B-lw~ + A-lw~) , 

was im klassischen Fall der Beziehung 

d z - - 2  -~xx - i  

entspricht. Wir beweisen weiter, daI~ diese Ableitung einer L6sung yon 
(5,11) wieder L6sung derselben Gleichung ist. 

( ~  B ~ )  A ~ - -  ~ B - l w ~ - - - A ( B  - l w ~ ) ~ -  B ( B  - lw~)v ,  

da A x ---= B~ gilt, ist dies gleieh 

(AB-lw~)~ -- (BB-lw~)~ = (AB-lw~)~ -- w~  = 0 ; 

denn die Matrizen A und B sind vertausehbar und es ist A w~ = Bw~. 

Satz. F~r die L6sungen der Gleichung (5,11) existiert eine Z-Ableitung, 
die richtungsunabhdngig und selbst wieder L6sung von (5,11) ist 

d~ w 1 
- -  ( d Z ) - I  d w  = B -1 w .  = A - 1  w .  : ( B  -1 w~ ~- A - 1  W~]) 

dz z 2 " 

Es ist bemerkenswert, dal~ auch im Falle von variablen Koeffizienten, 
die Bedingung ftir die Existenz einer Integralfunktion und einer Ablei- 
tung im wesentliehen die Vertausehbarkeit der beiden Matrizen A und B 
ist. 

Auch die Definition der Potenzfunktion (5,5 r) wird durehsiehtiger. Wir 
betrachten die quadratische Matrix 

Z - ~ S ( B d x ~ - A d y )  E ; 
Zo 

diese genfigt offenbar der Differentialgleichung 
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A Z ~ - -  B Z ,  = O , 

ebenso wie alle X-Integrale von Z ----- Z {1) 

Z (n) ~ - -  • ~dZ Z (n-l) (n -~ 1 ,2  . . . .  ) , 
go 

wobei wir unter  Z (~ die Einhei tsmatr ix  E verstehen. Es sei a = ~ + i fl, 
dann erh~lt man  die formale Potenzfunkt ion a -Z  (~) (z 0, z) in Matrizen- 
schreibweise als 

Aueh hier geht  das formale P roduk t  in ein Produk t  yon zwei Matrizen 
fiber. 

Der zweite interessante Spezialfall der Differentialgleiehung (5,11) ist 
nun  der, wo 

B i= 0 
ist, das heigt  w o e s  sieh um eine o r t h o g o n a l e  Metrik handelt .  Da die 
Matrizen bei Bers und Gelbart diese Bedingung erffillen, sind ihre Funk- 
t ionen in den yon uns be t r aeh t e~n  enthal ten.  Die Differentialgleiehung 

B -1V~ -- A-IV~ = 0 
des Z'-Integrales 

V (z) = S dZ w(z) 

geht  naeh Linksmult ipl ikat ion mit  A B  = -- BA fiber in 

( (5,16) 

Eine Funkt ion ,  die dieser Differentialgleichung genfigt, heiBt im Spezial- 
fall yon  Bets und  Gelbart X1-raonogen. Das ergibt den 

Satz. Das X-Integral einer L6sung yon (5,1I) ist L6sung yon (5,16), 
wenn die Matrizen A und B die Bedingung 

A B - ~  B A =  0 
er/is 

Die zu (5,16) gehSrige Differentialform ist 

~o' = (-- B dx  + A dy) V (z) . 
Es gilt  

dto' = {(B~ + A~) V + (XV~ + BV~)} [dx dy] ; 
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soll deo I = 0 eine Folge von (5,16) sein, so mtissen die Matrizen A und  B 
die Bedingung 

g~+~=o,  
oder, was dasselbe ist 

B~, + A ~ =  0 , 

erftillen. Zusammen mit  der Bedingung (5,12) ergibt  sieh 

A~ •  , 

das heiBt, die Matr ix  A da f t  nur  yon  y,  die Matr ix  B nur  yon x abhi~ngig 
sein. Dies setzen wir im folgenden voraus, dann  ist das In tegra l  

Z 

w ( z )  = S d z  V ( z )  , 
zo 

wo V(z) L6sung yon (5,16) und  

dZ --- --  B dx  + A dy  

ist, vom Wege unabhi~ngig und  als Funk t ion  der oberen Grenze LSsung 
yon  (5,11): Es ist 

w~ = - B V  , w ~  = A V  

also 
B-lw~ § A-lw~ = t B I-1B w~ -4- l A [-1A w~ = 0 . 

Naeh  Multipl ikation mi t  lAB[  erhMt man  

I A I B w ,  § f B I A w , - ~  B . ~ A  w~ § A B  B w , = O  , 

und,  da A B----- - -  B A  

B.~(A  w ,  - -  B w,)  = O , 

was mi t  (5,11) i~quivalent ist. In  K o m p o n e n t e n  geschrieben erhi~lt m an  
das Xr-Integral  yon  Bers und Gelbart. 

2:- und  2Y-Ableitung : 

Satz. Der  Quot ient  
(dZ)- ldw , 

wo w(z) LSsung yon  (5,11) ist, ist unabh~ngig yon  der  Rich tung  und  
fi~llt mi t  der X-Ableitung yon  w zusammen.  Man erh~lt  

dz w __ (~)-1 w.  = (A)-I  w.  1 ~ - i  + z~ -1 w.) (d2) -1  d w  = d z  z = 2 ( -  w~ . 
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Entsprechend sei V(z)  LSsung von (5,16), dann ist 

1 d~, V 
( d Z ) - I d V =  B V ~ =  A V  v=~2- (BV~ + A V ~ ) -  d~,z  ' 

also gleich der XI-Ableitung yon V(z) .  
Wir beweisen nut den ersten Teil des Satzes, da derjenige des zweiten 

Teiles analog ist. Es ist 

(dZ) -l d w =  -- B dx  + A dY dw 
(ds) 2 

1 
--  (ds) ~ {--  B w ~ d x  2 + ( A w  x -  B w ~ ) d x d y  + A w ~ d y  ~} . 

Der Koeffizient yon d x d y  verschwindet wegen (5,11), und es gilt 

A w~----- A B - I A  w~ . 
Somit folgt 

(d~)_ ldw _ 1 ( B ~ d x ~ _  A B _ I A ~ d y 2 ) ( _  ~_ lwx)  
(ds)2 

was wegen A B - -  BA gleich 

- -  B - l w z  

ist. 
Da dZ und  dZ nach Voraussetzung vollst~ndige Differentiale sind, 

kann man wieder die formalen Potenzfunktionen definieren als 

ZCO~ = ~ o )  = E 

Z ('~} = n ~dZ  Z (n-l~ 
go 

g 

~(" = n .f d Z  ZC,~-l~ (n = 1 , 2 ,  3 . . . .  ) , 
Zo 

ist a -~ a + i fl eine beliebige komplexe Zahl, so entsprechen den Funk- 

tionen (5,5) a.Z(n~(zo, z) respektiv a.Zt'O(Zo, z) die !~Iatrizen 

Man kann die Differentialgleiehung (5,11), falls 

0 

ist, auf  die folgende Normalform transformieren. Da 
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ds~ = [ B l dx2 § [ A [ dy"  

ist, fiihre man  die neuen Variablen 

= ~ V i  B l d ~ ,  ~ = SVI A t~y 

ein ; B h~ngt nur  yon x und  A nur  yon y ab. Das ergibt 

0 a 0 
A Oxx -- B ~ A V ' [ B [ -  -- BV[-A~- 0~ ' 

das heiBt die Differentialgleichung schreibt sich als 

w o  

A B 

A ~ - V ~  , BI=V-~- T 
bedeutet .  Die Matrizen A~ und B 1 haben die Eigenschaften 

[A 1 [ = [ U 1 [ -~- I ,  A1 = AT' ,  BI = BT ~, A~B1 + B~A1 = 0 . 

Die neue Metrik ist 

ds 2 -~- ( B x d x  q- A ~ d y ) ( B l d x  -F A ~ d y )  --- d x  ~ § d y  ~ . 

I m  Falle der Matrizen yon Bers  und  Gelbart ergibt sich 

A ,  = " 

Dami t  ist bewiesen, dab die Z'-monogenen Funkt ionen  ein Spezialfall 
der yon  Polozi] behandelten Funkt ionen  sind. Zu den gewShnliehen an~- 
lytisehen Funkt ionen kommt  man  offenbar ftir 

1 1 
T2 - - - -  ; (Y2 = - - - - - -  

T1 O'1 

Wir stellen uns zum SchluB noch die Frage, zu welcher Differential- 
gleichung die zur Differentialform 

to = ( B  d x  A- A dy)  w 

adjungierte Differentiafform r gehSrt. Da die Riemannsche Metrik 
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d s 2 = l B I d x 2 + 2 F d x d y + l A I d y  ~ , F = A B + B A  

vorliegt, ist die zu ~x = b dx  + a dy  adjungierte Form definiert als 

w o  

b* ~--- 

Es ist somit 

a* = b* dx  q- a* d y  , 

F b - - ] B ] a  

1/'1 A B  [ -- F '  
a* ] A I b - - F a  

1/] A B ] --  F 2 

2 V I A B I  - - F  z 

B A - -  AJB 

2Vi-z  i-F  

{[(AB q- B A )  B --  2 A B B ]  d x  q- [(2 BAA -- (BA q- AB)] dy}  

( B  d x  + A d y )  . 

Satz. Die ad]ungierte Form a~* ist bis au/  einen Faktar mit  w identisch 

B A  - -  A B  

2 V ]  A B  I -- F ~ 

somit geh6ren die Di//erential/ormen r und oJ* zu derselben Di//erential- 

gleichung. 
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