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Abs t rac t .  Let G be a (connected) reductive group (over C). An algebraic G- 
variety X is called '~onderful", if the following conditions are satisfied: X is 
(connected) smooth and complete; X contains r irreducible smooth G-invariant 
divisors having a non void transversal intersection; G has 2 r orbits in X. We 
show that wonderful varieties are necessarily spherical (i.e., they are almost ho- 
mogeneous under any Borel subgroup of G). 

In troduc t i on  

Soit G u n  groupe rdductif connexe et soit X une G-varietal alg~brique (le 
corps de base dtant C). On dira que X est (une G-varietY) magnifique de 
rang r, si elle v~rifie les trois conditions suivantes: 

(1) X est lisse, connexe et complete; 
(2) l'opdration de G dans X laisse stable r diviseurs irrdductibles D 1 , . . . ,  

Dr, qui sont lisses et dont l'intersection est non vide et transverse; 
(3) si z , x '  e X sont teIs que ( i , x  e Di} = ( i , x '  e D~}, alors G .  x = 

G ~ X t. 

Si X est une G-varietal magnJfique, alors G a 2 r orbites dans X, dont 
une orbite ouverte (que nous noterons X ~ et une seule orbite fermde (de 
codimension r). 

Soit H u n  sous-groupe aIgdbrique de G (non ndcessairement connexe). 
On appellera completion (resp. completion magnifique) de G / H ,  toute G- 
vari~td complete (resp. magnifique) X,  dans laquelle G a une orbite ouverte 
et dense X ~ isomorphe s G / H .  

Les compldtions magnifiques sont en un sens les compldtions les plus 
simples qu'on puisse imaginer pour un espace homog~ne. En effet, utilisant 
un procddd de "ddsingularisation dquivariante", on peut construire pour 
tout espace homog~ne G / H ,  des compldtions G / H  ~ X ~ c X v~rifiant les 
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conditions suivantes: X est lisse et X \ X ~ est une r4union de diviseurs lisses 
t~ "croisements normaux".  Mais en g~n&al, l'intersection de ces diviseurs 
sera vide e t /ou  G aura une infinit4 d'orbites dans X. 

Motiv6s par des probl~mes de g~om~trie 4num&ative, De Concini et Pro- 
cesi ont montr4 que, pour tout sous-groupe H qui est le normalisateur dans 
G d 'un sous-groupe sym4trique, G/H posst~de une compl4tion magnifique 
(en anglais "wonderful completion", voir [DeC-P]). 

Ce r6sultat a ensuite 4t4 g4n6ralis4 (et mieux compris) dans la th4orie 
des vari4t6s sph4riques. Rappelons quelques notions de base de cette th4orie 
(voir aussi [K1]). 

Soit B u n  sous-groupe de Borel de G. Une G-vari4t4 alg4brique X est 
appelde sph4rique, si X est normale et si B a une orbite dense dans X. 
Un sous-groupe (alg4brique) H de G est appel4 sph4rique si G/H est une 
(G-vari6t4) sph6rique. Enfin, une vari4t4 sph4rique X est appel6e toro~dale, 
si tout diviseur irr~luctible de X qui est stable par B e t  qui contient une 
orbite de G, est stable par G. Le rang d'une G-vari4t4 sph4rique X est par 
d4finition l'entier min~ez(codimxB" .x), oh B ~ d6signe le radical unipotent 
de B. 

Pour qu'une vari4td sph&ique X soit magnifique, il faut et il suffit que X 
soit lisse, complete, toro'fdale et que G n'ait qu'une seule orbite ferm4e dans 
X; de plus le rang de X (en tant que vari4t4 magnifique) est alors aussi le 
rang de X comme vari4t4 sph&ique. 

Disons d 'une G-vari4t4 sph&ique X qu'elle est "presque magnifique", si 
X est complete, toroi'dale, et si G n'a qu'une seule orbite ferm4e dans X. Si 
H est un sous-groupe sph4rique de G, alors G/H poss~de une compl4tion 
presque magnifique si et settlement si Nc(H)/H est fini, et cette compl4tion 
est alors unique tz isomorphisme pros ([BP]). Si de plus No(H) = H, alors 
"la" compl4tion presque magnifique de G/H est lisse, autrement  dit est 
magnifique ([K2]). Les vari4t~s magnifiques semblent devoir occuper une 
place centrale dans la th6orie des vari4t4s sph&iques (voir par exemple [L2]). 

Les vari4t&s magnifiques de rang I sont connues depuis quelque temps d6j~ 
(voir [A] et [B1]). Plus r4cemment, les vari4t6~s (sph&iques) magnifiques de 
rang 2 on 4t4 classifi~es par B. Wasserman (voir [W]). 

Le but de ce papier est de d4montrer le 

Th6or~rne .  Toute varidtd magnifique est sphdrique. 

Voici quelques commentaires concernant ce th4or~me. 
1) Toute G-vari4t4 magnifique X est projective, et le radical de G opfire 

trivialement daus X. Cela est vrai (et bien connu) plus g6n&alement pour 
toute G-vari4t4 normale et complete dans laquelle G n'a qu'une seule orbite 
ferm4e. 

2) Soit X une G-vari4t4 magnifique de rang r. Alors il d4coule aussit6t de 
la d~finition que r < dim X < dim G. Du th4or~me r4sultent les in4galit4s 
(non 4videntes a priori) plus contraignantes: r < rang semi-simple de G et 
dim X < dimB. 
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3) I1 r~sulte du th~or~me (et de la th~orie des vari~t~s sph~riques) qu'un 
espace homog~ne algdbrique qui possL~cle une compldtion magnifique, n 'en 
poss~de qu'une seule (~ isomorphisme pros). 

4) Les hypotheses du th~or~me ne peuvent pas ~tre rel~ch6es, comme le 
montre les exemples suivants (pour plus de d~tails, voir l'article [M-J]) : 

a) Soit X la SL2-vari~t~ P1 x P2 (SL2 operant dans les P n ( n  E N) au 
moyen de ses representations irr~ductibles) ; cette SL2-vari~t~ est projective, 
lisse, de dimension 3 (donc est non sph~rique), contient quatre  orbites et 
deux diviseurs lisses SL2-stables qui se coupent en une orbite de dimension 
1 (mais l'intersection de ces diviseurs n'est pas transverse). 

b) On peut ~galement construire des SL2-vari~t~s projectives lisses de 
dimension 3 (donc non sphdriques), contenant r > 3 diviseurs lisses SL2- 
stables, ~ croisements normaux et v~rifiant la condition (3) des vari~t~s 
magnifiques (mais l'intersection de ces diviseurs est vide). 

Dans ce qui suit, pour prouver le th~or~me, on proc~dera en trois dtapes: 
- -  au w on montre d'abord qu'il suffit de consid~rer le cas du rang 2; 
- -  puis au w on prouve que s'it existait une vari~t~ magnifique de rang 

2 non sph~rique, il existerait aussi une SL2-vari~t~ magnifique de rang 2 et 
de dimension 3; 

- -  enfin au w on montre que ces derni~res n'existent pas. 

1. 

Soit G u n  groupe r6ductif connexe, et soit B u n  sous-groupe de Borel 
de G. Choisissons un tore maximal T de B. D6signons par E(T) le groupe 
des caract~res de T. Le syst~me de racines R de G est contenu dans E(T); 
d6signons par S la base de R associ~e ~ B. Notons B_ le sous-groupe de 
Borel qui est oppos6 ~ B e t  qui contient T. D6signons par E . (T)  le groupe 
dual de --(T) (dont les 616ments s'identifient aux morphismes de groupes 
alg~briques A : C* --+ T). 

1.1. Rappelons quelques faits bien connus de la th6orie des groupes r6ductifs 
de transformations. Soit X une G-vari6t6 irr6ducible et normale, et soit Z 
une orbite complete de G dans X. Notons z l'unique point fixe de B_ 
dans Z. D6signons par P_ le sous-groupe d'isotropie de G en z, par P le 
sous-groupe parabolique qui est oppos6 h P_ et qui contient T, et posons 
L -- P M P_. Notons P~ le radical unipotent de P.  Alors il existe des sons- 
vari~t6s (localement ferm6es) W de X v6rifiant les conditions suivantes: W 
est affine, stable par L, contient z, et le morphisme naturel P~ x W --+ X 
est une immersion ouverte (voir [BLV]). I1 s'ensuit en particulier que X est 
(G-)sph6rique si et seulement si W est (L-)sph6rique. 

Supposons maintenant que la vari6t~ X est en outre complete et que G n'a 
qu'un nombre fini d'orbites dans X. Alors X T (l'ensemble des points fixes 
de T dans X) est fini. Si y E X T et si A E ~ . (T) ,  posons X(A, y) -- {x E X, 
limt--,0 A(t)- x = y}. Supposons que A v~rifie (A, a)  > 0 quel que soit a E S, 
et que A soit "en position suffisamment g~n~rale" pour que (3* operant dans 
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X g travers A, fixe les m6mes points que T. Alors les X(A,y),  y E X T 
forment une partition de X en sous-vari6t6s localement fermg~es, stables par 
B (la "d~composition de Bialynicki-Birula", voir [BB]). 

Si z E X Test  tel que X(A, z) est ouvert dans X, alors on voit facilement 
que B_ fixe z (et que par suite Z = G- zes t  une orbite complete de X). De 
plus, on v6rifie alors sans peine que P~W = (x E X,  B .  x D Z} =- X()~, z). 

Si de plus z e s t  un point lisse de X, alors W e t  TzW ~ TzX/TzZ sont 
des L-vari6t6s isomorphes (voir [L1], p. 99). 

Remarque. Pour toute orbite complete Z de G dans X, il n'existe pas 
n~cessairement z E Z T et A E E. (T)  tels que X(i~,z) soit ouvert dans X, 
m~me si X est une G-vari6t6 sph6rique et projective. 

1.2. Ceci 6tant rappel6, abordons la preuve du th6or~me. Soit X une G- 
vari6t6 magnifique de rang r. Pour tout sous-ensemble E de (1 , . . .  , r},  
posons 

XE = A Di . 
i~{1 ..... r}\E 

Vu la d~finition des vari6tds magnifiques, il est clair que XE est (une G- 
vari6t6) magnifique de rang card(E).  En particulier, pour tout i E { 1 , . . . ,  r}, 
X{i} est magnifique de rang 1. Notons 7/ c E(T) le poids de T dans 
TzX{I}/T~Z. 

Les 7/ ne sont pas nuls: sinon T aurait une infinit6 de points fixes dans 
X{i}, ce qui n'est pas possible, puisque G n'y a que deux orbites. Par 
cons&tue/lt, les X{i} sont sph~riques. Cela implique que les "Yi (i --- 1 , . . .  , r) 
sont des "racines sph~riques" (notion qui joue un r61e important dans la 
th6orie des varidt6s sph6riques, voir [B2] et [L2]), a priori non n6cessairement 
distinctes deux-s 

Grs ~ l'hypoth'.ese de transversalit6, le L-module T~X/T~Z se d6compo- 
s e e n  somme directe des TzX{~}/TzZ (i = 1,.. .  ,r), &off il suit que le 
sous-groupe d6riv~ de L op~re trivialement dans T~X/TzZ. D'apr~s ce qui 
a 6t6 rappel6 ci-dessus, X est donc sph6rique si et seulement si T a une 
orbite ouverte dans T~X/T~Z. Puisque T op~re dans TzX/T~Z au moyen 
des caract~res ")'i, cette derni~re condition est remplie si et seulement si les 
7/ (i = 1 , . . .  , r) sont lin6airement ind~pendants (dans E(T) | R).  

Soient i , j  E {1, . . .  , r}.  La vari6t6 X{i,j} est magnifique de rang 2, 
et poss~le 7/ et ~/j comme "racines sph6riques". Choisissons un produit 
scalaire sur E(T) |  R invariant par le groupe de Weyl Nc(T) /T .  Supposons 
th&)r~me ddjs d~montr6 lorsque r = 2. Alors on sait que (Ti,'Yj) < 0 (ce 
r6sultat est dfi A Brion [B2]; voir aussi [W]). On sait aussi (voir loc. cit.) que 
toute racine sph6rique est ou bien une racine positive, ou bien la somme de 
deux racines positives ; par suite, il existe )~ E E(T) | R tel que (A, 7~) > 0 
(i -- 1 , . . . ,  r). D'un argument classique d~coule alors que les ~/~ (i = 1 , . . . ,  r)  
sont lin~airement ind6pendants (voir par exemple [Bou], Chap. V, w n~ 
Lemme 3). 
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o 

Il reste ~ d~montrer  le th~or~me pour  les vari~t~s magnifiques de rang 2. 

2.1.  Soit G u n  groupe  alg~brique, et soit X une G-vari~t~ alg~brique. Soit 
T ~ un sous-groupe r~<luctif de G. Notons G ~ = Cc(T~)  ~ la composan te  neu- 

t re  du  centra l isa teur  de T ~ dans G. Le groupe G ~ op~re dens X T' ( l 'ensemble 
des points fixes de T ~ dans X) .  

Le lemme suivant  est  bien connu (et se d~montre  par  un a rgument  d 'espa-  
ces tangents  facile): 

L e m m e  1. S i x  E X T', alors l'orbite G' �9 x est ouverte et fermde dans 
( G .  X) T' . [] 

2.2.  Supposons ma in tenan t  G r~ductif  connexe.  Soit X une G-vari~t~ mag- 
nifique. D~signons par  z l 'unique point  fixe de B_  dans X,  et  par  Z = G-  z 
l 'unique orbi te  ferrule de G dans X.  Soit T ~ un sous-tore de T. Posons 
G ~ = C c ( T ' ) ~  r et d~signons par  X '  la composante  connexe de X T' qui 
cont ient  z. Le groupe  G ~ est alors r~ luc t i f  connexe,  et  d 'apr~s le Lem m e  1, 
X ~ est une G~-vari~t~ (lisse connexe complete)  dans laquelle G ~ n ' a  qu 'un  
nombre  fini d 'orbites;  mais en g~n~ral X ~ n 'est  pas une G~-vari~t~ magnifique 
(G ~ peu t  avoir plusieurs orbi tes  ferm~es dans X~). Toutefois on a l e  r~sultat  
suivant: 

L e m m e  2. Soit X une G-varigtg magnifique de rang 1 et de racine sph~ri- 
que "7. Posons T ~ = (ker ,7)o. Soient  G' et X ~ comme ci-dessus. Si X ~ est 
de dimension 2, alors X '  est une G~-varidtd magnifique. 

Preuve. Les hypotheses  du  Lemme 2 impliquent  que le groupe  G' est semi- 
simple de rang 1 et  que CG(T~) ~ contient  un groupe  addi t i f  de G correspon-  
dant  ~ une racine posit ive fl de G proport ionnel le  s ~. Choisissons A E =-. (T)  
tel que ()~, fl) > 0. Alors on a aussi (~, 7) > 0, ce qui implique que X'()~, z) 
est ouvert  dans X ~. 

Soit z ~ un point  sur une orbi te  ferm~e de G ~ dans X ~, fix~ par  T.  D'apr~s 
le Lemme 1, z ~ se t rouve  sur Z. P a r  suite, il existe w ~ N G ( T )  tel que 
z ~ = w-  z. Le poids de T dans T~,X/Tz ,  Z e s t  donc ~gal ~ w �9 % Puisque  
ce poids est aussi le poids de T dans T=,X' /T=,(G ~. z'), il s 'annule  sur T' ,  
donc w �9 3' = ~q'- Qui t te  s remplacer  z ~ par  s~ �9 z ~ (off s~ est un dl~ment 
de CG(T' )  ~ m ( N o ( T )  \ T)) ,  on peu t  supposer  que w-  7 = % Co m m e  fl est 
propor t ionnel le  s % on a alors aussi w.fl = ft. Pa r  suite, les poids de T dans 
T=,X ~ sont fl et % ce qui implique que X'()~, z ')  est ouver t  dans X ' ,  d 'oh il 
suit  que z ~ = z. Pa r  c o n s ~ u e n t ,  G ~- z e s t  l 'unique orbi te  ferm~e de G' dans 
X ~, ce qui d~montre  de Lemme 2. [] 

2 .3 .  Revenons & la preuve du T h ~ r ~ m e .  Supposons que X est une varidt~ 
magnifique de rang 2. D~signons par  X~ et )(2 les deux sous-G-vari~t~s 
magnifiques de rang 1 de X,  dont  les racines sph~riques sont -y~ et  3'2- I1 
faut  mont re r  q u e - ~  et  72 ne sont pas proport ionnels  dans ~ ( T )  | R .  
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Procddons par l'absurde. Supposons que 71 et ~/2 soient proportionnels 
et posons T ~ = (ker "rl) ~ = (ker ~/2) ~ Soient G ~ et X '  comme ci-dessus. On 
a visiblement 2 < dim X ~ < 3. 

La cas dim X ~ = 2 n'est pas possible. En effet, dans ce cas: 
ou bien G ~ serait de dimension 1 et ne pourrait avoir une orbite ouverte 

darts X~; 
ou bien G ~ serait un groupe semi-simple de dimension 3 et aurait deux 

orbites de dimension 1 dams X ~ A Xt et X t N X2 (forcdment isomorphes & 
P1) qui se couperaient en z ! 

Reste & examiner le cas oh X ~ est de dimension 3. Dans ce cas G ~ est semi- 
simple de dimension 3. Montrons d'abord que X ~ est alors une G~-varidtd 
magnifique de rang 2. 

Notons X~ et X~ les composantes connexes de (Xt) T' et (X2) T' contenant 
z. D'aprds le Lemme 2, X~ et X~ sont deux G~-varidtds magnifiques (de 
rang 1). II est clair que X~ et X~ se coupent (transversalement) en G ' .  z. 
I1 s'ensuit que X~ u X~ est une composante connexe de X ~ \ X '~ (oh X '~ 
ddsigne l'orbite ouverte de G ~ dans X~). 

Or, si Y est une SL2-varidtd complbte de dimension 3 quelconque dans 
laquelle SL2 a une orbite dense Y~ alors on sait que Y \ yo  est toujours 
connexe. Cela rdsulte par exemple du fait que Y~ est alors homdomorphe & 
R 3 x SU2(C)/F (off F est un sous-groupe fini de SU2(C)), qui est "connexe 
& l'infini". Autre argument: on sait que l'ensemble des points fixes dans Y 
d'un sous-groupe additif  de SL2 est connexe, . . .  

Par cons~ktuent, X '  \ X '~ = X~ U X~, d'oh il suit bien que X '  est une 
G'-varidtd magnifique. 

. 

Pour terminer la preuve du Thdor~me, nous allons prouver en 3.3 qu'il 
n'existe pas de SL2-varidtd magnifique de dimension 3 et de rang 2. 

3.1. Commen~ons par un fait gdndral. Soit G u n  groupe r~luctif  connexe, 
et soit X une G-varidtd normale irrdductible et complete, dans laquelle 
G a une orbite ouverte X ~ Supposons X ~ isomorphe & G / H ,  off H est 
un sous-groupe (algdbrique) de G. Par un proc~ld classique de "cl6ture 
intdgrale', on peut alors construire un couple formd d'une G-varidtd nor- 
male irrg<iuctible complete X ~ et d 'un G-morphisme fini p : X ~ --~ X, tel 
que G a une orbite ouverte dans X '  (notde X~~ isomorphe & G / H  ~ Ce 
"rev~tement" (ramifid) est m~me "galoisien": le groupe fini F = H / H  ~ se 
plonge dans A u t c X  ~, et p s'identifie au morphisme quotient X ~ --. X~ /F .  

L e m m e  3. Soient  G e t  p : X ~ ---+ X comme ci-dessus. Si G a un hombre 
.fini d'orbites et une seule orbite fermge darts X ,  alors il en est de m~me 
pour les orbites de G dans X ~. 

Preuve. Il est clair que G n 'a  qu'un nombre fini d'orbites dans X ~. Soit 
A E ~ . (T)  tel que C* opdrant dans X '  & travers A ne laisse fixe qu'un 
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nombre fini de points. Soit z' celui de ces points v~rifiant que X'(A, z') est 
ouvert dans X ~. On salt que l'orbite G - z '  est complete (voir les rappels 
du w Le groupe F fixe visiblement z ~, donc fixe aussi l'orbite G �9 z'. 
Puisqu'on suppose que G n'a qu'une seule orbite ferm6e dans X, le groupe 
F ol~re transitivement dans l'ensemble des orbites ferm6es de G dans X'.  
Par consequent, G .  z ~ est l'unique orbite ferm6e de G dans X ~. [] 

3.2. Supposons maintenant que G = SL2, et soit X une SL2-vari~t~ irrdduc- 
tible normale (de dimension 3) dans laquelle SL2 a une orbite ouverte X ~ iso- 
morphe ~ SL2. Dans [LV] ont ~t~ ~tudides (et classifi~es) toutes ces vari~t6s. 
En particulier, le r~sultat suivant s'y trouve d~montr~ (voir [LV] w 

L e m m e  4. Supposons X complete et que G n'ait qu'une seule orbite fermde 
Z dans X .  Notons ]"1,... , Yr les composantes irrdductibles de X \ X ~ 
Posons U = {x E X ,  B . x  D Z}.  Alors r > 3 et l'ensemble X ~ \ U est 
composd de r orbites de B.  

Afin de faciliter la comprehension du lecteur, puisque l'article [LV] est 
assez long, et que le r6sultat ci-dessus y est d~montrd vers la fin apr~s bien 
des pr~liminaires, nous allons esquisser ci-dessous une preuve du Lemme 4. 
Commen~ons par quelques rappels. 

Pour toute vari~t~ alg~brique (irr&iuctible) Y, notons C[Y] son alg~bre 
des fonction r~guli~res et C(Y) son corps des fonctions rationnelles. 

Soit X une SL2-vari~t~ irr~ductible normale dans laquelle SL2 a une orbite 
ouverte X ~ isomorphe ~ SL2. I1 existe alors dans C[X ~ un sous-espace 
vectoriel M de dimension 2 ayant les propri~t~s suivantes: 

a) toute 6quation dhme orbite de B dans X ~ appartient ~ M, et inverse- 
ment, tout f E M \ {0} est l'6quation d'une orbite de B dans X~ 

b) tout vecteur propre de B dans C(X ~ peut s'6crire comme produit 
d'~l~ments de M \ {0} et de leurs inverses. 

De b) r~sulte en particulier que toute valuation SL2-invariante de C ( X  ~ 
est d~terminde par sa restriction s M (voir [LV] p. 217). 

Soit maintenant X une SL2-vari~t~ irr~luctible normale contenant deux 
orbites seulement, une orbite ouverte X ~ isomorphe ~ SL2 et une orbite 
Y (ferm~e de codimension 1) isomorphe ~ SL2/T. Une telle vari~t~ est 
forcdment lisse, et se trouve en fait isomorphe ~ un SL2-fibrd en droites au- 
dessus de SL2/T  (voir [LV] w Soit s~ un ~l~ment de NSL2 (T) \ T, et soit 
A E E. (T) tel que (A, a) > 0 (off a est la racine de SL2 associ~e ~ B). Soit y 
celui des points fixes de T dans Y tel que X(A, y) est de dimension 2. Alors 
X(A, so �9 y) n X ~ -- O et X(A,y) n X ~ est une orbite de B. Si f E M est 
l'~quation de cette orbite, et si v e s t  la valuation G-invariante de C ( X  ~ 
associ6e au diviseur Y de X, alors on a v ( f )  -- 1 et v ( M  \ C f )  = -1 .  

Esquissons maintenant une preuve du Lemme 4. Soient X, X ~ Z, Y1,-- -, 
Y~ et U comme dans le Lemme 4. 

Puisque Z est l'unique orbite ferrule de SL2, dans Y~, SL~ a dans Y~ une 
orbite ouverte Y~~ isomorphe ~ SL~/T ou ~ SL~/NsL~ (T). Le deuxi~me 
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cas n'est pas possible : en effet, la vari~t~ X ~ U Y~~ est normale et donc 
lisse ; s i y  est le point fixe de NSL 2 (T) dans Yi ~ l'op~ration de NSL2 (T) dans 
TyX/TyY~ (qui est un espace vectoriel de dimension 1) serait triviale, ce qui 
contredit l 'hypoth~se que SL2 a une orbite ouverte dans X.  Par suite les 
SL2-vari~t~s X ~ U Yi ~ sont du type de celles qu'on a consid~r&.s ci-dessus. 
Notons Yi celui des points fixes de T dans Yi ~ tel que X(A, yi) O X ~ est une 
orbite de B. Soit f~ E M l'&tuation de cette orbite. D~signons par vi la 
valuation SL2-invariante de C ( X  ~ associ~e au diviseur Yi dans X, et par 
Or, l 'anneau de valuation de vi dans C(X~ 

Si zes t  le point fixe de B_ clans Z, alors on a U = X(A, z) (voir les rappels 
du w De la d~composition de Bialynicki-Birula (voir loc. cir.) r~sulte 
imm&iiatement que les orbites de B dans X ~ \ U sont les X(A, y~) n X ~ 
(i = 1 , . . .  , r), d'o/l d~js la deuxi~me assertion du Lemme 4. 

L'anneau C[U] est noeth~rien et int~gralement clos. Vu que les valuations 
essentielles de cet anneau (de Krull) sont celles de O[X ~ n U] et les v~ 
( i  = 1 , . . .  , r ) ,  o n  a 

C[Ul = c [ x  ~ $ -11 n or ,  n . . .  n o r , .  

Puisque SL2 .U = X et que X est complete, toute valuation SL2-inva- 
riante de C ( X  ~ reste positive sur C[U]. Supposons r = 1. Alors C[U] = 
C[Z~ n Or, contient f l .  Mais il existe des valuations SL2-invariantes 
v de C,(X ~ telles que v( f l )  = - 1 ,  contradiction. 

Puisque U est affine, il existe des g E C[U] s'annulant sur ]I1 U --- U Y~, 
autrement dit tels que vl(g) > 0 , . . . ,  v~(g) > 0. Pour des raisons g~n~rales 
(voir [LV] p. 217), il existe alors aussi des vecteurs propres de B dans C[U] 
v~rifiant ces in~galit~s. S i r  = 2, les seuls vecteurs propres de B dans C[U] = 
C[X~ -1, f21] n O~ 1 n O~ 2 sont visiblement ceux de la forme ~(f l f2)  n 
(A E C* ,n  E Z). Mais v l ( ( f l f2 )  '~) = v2((f l f2) n) = O, contradiction. 

Ceci termine la preuve du Lemme 4. 

3.3. Revenons s la preuve du Th~or~me. Posons G = SL2, et supposons que 
X est une SL2-vari~t~ magnifique de dimension 3 et de rang 2. Rappelons 
que X ~ (resp. Z) d~signe l 'orbite ouverte (resp. ferm~e) de SL2 dans X. 

Posons U = {x E X, B - x  D Z}. D'apr~s les r~sultats rappel~s au w 
l'hypoth~se X magnifique implique que U -~ C 3 et que U N X  ~ --- C x (C*) 2. 
I1 s'ensuit que 7rl(U O X ~ ~ Z 2. 

Soient alors p : X ~ --* X et F comme dans le Lemme 3 (F est ici un 
sous-groupe fini de G = SL2). Du Lemme 3 r~sulte alors que toutes les 
hypotheses du Lemme 4 sont remplies pour la SL2-vari~t~ X ~. D~signons 
par X '~ (resp. Z ~) l 'orbite ouverte (resp. ferm~e) de SL2 dans X ~, et posons 
U' = {x E X' ,  B . x  ~ Z'}. 

Le Lemme 4 implique que le groupe 7rl(U n X ~ est non commutatif.  
En effet, V' N X '~ ~ B \ (V' N X '~ ~ P1 \ {r points} est une fibration 
dont les fibres sont connexes, donc lrl(U' N X '~ --* ~'1(P1 \ {r points}) 
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est surjectif. Puisque r > 3, ce dernier groupe est non commutatif, d'oh 
il suit que 7rl (U' N X ~~ est ~galement non commutatif. Comme F op~re 
librement dans U'N X '~ et que U n X ~ s'identifie au quotient (UIA X~~ 
rl (U'N X '~ s'identifie ~ un sous-groupe de 7rl(Un X~ Pax cons&tuent, ce 
dernier groupe est bien 6galement non commutatif. 

Cette contradiction termine la preuve du Th~or6me. 

Remarque. Consid~rons l'op~ration de SL2 (pax multiplication ~ gauche) 
dans M(2, C) (l'espace vectoriel des matrices 2 x 2 ~ coefficients dans C). 
Cette operation en induit une de SL2 dans P3 = P(M(2, C)), avec une orbite 
dense dont le compl~mentaire est un diviseur irrd:<tuctible lisse contenant une 
infinit~ d'orbites ferm~es isomorphes s P1. Apr~s 6clatement de l'une de ces 
orbites ferm~es, on obtient une SL2-vaxi~t~ projective lisse de dimension 3, 
avec une orbite dense, dont le compl~mentaire est formd de deux diviseurs 
lisses qui se coupent transversalement en une orbite (ferm~e) de dimension 
1 (mais SL2 a alors une infinit~ d'orbites dans un des deux diviseurs). 
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