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PODSTAWOWE WEASNOSCI SYSTEMOW DEDUKCYJNYCH
OPARTYCH NA NIEKLASYCZNYCH LOGIKACH. CZ. I.!

Sposréd prac Alfreda TARSKIEGO omawiajgcych podstawowe wlasnosci sys-
teméw dedukcyjnych najogélniejsze wyniki zawiera artykut (8). Teoria zbudowana
w tym artykule dotyczy dowolnych systeméw dedukcyjnych, zaréwno logicznych
jak i opartych na dowolnej logice. Teorie te nazywaé bedziemy teorig T.

Terminami pierwotnymi teorii T s3: zbiér S wszystkich zdani pewnego jezyka
oraz funkcja Cn przyporzadkowujaca kazdemu podzbiorowi X zbioru S zbior
wszystkich zdain wynikajgcych ze zdan zbioru X na podstawie dowolnych lecz
ustalonych regut inferencyjnych. W celu prostszego zanotowania aksjomatéw
teorii T umawiamy si¢, Ze zmienne x, y, z... przebiegajg zbiér S, zmienne X, Y,
Z, ... przebiegaja rodzing wszystkich podzbioréw tego zbioru. Przyjmujemy,
ze zmiennych obu tych typéw jest przeliczalnie wiele. Symbolem PskX oznaczamy
rodzing wszystkich skoriczonych podzbioréw zbioru X.

Podajemy aksjomaty teorii T z nieistotnymi zmianami:
AL S< R,
A2. X cCnX ¢ S
A3. CnCnX = CnX
A4d. X ¢ Y—-»CnX c CnY
A5. xeCnX— = xeCnY

YePskX

Uklad ten uzupelnia Tarski w artykule (9) dodatkowymi aksjomatami.- Teoria
oparta na wzbogaconej aksjomatyce (bedziemy ja nazywaé teorig T*) dotyczy juz
nie wszystkich systeméw dedukcyjnych, lecz tylko systeméw opartych na dwu-
wartoSciowym implikacyjno-negacyjnym rachunku zdan.

Terminami pierwotnymi teorii T* s3, poza terminem S i Cn, terminy ¢ i ».
Wyrazenie cxy jest nazwa implikacji o poprzedniku x i nast¢pniku y, wyrazZenie nx
jest nazwa negacji zdania x.

1 Cze4¢ wynikéw zawartych w tej pracy referowana byla na posiedzeniu Zakladu Logiki
P.A.N. w dniu 28. 11. 1958 r.
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Aksjomaty dodatkowe teorii T* podajemy znéw z drobnymi zmianami:

A6*. cxy,nxeS

AT*. cxye CnX = ye Cn(X + {x})
A8*. Cn{x,nx} =S

A9*. Cn{x}. Cn{nx} = CnA

Przyporzadkujmy wzajemnie jednoznacznie zmiennym rachunku zdan zmienne
%, ¥, 2 . ... Zakladamy, Ze wyrazeriiom « i § implikacyjno-negacyjnego rachunku
zdan zostaly przyporzadkowane wyrazenia ¢ iy teorii T*. Implikacji o poprzed-
niku o i nast¢pniku p przyporzadkowujemy wyrazenie cpy, negacji wyrazenia o —
wyrazenie ng. Je$li wyrazeniu o implikacyjno-negacyjnego rachunku zdan zostalo
przyporzadkowane w podany wyzej sposob wyrazenie ¢, to zdanie zbioru S
oznaczone przez ¢ nazywaé bedziemy S-podstawieniem wyrazenia o. Tak wigc np.
wyrazenia ¢xx 1 cxcyx oznaczaja odpowiednio S-podstawienia wyrazenh p — p
ip—(@—p).

W artykule (9) stwierdza Tarski, Ze nastepujgce zdania zbioru S

CCXYCCYZCXZ, CCNXXXy CXCMXY,

bgdgce S-podstawieniami trzech aksjomatéw dwuwarto$ciowego rachunku zdan
s3 elementami zbioru CrA (zbiér ten nazywa Tarski zbiorem wszystkich tez
logicznych). Zauwazmy dalej, ze z A7* i A2— A4 wynika latwo, ze jesli zdania
cxy 1 x s3 elementami zbioru CnA, to réwniez y jest elementem tego zbioru.
Prawdziwe jest wigc twierdzenie: S-podstawienie dowolnej tezy dwuwarto$-
ciowego implikacyjno-negacyjnego rachunku zdan jest elementem zbioru CrA.
Twierdzenie to mozna uzupelni¢ w nastgpujacy sposob:
Jesli wyrazenie
aeCnA
jest tezg teorii T*, to a oznacza S-podstawienie tezy dwuwartosciowego impli-
kacyjno-negacyjnego rachunku zdarn.

Twierdzenie to nie wyst¢gpuje w pracach Tarskiego.

Aby wykazad, ze dla zadnego ¢ oznaczajacego dowolne S-podstawienie wyraze-
nia rachunku zdan nie bedacego tezq nie zachodzi wzér g e CnA postuzymy si¢
nastgpujacy interpretacja:

Zbior S utozsamiamy ze zbiorem {0,1}, funkcj¢ Cn okre§lamy wzorem

0,1}, gdy 0e X
C_nX=I{’},gy €
L {1}, edy 0éX,
o funkcjach cxy i nx zakladamy, ze przyjmujg wartosdci zgodne z dwuwarto$ciowa
matrycg implikacji i negacji. Spelnione s3 wiec réwnoéci:
00 = 01 = cll = n0 =1
cl0=nl=0
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Latwo sprawdzi¢, Ze interpretacja ta spelnia aksjomaty Al—A5 i A6*—A9%,
nie spelnia za$ Zadnego wyrazenia postaci
peCnA,

w ktérym ¢ oznacza dowolne S-podstawienie wyrazenia rachunku zdan nie
bedacego tezg.

W dalszej czesci tego artykulu zajmiemy si¢ zagadnieniem w jaki sposéb nalezy
zmodyfikowaé aksjomaty A6*—A9*, aby otrzymaé twierdzenia analogiczne do
podanych wyzej, w ktérych jednak bylaby mowa nie o dwuwarto$ciowym impli-
kacyjno-negacyjnym rachunku zdan, lecz o rachunkach nieklasycznych lub
fragmentarycznych.

W celu dokfadniejszego sformulowania tego zagadnienia podajemy definicje:

Uklad aksjomatéw, ktérymi uzupelniamy aksjomaty Al—Ab5, jest adekwatny
dla danego rachunku zdan wtedy i tylko wtedy, gdy:

a) dowolne S-podstawienie tezy tego rachunku jest elementem zbioru CnA,
b) jesli wyrazenie

aeCnA
jest konsekwencja przyjetego ukladu aksjomatéw, to o oznacza S-podstawienie
tezy tego rachunku.?

Tak wigc adekwatnym ukladem aksjomat6w dla dwuwartosciowego implikacyjno-
negacyjnego rachunku zdarn jest uklad A6*—A9*,

Przyjmujemy, ze wyrazZenia

kxy, axy, exy
s3 odpowiednio nazwami koniunkcji, alternatywy i réwnowaznosci zbudowanych
ze zdan x i y. Przyjmujemy tez, ze O jest nazwg falsum tzn. ustalonego zdania
falszywego.

Adekwatny uklad aksjomatéw dla logiki pozytywnej otrzymujemy skreslajac
w A6* warunek, ze nxe S, spoéréd za§ aksjomatéw AT7*—A9* pozostawiajac
tylko A7*. Uzupelniajac adekwatny uklad aksjomatéw dla logiki pozytywnej
nastgpujacym wyrazeniem, analogicznym do A9%,

1. Cn{x}. Cn{cxy} = CnA

otrzymujemy adekwatny uklad aksjomatéw dla dwuwartosciowego implikacyjnego
rachunku zdan. Wzbogacajac z kolei ten uklad wyrazeniem

2.Cn{0} =S8

1 zastepujac w A6* warunek nx e S warunkiem 0 € S otrzymujemy adekwatny uklad
aksjomatéw dla dwuwarto$ciowego rachunku zdad o terminach pierwotnych
implikacji i falsum3. Aksjomat 2 jest analogiczny do A8*.

2 Zmiany w ukladzie terminéw pierwotnych rachunku zdaf powoduja — oczywifcie — zmiany
w pojeciu S-podstawienia wyrazed tego rachunku. Zmiany te sg calkowicie widoczne, nie
bedziemy wiec ich omawiaé.

3 System ten oméwiony jest w pracy (1).
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Do istotniejszych wynikéw tej pracy nalezy twierdzenie nastgpujace:

Adekwatnym ukladem aksjomatéw dla logiki intuicjonistycznej jest uklad
nast¢pujacy:

A6’ cxy, nx, kxy,axye S

AT cxye CnX = ye Cn(X + {x))
A8, nxeCnX=Cn(X+ {x})=S
A, kxyeCnX = x,ye CnX

A10°. Cn({x}. Cn |y} = Cn {axy}

Dowdd, ze podstawienia wszystkich aksjomatéw logiki intuicjonistycznej* sg ele~
mentami zbioru CrA nie sprawia trudnosci. Widoczne jest tez, ze jesli cxy i x
sg elementami zbioru CrA, to réwniez y jest elementem tego zbioru. Podamy
jeszcze skrétowy dowdd, ze spetniony jest réwniez warunek (b) definicji adekwat-
nego ukladu aksjomatéw. Tak jak w dowodzie poprzednim postuzymy si¢ pewna
interpretacjg. Dogodna tu bedzie interpretacja nastepujaca: niech S bedzie zbio-
rem wszystkich wyrazen sensownych logiki intuicjonistycznej; oznaczmy przez L
zbidr wszystkich tez tej logiki, przez X* najmniejszy zbiér zawierajacy X i zawarty
w S, zamknigty ze wzgledu na operacj¢ budowania koniunkcji. Funkcje Cn okresla-
my w nastgpujacy sposob:

CnX=L+EY cxyel

Yy reX*

Niech x i y beda dowolnymi wyrazeniami sensownymi logiki intuicjonistycznej.
Wyrazenia cxy, kxy, axy, nx interpretujemy odpowiednio jako nazwy implikacji,
koniunkeji i alternatywy wyrazen x i y oraz negacji wyrazenia x. Latwo sprawdzié,
Ze interpretacja ta spelnia aksjomaty A1 —A5 i A6°—A10°, nie spelnia za$ zadnego
wyrazenia o postaci ¢ e CnA, w ktérym ¢ nie oznacza S-podstawienia tezy logiki
intuicjonistycznej. Dowody wszystkich dalszych twierdzen dotyczacych adekwat-
nych ukladéw aksjomatéw sa analogiczne do dowodéw podanych.

Uzupelniajac uklad A6°, A7° A9°, wyrazeniem
3. aymyeCn(X+ {x}) »nxeCn(X + {3}

b)xeCnX V ye CnX — axy e CnX

C) axy, ¢xz, cyze CnX — z¢ CnX
otrzymujemy adekwatny wuklad aksjomatéw dla rachunku minimalnego
JOHANNSONA,

Rachunkiem zawierajagcym logike intuicjonistyczng i jednocze$nie zawartym
w logice dwuwarto$ciowej, réznym od obu tych logik jest rachunek, ktérego ter-
miny pierwotne okre$lone s3 przez matryce:

—]0 2 1 1o 2 1 v]io 2 1 ~ |
0|1 1 1 0/0 0 O o]0 2 1 01
201 1 1 210 2 2 22 2 1 2 |0
*1 10 2 1 110 2 1 |1 1 1 *1 |0

4 Prosty uklad aksjomatow Jogiki intuicjonistycznej podany jest w pracy (5).
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Adekwatny uktad aksjomat6éw dla tego rachunku otrzymujemy dopelniajac uklad
A6°—A10° wyrazeniem
4. Cn{x} - Cn{ny} - Cn{cxy} = CnA

Zauwazmy jeszcze, ze dolaczajac do A6°—A10°, formute
5. Cn{x} - Cnlcxnx} = CnA
otrzymujemy adekwatny uklad aksjomatéw dla dwuwartoéciowego rachunku zdan,
ktérego terminami pierwotnymi sg implikacja, negacja, koniunkcja i alternatywa.
Aksjomat 5 jest analogiczny do A9*, nie moze jednak w ukladzie A6*—A9*
zastgpic tego aksjomatu.

Oméwimy z kolei zagadnienia zwigzane z logika modalng. Aksjomaty systemu
rownowaznego systemowi S5 LEWISA, ktérego terminami pierwotnymi s3 $cisla
implikacja, negacja i koniunkcja, jedynymi za$ regulami — regula odrywania i pod-
stawiania, majg nast¢pujgcg postaé:5

L ¢3(p=3p)
IL {[(pR)3r]1 =3 (239} =3(p=3¢)
O (pR39)=8[g=3n) =3 (p=37)]

IV. p-g=3p

V. p-g3¢

VL (p39)=3[(p=31)3(p=3¢-7)]

VIL (p=3¢g)=3(~g=3~p)

IX. ~~pegp

Xp ~(-~9=y¢

Dla oznaczenia $cistej implikacji zachowujemy symbol, ktérym oznaczali§my
implikacje réznych innych systeméw logicznych. Wprowadzimy tez definicje:
DIt xeS* =3 x = ¢cyz

Y.z

Do istotniejszych wynikéw tej pracy zaliczymy twierdzenie nastgpujgce:

Adekwatny uklad aksjomatéw dla okre$lonego wyzej systemu, réwnowaznego
systemowi S5 Lewisa, ma posta¢:

A6L. cxy, kxy,nx e S
ATta. cxy e CnX -y e Cn (X + {x})

b. X ¢ S*—[yeCn(X + {x}) — cxy e CnX]
A8L. Cnix,nx} =S

5 Aksjomaty te zostaly podane po raz pierwszy w pracy (3). Cytujemy je, gdyz artykut (3)
jest malo dostepny.
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A9, xe S* — Cn {x} - Cnlcxy} = CnA
AlCL. kxye CnX = x, ye CnX
AllL, Cn(X + {nx}) =S —xeCnX

ATta,b s3 odpowiednikami A7*, podobnie A9% jest odpowiednikiem A9*. A8L
i A10% s3 identyczne z A8* i A9°, Al11% ma budowe¢ analogiczng do implikacji,
ktérej poprzednikiem jest wyraz stojacy w A8° po prawej stronie znaku réwno-
waznosci, nastgpnikiem za§ wyraz stojacy po stronie lewe;j.

Oméwimy jeszcze inny system® réwnowazny systemowi S5 Lewisa. Terminami
pierwotnymi tego systemu sg dwuwartoéciowa implikacja i negacja oraz funktor
koniecznosci. Jedynymi regulami tego systemu, tak jak systemu poprzednio omé-
wionego, s3 reguly odrywania i podstawiania.

Przyjmujemy, Ze nazwg wyrazZenia zbudowanego z funktora koniecznodci i zda-
nia x jest wyrazenie /x. Wprowadzamy tez definicj¢ analogiczng do definicji D1L:

Dili.xeSt =2 =1l A x=nly)
y

Adekwatny uklad aksjomatéw dla rozwazanego systemu otrzymujemy uzupel-
niajac uklad A6*—A9* aksjomatem

6. X ¢ ST - (IlxeCnX = xe CnX)

i jednoczesnie dodajac do A6* warunek, ze Ix e S.

Adekwatny uklad aksjomatéw dla tréjwartosciowej logiki LUKASIEWICZA o ter-
minach pierwotnych implikacji i negacji ma postaé:
A6 cxy, nxeS
ATa. xe X —[cxye CnX —ye Cn(X + {x))]

b. yeCn(X + {x}) —» cxy e CnX

A8 nxe X —[nxe Cn(X + {x}) >y e Cn (X + {x})]
A%, Cnix} - Cn{cxnx} = Cn A

A7%a,b sa odpowiednikami A7*. A8% ma budowe analogiczng do wyrazenia 3a,
nalezacego do adekwatnego ukladu aksjomatéw dla logiki minimalnej. A93 jest
identyczny z wyrazeniem 5, ktére dolaczone do aksjomatéw A6°—A10° daje jeden

z mozliwych adekwatnych ukladéw aksjomatéw dla dwuwartodciowego rachunku
zdan.

Dotaczajac do terminéw implikacji i negacji trzeci termin pierwotny T, bedacy
funktorem jednoargumentowym i majacym t¢ wlasno$é, ze wyrazenie Tp dla kaz-
dej warto$ci argumentu p przyjmuje warto$¢ rézng od prawdy i falszu, otrzymu-
jemy tzw. pelng logike tréjwartosciowsa?, a wiec logike, ktérej terminy pierwotne
pozwalajg zdefiniowaé kazdy funktor okre$lony tréjwarto$ciowa matryca. Przyj-

6-Por. system przedstawiony w pracy (2).
7 Por. prace (6).
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mujemy, Ze tx jest nazwa wyrazenia zbudowanego z funktora T i zdania x. Ade-
kwatny uklad aksjomatéw dla pelnej logiki tréjwartosciowej® otrzymujemy uzu-
pelniajagc uktad A63—A9® aksjomatem

AlQ xe CnX = ntxe CnX

i jednocze$nie dodajac do A6® warunek, ze txe S.

Jednym z najprostszych systeméw logicznych jest dwuwarto$ciowy rachunek
zdan, ktérego jedynym terminem pierwotnym jest funktor réwnowaznoséci®. Row-
nie prostym jest adekwatny uklad aksjomatéw dla tego systemu:

A6R.exye S
ATR. exye CnX = (xe CnX =y e CnX)

Ostatni uklad aksjomatéw, ktéry podajemy, jest ukladem adekwatnym dla dwu-
warto$ciowego rachunku zdan, ktérego terminami pierwotnymi sa réwnowaznosé,,
koniunkcja i falsum!®, Uklad ten sklada si¢ z aksjomatéw A7R, A99, 2 oraz

7. CnA += §

Oczywiste jest, ze jednocze$nie przyjmujemy, iZ exy, kxy i O s elementami
zbioru S.

Wiasnosci systeméw dedukeyjnych zmieniajg sie oczywiscie w zaleznoéci od tego,
na jakim rachunku zdan systemy te sg oparte. W czesci II tej pracy podane beda
wyniki badan, dotyczace tych zmian. W szczegélnosci podane bedzie, ktore z twier-
dzeni pracy (9) Tarskiego pozostang prawdziwe dla systeméw opartych na niekla-
sycznych logikach. Widoczne jest, ze badania te musialy by¢ poprzedzone badania-
mi nad adekwatnymi ukladami aksjomatéw dla réznych systeméw logicznych!!.

Allatum est die 12 Fanuarii 1959
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B. A. IToroxEasckuit, I'. CrynEnguin

OCHOBHEIE CBOVICTBA JELYKTUBHBEIX CUCTEM,
OCHOBAHHBIX HA HEKJACCUYECKUX JIOTMKAX. 4. I

(Pe3moMme)

B cratee paspabarbiBaeTcsa Teopud, KOTOpPOII paJ Hadayuo Tapcrwmit
B crateax Fundamentale Begriffe der Methodologie der deduktiven Wis-
senschaften (,,Monatshefte fiir Mathematik und Physik” XXVIII Band)
n Uber einige fundamentale Begriffe der Metamathematik (Comptes ren-
dus des séances de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie, vol.
23, 1930, cl. II1.).

ITepBMYHBIMM NOHATHAMM TEOPMUM CUCTEM, IIOCTPOeHHOi Tapckum B mep-
BOJM M3 3THX DaboT, ABJIAETCA: MHOXKECTBO S BCEX OCMBICJECHHBIX BpIpasKe-
HMIT HEKOTOPOro A3bIKa M (pyHKOuA Cn, CTABALIAA B COOTBETCTBMe jroGoMy
noaMHozxkecTBy X MHOXecTBa S MHOXKECTBO BCEX BhIpazKeHMit MH(epeHT-
HO BBITERAIOINMX u3 X.

Ms1 npeanosaraem, 9To:

OYKBBI X, Y, 2,.. OGO3HAYAOT SJEMEHTHI MHOMKecTBa S,

6ykeet X, Y, Z, ... 0603HAYAIOT 9JIeMEeHThLI MHOXKECTBA BCEX ITOJMHOXKECTB S,
cuMBoal Psk X oGo3HayaeT ceMpl0 BCEX KOHEYHBIX ITOJMHOXKECTB MHO-
xectBa X.

ITonp3yAcCk 5THM COIrJAINEHMEM, MBI MOKEM S3aIIMCAaTh AKCHOMEI TEOPHM
Tapckoro B crenyromeit bopMe (OTAMYAIOLIENCA OT OPUTMHANIA B HECKOJb-
KUX HECYIECTBEHHBIX NOAPOOHOCTAX): '

Al S< N,

A2. X cCnX S

A3. CnCnX =CnX

Ad. X C Y—-CnX c CnY

As. xeCnX—»%(YePst - xeCnY)

Bo BTOpOIt ymomsHyToit paGore TapcKOro BHINIEM3JIOXKEHHAS AKCHOMA-
THKA JAOIIOJIHAETCSA CJHEAYIOIMMM arKcHMoMaMmy (CHOBAa IIPMBOJMMBLIMM C He-
CYLIECTBEHHBIMM M3MEHEHUAMM):

A6*. cxy,nxeS
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AT*. cxyeCnX =yeCn(X + {x})
A8*. Cn{x,nx}=3S§
A%*. Cn{x}.Cn{nx}=CnA

CumBoJ cxy obo3HayaeT B 9TUX aKCHMOMAaX MMILIMKAIMIO C aHTEIeACH-
TOM T M KOHCEKBEHTOM Y, CMMBOJ N — OTPMIIaHNMEe BBIPDA:KEHMUA X.

Tapckuit faeT TakKe TeopeMmy, 4TO Jobad IOACTaHOBKa Tesuca ABY-
3HAYHOI'0O MCHMCJICHWs IIPEJIOKEHMI, NpMHAJIEKalad K MHOXKecTBY S,
ABJNAETCA 3JIEMEHTOM MHoxecTBa CnA; Tapckmit OTOXIAECTBIAET 3TO MHO-

3XeCTBO ¢ MHOXKECTBOM IIOACTAHOBOK JIOTHYECKUX TE3MCOB.
Mcerunna Takke ofparHad Teopema:
Ecan splpakenme oaeCn A  sarmaerca te3ucom Teopum Tapckoro, To o

ABJIAETCA TIOJCTAHOBKOM TE3MCa ABY3HAYHOTO MCUMCIICHMA IIPENJIOKEHMIN.

Orta Teopema He urypupyer B paborax Tapckoro. Obe mpuseneHHBIE
TeOopeMbl MOXKHO COEAVMHUTHL B OAHY:

(T) Brpaxkenue o € CnA SBAAeTCA TE3¥COM, OMMPAIOIIMMCS HA aKCHOMBI
Al—A5 y A6*—A9* rorga, ¥ TOJMBKO TOTAA, KOT/A ¢ SBJISETCA IIOACTAHOB-
KOJ Te3yca ABY3HAYHOTO MCHUMCICHMA IpeAJIoKEeHUI.

BoaunkaeT npo6iema: KaK CJIefyeT BUAOM3MEHUTHb akcuombl A6*—A9*,
4TOGbI OHM BMecTe ¢ akcmoMamyu Al—AD5 mo3Boaniy 060CHOBATE TEOpPEMbI
aHaJoruuHele Teopeme (T), B KOTOPHIX, OHAKO, TOBOPMJIOCH OBl He O ABY-
3HAYHOM MCUMCIEHUM IPEeAJIOKEHMI, a O HEeKIJACCHMYECKMX MM parmMeH-
TapHBIX MCYMCIEHHAX. CUCTEMBbI aKCHOM, YAOBJIETBOPAIOILIME STOMY YCJIO-
BMIO, MBI OyZieM HA3BIBATL AA9KBATHBIMM IJA AaHHOTO MCUMCJIECHMA Ipes-
JIOZKEHWIA.

B o70i1 cTaThe MBI mIpefJjiaraeM aA’KBaTHbIE CHCTEMbI aKCHOM MEXAY
NPOYMM JJIA ABY3HAYHBIX MCUMCIICHMII: MMIIJIMKATUBHOIO, OCHOBAHHOrO Ha
SKBMBaJICHIIMM ¥ OCHOBAHHOTO Ha MMILIMKALIMM M dpajbeyMme, 3aTeM — /A
VHTYMUIMOHUCTCKOTO, MUHMMAJBHOTO, AJs MOJAJBHBIX McuMciaeHuit JIsonca
S5, HakoHel[ — JJIA IOJIHOTO TPEeX3HAYHOrO MCUMcleHMa JlykaceBudya.

CambIMM BazKHBIMM pe3yabTaTamMy paboThI MBI CYMTAEM aA3KBaTHbIE
CHCTEMBI aKCHMOM [JIA MHTYMIMOHMCTCKOTO MCUMCJEHMA M McHMcaeHua S5
JIsroyca, OCHOBAHHOTO Ha TEPMMHAX CTPOTroy MMIIIMKAUMM, KOHBIOHKLMM
¥ oTpuauug. AISKBaTHAA CUCTEMA aKCMOM JJIA MHTYMULMOHMCTCKOTO MCYnuC-
JIEHMA BBLIMIAAAT CIASAYIOLMM 00pa3oM:

AG°. cxy, kxy,axy,nxeS

AT cxyeCnX =yeCn(X+ {x})
A8 nxeCnX =Cn(X+{x})=S§
A9 kxyeCnX = x,yeCnX
AlQ®, Cn{x} - Cn{y} = Cnlaxy}
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AlPKBaTHasA CHCTEMA AKCHOM AJA ucumciaeHusa S5 JIpiouca cOCTOUT M3
CIEAYIOUINX TE3UCOB:
A6L. cxy, kxy,nxeS
ATta. cxyeCnX —yeCn(X + {x})
b. X ¢ S* —»[yeCn(X + {x)) - cxyeCnX]
A8L, Cn{x,nx}=3S
A9, xeS*—Cn{x} - Cnicxy} =CnA
AlOt, kxye CnX = x,yeCnX
Allr. Cu(X + {nx}) =S —xeCnX

PuUrypMpyroImii B 9TUX aKCUOMax CUMBOJ S* onpepensercs CIEAyIO-
oM obpazoMm:

DI, xeS*= S x=cyz
v,z
Bo BTOpOIt yacTu paGoThl 6yAyT AAHEI TEOPEMEI, BHITEKAIOILME U3 M3JI0-
KEHHBIX TIPyNn akcuoMm, a Takxke OynyT MccieZjoBaThCA CBA3M MEXKAY
CHCTEMaMM, OCHOBAHHBIMM HA STMX IPYIIAaxX aKCHOM.



W. A. POGORZELSKI, 'J. SLUPECKI

BASIC PROPERTIES OF DEDUCTIVE SYSTEMS BASED ON
NONCLASSICAL LOGICS. PART 1.

(Summary)

The present article is a development of the theory initiated by Tarski in his
articles Fundamentale Begriffe der Methodologie der deduktiven Wissenschaften
(,,Monatshefte fiir Mathematik und Physik’”, XXXVII Band) and Uber einige
fundamentale Begriffe der Metamathematik (Comptes Rendus des séances de la
Société des Sciences et des Lettres de Varsovie, vol. 23, 1930, cl. III).

The primitive terms of the theory constructed by Tarski in the first of the
mentioned articles are: the set S of all meaningful formulae of a language and the
function Cn establishing correspondence between an arbitrary subset X which
belongs to S and the set of all formulae derivable from X.

Elements of S are denoted by the letters x,, z..., while the subsets of S
by the letters X, Y, Z. . .; by Psk X we denote the family of all finite subsets of
the set X.

On the basis of the above conventions we may formulate the axioms of Tarski’s
theory as follows (the formulation being slightly different from the original one):

Al S< X, A4 X ¢ Y—CnX ¢ CnY
A2. X cCnX S A5 xeCnX—2(YePskY - xeCnY)
Y

A3. CnCnX = CnX

The other of the mentioned articles of Tarski adds to the previous set the
following axioms (again the formulation differs slightly from the original one):
A6*. cxy,nxeS
AT*. cxyeCnX = yeCn (X + {x})

A8*, Cn{x,nx} =S8
A9*, Cn{x} - Cn{nx} = CnA

In those axioms implication with x as antecedent and y as consequent is denoted

by cxy; the negation of x is denoted by nx.

[174]
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Moreover, Tarski gives a lemma stating that any formula belonging to S and
resulting by substitution from a theorem of the two-valued propositional calculus.
is an element of the set CnA which is identified by Tarski with the set of substi-
tutions of logical formulae.

The converse also holds:

“if a ¢ Cn A is a valid formula of Tarski’s theory, then o is a substitution of a valid.
formula of the two-valued propositional calculus.”

This lemma does not appear in Tarski’s articles. Both lemmas may be
formulated as one:

(T): aeCnA is a valid formula of the theory based on axioms Al —A5 and
A6*—A9* if and only if « is obtained by substitution from a valid formula of the
two-valued propositional calculus.

The problem may be raised: How. should axioms A6*—A9* be modified so
that it be possible to derive from them in conjunction with Al—A5 formulae
analogous to (T), referring, however, not to two-valued propositional calculus
but to nonclassical or fragmentary calculi. The set of axioms satisfying this
condition will be termed adequate for a given propositional calculus.

The present paper gives adequate sets of axioms for the two-valued calculi:
based on implication; based on equivalence; based on implication and falsum;
intuitionistic calculus, minimal calculus, for the modal Lewis calculus S5 and
for the full three-valued calculus of Eukasiewicz,

As the most important results of the present paper we would mention the
adequate sets of axioms for the intuitionist calculus and for the Lewis calculus
S5 based on strict implication, conjunction and negation.

The adequate set of axioms for the intuitionist calculus is as follows:

A6%. cxy, kxy, axy,nxe S

AT cxyeCnX =yeCn(X + {x})
A8 nxeCnX =Cn(X+{x})=S
A9 kxyeCnX = x,ye CnX -
Al0°% Cn{x}. Cn{y} = Cn{axy}

The adequate set for the Lewis calculus S5 consists of the following axioms:
A6, cxy,kxy,nxeS
A7ta, cxyeCnX —yeCn(X + {x))

b. X ¢ $*—[yeCn(X + {x}) —» cxy eCnX]

A8L. Cn{x,nx} =S
A9, xeS* - Cn{x} - Cn{cxy} =CnA
AlOL. kxyeCnX = x,yeCnX
Allt, Cn(X + {nx}) =S —xeCnX
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The symbol S* occurring in these axioms is defined as follows:
DI, xeS*= 3 x = c¢yz
Y,z .
In the continuation of the present article (in Part II) we intend to give formulae
resulting from the presented sets of axioms and to discuss relations between
'systems based on these axioms.



