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WITOLD A. POGORZELSKI, JERZY SLUPECKI 

PODSTAWOWE WLASNO~CI SYSTEMOW DEDUKCYJNYCH 
OPARTYCH NA NIEKLASYCZNYCH LOGIKACH. CZ. I. 1 

Spo~r6d prac Alfreda TARSKIEGO omawiaj~cych podstawowe wtasno~ci sys- 
tem6w dedukcyjnych najog61niejsze wyniki zawiera artykul (8). Teoria zbudowana 
w tyro artykule dotyczy dowolnyeh system6w dedukcyjnych, zar6wno logicznych 
jak i opartych na dowolnej logice. Teori~ t~ nazywad b~dziemy teori~ T. 

Terminami pierwomymi teorii T s~l: zbi6r S wszystkich zdatl pewnego j~zyka 
oraz funkcja Cn przyporz~dkowuj~ca ka~demu podzbiorowi X zbioru S zbi6r 
wszystldch zdafi wynikaj~cych ze zdafi zbioru X na podstawie dowolnych lecz 
ustalonych regnfl inferencyjnych. W celu prostszego zanotowania aksjomat6w 
teorii T umawiamy sit, ~.e zmienne x, y, z... przebiegaj~ zbi6r S, zmienne X, II, 
Z , . . .  przebiegaj~ rodzin~ wszystldch podzbior6w tego zbioru. Przyjmujemy, 
~e zmietmych obu tych typ6w jest przeliczalnie wiele. Symbolem PskX oznaczamy 
rodzin~ wszystldch skoficzonych podzbior6w zbioru X. 

Podajemy aksjomaty teorii T z nieistomymi zmianami: 

A1. 

A2. X C CnX C S 

A3. CnCnX = CnX 

A4. X C Y--~GnX C CnY  

A5. xeCnX.- - ,  X x e C n Y  
Y e P s k X  

Uklad ten uzupelnia Tarski w artykulc (9) dodatkowymi aksjomatami~ Tcoria 
oparta na wzbogaconej aksjomatyce (b~Iziemy j~l nazywa~ tcori~ T*) dotyczy ju~ 
nie wszystldch system6w dcdukcyjnych, lecz tylko system6w opartych na dwu- 
warto~ciowym implikacyjno-negacyjnym rachunku zda5. 

Terminami pierwomymi teorii "r* s~l, poza terminem S i Gn, tenniny c i n. 
Wyra~enie exy jest nazw~ implikacji o poprzedniku x i nast~pnikuy, wyra~enie nx 
jest nazw~ ncgacji zdauia x .  

I Czr167 wynik6w zawar tych  w tej p racy  rcferowana byla  na  pos iedzen iu  Zak ladu  Logiki  
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Aksjomaty dodatkowe teorii T* podajemy zn6w z drobnymi zmianami: 

A6*. cxy, nx e S 

A7*. cxy e C n X  ----- y e Cn ( X  + {x}) 
A8*. Gn {x, nx} = S 

A9*. Cn {x}. Cn {nx} = Cn A 

Przyporz~dkujmy wzajemnie jednoznacznie zmiermym rachunku zdafi zmienne 
x, y ,  z . . . .  Zaldadamy, ~.e wyra~.er~iom a i ~ implikacyjno-negacyjnego rachunku 
zdafi zostaly przyporz~clkowane wyra~enia q~ i ~ teorii T*. Implikacji o poprzed- 
niku c~ i nast~pniku ~ przyporz~dkowujemy wyra~enie cq~,  negacji wyra~enia ct -- 
wyra~enie nq~. Je~li wyra~eniu ct implikacyjno-negacyjnego rachunku zdafi zostalo 
przypor~dkowane w podany wy2ej spos6b wyra~enie q~, to zdanie zbiom S 
oznaczone przez q~ nazywa~ b~dziemy S-podstawieniem wyra~enia a. Tak wi~c np. 
wyra~.enia cxx i cxcyx oznaczaj~ odpowiednio S-podstawienia wyra~efi p----p 
i p - ~  (q - -  p). 

W artykule (9) stwierdza Tarski, ~e nast~puj~ce zdania zbiom S 
ccxyccyzcxz,  ccnxxx, cxcnxy, 

b~d~tce S-podstawieniami trzech aksjomat6w dwuwarto~ciowego rachunku zdafi 
s~ elementami zbioru GnA (zbi6r ten nazywa Tarski zbiorem wszystkich tez 
logicznych). Zauwa~.my dalej, ~.e z A7* i A2--A4 wynika latwo, ~.e je~li zdania 
cxy i x s~ elementami zbioru GnA,  to r6wnie~, y jest elementem tego zbioru. 
Prawdziwe jest wi~c twierdzenie: S-podstawienie dowolnej tezy dwuwarto~- 
ciowego implikacyjno-negacyjnego rachunku zdafi jest elementem zbioru GnA.  

Twierdzenie to mo~.na uzupelni~ w nast~puj~cy spos6b: 
Je~li wyra~enie 

e CnA  

jest tez4 teorii T*, to a oznacza S-podstawienie tezy dwuwarto~ciowego impli- 
kacyjno-negacyjnego rachunku zdafi. 

Twierdzenie to nie wyst~puje w pracach Tarskiego. 
Aby wykazad, ~e dla ~adnego rp oznaczaj~cego dowolne S-podstawienie wyra~.e- 

nia rachunku zdafi hie b~d~cego tez~ rile zachodzi wz6r q~ e CnA postu~.ymy si~ 
nast~puj~c~ interpretacj~: 

Zbi6r S uto~.samiamy ze zbiorem {0,1], funkcj~ Cn okre~lamy wzorem 

C n X =  ~, {0,1}, gdy O e X  
�9 [ {1}, gdy 0 ~ X ,  

o funkcjach cxy i nx zaktadamy, ~.e przyjmuj~ warto~ci zgodne z dwuwartogciow~ 
matryc~ implikacji i negacji. Spetnione s~ wi~c r6wno~ci: 

cOO = c01 = c l l  = nO =1  
cl0 = nl := 0 
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Latwo sprawdzi~, ~e interpretacja ta spetnia aksjomaty AI~A5 i A6*--A9*, 
hie spelnia za~ gadnego wyra~enia postaci 

ep e CnA, 

w kt6rym q~ oznacza dowolne S-podstawienie wyra~enia rachunku zdafi nie 
b ~ c e g o  tez4. 

W dalszej cz~ci tego artykutu zajmiemy siq zagadnieniem w jaki spos6b nalo.y 
zmodyfikowa~ aksjomaty A6*--A9*, aby otrzyma6 twierclzenia analogiczne do 
poclanych wy~ej, w kt6rych jednak bytaby mowa hie o dwuwarto~ciowym impli- 
kacyjno-negacyjnym rachunku zdafi, lecz o rachunkach nieldasycznych lub 
fragmentarycznych. 

W celu doldadniejszego sformulowania tego zagadnienia podajemy definicjq: 
Uldacl aksjomat6w, kt6rymi uzupelniamy aksjomaty A1--A5, jest adekwatny 

dla danego rachunku zclafi wtedy i tylko wtedy, gdy: 
a) dowolne S-podstawienie tezy tego rachunku jest elementem zbioru CnA,  

b) je~li wyra~enie 
a e  CnA 

jest konsekwencjg przyjqtego uldadu aksjomat6w, to a oznacza S-podstawienie 
tezy tego rachunku. ~ 

Tak wiqc adekwatnym ukladem aksjomat6w cUa dwuwarto~ciowego implikacyjno- 
negacyjnego rachunku zdafi jest Uldad A6*--A9*. 

Przyjmujemy, ~e wyra~enia 
kxy,  axy, exy 

s~ odpowiednio nazwami koniunkcji, altematywy i r6wnowa~no~ci zbudowanych 
ze zdafi x i y. Przyjmujemy tO., ~e 0 jest nazw~ falsum tzn. ustalonego zdania 
fatszywego. 

Adekwatny uldad aksjomat6w dla logiki pozytywnej otrzymujemy skre~laj~tc 
w A6* warunek, 2e nx e S, spo~r6d za~ aksjomat6w A7*--A9* pozostawiaj~c 
tylko A7*. Uzupehaiaj~Ic adekwatny uklad aksjomat6w dla logiki pozytywnej 
nast~puj~cym wyra2eniem, analogicznym do Ag*, 

1. Cn {x}. Cn {cxy} ~- C n h  

otrzymujemy adekwamy ukhd aksjomat6w dla dwuwartogciowego implikacyjnego 
rachunku zdafi. Wzbogacaj~c z kolei ten uldad wyra2eniem 
2. Cn {O} ----- S 

i zast~puj~tc w A6* warunek nx e S warunkiem 0 e S otrzymujemy adekwamy uldad 
aksjomat6w dla dwuwarto~ciowego rachunku zdafi o terminach pierwotnych 
implikacji i falsum s. Aksjomat 2 jest analogiczny do A8*. 

z Zm/any w uk~adz/e term/n6w pierwomych rachunku zdafi powoduj~ -- oczyw/~cie -- zmiany 
w pojr S-podstawienia wyra~.eti tego rachunku. Zmiany te sit calkowicie widoczne, nie 
b~dziemy wir ich omawia6. 

8 System ten om6wiony jest w pracy (1). 
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Do istomiejszych wynik6w tej pracy naleL T twierdzenie nastqpuj~tce: 
Adekwatnym uldadem aksjomat6w dla logild intuicjonistycznej jest uklad 

nastqpujgcy: 
A6 ~ cxy, nx, kxy,  axy e S 

A7 ~ cxy e C n X  =-- y e C n ( X  + {x}) 
A8 ~ n x e C n X  -- C n ( X  + {x}) = S 

A9 ~ kxy e C n X  =--- x ,y  e C n X  

A10 ~ Cn {x}. Cn {y} = Cn {axy} 

Dow6d, 2e podstawienia wszystldch aksjomat6w logiki inmicjonistycznej ~ sg ele- 
mentami zbioru CnA nie sprawia trudno~d. Widoczne jest te2, ~.e jegli cxy i x 

sg elementami zbioru CnA, to r6wnie$ y jest elementem tego zbioru. Podamy 
jeszcze skr6towy dow6d, ~.e s pdniony jest r6wnie~, warunek (b) definicji adekwat- 
nego ukladu aksjomat6w. Tak jak w dowodzie poprzednim poslu2ymy sit pewng 
interpretacj~. Dogodna tu bqdzie interpretacja nastgpuj~ca: niech S bqdzie zbio- 
rem wszystldch wyra~.etl sensownych logiki inmicjonistycznej; oznaczmy przez L 
zbi6r wszystldch tez tej logiki, przez X* najmniejszy zbi6r zawierajgcy X i zawarty 
w S, zamkniqty ze wzglqdu na operacjq budowania koniunkcji. Funkcjq Cn okrefla- 
my w nastqpujgcy spos6b: 

C n X  = L + E 2 cxy e L 
y ~'eX* 

Niech x i y b~d~ dowolnymi wyra~.eniami sensownymi logiki intuicjonistycznej. 
Wyra~.enia cxy, kxy, axy, nx interpretujemy odpowiednio jako nazwy implikacji, 
koniunkcji i alternatywy wyra~.efi x i y oraz negacji wyra~,enia x. Latwo sprawdzid, 
~.e interpretacja ta spelnia aksjomaty A1--A5 i A6~ ~ hie spelnia za~ ~.adnego 
wyra~.enia o postaci cp e CnA, w kt6rym q~ nie oznacza S-podstawienia tezy logiki 
intuicjonistycznej. Dowody wszystkich dalszych twierdzefi dotyczgcych adekwat- 
nych uldad6w aksjomat6w sg analogiczne do dowod6w podanych. 

Uzupelniajgc uldad A6 ~ A7 ~ A9 ~ wyra2eniem 

3. a) n y e C n ( X +  { x } ) - - - , n x e C n ( X +  {y}) 
b) x e C n X  V y e C n X  ----, axy e C n X  

c) axy, cxz, cyz e C n X  ---, z e C n X  

otrzymujemy adekwamy uldad aksjomat6w dla rachunku minimalnego 
JOHANNSONA. 

Rachunkiem zawieraj~cym logik~ intuicjonistyczn,t i jednocze~nie zawartym 
w logice dwuwarto~ciowej, r6~.nym od obu tych logik jest rachunek, kt6rego ter- 
miny pierwotne okre~lone sg przez matryce: 

--~ 0 2 1 I 0 2 I V 0 2 I ,,,, 
0 1 1 1 0 ] 0 0 0 0 0 2 1 0 1 
2 1 1 1 2 0 2 2 2 2 2 1 2 0 

' 1  0 2 1 "1 0 2 1 *1 1 1 1 *1 0 

Prosty uklad aksjomatSw logiki intuicjonistycznej podany jest w pracy (5). 
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Adekwatny uldad aksjomat6w dla tego rachunku otrzymujemy dopehdajgc uldad 
A6~ ~ wyra2eniem 

4. Cn {x} �9 Cn {ny} �9 Cn {cxy} = CnA 

Zauwa~my jeszcze, 2e dol~czaj~c do A6~ ~ formul~ 

5. Cn {x} �9 Cn {cxnx} = CnA 

otrzymujemy adekwatny uklad aksjomat6w dla dwuwarto~ciowego rachunku zdml, 
kt6rego terminami pierwotnymi s~ implikacja, negacja, koniunkcja i altematywa. 
Aksjomat 5 jest analogiczny do Ag*, hie mo~e jednak w uldadzie A6*--A9* 
zast~pi~ tego aksjomatu. 

Om6wimy z kolei zagadnienia zwi~zane z logik~ modaln~. Aksjomaty systemu 
r6wnowa~.nego systemowi $5 LEWISA, kt6rego terminami pierwomymi s~ gcisla 
implikacja, negacja i koniunkcja, jedynymi za~ regulami -- reguta odrywania i pod- 
stawiania, maj~ nast~puj~c4 postad: 5 

I. q-3 (p-3 p) 
II. {[(p -3 q) -3 rl -3 (p -3 q)} -3 (p -3 q) 

I I I .  (p -3 q) -3 [(q -3 r) -3 (p -3 r)l 

IV. p . q - 3 p  

V. p . q - 3 q  

VI. (p -3 q) -3 [(p -3 r) -3 (p -3 q. r)] 
VII. (p -3 q) -3 (,,, q -3 ,,,, p) 

VIII. p-3 ,,~,,,, p 
IX. --, ~ , , p - 3 p  

X.  p .  ~ ( p .  ~ q ) - 3 q  

Dla oznaczenia ~cislej implikacji zachowujemy symbol, kt6rym oznaczali~my 
implikacje r62nych innych system6w logicznych. Wprowadzimy re2 definicj~: 

DI L. x e S *  = X x = cyz 
II,Z 

Do istotniejszych wynik6w tej pracy zaliczymy twierdzenie nast~puj~ce: 
Adekwatny uldad aksjomat6w dla okreqlonego wy2ej systemu, r6wnowa~nego 

systemowi $5 Lewisa, ma posta6: 

A6 L . cxy, kxy, nx e S 

A7La. cxy e C n X  ---, y e Cn ( X  + {x}) 
b. X r S* ---, [y e Cn ( X  + {x}) ---, cxy e CnX] 

A8 L . Cn {x, nx} = S 

Aksjomaty te zostab] podane po raz pierwszy w pracy (3). Cytujemy je, gdy2 artykul (3) 
jest malo dostcpny, 
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A9 L . x e S*--,.  Cn {x} �9 Cn {cxy} = CnA 

AlC L . kxy e C n X  = x, y e C n X  

A l l  L. C n ( X  + {nx}) = S - - - , x e  C n X  

A7 L a,b s~ odpowiednikami A7*, podobnie A9 L jest odpowiednikiem A9*. A8 r" 
i A10 L s~ identyczne z A8* i A9 ~ A l l  L ma budowq analogiczn~ do implikacji, 
kt6rej poprzednikiem jest wyraz stoj~cy w A8 ~ po prawej stronie znaku r6wno- 
wa~.no~ci, nast~pnikiem za* wyraz s toj~cy po stronie lewej. 

Om6wimy jeszcze inny system 6 r6wnowa2ny systemowi $5 Lewisa. Terminami 
pierwotnymi tego systemu s~ dwuwarto~ciowa implikacja i negacja oraz funktor 
konieczno~ci. Jedynymi regulami tego systemu, tak jak systemu poprzednio om6- 
wionego, s~ reguly odrywania i podstawiania. 

Przyjmujemy, 2e nazw~ wyra~enia zbudowanego z funktora konieczno~ci i zda- 
nia x jest wyra~enie Ix. Wprowadzamy te~. definicj~ analogiczn~ do definicji D1L : 

D1L!. x e S~' ~ X (x = ly /~ x = nly) 
y 

Adekwatny uklad aksjomat6w dla rozwa~anego systemu otrzymujemy uzupel- 
niaj~c uklad A6*--A9* aksjomatem 

6. X ( S t  --, (Ix e C n X  =-- x e CnX)  

i jednocze~nie dodaj~c do A6* warunek, ~.e Ix e S. 

Adekwatny uklad aksjomat6w dla tr6jwarto~ciowej logiki LUKASIEWICZA o ter- 
minach pierwotnych implikacji i negacji ma posta6: 

A63. cxy, nx e S 

A73a. x ~ X ---, [cxy e C n X  -o  y e Cn ( X  -~ Ix})] 
b. y e C n ( X  q- { x } ) - - , c x y e C n X  

AS 3. nx ~ X ---, [nx e Cn ( X  q- {x}) --,. y e Cn ( X  q- {x})] 
A93. Cn {x} �9 Cn {cxnx} = Cn A 

A73a,b s~ odpowiednikami A7*. A83 ma budow~ analogiczn~ do wyrazenia 3a, 
nale~cego do adekwatnego ukladu aksjomat6w dla logiki minimalnej. A93 jest 
identyczny z wyra~eniem 5, kt6re dol~czone do aksjomat6w A66--A10 ~ daje jeden 
z mo~.liwych adekwatnych uldad6w aksjomat6w dla dwuwarto~ciowego rachunku 
zdafi. 

Dot~czaj~c do termin6w implikacji i negacji trzeci termin pierw0tny T, bgd~cy 
funktorem jednoargumentowym i maj~cym t~ wlasnog6, ~e wyra2enie Tp dla kag.- 
dej wartogci argumentu p przyjmuje wartog6 r6~ng od prawdy i falszu, otrzymu- 
jemy tzw. peln~ logikq tr6jwartogciow~7, a wiqc logikq, kt6rej terminy pierwotne 
pozwalajg zdefiniowa6 ka~dy funktor okreglony tr6jwarto~ciow~ matrycg. Przyj- 

6 Por. system przedstawiony w pracy (2). 
7 Por. pracr (6). 
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mujemy, ~.e tx jest nazw~ wyra~enia zbudowanego z funktora T i zdania x. Ade- 
P . 

kwatny uldad aksjomat6w dla peinej logiki tr6jwarto~ciowej 8 otrzymujemy uzu- 
pehaiaj~c uldad A63--A9 s aksjomatem 

A10 s. t x  e C n X  - -  n t x  e C n X  

i jednocze~nie dodaj~c do A63 warunek, ~.e t x  e S .  

Jednym z najprostszych system6w logicznych jest dwuwarto~ciowy rachunek 
zdafi, kt6rego jedynym terminem pierwotnym jest funktor r6wnowa~.no~ciL R6w- 
hie prostym jest adekwatny uldad aksjomat6w dla tego Systemu: 

A6 R. exy e S 
A7R. exy  e C n X  - -  (x e C n X  - -  y e C n X )  

Ostatni uklad aksjomat6w, kt6ry podajemy, jest ukhdem adekwatnym dla dwu- 
warto~ciowego rachunku zdafi, kt6rego terminami pierwotnymi s~t r6wnowag.no~6, 
koniunkcja i falsum!0. Uktad ten sldada sit z aksjomat6w A7 a, A9 ~ 2 oraz 

7. C n A 4 = S  

Oczywiste jest, ~e jednocze~nie przyjmujemy, i~ exy, k x y  i 0 s~ elementami 
zbioru S. 

Wlasno~ci system6w dedukcyjnych zmieniaj~ sit oczywi~cie w zaleino~ci od tego, 
na jakim rachunku zdafi systemy te s~ oparte. W czg~ci II tej pracy podane b~d~ 
wyniki badafi, dotycz~ce tych zmian. Wszczeg61no~ci podane b~dzie, kt6re z twier- 
dzefi pracy (9) Tarskiego pozostan~ prawdziwe dla system6w opartych na nielda- 
sycznych logikach. Widoczne jest, ~.e badania te musiaty by6 poprzedzone badania 
mi had adekwatnymi uldadami aksjomat6w dla r69,nych system6w logicznych n. 

Allatum est die 12 yanuarii 1959 
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B cra'rz, e pa3paSaTz,maeTc~ T e 0 p ~ ,  Koropo~  ,~aa Ha~aao  T a p c K ~  
B CTaTb~IX F u n d a m e n t a l e  BegriS]e der  Me thodo log ie  der  d e d u k t i v e n  W i s -  

s enscha] t en  ( , ,Mona t she f te  ffir  M a t h e m a t i k  u n d  P h y s i k "  X X V I I I  Band)  
i<, Ober  einige ] u n d a m e n t a l e  Begri]]e  der  M e t a m a t h e m a t i k  ( C o m p t e s  r e n -  

dus  des  s~ances  de  la Soci&~ des  Sc iences  e t  des  L e t t r e s  de  Var sov ie ,  vol.  
23, 1930, cl. III .) .  

IlepBI4"-IHi, IMI4 IIOHHTH~IMH Teop~H CI4CTeM, IIOCTpOeHHO~t TapcKI~M B n e p -  
BOld I43 9TI4X pa60T, YfBJIYfeTCYf: MHOH~eCTBO S BCeX OCMbICJIeHHI, IX Bl, Ipaxe[e- 
H;tf~ HeKOTOpOro ~I3l~IKa ~ qbyHKI~l~a Cn, CTaBmi~aa B COOTBeTCTS;te JIIOSOMy 
IIO;~MHO~KeCTBy X MHOXKeCTBa S MH0}KeCTBO BCeX Bl, ipameHl4~ I4HClOepeHT- 
HO BBITeKaIOII~I4X H3 X .  

M,,I npe~noJIaraeM, "~WO: 
6yKBt,I X, y,  Z, ... 0503Ha,-IalOT 3JIeMeHTI~I MHOH~eCTBa S, 
5yKBI~I X,  Y ,  Z, ... 0503HatIaIOT 3JIeMeHTt,I MHOH4[eCTBa Bcex IIO/~MHOXKeETB S, 
CFIMBOJI P s k  X 0503Ha,-IaeT CeMl, IO BCeX KOHeHHI~IX rIO~MHOI, KeCTB MHO- 
�9 KeCTBa X. 

YIoJz~3y~ci, 9T~M corJIameH~4eM, Mt,I M0~eM 3anHcaT~, aKCHOM~I Te0pHH 
TapcK0ro  B cJIe~yIoI~efi dp0pMe (orJI14~ai~II~efic~I 0T op~4ri4HaJia B HeCKOJIb- 
K~X Hecy~ecTBeHH~IX II0~p05H0CT~IX): 

A2. X (  C n X  ( S 

A3. C n C n X  = C n X  

A4. X ( Y - - - , C n X  ( C n Y  

AS. x c CnX--- ,  ]s ( Y e P s k X  . x e Cn Y )  
Y 

Bo BTOpOi% ylIO~HHyWOft paSoTe TapcKoro  m,imela3;iox~eHHaa aKclaoMa- 
THKa /~OIIO3IH&feTCH c~ie~ylou~m~m aKCHOMaMH (CHOBa IIpHBO~HMI~IMH C He- 
CylI~eCTBeHHI~IMI4 I43MeHeHH&fMH): 

A6*. cxy, nx e S 
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A7* .  cxy e C n X  =- y e Cn ( X  + {x}) 

A8*. Cn {x, nx} = S 

A9*. Cn {x}. Cn {nx} = Cn A 

CHMBOJI CXy oSo3HaqaeT B DTI4X aKC~iomax I4MIIJI~IKaRHIO C aHTeI~e~eH-  

TOM X I4 KOHCeKBeHTOM y, CIMBOJI nX - -  OTpHLIaHIae Bl~Ipa~KeH~t~ X. 

W a p c K l ~  ~aew T a K ~ e  T e o p e M y ,  qTO JIm5a~ II0~CTaHOBKa Te3~tca ~ B y -  

3Ha~Horo /AEtlHCJIeHH~ Ilpe~JIOXCeH~fi, n p ~ n a ~ J l e x c a l I j a a  K MHO~KecTBy S ,  

�9 IBJIateTC~t 3JIeMeHTOM MHO:~KecTBa C n A ;  TapcKl4~'l OTO~eCTBJIHeT 9TO MHO- 

:h~IeCTBO C MHOXKeCTBOM IIO~CTaHOBOK JIOr~eCK~tX Te3HCOB. 

HCTHHHa T a K ~ e  05paTHa~ TeopeMa:  

E c J m  B~pa~KeH~e a e Cn A ~BJIHeTC~ Te3HcoM T e o p ~  WapcK0ro, TO a 

2BJIHeTC~ IIO]~CTaHOBKO~ Te3/4ca ~By3HaHHoro HC~CJIeHHH npe~Jio~KeH~fi.  

3 T a  TeopeMa He qb~ryp~pyew B p a S o T a x  TapcKoro .  OSe  np~Be~eHH~ie 

TeopeMl~i MOX~HO coe~(IAHHTB B O~I-Iy: 

(T) B~,ipax:eH~e a e CnA ~IBJI~Ie'rCH Te314COM, on~pamlJ~ tMCa Ha aKCI4OMbI 

A I ~ A 5  ~t A 6 * ~ A 9 *  Tor~a,  H TO3IBKO Torga,  K o r e a  a ~IB3I~IeTCH HO~CTaHOB- 

K0~ Te3Hca ~By3HaHH0r0 ]4CHHC~eH~H r : p e ~ o ~ e H ~ .  

BO3HIaKaeT npoSJIeMa:  KaK cJIe~yew BI4~OH3MeHHTIa aKCHOMI~I A 6 * - - A 9 * ~  

HT05/aI OHH BMecTe C aKCI4OMaM/4 A l r - - A 5  II03BOJIHJII4 050CHOBaTIa TeOpeMl~I 
a H a J I o r ~ m , m  T e o p e ~ e  (T), B KOTOp~,IX, O~HaKO, rosop~JIOC:, 5~I He 0 ~By-  
3HaHHOM I4CtII4cJIeHHH n p e ~ J l o x : e H ~ ,  a o HeKJiaccvt~ecKviX ~jlVt qbparMeH- 

TapHI,IX I4C~II4CJIeHH~tX. CHCTeMt,I aKCHOM, y~OBJIeTB0p~tIOl~l~Ie aTOMy ycJIO- 

B~m, M~I 6y~eM Ha3laIBaTla a~gKBaTHBIMI4 ~JI~I ~aHH0rO HCttHCJIeHHH n p e ~ -  

JIOX~KeH~4fi. 

S 9TOI~ CTaTl~e MIni n p e ~ J l a r a e M  a~gKBaTHt,Ie CHCTeMI~I aKEHOM Mezxny 

npoq~iM ~JI~ ~By3HatlHI~IX ~C~CJIeHl4~:  I4MII3II4KaTIdBHOrO~ OCHOBaHH0r0 Ha 

~KBHBaJIeHI~I4H H OCHOBaHH0r0 Ha I4MII3I~4KaI~I4I~ ~I qbaJIl~cyMe, 3aTeM - -  ~Ji~ 

HHTyHI~HOHHCTCKOrO, MHH~tMaJII~HOrO, ~J~H Mo~(aJII~HIalX HC'-I~tC3IeHH~I JIB~oHca 

85,  HaKOHeI~ ~ ~JIH IIOJIHOrO Tpex3Ha'JH0rO I4C~IHCJIeHH~t J I y i : a c e s H ~ a .  

CaMI~IMH Ba:~KHIaIMI4 pe3yJI i ,  waTaM~I paSOTl~I MIni CXII4WaeM aI~gKBaWHlaIe 

CHCTeMI~I aKCHOM ~JIH I~HTyHI~I4OH~tCTCKOrO I4C~IHC3IeHI4H ~I HCVJI4cJIeHHH 85 

J-Ism~tca, OCHOBaHHOrO Ha TepMI4Hax cwp0r0~ YIMIIJII4Ka~I~I4, KOH%tOHKI~414 

H OTplAI~aHl4~I. A~gKBaTHaH CHCTeMa aKCI40M ~3IH I4HTy~4I~HOHIaCTEKOrO HCtlI4C - 

JIeH~tH BI~IrJIH~HT cJIe~ymi~HM 05pa3oM: 

A5 ~ cxy, kxy, axy, nx e S 

A7 ~ c x y e C n X  ~ y e C n ( X +  {x}) 

A8 o. n x e C n X  - C n ( X §  {x}) = S 

A9 ~ kxy e C n X  -~ x, y e C n X  

AIO ~ Cn {x} �9 Cn {y} = Cn {axy} 
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c ~ e ~ y m m ~ x  Te3HCOB: 

A 6  ~ . cxy, kxy, nx e S 

A 7 L a .  c x y e C n X - - - , y e C n ( X +  {x}) 

b. X ( S ; ' - - , [ y e C n ( X +  { x } ) - - , c x y e C n X ]  

A 8  L. Cn Ix,  nx} = S 

A9 L . x e S*  --.-, Cn {x} �9 Cn {cxy} = Cn A 

A10  L. k x y e C n X  m x, y e C n X  

A l l  L.  C n ( X +  {nx}) = S - - - , x e C n X  

dPrlrypripymLtiHfi  B aTI4X aKcrmMax CHMBOJI S *  o n p e ~ e J I a e T c a  c ~ e ~ y m -  
mrn~ 05pa30M: 

D 1 L .  x e S *  -~ ~ x = c y z  
y,z  

B o  BTOpO~ qacwH p a S o T B I  5 y ~ y T  ~aHr.I  weopeMBI,  BblTeKa~on_~He I43 143JIO- 

YKeHHBIX rpynn  aKCI4OM, a TaKH~e 5y~IyT HCCJIe~OBaTBC$I CB~3H Merely 
s OCItOBaHH]bIMH Ha 9TI.IX rpynnax  aKCnOM. 



W. A. POGORZELSKI~ I.  SLUPECKI 

BASIC PROPERTIES OF DEDUCTIVE SYSTEMS BASED ON 
NONCLASSICAL LOGICS. PART I. 

( S u m m a r y )  

The present article is a development of the theory initiated by Tarski in his 
articles Fundamentale Begriffe der Methodologie der deduktiven Wissenschaften 
(,,Monatshefte ftir Mathematik und Physik", XXXVII Band) and Uber einige 
fundamentale Begriffe der Metamathematik (Comptes Rendus des s6ances de la 
Soci&6 des Sciences et des Lettres de Varsovie, vol. 23, 1930, cl. III). 

The primitive terms of the theory constructed by Tarski in the first of the 
mentioned articles are: the set S of all meaningful formulae of a language and the 
function Cn establishing correspondence between an arbitrary subset X which 
belongs to S and the set of all formulae derivable from X. 

Elements of S are denoted by the letters x , y ,  z . . . ,  while the subsets of S 
by the letters X, Y, Z . . . ;  by Psk X we denote the family of all finite subsets of 
the set X. 

On the basis of the above conventions we may formulate the axioms of Tarski's 
theory as follows (the formulation being slightly different from the original one): 

A1. S ~  l~0 A4. X C Y - - - , C n X  C C n Y  

A2. X C GnX C S A5. x e GnX---, E ( Y e Psk Y �9 x e Gn Y )  
Y 

A3. GnCnX = C n X  

The other of the mentioned articles of Tarski adds to the previous set the 
following axioms (again the formulation differs slightly from the original one): 

A6*. cxy, nx e S 

A7*. c x y e G n X  ~-- y e G n ( X  + {x}) 

A8*.  Gn {x, nx} = S 

A g * .  Cn {x} �9 Cn {nx} = Cn A 

In those axioms implication with x as antecedent andy as consequent is denoted 
by cx.y; the negation of x is denoted by nx. 

[ 174 ] 
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Moreover, Tarski gives a lemma stating that any formula belonging to S and 
resuli'ing by substitution from a theorem of the two-valued propositiomi calculus. 
is an dement of the set UnA which is identified by Tarski with the set of  substi- 
tutious of logical formulae. 

The converse also holds: 
"fin e CnA is a valid formula of Tarski's theory, then a is a substitution of a valid 

formula of the two-valued propositional calculus." 
This lemma does not appear in Tarsld's articles. Both lemmas may be 

formulated as one: 
(T): a e C n A  is a valid formula of the theory based on axioms A 1 - A 5  and 

A6*--Ag*ifandonly i fa  is obtained by substitution from avalid formula of the 
two-valued propositional calculus. 

The problem may be raised: How should axioms A6*--A9* be modified so 
that it be possible to derive from them in conjunction with A1--A5 formulae 
analogous to (T), referring, however, not to two-valued propositional calculus 
but to nonclassical or fragmentary calculi. The set of axioms satisfying this 
condition will be termed adequate for a given propositional calculus. 

The present paper gives adequate sets of axioms for the two-valued calculi= 
based on implication; based on equivalence; based on implication and falsum; 

intuitionistic calculus, minimal calculus, for the modal Lewis calculus $5 and 
for the full three-valued calculus of Lukasiewicz. 

As the most important results of  the present paper we would mention the 
adequate sets of axioms for the intuitionist calculus and for the Lewis calculus 
$5 based on strict implication, conjunction and negation. 

The adequate set of axioms for the intuitiouist calculus is as follows: 
A6 ~ cxy, kwy, axy, nx e S 

A7 ~ cxy e C n X  =- y e Cn ( X  + {x}) 

A8 ~ nx e C n X  -- Cn ( X  + {x}) = S 

A9 ~ kxy e C n X  -.-=_ x, y e C n X  " 

A10 ~ Cn ix}. Cn {y} = Cn {axy} 

The adequate set for the Lewis calculus $5 consists of the following axioms: 

A6  L . cxy, kxy,  nx e S 

A7"a. cxy e C n X - - , y  e Cn ( X  + {x}) 

b. X C S * - - . . [ y e C n ( X +  {x}) - - , . cxyeCnX] 

A8L. Cn {x, nx} = S 

A9 L. x e S*--- ,Cn (x} �9 Cn {cxy} = Cn A 

A10 u. k x y e C n X  -- x, y e C n X  

A L P .  C n ( X +  {nx}) = S - - - , x e C n X  
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The symbol S* occurring in these axioms is defined as follows: 

D1 L. xeS*----  Y~ x : c y z  
y , Z  

In the continuation of the present article (in Part II) we intend to give formulae 
resulting from the presented sets of axioms and to discuss relations between 
systems based on these axioms. 


