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Engelsche Elemente Noetherscher Gruppen 
Von 

REINHOLD BAER in Frankfurt  

Sind x und y Elemente einer Gruppe G, so wollen wir ihren Kommuta to r  
xoy----  x - l y - l x y  nennen. Die iterierten Kommuta to ren  x(i)© y werden dann 
induktiv durch die Formeln 

x(O)oy = y ,  x ( ~ l ) o y  = x o [ x ( i ) o y ]  

definiert. 

Definition L: Das Element  a der 
Gruppe G heifle llnks-engelsch, wenn 
fiir jedes x aus G die 1 in  der Folge 
a (i) o x vorlcommt. 

Definition It: Das Element a der 
Gruppe G heifle rechts-engelsch, wenn 
/i~r jedes x aus G die 1 in  der Folge 
x (~) o a vorkommt. 

links ] 
a ein Es ist klar, dab ein / links / -engelsches Element aus G auch 

[rechts] | rechts)  
engelsches Element einer jeden a enthaltenden Untergruppe yon G i s t  und 
dab Epimorphismen derartige Elemente auf  gleichartige Elemente abbflden. 

Zur Erli~uterung dieser Begriffe mSge folgende Bemerkung dienen. Ein 
Gruppenelement t induziert die eindeutige Abbildung x --> t © x von G in sich ; 
und die i-te Potenz dieser Abbildung bfldet das Element x auf  t (i) o x ab. Die 
yon links-engelschen Elementen induzierten Abbildungen sind also in einem 
ganz best immten Sinne nflpotent; die entsprechende Deutung der rechts- 
engelschen Elemente ist naheliegend, wenn auch nicht ganz so anschaulich. 

Zum Ausspreehen unserer Resultate miissen wir an solche Begriffe wie 
,,absteigende Zentrenket te"  und ,,endliche Klasse" erinnern. Sind A und B 
Tei]mengen der Gruppe G, so sei unter  A o B die yon alien Kommuta to ren  
a o b mit  a in A und b in B erzeugte Untergruppe yon G verstanden. I s t  AT 
ein Normalteiler der Gruppe G, so sei die absteigende Ket te  der Normaltefler 
G (*) o N yon G induktiv durch die Formeln 

G ( ° ) o N =  AT, G(~+I)oN = Go[G(~)o/V] 

erkliirt. Der Normalteiler N ist von endlicher Klasse in  G, wenn die 1 in der 
Reihe der G( i )oN  vorkommt.  Dies ist gquivalent mit  der Bedingung: N ist 
in einem (endlieh £ndizierten) Glied der aufsteigenden Zentrenreihe yon G 
enthalten. Ansta t t  zu sagen, daft G yon endlieher Klasse in Gis t ,  sagen wir 
kiirzer, dab G yon endlieher Klasse ist. 

Die Klasse der zu a in G konjugierten Elemente werde m i t a  a bezeichnet, 
so dab (a a} der kleinste a enthaltende Normalteiler yon Gis t .  
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Schliet]lieh sei noeh daran erinnert, dab eine Gruppe Noethersch heiBt, 
wenn alle ihre Untergruppen endtich erzeugbar sind; diese Eigenschaft ist 
/~quivalent mit dem Obergruppensatz und der Maximalbedingung. Wir werden 
im folgenden meist Gruppenelemente a betrachten, die einen Noetherschen 
Normalteiler {a a} aufspannen. 

Satz L: Ist  {a (~} Noethersch, so ist a 
dann und nu t  dann links-engelsch in G, 
wenn {a a} von endlicher Klasse ist. 

Satz R: Ist  {a G} Noethersch, so ist a 
dann und nu t  dann rechts-engelsch in G, 
wenn {a G} yon endlicher Klasse in Gist.  

Ehe wir an den Beweis dieser Hauptresultate herantreten, sei noch auf 
einige einfache und interessante Folgerungen hingewiesen. 

Bekanntlich ist das Produkt  zweier Normalteiler endlicher Klasse ebenfatls 
ein Normalteiler endlieher Klasse; siehe etwa BAER [4], S. 406, Lemma 4. Ist  
also G eine Noethersche Gruppe, so ist auch das Produkt  F (G) aUer Normal- 
teiler endlicher Klasse eine charakteristische Untergruppe endlicher Klasse, die 
im Falle endlicher Gruppen natfirlich mit der Fittingschen Untergruppe 
fibereinstimmt. -- Sind A und B Normalteiler der Gruppe G, so ist 
G © (A B) = (G © A) (G © B), woraus durch eine naheliegende Induktion auch 
G (i) © (A B) : (G (i) © A)  (G (i) © B) folgt. Sind also die Normalteiler A und B yon 
endlicher Klasse in G, so ist auch ihr Produkt  yon endlicher Klasse in G. Ist  ins- 
besondere G eine Noethersche Gruppe, so ist also das Produkt H (G) aller Normal- 
teller, die yon endlicher Klasse in G sind, eine charakteristische Untergruppe, die 
yon endlicher Klasse in G ist und die offenbar mit dem Endglied der auf- 
steigenden Zentrenkette yon G iibereinstimmt, im Falle endlicher Gruppen 
also grade das Hyperzentrum ist. Offenbar wird H (G) ~ F (G). 

Unter  Benutzung dieser Begriffsbildungen erh~lt man nun aus den S~tzen L 
und R sofort die folgenden Resuttate, die zwar pr~gnanter, aber auch schw~eher 
als diese S~tze sind. 

Satz L': Ist  G eine Noethersche Gruppe, Satz R': Ist  G eine Noethersche Gruppe, 
so ist F(G) genau die Gesamtheit der so ist H(G)  genau die Gesamtheit de~ 
links-engelschen Elemente aus G. rechts-engelschen Elemente aus G. 

Weiter ergibt sich aus den S/~tzen L und R sofort die folgende wichtige 
Tatsache. 

Folgerung N: Ist  {a G} Noethersch und a rechts-engelsch, so ist a auch links- 
engelsch. 

Es scheint eine offene Frage zu sein, ob rechts-engelsehe Elemente stets 
auch tinks-engelsch sind; siehe in diesem Zusammenhang Folgerung A unten. -- 
Fotgerung N legt es nahe, Elemente, die links- oder reehts-engelsch sind, kurz 
als engelsch zu bezeichnen. 

Satz N: Eine Noethersche Gruppe ist dann und nur dann yon endlicher 
Klasse, wenn sle yon ihren engelschen Elementen erzeugt wird. 

Dies folgt miihelos aus Satz L' und Folgerung N, wenn man sieh nur daran 
erinnert, dab F (G) ffir Noethersehes G yon endlieher Klasse ist. 
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Aus Satz ~N folgt auch die -- freilich viel schw~chere -~ Aussage, dab cine 
Noethersehe Gruppe dann und nur dann yon endlicher Klasse ist, wenn jedes 
ihrer Elementepaare eine Untergruppe endlicher Klasse erzeugt. 

Es ist eine offene Frage, ob es mSgtich ist, in Satz L u n d  R die Voraus- 
setzung, dab (a G} Noethersch ist, durch die schw~ehere Annahme zu ersetzen, 
dab (a ~} endlieh erzeugbar sei. Gleiehwertig hiermit ist die Frage, ob endlich 
erzeugbare, yon ihren engelschen Elementen erzeugte Gruppen von endlicher 
Klasse sind. Satz A t~nten wie auch die l~berlegungen des Abschnittes G 
liefern Resultate, die in diese Richtung deuten. 

Zusatz: Die Gesamtheit der engelschen Elemente endlich~r Ordnung in einer 
Noetherschen Gruppe ist eine endliche, nilpotente, charakteristische Untergruppe. 

Dies folgt sofort aus Satz L' und Folgerung N, wenn man sich nur daran 
erinnert, dab die Elemente endlicher Ordnung in einer Noetherschen Gruppe 
endlicher Klasse eine endliche und nilpotente Gruppe bilden; siehe etwa 
Bt/ER [3], S. 300, Satz D. 

Was fiir Gruppen gilt, die yon engelschen Elementen erzeugt werden, 
gilt a fo r t io r i  yon Gruppen, deren s~mtliche Elemente engelsch sind, so dai~ 
unsere S~tze mancherlei bekannte Result, ate als Spezialf~lle enthalten. -- 
Ob im atlgemeinen die Gesamtheit der engelschen Elemente einer Gruppe eine 
Untergruppe ist, ist freilich auch noch eine offene Frage. 

Satz L u n d  Satz N hat SCHENKMA:NN fiir den Speziatfall endlicher aufl6s- 
barer Gruppen bewiesen. Ebenso hat SC~ENKMAN~ den obigen Zusatz ffir 
endliche Gruppen bewiesen. 

Das Hinreichen der in Satz L u n d  R ausgesprochenen Bedingungen 
folgt ohne weiteres aus den fraglichen Definitionen. Der Beweis der Not- 
wendigkeit dieser Bedingungen wird in mehreren Schritten ausgeffihrt werden, 
weitgehend dutch Zuriickfiihren allgemeiner Situationen auf speziellere. 

A. In  diesem Abschnitt wollen wir die Lage engelscher Elemente in aufl6s- 
baren Gruppen erSrtern. Es sei daran erinnert, dab wit unter einer au/16sbaren 
Grup.pe (in Verallgemeinerung bekannter Begriffsbildungen) stets eine Gruppe 
verstehen, deren yon eins verschiedene homomorphe Bilder immer yon eins 
verschiedene abelsche Normaltefler besitzen; ffir eine Diskussion dieses Be- 
grfffs sei auf BAER [4], S. 420 verwiesen. Insbesondere sei daran erinnert, 
da{] eine Noethersche Gruppe dann und nur dann aufl6sbar ist, wenn eine 
ihrer Ableitungen gleieh 1 ist. 

Folgerung A: Ist (aa}. aufl6sbar und a rechts-engelsch, so ist a auch links- 
engelsch. 

Beweis: Wiire dies nicht wahr, so g~be es ein Element x in G derart, dab 
die 1 nieht in der Folge der a(i)~ x mit positivem i vorkommt. Aus dem 
Maximumprinzip dvr Mengenlehre ersehlieBen wit dann zun~chst die Existenz 
eines maximalen Normatteilers K yon (aa}, der keines der Elemente a(i)o x 
enth~It; und wir erinnern daran, dab jedes a (i) o x in dem a enthattenden 
Normalteiler {a a} yon G liegt. Es folgt insbesondere, dab H = (aG}/K ein 
yon 1 versehiedenes homomorphes Bild der auflSsbaren Gruppe (a G} ist. 
Es existiert also ein abelscher Normalteiler A :V i yon H. Wir setzen a*= Ka; 
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und wir erschlieisen aus A ~= 1 und der Maximalit~t yon K die Existenz einer 
positiven ganzen Zahl/c derart, dab y = K (a( k~ o x) in A liegt. 

Ist  s ein Element aus A, so liegen s und a * - l s a  * beide in dem abelschen 
Normalteiler A v o n  H. Also wird 

(a* s -1 )oa  * =  8a*-l  a*- la*  s - l a  * = 8 a * - ~  8 - 1 a  * = a * - l s - l a *  8 = a* o 8 . 

Ist  t ein weiteres Element aus A, so liegen 8, t u n d  a*- l ta  * samtlich in dem 
abelsehen Normalteiler A yon H. Also wird 

(a*s-1)ot  = s a * - l t - l a * s - l t  = a * - l t - l a * t  = a * o t  . 

Hieraus ergibt sich durch eine naheliegende Induktion, dais 

( a* 8 -1) (i) o a* = a* (~) o s 

ffir jedes positive i und jede8 s aus A gilt. 
M i t a  ist auch a* rechts-engelsch. Also gibt es eine positive ganze Zaht h 

derart, daiS (a*y-1)(h)oa*= 1 ist. Da y in A liegt, so folgt nun, daiS 

K [a (k+h) o x] = K [a(h~ o (a(~) o x)] = a *(h) @ y = (a* y-1)(a) o a* = 1 

ist und dab also a (k+h) © x zu K gehSrt im Widerspruch zu unserer Wahl  yon K. 
Aus diesem Widerspruch ergibt sich dann, dab a links-engelsch ist~ q.e d. 

Satz A: Endlich erzeugbare, yon ihren engelschen Elementen erzeugte, a'u/158- 
bare Gruppen Bind von endlicher Klasse und also Noethersch. 

Bemerkung: Dieser Satz A ist ein Gegenstiick zu dem in der Einleitung 
genannten Satz N. Er enth~lt als Speziatfall ein Resultat yon K. W. GRVEN- 
BERG, S. 378, Theorem 1. 

Es wird bequem sein, dem Beweis yon Satz A einen Beweis des folgenden 
auch an sich interessanten Resultats vorauszuschicken. 

Ililfssatz 1: Is t  N :~ 1 ein Normalteiler der Gruppe G, die yon ihren links- 
engelschen Elementen erzeugt wird, ist welter die von G in  N induzierte Auto- 
raorphismengruppe Noethersch und von endlieher Klasse, so ist N A Z(G) ~= 1. 

Hier wie stets sei unter Z (G) das Zentrum der Gruppe G verstanden. 
Beweis: ~Es sei K der Zentralisator yon N in G. Dann ist K ebenfalls ein 

Normalteiler yon G und G/K ist im wesentlichen mit der yon G in dem Normal- 
teller N induzierten Automorphismengruppe identisch. Hieraus und aus 
unserer Voraussetzung folgt dann, daiS G/K Noethersch und yon endlicher 
Klasse ist. Is t  K = G, so ist 1 -< N ~ Z (G), ein Fall, den wir im folgenden 
ausschlieiSen kSnnen. 

Is t  U eine Untergruppe yon G, so sei L (U) die Gesamtheit der in U ent- 
haltenen links-engelschen Elemente aus G. Wir betrachten nun eine Unter. 
gruppe U yon G, die den folgenden Bedingungen genfigt : 

K_< U < G  und U = K { L ( U ) } .  

Da G/K Noethersch und yon endlicher Klasse ist, so existiert eine endliehe 
Kette von Untergruppen U (i) mit folgenden Eigenschaften: 

U = U(O) ,  U(i)  ist ein Normaltefler yon U(i  + 1), U(k) = G .  
Da U <: G und G = {L(G)} ist, so gibt es eine ganze Zahl ] derart, daiS 

L [ V ( i ) ] =  L ( U ) <  L [ U ( i  + 1)] 
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ist. Es sei e ein Element  aus L [ U ( j  + 1)], das nicht in L [U( j ) ]  liegt. Da e 
dem Normalisator  yon U (j) angeh5rt, und da tinks-engelsche Elemente dnrch 
Automorphismen wieder auf  links-engelsche Elemente abgebildet werden, so 
gilt: 

e -1 Us = e - I K  {L(U)} e = K e - I { L [  U(j)]} e = K { L [ e  - t  U(j)e]} 

= K{L[U( j ) ]}  = K { L ( U ) }  = U; 

und damit  haben wir die Existenz eines links-engelschen Elementes e dar- 
getan, das zwar dem Normalisator yon U, aber nicht U selbst angehSrt. 

Durch wiederholte Anwendung des eben erzielten Resultats konstruiert  
man nun eine endliche Ket te  yon Untergruppen K(i)  mit folgenden Eigen- 
sehaften : 

K = K(O), K(i )  ist (eehter) Normalteiler yon K( i  + 1), K(m)  = G; 
K( i )  = K{L[K( i ) ] } ;  

(i + 1) = K (i) {e (i)} fiir geeignetes links-engelsches e (i). 

(DaB diese Ket te  wirklieh naeh endlich vielen Schritten in G endet, folgt 
natiirlich daraus, dal~ G/K Noetherseh ist.) 

Wir bilden welter den Durehschnitt  H(i)  yon N mit dem Zentralisator 
yon K(i) .  Da die K(i)  eine aufsteigende Ket te  yon Untergruppen bilden, 
so bilden die H (i) eine absteigende Ket te  yon Untergruppen. Da K = K (0) der 
Zentral isator yon N ist, so ist H ( 0 ) =  N;  und aus G = K(m) folgern wir 
H(m)  = N A Z ( G ) .  

Naeh Voraussetzung ist H ( 0 ) =  N # 1. Wir kSnnen also die Induktions- 
annahme H(i) # 1 maehen. Da K(i)  ein Normalteiler yon K(i  + 1) ist und 
da 2¢ ein Normalteiler yon Gis t ,  so tiegt K( i  + t) im Normalisator von H(i).  
Is t  x irgendein yon 1 versehiedenes Element aus H(i) ,  so liegen alle Elemente 
der Folge e(i)tJ)ox in H(i).  Da e(i) ein links-engelsehes Element ist, so ist 
die 1 in der Folge e( i )~)ox  enthalten. Da sehliel31ieh e(i)(°~©x = x #  1 ist, 
so existiert eine ganze Zahl r derart ,  dab t =  e ( i ) ( r ) o x #  1 ist, w/~hrend 
e ( i ) o t  = e(i) (~ 1 ) o x =  1 ist. Also ist t ein von 1 verschiedenes Element  aus 
H (i), das nieht nur mit  jedem Element aus K (i), sondern aueh m i t e  (i), und 
also mit  jedem Element aus K(i)  {e(i)} = K ( i  + 1) vertausehbar ist. Also 
gehSrt t # 1 zu H ( i  + 1). Damit  haben wir durch vollst~ndige Indukt ion  
gezeigt, dab alle H(i)  ~ 1 sind. Insbesondere ist N ~ Z ( G )  = H(m)  # 1, q.e.d. 

Hilfssatz 2: Ist  die endtich erzeugbare Gruppe G nicht yon endlicher Klasse, 
so gibt es un:ter d~n Normatteilern X yon G, deren Faktorgruppe nicht yon end- 
licher Klasse ist, einen maximalen. 

Ein Beweis dieses Resultats  findet sich bei BAER [4], S. 410, Lemma 4. 
Beweis yon Satz A:  Es sei G eine endlich erzeugbare auflSsbare Gruppe, 

die yon ihren engelsehen Elementen erzeugt wird. Aus Folgerung A ergibt 
sieh, dab G sogar yon seinen links.engelsehen Elementen erzeugt wird. 

W~re G nieht Noetherseh und yon endlicher Klasse, so w~re G nicht yon 
endlieher Klasse, da ja, wie sehon bemerkt ,  endlieh erzeugbare Gruppen 
endlieher Klasse stets Noetherseh sind. Aus Hilfssatz 2 fotgt dann die Existenz 
eines Normalteilers M yon G derart,  dalt G/M nieht yon endlicher Klasse ist, 
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wi~hrend jedes echte homomorphe Bild yon G/M von endlicher Klasse und also 
auch Noethersch ist. 

Da G auflSsbar ist, so existiert ein abelscher Normaltefler AIM ~ 1 yon 
G/M. Der Zentralisator B/M yon A/M in G/M enth~lt natfirlieh den abetschen 
Norm~lteiler A/M. Als eehtes homomorphes Bild von G/M ist also G/B 
Noethersch und von endlicher Klasse. Wir bemerken welter, dab G/B im 
wesentlichen mit tier Gruppe der von G/M in A/M induzierten Automorphismen 
identisch ist. SchlieBtich sei darauf hingewiesen, dab G/M mit G endlieh 
erzeugbar ist und yon seinen links-engelsehen Elementen erzeugt wird. Da.- 
mit ist die Anwendbarkeit yon Hiffssatz 1 dargetan. Hieraus folgt ins- 
besondere, dab Z(G/M)~ 1 ist. Als echtes homomorphes Bild von G/M ist 
aber (G/M)/Z(G/M) yon endlicher Klasse, so dab auch G/M von endlicher 
Klasse ist. Dies widerspricht unserer Wahl von M; und aus diesem Wider- 
sprueh folgt, dab G Noethersch und von endlicher Klasse ist, q.e.d. 

B. Beweis der Tatsache, dab ein Element aus einer endlichen Gruppe dem 
Hyperzentrum dieser Gruppe angeh5rt, wenn es reehts-engelseh ist und einen 
aufl5sbaren Normalteiler aufspannt. W~re dies nicht wahr, so g~be es eine 
Gruppe G kleinster endlicher Ordnung mit folgenden Eigenschaften: 

(B. l) E~ gibt ein reehts-engelsches Element a in G, das nieht im Hyper- 
zentrum von G liegt, obwohl {a G} aufl6sbar ist. 

Aus der MinimalitKt yon G folgt sofort die folgende Tatsache: 
(B. 2) Ist X # 1 ein Normalteiler yon G, so liegt Xa im Hyperzentrum 

yon G/X. 
Angenommen, X 4 1 sei ein X r~ {a ~} ~ 1 erfiillender Normalteiler yon G. 

Dann folgt aus (B. 2), dal] X{aC'}/X im Hyperzentrum yon G/X liegt ; und dies 
ist gleichwertig damit, daI] 

a(~)o {a~} g X 
fiir hinreichend groi~es i gilt. Da aber {a G} ein Normalteiler yon Gis t ,  so ist 

dann sogar G(Oo {a a} ~ X ~ {a ~} = 1; 

und daraus wfirde also folgen, dal] a i m  Hyperzentrum yon G liegt. Dies 
widerspricht (B. 1); und damit haben wit folgendes bewiesen: 

(B. 3) Ist  X 4 1 ein Normalteiler yon G, so ist X ~ {a G} ~ 1. 
Aus (B. 3) folgt insbesondere, dal~ {a a} jeden minimalen Normaltefler yon G 

enth~lt. Sind nun A und B zwei versehiedene minimale Normalteiler yon G, 
so ist A ,~ B = 1. Aus (B. 2) folgern wir wieder, dal~ {a(~}/A im Hyperzent rum 
yon G/A und {aG}/B im t typerzentrum yon G]B liegt. Daam gibt es abet eine 
positive Zahl ] derart,  dal3 

G(J)o{a a} ~ A ~ B= 1 
ist; und hieraus folgt wieder, dab a im Hyperzentrum yon G Iiegt. Aus diesem 
Widerspruch mit (B. 1) ergibt sieh dann, dab 

(B. 4) es einen und nur einen minimalen Normatteiler M yon G gibt. 
Aus (B. 3) schlieBen wit, dab M in {a a} liegt. Aus (B. 1) folgt die Aufl6sbar- 

keit des minimalen Normalteilers M yon G; und hieraus ergibt sich weiter 
die folgende Tatsaehe: 
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(B. 5) M fist eine elementare abelsche p-Gruppe  und  M <: (aG}. 
Als n~chstes wollen wir zeigen, dab G---- (a  a} ist. W~re dies nicht  wahr,  

so w~re A = (a  a} eine yon  ihren rechts-engelsehen Elementen  erzeugte auflSs- 
bare Gruppe, deren Ordnung kleiner als die von G w~re. Aus der Minimaliti~t 
von G wiirde dann  folgen, dab A sein eigenes Hype rz en t rum ist, dab also A 
ni lpotent  ist. Als ni lpotente Gruppe fist dann  A das direkte P roduk t  einer 
p -Gruppe  und  einer Gruppe B, deren Ordnung zu p teiterfremd ist. Da  B 
alle Elemente  aus A enthi~lt, deren Ordnung  zu p teilerfremd ist, so fist B 
eine charakterist ische Untergruppe des Normalteilers A und  also selbst ein 
Normattei ler  von G. Aus (B. 5) folgt M ~ B = 1. Da  aber M nach (B. 4) in 
jedem yon  1 verschiedenen Normaltei ler  yon  G enthal ten ist, so wird B = 1, 
so dab A eine p -Gruppe  ist. Eine p -Gruppe  liegt aber bekanntl ich dann  und  
nur  dann  im Hyperzen t rum,  wenn ihre Elemente  mit  allen Elementen  von 
zu p teilerfremder Ordnung ver tauschbar  sind; siehe e twa BAER [ 1], S. 38, 
Theorem 1. Folglich gibt es ein Element  g von zu p teilerfremder Ordnung 
in G, das nicht  mit  allen Elementen  aus A ver tausehbar  ist. Dann  ist g auch 
nicht  mit  allen Elementen  aus dem Erzeugendensys tem a G' von A ver tauschbar ;  
und  wir kSnnen o. B. d. A. annehmen,  dab a und  ff nicht  ver tauschbar  sind, 
dab also g o a =~ 1 ist. 

W~.re nun  (A, g} ~ G, so w~re a ein rechts-engelsehes Element  aus der 
Gruppe (A, g}, deren Ordnung kleiner ware als die yon  G. Aus der Minimalit/~t 
yon  G folgt dann, dab a i m  Hype rz e n t rum  yon  (A, g} liegt. Da  die Ordnungen 
yon  a und  g teilerfremd sind, so wiirde daraus die Vertauschbarkei t  yon  a 
und  g folgen, eine UnmSglichkeit .  Folglich fist G = {A, g} = A {g}. 

Aus (B. 2) folgt, dab A/M Tefl des Hyperzen t rums  yon  G/M ist; und  aus 
(B. 1) folgt, dab A nicht  im Hype rzen t rum von  G liegt. Also liegt insbesondere 
M nicht im Zen t rum yon  G. Da  das Zen t rum der p -Gruppe  A eine von  1 ver- 
schiedene charakterist ische Unte rg ruppe  yon  A und  also ein von  1 verschie- 
dener  Normaltei ler  yon  G ist, so liegt M nach (B. 4) im Zen t rum yon  A. Folg- 
lich liegt A i m  Zentral isator  yon  M.  Aus G = A {g} folgt nun, da.i3 ein E lement  
aus M dann  und  nur  dann  im Zen t rum yon  G liegt, wenn es mit  g~ ver tausehbar  
ist. L~ge aber ein yon  1 versehiedenes Element  aus M im Zen t rum yon  G, 
so w~ixe der minimale Normaltei ler  M i m  Zent rum yon  G enthalten,  e ~ e  yon  
uns bereits ausgesehlossene MSgliehkeit. Dami t  haben  wir gezeigt, dab g mit  
keinem yon  1 verschiedenen Element  aus M ver tauschbar  ist. 

Wi r  haben friiher da rau f  hingewiesen, dab AIM im Hype rzen t rum yon  
G]M liegt, so dab also jedes Element  aus der p-Gruppe  A/M mit  jedem Element  
yon  zu p teilerfremder Ordnung ver tausehbar  fist (siehe wieder BA~R [ 1], S. 38, 
Theorem 1). Also sind insbesondere Ma und  Mg miteinander ver tausehbar ,  
so dab  das Element  g o a ~= 1 in M liegt. Dann  liegen natiirlich auch alle 
Elemente  g(~)oa in M. Haben  wir bereits gezeigt, dab g(J)oa=~ 1 ist, so er- 
innern wir uns daran,  dab g mi t  keinem yon  1 versehiedenen Element  aus M ver- 
t auschbar  fist. Also fist auch g(~+ ~)o a = go  [g(J) o a]  ~ 1 ; und  wir haben gezeigt, 
dab die 1 in der Folge der if(t) o a nicht  vo rkommt .  Dies widersprieht aber der Tat-  
saehe, dab a ein rechts-engelsehes Element  ist. Aus diesem Widerspruch folgt 
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(B. 6) ~ = { a ~ } .  
Wegen (B. 1) ist G = (a e'} eine yon ihren engelschen Elementen erzeugte, 

auflSsbare, endliche Gruppe. Eine solche Gruppe ist aber nach dem ad A 
bewiesenen Satz A nilpotent, so dal~ a i m  Widerspruch zu (B. 1) im Hyper- 
zentrum von G liegt. Dieser Widersprueh zeigt dann die Giiltigkeit des fol- 
genden, im Anfang dieses Abschnitts B angekfindigten Spezialfatls yon Satz R : 

Ist  a ein rechts-engelsches Element aus der endlichen Gruppe G und (a G} 
auflSsbar, so liegt a i m  Hyperzentrum yon G. 

C. Aus BAER [2] ,  S. 93, Satz 4 und S. 90, Satz 3 folgt mfihelos die Gfiltig- 
keit der folgenden Tatsache: 

{C. 1) Der endliehe Normalteiler N der Gruppe G i s t  dann und nut  dann 
von endlicher Kla, sse in G, wenn {x, g} fiir jedes x aus N und jedes g a u s  G 
eine Gruppe endlicher Klasse ist. 

Es sei nun a ein rechts-engelsches Element, aus G und {a e~} ein endlieher 
auftSsbarer Normalteiler von G. Ist  dann g irgendein Element aus G, so 
induziert g in dem endlichen Normalteiler A = (a ~} einen Automorphismus 
endlicher positiver Ordnung n. Dann liegt g~ im Zentrum von B = {A, g}, 
so dal] B/Z(B} sieher eine endliehe Gruppe ist. Ist u irgendein zu a in G 
konjugiertes Element (also ein Element aus a~), so ist Z(B)u ein re~hts- 
engelsches Element der endtichen Gruppe B]Z(B}, das in dem auflSsbaren 
Normalteiler Z (B) A/Z {B) yon B/Z (B) enthalten ist. (Daf~ B selbst auflSsbar 
ist, sei im Vorbeigehen erw~hnt.) Aus dem l~esultat des Abschnittes B folgt 
nun, dal~ Z(B)u im Hyperzentrum yon B/Z(B) liegt. Also liegt Z(B)A/Z(B) 
im Hyperzentrum der endliehen Gruppe B/Z(B). Da mit B/A auch 
[B/Z(B)]/[Z(B)A/Z(B)] zyklisch ist, so ist damit die Nilpotenz der 
endlichen Gruppe B/Z(B) dargetan. Also ist B/Z(B) eine Gruppe endlicher 
Klasse; und dies ergibt natiir]]ch, dab B selbst eine Gruppe endlieher 
Klasse ist. 

Ist x ein Element aus {a ¢} und g ein Element aus G, so ist {x, g} als Unter- 
gruppe yon {a ~, g} eine Gruppe endlieher Klasse. Anwendung yon (C. 1) ergibt, 
daI~ {a ~} yon endlieher Klasse in Gis t .  Damit haben ~ folgendes gezeigt: 

Spannt das reehts-engelsehe Element a in G einen endlichen und auflSsbaren 
Normalteiler {a G} y o n  G auf, so ist {a G} yon endlieher Klasse in G. 

D. Durch Spezialisieren von BAER[3], S. 325, Hauptsatz 3 erh/~lt man 
leieht das folgende l~esultat: 

(D. 1) Der auftSsbare und Noethersche Normalteiler N der Gruppe G i s t  
dann und nur dann yon endlicher Klasse in G, wenn fiir jeden in 2V enthaltenen 
Normalteiler X mit endlicher Faktorgruppe NIX der Normatteiler NIX yon 
endlieher Klasse in G/X ist. 

Es sei nun a ein rechts-engelsehes Element der Gruppe G derart,  dab der 
yon a aufgespannte Normaltefler N = {a a} yon G auflSsbar und Noetherseh ist. 
Ist X ein in N enthaltener Normatteiler yon G, dessen Faktorgruppe NIX 
endlich ist, so ist N/X ein auflSsbarer und endlicher Normalteiler yon G, 
der ~on den zu Xa konjugierten Elementen erzeugt wird. Xa ist rechts- 
engelsch in G/X. Aus dem Resultat des Abschnitts {3 folgt dann, dall NIX 
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yon endlicher Klasse in G/X ist. Wir wenden den Satz (D. 1) an und sehen, 
dab N = {a q} selbst von endlieher Klasse in Gist .  

E. Beweis yon Satz N: Sei also G eine von ihren engelschen Elementen 
erzeugte Noethersehe Gruppe. W~ire G nicht yon endlicher Klasse, so g~be es 
einen maximalen Normalteiler W, dessen Faktorgruppe H = G~ W nicht yon 
endlicher Klasse ist. Diese Gruppe H hat  dann offenbar die folgenden Eigen- 
schaften: 

(E. 1) H wird yon seinen engelsehen Elementen erzeugt. 
{E. 2) H ist Noethersch. 
(E. 3) Jedes eehte homomorphe Bild yon H ist yon endlicher Klasse, 

wi~hrend H selbst nicht yon endtieher Klasse ist. 
W~re der Normalteiler X 4= 1 yon H auflSsbar, so w~re die Noethersehe 

Gruppe eine Erweiterung der auflSsbaren Gruppe X durch die nach (E. 3) 
ebenfatls auflSsbare Gruppe H/X.  Also w~re H setbst auflSsbar. Aus (E. 1), 
(E: 2) und Satz A folgte dann aber, dab die auflSsbare Gruppe H von endlieher 
Kta~se ist. Dies widersprieht (E. 3). Also grit: 

(E. 4) 1 ist der einzige auflSsbare Normalteiler yon H. 
I s t  U eine Untergruppe yon H, so sei E (U) die Gesamtheit  der in U ent- 

haltenen engelsehen Elemente aus H ;  es genfigt also nicht fiir ein Element  
aus E(U) ,  dab es engelseh in U sei. Is t  die Untergruppe U yon H eine Gruppe 
endlieher Klasse und U = {E(U)}, so wollen wir U als E-Untergruppe yon H 
bezeiehnen. Natfirlich ist 1 eine E-Untergruppe von H. Da H e i n e  Noether- 
sehe Gruppe ist, die von ihren engelschen Elementen erzeugt wird, ohne yon 
endlicher Klasse zu sein, so liegt jedes engelsche Element aus H in einer 
maximalen E-Untergruppe yon H;  und es folgt aus (E. 4), dal~ yon 1 ver- 
sehiedene E-Untergruppen, insbesondere also alle maximalen E-Untergruppen 
yon H,  sicher nicht Normalteiler yon H sind. 

(E. 5) Sind X und Y zwei versehiedene E-Untergruppen von H und ist 
X < Y, so enthiilt der Normalisator von X ein nicht in X enthaltenes Element 
aus E (Y). 

U m  dies einzusehen, erinnern wit zun~ehst daran, dab Y eine Gruppe 
endlieher Kla~se ist und daI~ jede Untergruppe einer Gruppe endlieher Klasse 
yon ihrem Normalisator verschieden ist. Da weiter Y als Untergruppe yon H 
Noetherseh ist, so gibt es also eine endliehe Untergruppenket te  Ki mit fol- 
genden Eigenschaften: 

X = Ko, Ki ist ein Normattefler yon Ki+l, Kn = Y • 

Aus {E(X)} = X < Y = {E(Y)} folgt natfirlieh aueh E ( X )  < E(Y ) .  Also gibt 
es eine nicht negative ganze Zahl/c < n derart ,  dab 

E ( X ) =  E(K~) < E(Kk+I) • 

I s t  x ein Element aus K~+I, so liegt x im Normatisator  yon Kk, woraus sofort 

x - I E ( X )  x = x-IE(K~) x = E(K~) = E ( X )  

fo]gt; und hieraus ergibt sieh dann auch x - i X  x =  X. W~hlen wir fiir x 
irgendein nicht in E ( X )  enthaltenes Element  aus E(Kk+I)~  E (Y ) ,  so haben 
wlr den Beweis yon (E. 5) erbracht.  
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(E. 6) Sind X und Y zwei E-Untergruppen von H, so gilt 

E ( X ) ~ E ( Y )  = E ( X ~  Y) .  

Ein Bewefis dieser einfachen Formel eriibrigt sich. 
(E. 7) Der Durchschnitt verschiedener maximaler E-Untergruppen yon H 

enthi~lt kein yon 1 verschiedenes engelsches Element aus H. 
W~re dies nicht wahr, so g/~be es ein Paar U, V maximaler E-Unter- 

gruppen yon H derart, dab U # V, die Untergruppe D =  ( E ( U  ~ V)} 
yon 1 verschieden und maximal unter alien diesen E-Untergruppen ist. 
Als yon 1 verschiedene E-Untergruppe yon H fist D, wie schon bemerkt, kein 
Normalteiler yon H. Ist weiter X irgendeine E-Untergruppe yon H derart, dab 
E ( U ~ V) < E (U F~ X) ist, so liegt X in einer maximalen E-Untergruppe T yon 
H, da ja H Noethersch ist. Dann fist aber auch E ( U ~  V) < E ( U ~  T) 
und D < {E(U ~ T)}; und aus der Maximalitiit ,con D folgt U = T, so dab 
X < U ist. Entsprechend enthi~lt V jede E-Untergruppe R derart, da$ 
E ( U ~  V) < E ( V ~ R )  ist. 

Den Normalisator yon D in H wollen wit. mit D* bezeichnen; und 
D*< H, da ja D kein Normalteiler yon H i s t .  Da D < U ist, so folgt aus 
(E. 5), dab E(U ~ V)< D* ~ E(U) ist. Wir setzen U*= {D* ~ E(U)}. Dann 
ist natfirlich auch D <  U*. --  Ebenso fist E ( U f ~ V ) < D * ~ E ( V )  und 
D< V*= {D* ~ E(V)}; und U* und V* liegen beide in D*. 

W~re nun V* im Normalfisator yon U* enthalten, so w~re U* V* eine 
Untergruppe yon D*, die yon engelschen Elementen aus H erzeugt wird, da 
dasselbe yon D* und V* gilt. Welter ist U* V* eine Erweiterung der Gruppe U* 
yon endlicher Klasse durch die Gruppe U* V*/U*, die als homomorphes Bild 
yon V* ebenfalls yon endlicher Klasse fist --  man erinnere sich daran, dai3 U 
und V ja als E-Untergruppen yon endlicher Klasse sind. Es folgt, dab U* V* 
eine auflSsbare und Noethersche Gruppe ist, die yon ihren engelschen Ele- 
menten erzeugt wird; und eine solche fist wegen Satz A yon endlicher Klasse. 
Dann fist U* V* also sogar eine E-Untergruppe yon H. Da 

E(U ~ V) < E(U* V*)~ E(U) 

ist, so fist U* V* < U nach einer friiheren Bemerkung. Ebenso sieht man 
aber auch U* V* g Vein, so dab U* V* < U ~ V und also 

E(U ~ V) < E(U* V*) < E(U ~ V) 

ist. Dies fist unmSglich. Also fist V* nicht im Normalfisator yon U* enthalten; 
und ebenso sieht man ein, dab U* nicht im Normalisator yon V* liegt. 

Es gibt also in D* ~ E (V) ein Element v, das nicht im Normalisator yon U* 
liegt; und ebenso gibt es ein Element u in D* ~ E (U), das nicht im Normalfisator 
yon V* liegt. Insbesondere liegt also weder u noch v in E (U ~ V). 

W/~re die 1 nicht in der Folge der u(0 o v enthalten, so w~re u nieht links- 
engelsch und v nicht rechts-engelsch; und w~ire die 1 aueh in der Folge der 
v(0 o u nicht enthalten, so wiire u nieht reehts-engelsch und v nieht links- 
engelseh. Da aber u und v beides engelsehe Elemente sind, so muB die 1 in 

Math.  Ann. 133 18 
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wenigstens einer der beiden Folgen enthalten sein; und wir k6nnen o. B. d. A. 
annehmen, dal~ die 1 in der Folge der u~O ©v vorkommt. 

Da u (°) o v = v nicht im Normalisator von U* liegt und die 1 in der Folge 
der u(O © v vorkommt, so gibt es eine nicht negative ganze Zahl r derart, dal3 
u ( d o v  = t nicht im Normalisator von U* liegt, wi~hrend u o t  = u(r+Dov im 
Normalisator yon U* liegt. Da u zu U* gehSrt, so gehSrt auch u ( u o t )  = t -~ u t  
zum Norma]isator yon U*. Mit u und v liegen auch alle u(O © v in D*. Also ist 
{ U*, t - lu t }  eine Untergruppe yon D* und eine zyklische Erweiterung yon U*. 
Es folgt, dal] { U*, t - lu t }  eine Noethersehe und auflSsbare Gruppe ist, die yon 
ihren engetsehen Elementen erzeugt wird; und als solche ist { U*, t - l u t }  nach 
Satz A sogar yon endlieher Klasse und also eine E-Untergruppe von H. Wir 
haben oben gezeigt, dab jede E ( U , ~  V ) <  E ( U ~ X )  erfiillende E-Unter- 
gruppe X in U enthalten ist. Aus E(Ur'~ V ) < E ( U * )  folgt abet, dal~ 
{ U*, $-lut} eine solche E-Untergruppe yon H ist und dab also t - l u t  ebenfalls in 
U ]iegt. Da aber t - l u t  in D* liegt, so liegt dieses Element sogar in U*. Da t i m  
Normalisator yon D und E ( U ~  V) liegt, so enth~lt der Durchschnitt 
U* ~ t -1 U* t sowohl E (U ~ V) wie aueh das nieht zu E (U ~ V) gehSrige 
Element t -~ u t. Also ist t -1 U* t ebenfalls eine E (U r~ V) < E (U ~ X) erfiillende 
E-Untergruppe X yon H, woraus wir wieder t -1 U*t < U folgern kSnnen. Da t 
in D* liegt und U*= {D* F~ E(U)} ist, so iblgt hieraus zun~chst t -1U*t  < U* 
und dann natiirlich auch U*= t -1 U ' t ,  so dab t i m  Normalisator yon U* 
liegt im Widerspruch zu unserer Wahl von [ r u n d ]  t. Unsere Annahme, dab 
(E. 7) falsch sei, hat  uns also zu einem Widerspruch gefiihrt, aus dem die 
Giiltigkeit yon (E. 7) folgt. 

Da H nicht von endlicher Klasse ist, aber yon seinen engelschen Elementen 
erzeugt wird, so enthi~lt H ein engelsches Element a # 1 ; und da H Noethersch 
ist, so liegt a in einer maximalen E-Untergruppe A yon H. Wi~ren a!le zu a 
in H konjugierten Elemente in A enthalten, so w/~re {a H} als Untergruppe von A 
ein von 1 verschiedener auflSsbarer Normalteiler von H, was (E. 4) wider- 
spricht. Also gibt es ein zu a konjugiertes Element b in H, das nicht in A 
liegt. Li£ge b im Normalisator von A, so w/~re {A, b} als zyklische Erweiterung 
von A sicher Noethersch, auflSsbar, von engelschen Elementen aus H erzeugt, 
da j a b  m i t a  engelseh ist. Anwendung yon Satz A ergi~be, dab die echte 
Obergruppe {A, b} yon A ebenfalls eine E-Untergruppe von H wi~re, was der 
Maximalit/it yon A widerspri~che. Folglieh liegt b sicher nicht im Normalisator 
yon A. 

Ist  a nicht links-engelsch, so ist a und das zu a in H konjugierte Element b 
rechts-engelsch. Also ist die 1 in der Folge a (0 @b sieherlich enthalten. Da 
at°)©b----b nicht im Normalisator von A liegt, so gibt es eine ganze Zah] 
c > 0 derart, dab a(c)ob = d nieht im Normalisator yon A tiegt, w~hrend 
a o d  = a ~c+1} © b dem Normalisator von A angeh5rt. Der Normalisator von A 
enthi~lt mit a und a©d aueh d- lad .  Da A eine E-Untergruppe von H ist, 
so ist die zyl~sche Erweiterung {A, d- lad}  von A sicher eine aufl5sbare, 
Noethersehe, yon engelsehen Elementen (aus H) erzeugte Gruppe, die nach 
Satz A yon endlieher Klasse und also eine E-Untergruppe von His t .  Aus der 
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Maximalit~t yon A fotgt dann, dab d-lad zu A gehSrt. Da aber d nieht im 
Normalisator yon A tiegt, so ist A :~: d-~Ad; und der Durchsehnitt  A f~ d - lAd  
dieser maximalen E-Untergruppen yon H enth~lt im Widerspruch zu (E. 7) da~ 
engelsehe Element d-lad q= I. Aus diesem ~Viderspruch folgt die UnmSglich- 
keit unserer Annahme der Falschheit yon Satz N; und damit ist der Beweis 
yon Satz N voll erbracht. 

F. Es ist klar, dab Satz L ein Spezialfall des ad E bewiesenen Satzes N ist. 
Sei nun a ein rechts-engelsches Element aus (7 und (a G} ein Noetherscher 
Normatteiler yon G. Dann ist (a ~} eine yon engelschen Elementen erzeugte 
Noethersche Gruppe; nnd eine solche ist nach Satz 1 yon endlicher Klasse. 
Da also {a ¢} Noethersch und auflSsbar ist, so kSnnen wir aus D erschlieBen, 
dab der Normalteiler (a G} yon endlicher Klasse in Gis t .  Damit ist auch der 
Beweis yon Satz 1~ yell erbracht. 

G. Die Resultate von Abschnitt A sind nicht als Spezialfialle in den S~tzen 
enthalten, die wir in der Einleitung aufgez~hlt haben. Wir wollen deshalh 
eine Gruppenklasse einfiihren, die es gestattet, umfassendere S~tze aus den 
schon gewonnenen Resultaten herzuleiten. 

(A-N) Jede8 nicht-Noethersche homomorphe Bild yon G besitzt einen yon 1 
verschiedenen abelschen Normalteiler. 

Gruppen mit der Eigenschaft (A-N) werden wir als A-N-Gruppen be- 
zeichnen. Es ist klar, dab sowohl Noethersche wie auch auflSsbare Gruppen 
A-N-Gruppen sind. Mit dem Begriff der A-N-Gruppen verwandt ist der 
der fast-auflSsbaren Gruppen (siehe etwa BAER [5]). Es ist unbekannt,  ob 
diese beiden Begriffe sich unterscheiden, da es ja noch unentschieden ist, ob 
alle Noetherschen Gruppen fast-auflSsbar sind. 

Satz A-N: Endlich erzeugbare, yon ihren engelschen Elementen erzeugte 
A-N-Gruppen sind Noethersch und yon endlicher Klasse. 

Beweis: Es sei G eine endlich erzeugbare A-N-Gruppe, die yon ihren engel- 
schen Elementen erzeugt wird. W~re G nicht Noethersch und yon endlieher 
Klasse, so w~re G nicht yon endlicher Klasse, da ja endlich erzeugbare Gruppen 
endticher Klasse Noetherseh sind. Aus Hilfssatz 2 folgt dann die Existenz 
eines Normalteilers M yon G derart,  dai] G/M nicht yon endlicher Ktasse ist, 
wkhrend jedes eehte homomorphe Bild yon G/M yon endtieher Klasse ist. 
Nach Satz N sind Noethersche Gruppen, die yon ihren engelsehen Elementen 
erzeugt werden, yon endticher Klasse. Da abet G/M mit G yon seinen engel- 
sehen Etementen erzeug~ wird, so ist G/M aueh nieht Noethersch. Da G eino 
A-N-Gruppe ist, so existiert ein abelscher Normalteiler AIM ~= 1 yon G/M. 
Da G/A ein echtes homomorphes Bild yon G[M ist, so ist G/A yon endlieher 
Klasse und also G/M auflSsbar. 1Nach Satz A sind aber endlieh erzeugbare, 
auflSsbare Gruppen, die yon ihren engelsehen Elementen erzeugt werden, 
Noetherseh und yon endlieher Klasse. Da sehlie61ieh G[M mit G endlieh 
erzeugbar ist und yon seinen engelschen Elementen erzeugt wird, so ergibt 
sieh, dab G[M Noethersch und yon endlieher Klasse ist, ein Widersprueh, aus 
dem unser Satz folgt. 

18" 
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Satz L":  Is t  (a a} eine A-N-Gruppe,  Satz R":  Is t  (a G} eine A-N-Gruppe,  
so ist a dann und nu t  dann links,  so ist a dann und nu t  dann rechts- 
engelsch, wenn {a, a o  x} /fir ~edes x engelsch, wenn (a, x } / i i r  ~edes x aus G 
aus G yon endlicher Ktasse ist. yon endlicher Klasse ist. 

Beweis: Das Hinreiehen der in diesen beiden S~tzen ausgesprochenen 
Bedingungen liegt auf der Hand. 

Sei zun~ehst a ein links-engelsehes Element aus G. Ist  dann x irgendein 
Element aus G, so ist {a, ao  x}-~ {a, x - l a x }  eine endlich erzeugbare, yon 
ihren links-engelschen Etementen erzeugte Untergruppe der A-N-Gruppe {a G} 
und also selbst eine A-N-Gruppe. Anwendung des Satzes A-N zeigt, dab 
{a, a o x} Noethersch und yon endlicher Klasse ist, womit Satz L"  bewiesen ist. 

Sei zweitens a ein reehts-engelsehes Element aus G und x irgendein Element 
aus G. Sei X die yon allen Elementen x(~)©a erzeugte Untergruppe von 
{a ,x} .  Da a reehts-engelsch ist, so ist die 1 in der Folge der x (i) o a enthalten, 
so dab also insbesondere X endlich erzeugbar ist. Man fiberzeugt sich weiter 
davon, dab jeder a enthaltende Normalteiler von (a, x} auch X enth~lt. Aus 

x-l(x(~)©a) x =: (x(~)©a) (x(t+l)©a) -1 

folgt sofort x - l X x  <~ X .  Welter bemerken wir, daI~ 

x(x(~)oa) x - l =  (x(i)oa) [ x(x(~+l)oa) x-~] 

ist. Da a rechts-engelsch ist, so gibt es eine ganze Zahl ~ derart, dai~ x(J) © a = 1 
ist; und dann gehSrt natfirlich auch x ( x ( ~ ) o a ) x  -1 zu X. Haben wir schon 
gezeigt, dab x(x(~+1) ©a) x -1 zu X gehSrt, so folgt aus obiger Gleichung, dab 
auch x ( x ( t ) © a ) x  -1 in X liegt. Aus diesen (~berlegungen ergibt sich, da{~ 
x X x - l g  X ist, dab also sogar X = x - I X x  ist. Da aber a in X liegt, so sehen 
wir, dab X ein Normalteiler yon (a, x} ist. :Nach dem fr(iher bemerkten ist 
also X der kleinste, a enthaltende Normalteiler yon (a, x}. Fotglich wird X 
yon zu a konjugierten Elementen erzeugt. Also ist X als Untergruppe yon 
{a ~} eine A-N-Gruppe, die endlich erzeugbar ist und yon ihren rechts-engel- 
schen Elementen erzeugt wird. Wir wenden Satz A-N an, um zu zeigen, 
daft X eine Noethersche Gruppe endlicher Klasse ist. Da die Noethersehe 
Gruppe X der kleinste, das reehts-engelsehe Element a enthattende Normal- 
teiler yon {a, x} ist, so folgt aus Satz R, dab X yon endlicher Klasse in {a, x} 
ist. Da a i m  Normalteiter X ~von (a, x) liegt, so ist (a, x } / X  zykliseh; und da 
X in {a, x} yon endlieher Klasse ist, so folgt schlieBlieh, dal~ {a, x} selbst 
yon endtieher Klasse ist, q.e.d. 

Folgerung A-N: I s t  (a G} eine A-N.Gruppe und a rechts-engelsch in  G, so 
ist a auch Iin~-engelsch in G. 

:Dies folgt sofort durch Vergleich der S~tze L"  und R".  
It .  Wir wollen zum SchluB noch auf einige interessante Zusammenh~nge 

uwisehen dem Begriff des engelschen Elements und dem der naehinvarianten 
Untergruppe hinweisen. Diesen letzteren Begrfff wollen wir in einer Form 
benutzen, die etwas allgemeiner ist als H. WIELA~DTs ursprfingliche Definition. 
Zun~ehst soll Normalkette der Gruppe G eine jede nicht leere Menge 2: yon 
Untergruppen yon G genannt werden, die die folgenden beiden Eigensehaftenhat:  
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(N. 1) Ist  X 4= G eine Untergruppe in ~7, so gibt es eine Untergruppe Y 
in 2: derart,  dab X < Y und X ein Normaltefler yon Y fist. 

(N. 2) Ist  0 ein Turm yon Untergruppen aus X, so gehSrt aueh die Ver- 
einigung yon 0 zu 2:. 

Hierbei sei unter  einem Turin 0 eine nicht leere Menge yon Untergruppen 
mit folgender Eigenschaft verstanden: geh5ren X und Y zu 0, so fist entweder 
X <  Yoder  Y < = X .  

Man iiberzeugt sieh leieht, dai~ G in jeder Normalkette vorkommt und dab 
jede Normalkette 27 mit irgendeiner Untergruppe X eine wohlgeordnete, X 
enthaltende Teilnormalkette enth/~lt. Schliel~lieh sei darauf hingewiesen, dab 
die Bedingung (N. 2) gebraucht wh'd, um das Maximumprinzip der Mengen- 
lehre anzuwenden. 

S/imtliche Glieder von Normalketten werden als nachinvariante Unter- 
gruppen bezeichnet. Natfirlich sind Normalteiler nachinvariante Unter- 
gruppen; und jede nachinvariante Untergruppe einer nachinvarianten Unter- 
gruppe fist eine nachinvariante Untergruppe. 

Glieder endlicher Normalketten heil~en auch nachinvariante Untergruppen 
yon endlichem Index; und dieser letzte Begrfff deckt sich genau mit dem 
Wielandtschen Begriff. Es fist klar, dab eine jede nachinvariante Untergrfippe 
einer Noetherschen Gruppe auch von endlichem Index ist. 

Lemma L: Ist  {a} [i~r jedes x aus G 
eine nachinvariante Untergruppe von 
{a, x}, so ist a ein linIcs-engelsches 
Element von G. 

Lemma R: Ist  { x} [i~r jedes x aus G 
eine nachinvariante Untergruppe yon 
{a, x}, so ist a ein rechts-engelsches 
Element yon G. 

Beweis von Lemma L: W~re etwa {a} eine nachinvariante Untergruppe 
yon {a, x}, obwohl keines der Etemente a(i) o x = I i s t ,  so l~ge aueh keines der 
Elemente a(i) o x in {a}. Es gibt eine Normalkette 2: yon {a, x}, die {a} enth~lt;  
und wegen (N. 2) gibt es in 2: eine maximale, a enthaltende Untergruppe M,  
die keines der a(~)o x enth~lt. Dann fist M < {a, x}; und es gibt wegen (N. 1) 
eine Untergruppe N in 2:, die M als eehten Normatteiler enthi~It. Wegen der 
Maximalit~t yon M enth~lt N eines der a (t) 0 X; und da a in M liegt und M 
ein Normalteiter yon N ist, so liegt auch a o [ a ( i ) o x ]  = a(~+l)ox in M. Aus 
diesem Widerspruch folgt Lemma L. 

I)er ganz ~hnliche Bewefis yon Lemma R sei dem Leser iiberlassen. 
Das Interesse dieser beiden einfachen Lemmata beruht auf der Sehw~ehe 

der dort  angegebenen Bedingungen, die daffir hinreichen, dab ein Element 
engelseh ist. 

Zusatz L': Ist  {a a} Noethersch, so 
ist a dann und nur damn ein linlcs. 
engelsches Element von G, wenn {a}///r 
jedes x aus G eine nachinvariante 
Untergruppe yon {a, x} ist. 

Zusatz R': Ist  {a a} Noethersch, so 
ist a dann und nur danu ein rechts. 
engelsche8 Element yon (7, wenn {x} 
]iir jedes x aus G eine nachinvariante 
Untergruppe yon {a, x} ist. 
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Die Beweise dieser Zus/itze ergeben sich sofort aus den  obigen L e m m a t a  L 
u n d  R in  Verb indung  mi t  den  S/~tzen L"  u n d  R" .  
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