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Engelsche Elemente Noetherscher Gruppen
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Sind « und y Elemente einer Gruppe @, so wollen wir ihren Kommutator
20y = z~1y-lzy nennen. Die iterierten Kommutatoren z oy werden dann
induktiv durch die Formeln

zOoy =y, 2¢iDoy= xo[zWoy]
definiert.

Definition L: Das Element a der Definition R:  Das Element a der
Gruppe G heifle links-engelsch, wenn  Gruppe G heifle rechis-engelsch, wenn
fiir jedes x aus G die 1 in der Folge fiir jedes x aus G die 1 in der Folge
a® o x vorkommd. z® oa vorkommt.

rechts
engelsches Element einer jeden a enthaltenden Untergruppe von @ ist und
da Epimorphismen derartige Elemente auf gleichartige Elemente abbilden.

Zur Erlduterung dieser Begriffe moge folgende Bemerkung dienen. Ein
Gruppenelement ¢ induziert die eindeutige Abbildung z — ¢c z von @ in sich;
und die i-te Potenz dieser Abbildung bildet das Element x auf ¢ oz ab. Die
von links-engelschen Elementen induzierten Abbildungen sind also in einem
ganz bestimmten Sinne nilpotent; die entsprechende Deutung der rechts-
engelschen Elemente ist naheliegend, wenn auch nicht ganz so anschaulich.

Zum Aussprechen unserer Resultate miissen wir an solche Begriffe wie
,,-absteigende Zentrenkette'‘ und ,,endliche Klasse* erinnern. Sind 4 und B
Teilmengen der Gruppe G, so sei unter 40 B die von allen Kommutatoren
aob mit a in 4 und b in B erzeugte Untergruppe von @ verstanden. Ist N
ein Normalteiler der Gruppe G, so sei die absteigende Kette der Normalteiler
G®Wo N von @ induktiv durch die Formeln

GOoN =N, GE+DoN = Go[GDoN)

erklidrt. Der Normalteiler N ist von endlicher Klasse in G, wenn die 1 in der
Reihe der G o N vorkommt. Dies ist dquivalent mit der Bedingung: N ist
in einem (endlich indizierten) Glied der aufsteigenden Zentrenreihe von G
enthalten. Anstatt zu sagen, daB @ von endlicher Klasse in G ist, sagen wir
kiirzer, daBB @ von endlicher Klasse ist.

Die Klasse der zu a in G konjugierten Elemente werde mit a® bezeichnet,
so daB {a%} der kleinste a enthaltende Normalteiler von ¢ ist.

Es ist klar, daf ein { hn}l:: }-engelsches Element a aus ¢ auch ein : links }
rechts



Engelsche Elemente Noetherscher Gruppen 257

SchlieBlich sei noch daran erinnert, dafl eine Gruppe Noethersch heifit,
wenn alle ithre Untergruppen endlich erzeugbar sind; diese Eigenschaft ist
aquivalent mit dem Obergruppensatz und der Maximalbedingung. Wir werden
im folgenden meist Gruppenelemente a betrachten, die einen Noetherschen
Normalteiler {a®} aufspannen.

Satz L: Ist {a%} Noethersch, so ist a  Satz R: Ist {a®} Noethersch, so ist a
dann und nur dann links-engelsch in G,  dann und nur dann rechis-engelsch inG,
wenn {a%} von endlicher Klasse ist. wenn {a®} von endlicher Klasse in G ist,

Ehe wir an den Beweis dieser Hauptresultate herantreten, sei noch auf
einige einfache und interessante Folgerungen hingewiesen.

Bekanntlich ist das Produkt zweier Normalteiler endlicher Klasse ebenfalls
ein Normalteiler endlicher Klasse; siche etwa Bawr[4], S. 408, Lemma 4. Ist
also ¢ eine Noethersche Gruppe, so ist auch das Produkt F (G} aller Normal-
teiler endlicher Klasse eine charakteristische Untergruppe endlicher Klasse, die
im Falle endlicher Gruppen natiirlich mit der Fittingschen Untergruppe
iibereinstimmt. — 8Sind 4 und B Normalteiler der Gruppe @, so ist
Go(4 B)y= (o 4) (Go B), woraus durch eine naheliegende Induktion auch
G0 o (AB)= (G o ) (GWo B) folgt. Sind also die Normalteiler 4 und B von
endlicher Klasse in (, so ist auch ihr Produkt von endlicher Klasse in G. Ist ins-
besondere (f eine Noethersche Gruppe, soist also das Produkt H (G) aller Normal-
teiler, die von endlicher Klasse in G sind, eine charakteristische Untergruppe, die
von endlicher Klasse in ¢ ist und die offenbar mit dem Endglied der auf-
steigenden Zentrenkette von @ iibereinstimmt, im Falle endlicher Gruppen
also grade das Hyperzentrum ist. Offenbar wird H(G) < F(G).

Unter Benutzung dieser Begriffsbildungen erhilt man nun aus den Siitzen L
und R sofort die folgenden Resultate, die zwar pragnanter, aber auch schwiicher
als diese S#tze sind.

Satz L': Ist G eine Noethersche Gruppe, Satz R': Ist G eine Noethersche Gruppe,
so ist F(G) genaw die Gesamtheit der so ist H(Q) genau die Gesamthest der
links-engelschen Elemente aus G. rechts-engelschen Elemente aus G.

Weiter ergibt sich aus den Sdtzen L und R sofort die folgende wichtige
Tatsache.

Folgerung N: Ist {a%} Noethersch und o rechts-engelsch, so ist a auch links-
engelsch.

Es scheint eine offene Frage zu sein, ob rechts-engelsche Elemente stets
auch links-engelsch sind ; siehe in diesem Zusammenhang Folgerung A unten, —
Folgerung N legt es nahe, Elemente, die links- oder rechts-engelsch sind, kurz
als engelsch zu bezeichnen.

Satz N: Hine Noethersche Gruppe ist dann und nur dann von endlicher
Klasse, wenn sie von ihren engelschen Elementen erzeugt wird.

Dies folgt mithelos aus Satz L’ und Folgerung N, wenn man sich nur daran
erinnert, dafl F () fiir Noethersches @ von endlicher Klasse ist.
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Aus Satz N folgt auch die — freilich viel schwichere — Aussage, dal3 eine
Noethersche Gruppe dann und nur dann von endlicher Klasse ist, wenn jedes
ihrer Elementepaare eine Untergruppe endlicher Klasse erzeugt.

Es ist eine offene Frage, ob es moglich ist, in Satz L und R die Voraus-
setzung, dall {a¥} Noethersch ist, durch die schwichere Annahme zu ersetzen,
daB {a“} endlich erzeugbar sei. Gleichwertig hiermit ist die Frage, ob endlich
erzeugbare, von ihren engelschen Elementen erzeugte Gruppen von endlicher
Klasse sind. Satz A vnten wie auch die Uberlegungen des Abschnittes G
liefern Resultate, die in diese Richtung deuten.

Zusatz: Die Gesamtheit der engelschen Elemente endlicher Ordnung in einer
Noetherschen Gruppe ist eine endliche, nilpotente, charakteristische Untergruppe.

Dies folgt sofort aus Satz L.’ und Folgerung N, wenn man sich nur daran
erinnert, dafl die Elemente endlicher Ordnung in einer Noetherschen Gruppe
endlicher Klasse eine endliche und nilpotente Gruppe bilden; siehe etwa
BaEr {3], 8. 300, Satz D.

Was fir Gruppen gilt, die von engelschen Elementen erzeugt werden,
gilt a fortiori von Gruppen, deren simtliche Elemente engelsch sind, so dal
unsere Sitze mancherlei bekannte Resultate als Spezialfille enthalten. —
Ob im allgemeinen die Gesamtheit der engelsehen Elemente einer Gruppe eine
Untergruppe ist, ist freilich auch noch eine offene Frage.

Satz L und Satz N hat ScHENKMANN fiir den Spezialfall endlicher auflos-
barer Gruppen bewiesen. Ebenso hat ScHENEMANN den obigen Zusatz fiir
endliche Gruppen bewiesen.

Das Hinreichen der in Satz L und R ausgesprochenen Bedingungen
folgt ohne weiteres aus den fraglichen Definitionen. Der Beweis der Not-
wendigkeit dieser Bedingungen wird in mehreren Schritten ausgefiihrt werden,
weitgehend durch Zurtickfithren allgemeiner Situationen auf speziellere.

A. In diesem Abschnitt wollen wir die Lage engelscher Elemente in auflés-
baren Gruppen erértern. Es sei daran erinnert, daB wir unter einer auflisbaren
Gruppe (in Verallgemeinerung bekannter Begriffsbildungen) stets eine Gruppe
verstehen, deren von eins verschiedene homomorphe Bilder immer von eins
verschiedene abelsche Normalteiler besitzen; fiir eine Diskussion dieses Be-
griffs sei auf Ba®r [4], 8. 420 verwiesen. Insbesondere sei daran erinnert,
daB eine Noethersche Gruppe dann und nur dann auflésbar ist, wenn eine
ihrer Ableitungen gleich 1 ist.

Folgerung A: Ist {a%} auflisbar und a rechts-engelsch, so ist a auch links-
engelsch.

Beweis: Wiire dies nicht wahr, so gibe es ein Element « in ¢/ derart, dafl
die 1 nicht in der Folge der a®®ox mit positivem ¢ vorkommt. Aus dem
Maximumprinzip der Mengenlehre erschlieffen wir dann zunichst die Existenz
eines maximalen Normalteilers K von {a%}, der keines der Elemente a®ox
enthilt; und wir erinnern daran, dafl jedes a?ox in dem o enthaltenden
Normalteiler {a%} von G liegt. Es folgt insbesondere, dafl H = {a%}/K ein
von 1 verschiedenes homomorphes Bild der auflésbaren Gruppe {a9} ist.
Es existiert also ein abelscher Normalteiler 4 % 1 von H. Wir setzen a*= Ka;
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und wir erschlieflen aus 4 = 1 und der Maximalitit von K die Existenz einer
positiven ganzen Zahl k derart, daB y = K (a® o x) in 4 liegt.

Ist s ein Element aus 4, so liegen s und a*-'sa* beide in dem abelschen
Normalteiler A von H. Also wird

(a*s~Noa* = sa*la*-lg*s-lg* = sq*-1s-1g* = g* 15 1g*s = g¥0s .

Ist ¢ ein weiteres Element aus A, so liegen s, ¢ und a*1ia* simtlich in dem
abelschen Normalteiler 4 von H. Also wird

(a*s~ Yot = ga*—ti-ta*s 1t = a¥*-1-1g*t = a*ct .
Hieraus ergibt sich durch eine naheliegende Induktion, daf
(a*s)Dog*= g*WDos
fiir jedes positive ¢ und jedes s aus 4 gilt.

Mit ¢ ist auch a* rechts-engelsch. Also gibt es eine positive ganze Zahl %
derart, daf (a*y )W oa*= 1 ist. Da y in 4 liegt, so folgt nun, daB

Kla®tthox]= K[a®o(@®oz)] = a*® oy = (a*y)®oa*= 1

ist und daB also a®*+4 o x zu K gehdrt im Widerspruch zu unserer ' Wahl von K.
Aus diesem Widerspruch ergibt sich dann, daB e links-engelsch ist, y.e d.

Satz A: Endlich erzeugbare, von ihren engelschen Elementen erzeugte, auflis-
bare Gruppen sind von endlicher Klasse und also Noethersch.

Bemerkung: Dieser Satz A ist ein Gegenstiick zu dem in der Einleitung
genannten Satz N. Er enthélt als Spezialfall ein Resultat von K. W. GRUEN-
BERG, 8. 378, Theorem 1.

Es wird bequem sein, dem Beweis von Satz A einen Beweis des folgenden
auch an sich interessanten Resultats vorauszuschicken.

Hilfssatz 1: Ist N == 1 ein Normalteiler der Gruppe G, die von thren links-
engelschen Elementen erzeugt wird, ist weiter die von G in N induzierte Auto-
morphismengruppe Noethersch und von endlicher Klasse, so ist NN Z(G) == 1.

Hier wie stets sei unter Z(G) das Zentrum der Gruppe & verstanden.

Beweis: Es sei K der Zentralisator von N in @. Dann ist K ebenfalls ein
Normalteiler von ¢ und G/K ist im wesentlichen mit der von & in dem Normal-
teiler N induzierten Automorphismengruppe identisch. Hieraus und aus
unserer Voraussetzung folgt dann, daB G/K Noethersch und von endlicher
Klasse ist. Ist K= G, s0 ist 1 < N < Z(§), ein Fall, den wir im folgenden
ausschlieBen konnen.

Ist U eine Untergruppe von G, so sei L(U) die Gesamtheit der in U ent-
haltenen links-engelschen Elemente aus G. Wir betrachten nun eine Unter-
gruppe U von @, die den folgenden Bedingungen geniigt:

K=U<@Gund U= K{L(U)}.
Da G/K Noethersch und von endlicher Klasse ist, so existiert eine endliche
Kette von Untergruppen U (i) mit folgenden Eigenschaften:
U= U(0), U{s) ist ein Normalteiler von U + 1), U(k)= G .
Da U < G und G = {L(G)} ist, so gibt es eine ganze Zahl j derart, daB

LU= L)< LUG+ ]
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ist. Es sei e ein Element aus L{U(j + 1)], das nicht in L{U{j)] liegt. Da e
dem Normalisator von U (j) angehort, und da links-engelsche Elemente durch
Automorphismen wieder auf links-engelsche Elemente abgebildet werden, so
gilt:
etUe=e ' K{L(U)}e= KeY{L[U()}} e= K{L{e 1 U (j) e]}
= K{L[UG)} = K{L(U} = U;

und damit haben wir die Existenz eines links-engelschen Elementes e dar-
getan, das zwar dem Normalisator von U, aber nicht U selbst angehort.

Durch wiederholte Anwendung des eben erzielten Resultats konstruiert
man nun eine endliche Kette von Untergruppen K () mit folgenden Eigen-
schaften:

K = K (0), K (1) ist (echter) Normalteiler von K (i + 1), K(m) = G;

K (1) = K{L[K(i)]};

K (& + 1) = K (1) {e(s)} fiir geeignetes links-engelsches e (7).

(Dafl diese Kette wirklich nach endlich vielen Schritten in G endet, folgt
natiirlich daraus, daBl G/K Noethersch ist.)

Wir bilden weiter den Durchschnitt H (i) von N mit dem Zentralisator
von K(i). Da die K (i) eine aufsteigende Kette von Untergruppen bilden,
80 bilden die H (¢) eine absteigende Kette von Untergruppen. Da K= K (0) der
Zentralisator von N ist, so ist H(0)= N; und aus G = K (m) folgern wir
H(m)= NnNZ(G).

Nach Voraussetzung ist H(0)= N = 1. Wir kénnen also die Induktions-
annahme H (i) &= 1 machen. Da K (i) ein Normalteiler von K (i + 1) ist und
da N ein Normalteiler von & ist, so liegt K (4 + 1) im Normalisator von H (3).
Ist z irgendein von 1 verschiedenes Element aus H (¢), so liegen alle Elemente
der Folge e(i)oz in H(3). Da e(i) ein links-engelsches Element ist, so ist
die 1 in der Folge e(i)? oz enthalten. Da schlieflich e(i)®ox = z = 1 ist,
so existiert eine ganze Zahl ¢ derart, daBl {= e(3)P0 x == 1 ist, wihrend
e{i) 0t = e{i)* Vox =1 ist. Also ist { ein von 1 verschiedenes Element aus
H (i), das nicht nur mit jedem Element aus K (¢), sondern auch mit ¢(¢), und
also mit jedem Element aus K () {e(i)} = K (i + 1) vertauschbar ist. Also
gehort ¢+ 1 zu H(i + 1). Damit haben wir durch vollstindige Induktion
gezeigt, daf alle H (2) == 1 sind. Insbesondereist NNZ(Gy= H(m) =+ 1, q.e.d.

Hilfssatz 2: Ist die endlich erzeugbare Gruppe O nicht von endlicher Klasse,
20 gibt es unter den Normalteilern X von G, deven Faktorgruppe nickt von end-
licher Klasse ist, einen maximalen.

Ein Beweis dieses Resultats findet sich bei Bagr [4], S. 410, Lemma 4.

Beweis von Safz A: Es sei § eine endlich erzeugbare auflésbare Gruppe,
die von ihren engelschen Elementen erzeugt wird. Aus Folgerung A ergibt
sich, dafl G sogar von seinen links-engelschen Elementen erzeugt wird.

Wiire G nicht Noethersch und von endlicher Klasse, so wire @ nicht von
endlicher Klasse, da ja, wie schon bemerkt, endlich erzeugbare Gruppen
endlicher Klasse stets Noethersch sind. Aus Hilfssatz 2 folgt dann die Existenz
eines Normalteilers M von ¢ derart, daB G/M nicht von endlicher Klasse ist,
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wihrend jedes echte homomorphe Bild von G/M von endlicher Klasse und also
auch Noethersch ist.

Da G auflosbar ist, so existiert ein abelscher Normalteiler 4/M 4 1 von
G/M. Der Zentralisator B/M von 4/M in G/M enthilt natiirlich den abelschen
Normalteiler 4/M. Als echtes homomorphes Bild von G/M ist also G/B
Noethersch und von endlicher Klasse. Wir bemerken weiter, daBB G/B im
wesentlichen mit der Gruppe der von G/ M in 4/ M induzierten Automorphismen
identisch ist. Schlieflich sei darauf hingewiesen, dall G/M mit G endlich
erzeugbar ist und von seinen links-engelschen Elementen erzeugt wird. Da-
mit ist die Anwendbarkeit von Hilfssatz 1 dargetan. Hieraus folgt ins-
besondere, dafl Z{G/M) 4= 1 ist. Als echtes homomorphes Bild von G/M ist
aber (/M)]Z(G|M) von endlicher Klasse, so daf§ auch G/M von endlicher
Klasse ist. Dies widerspricht unserer Wahl von M; und aus diesem Wider-
spruch folgt, dafl G Noethersch und von endlicher Klasse ist, q.e.d.

B. Beweis der Tatsache, daf} ein Element aus einer endlichen Gruppe dem
Hyperzentrum dieser Gruppe angehért, wenn es rechts-engelsch ist und einen
auflésbaren Normalteiler aufspannt. Wire dies nicht wahr, so gibe es eine
Gruppe G kleinster endlicher Ordnung mit folgenden Eigenschaften:

(B. 1) Es gibt ein rechts-engelsches Element a in G, das nicht im Hyper-
zentrum von G liegt, obwohl {¢%} auflosbar ist.

Aus der Minimalitdt von @ folgt sofort die folgende Tatsache:

(B.2) Ist X 3= 1 ein Normalteiler von @, so liegt Xa im Hyperzentrum
von G/X.

Angenommen, X = 1 sei ein X n {a®} = 1 erfiilllender Normalteiler von G.
Dann folgt aus (B. 2), daB X {¢%}/X im Hyperzentrum von G/X liegt; und dies
ist gleichwertig damit, dall

Gio{ab £ X
fiir hinreichend groBes ¢ gilt. Da aber {a¢} ein Normalteiler von G ist, so ist
dann sogar 90 {as} = X A {a% = 1;
und daraus wiirde also folgen, dafl @ im Hyperzentrum von G liegt. Dies
widerspricht (B. 1); und damit haben wir folgendes bewiesen:

(B. 3) Ist X & 1 ein Normalteiler von G, so ist X N {a€} &= 1.

Aus (B. 3) folgt insbesondere, daf {a%} jeden minimalen Normalteiler von ¢
enthilt. Sind nun 4 und B zwei verschiedene minimale Normalteiler von G,
soist A~ B= 1. Aus (B. 2) folgern wir wieder, daBl {a¥}/4 im Hyperzentrum
von G4 und {a}/B im Hyperzentrum von G/B liegt. Dann gibt es aber eine
positive Zahl j derart, daBl

Giof{at £ AN B=1
ist; und hieraus folgt wieder, daB ¢ im Hyperzentrum von & liegt. Aus diesem
Widerspruch mit (B. 1) ergibt sich dann, da8}

(B. 4) es einen und nur einen minimalen Normalteiler M von ¢ gibt.

Aus (B. 3) schlieBen wir, dafl M in {a®} liegt. Aus (B. 1) folgt die Auflésbar-
keit des minimalen Normalteilers M von &; und hieraus ergibt sich weiter
die folgende Tatsache:
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{B. 5) M ist eine elementare abelsche p-Gruppe und M £ {a®}.

Als néchstes wollen wir zeigen, daB G = {a%} ist. Wire dies nicht wahr,
so wiire 4 = {a%} eine von ihren rechts-engelschen Elementen erzeugte auflos-
bare Gruppe, deren Ordnung kleiner als die von ¢ wiire. Aus der Minimalitit
von G wiirde dann folgen, daB 4 sein eigenes Hyperzentrum ist, dafl also 4
nilpotent ist. Als nilpotente Gruppe ist dann 4 das direkte Produkt einer
p-Gruppe und einer Gruppe B, deren Ordnung zu p teilerfremd ist. Da B
alle Elemente aus A enthélt, deren Ordnung zu p teilerfremd ist, so ist B
eine charakteristische Untergruppe des Normalteilers 4 und also selbst ein
Normalteiler von ¢. Aus (B. 5) folgt M~ B= 1. Da aber M nach (B.4)in
jedem von 1 verschiedenen Normalteiler von G enthalten ist, so wird B =1,
30 daBl 4 eine p-Gruppe ist. Eine p-Gruppe liegt aber bekanntlich dann und
nur dann im Hyperzentrum, wenn ihre Elemente mit allen Elementen von
zu p teilerfremder Ordnung vertauschbar sind; siehe etwa Barr |1}, 8. 38,
Theorem 1. Folglich gibt es ein Element g von zu p teilerfremder Ordnung
in G, das nicht mit allen Elementen aus 4 vertauschbar ist. Dann ist g auch
nicht mit allen Elementen aus dem Erzeugendensystem a von 4 vertauschbar;
und wir kénnen o. B.d. A. annehmen, dafl @ und g nicht vertauschbar sind,
dafl alsogoa <4 1 ist.

Wire nun {4, g} & G, so wire a ein rechts-engelsches Element aus der
Gruppe {4, g}, deren Ordnung kleiner wiire als die von . Aus der Minimalitét
von G folgt dann, dafi @ im Hyperzentrum von {4, g} liegt. Da die Ordnungen
von a und ¢ teilerfremd sind, so wiirde daraus die Vertauschbarkeit von a
und g folgen, eine Unmoglichkeit. Folglich ist G = {4, g} = 4 {g}.

Aus (B. 2) folgt, dafl 4/M Teil des Hyperzentrums von G/M ist; und aus
(B. 1) folgt, daB 4 nicht im Hyperzentrum von @ liegt. Also liegt insbesondere
M nicht im Zentrum von . Da das Zentrum der p-Gruppe 4 eine von 1 ver-
schiedene charakteristische Untergruppe von 4 und also ein von 1 verschie-
dener Normalteiler von @ ist, so liegt M nach (B. 4) im Zentrum von 4. Folg-
lich liegt A im Zentralisator von M. Aus G = 4{g} folgt nun, dafl ein Element
sus M dann und nur dann im Zentrum von @ liegt, wenn es mit g vertauschbar
ist. Lige aber ein von 1 verschiedenes Element aus M im Zentrum von G,
so wiire der minimale Normalteiler M im Zentrum von G enthalten, eine von
uns bereits ausgeschlossene Méglichkeit. Damit haben wir gezeigt, dafl g mit
keinem von 1 verschiedenen Element aus M vertauschbar ist.

Wir haben frither darauf hingewiesen, dafl 4/M im Hyperzentrum von
G| M liegt, so daB also jedes Element aus der p-Gruppe 4/M mit jedem Element
von zu p teilerfremder Ordnung vertauschbar ist (siehe wieder BAErR[1], 8. 38,
Theorem 1). Also sind insbesondere Ma und Mg miteinander vertauschbar,
so daB das Element goa + 1 in M liegt. Dann liegen natiirlich auch alle
Elemente g(?0a in M. Haben wir bereits gezeigt, daBl gl oa+1 ist, so er-
innern wir uns daran, daf g mit keinem von 1 verschiedenen Element aus M ver-
tauschbar ist. Also ist auch gi+ Vo a = go[gi¥ © a] % 1; und wir haben gezeigt,
daB die 1 in der Folge der g®¥ 0 a nicht vorkommt. Dies widerspricht aber der Tat-
sache, daB a ein rechts-engelsches Element ist. Aus diesern Widerspruch folgt
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(B. 6) G = {a®}.

Wegen (B. 1) ist G = {a¥%} eine von ihren engelschen Elementen erzeugte,
auflosbare, endliche Gruppe. Eine solche Gruppe ist aber nach dem ad A
bewiesenen Satz A nilpotent, so daBl a im Widerspruch zu (B. 1) im Hyper-
zentrum von @ liegt. Dieser Widerspruch zeigt dann die Giiltigkeit des fol-
genden, im Anfang dieses Abschnitts B angekiindigten Spezialfalls von Satz R:

Ist a ein rechts-engelsches Element aus der endlichen Gruppe G und {a%}
auflosbar, so liegt a im Hyperzentrum von G.

€. Aus Bagr[2], S. 93, Batz 4 und 8. 90, Satz 3 folgt miithelos die Giltig-
keit der folgenden Tatsache:

{(C. 1) Der endliche Normalteiler N der Gruppe @ ist dann und nur dann
von endlicher Klasse in ¢, wenn {x, g} fiir jedes x aus N und jedes g aus ¢
eine Gruppe endlicher Klasse ist.

Es sei nun ¢ ein rechts-engelsches Element aus G und {a%} ein endlicher
auflosbarer Normalteiler von ¢. Ist dann g irgendein Element aus G, so
induziert ¢ in dem endlichen Normalteiler 4 = {a%} einen Automorphismus
endlicher positiver Ordnung n. Dann liegt g* im Zentrum von B = {4,¢},
so dafl B[Z(B) sicher eine endliche Gruppe ist. Ist u irgendein zu e in G
konjugiertes Element (also ein Element aus of), so ist Z(B)u ein reghts-
engelsches Element der endlichen Gruppe B/Z(B), das in dem auflésbaren
Normalteiler Z (B) A/Z(B) von B/Z(B) enthalten ist. (Dafl B selbst auflosbar
ist, sei im Vorbeigehen erwidhnt.) Aus dem Resultat des Abschnittes B folgt
nun, dafl Z(B)u im Hyperzentrum von B[Z(B) liegt. Also liegt Z(B)A/Z(B)
im Hyperzentrum der endlichen Gruppe B/Z(B). Da mit B/4 auch
[B/Z(B))/[Z(B)A|Z(B)] zyklisch ist, so ist damit die Nilpotenz der
endlichen Gruppe B/Z(B) dargetan. Also ist B/Z(B) eine Gruppe endlicher
Klasse; und dies ergibt natiirlich, daBl B selbst eine Gruppe endlicher
Klasse ist.

Ist z ein Element aus {a%} und ¢ ein Element aus G, so ist {z, g} als Unter-
gruppe von {a%, g} eine Gruppe endlicher Klasse. Anwendung von (C. 1) ergibt,
daBl {a} von endlicher Klasse in ¢/ ist. Damit haben wir folgendes gezeigt:

Spannt das rechts-engelsche Element ¢ in ¢ einen endlichen und auflésbaren
Normalteiler {a%} von ¢ auf, so ist {¢%} von endlicher Klasse in G

D. Durch Spezialisieren von Bagr[3], S.325, Hauptsatz 3 erhdlt man
leicht das folgende Resultat:

{D. 1) Der auflésbare und Noethersche Normalteiler N der Gruppe G ist
dann und nur dann von endlicher Klasse in ¢, wenn fir jeden in N enthaltenen
Normalteiler X mit endlicher Faktorgruppe N/X der Normalteiler N/X von
endlicher Klasse in (/X ist.

Es sei nun g ein rechts-engelsches Element der Gruppe @ derart, dal der
von g aufgespannte Normalteiler N = {a9} von § auflésbar und Noethersch ist.
Ist X ein in NV enthaltener Normalteiler von G, dessen Faktorgruppe N/X
endlich ist, so ist N/X ein auflosbarer und endlicher Normalteiler von G,
der von den zu Xa konjugierten Elementen erzeugt wird. Xa ist rechts-
engelsch in G/X. Aus dem Resultat des Abschnitts ¢ folgt dann, dafl N/X
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von endlicher Klasse in G/X ist. Wir wenden den Satz (D. 1) an und sehen,
daB N = {a%} selbst von endlicher Klasse in G ist.

E. Beweis von Satz N: Sei also G eine von ihren engelschen Elementen
erzeugte Noethersche Gruppe. Wire ¢ nicht von endlicher Klasse, so giibe es
einen maximalen Normalteiler W, dessen Faktorgruppe H = G/W nicht von
endlicher Klasse ist. Diese Gruppe H hat dann offenbar die folgenden Eigen-
schaften:

(E. 1) H wird von seinen engelschen Elementen erzeugt.

(E. 2) H ist Noethersch.

(E. 3) Jedes echte homomorphe Bild von H ist von endlicher Klasse,
wahrend H selbst nicht von endlicher Klasse ist.

Wire der Normalteiler X == 1 von H auflosbar, so wire die Noethersche
Gruppe eine Erweiterung der aufldsbaren Gruppe X durch die nach (E. 3)
ebenfalls auflosbare Gruppe H/X. Also wire H selbst auflosbar. Aus (E. 1),
{E: 2) und Satz A folgte dann aber, daf} die auflosbare Gruppe H von endlicher
Klasse ist. Dies widerspricht (E. 3). Also gilt:

(E. 4) 1 ist der einzige auflosbare Normalteiler von H.

Ist U eine Untergruppe von H, so sei B (U) die Gesamtheit der in U ent-
haltenen engelschen Elemente aus H; es genifigt also nicht fiir ein Element
aus B (U), daB es engelsch in U sei. Ist die Untergruppe U von H eine Gruppe
endlicher Klasse und U = {E(U)}, so wollen wir U als E-Untergruppe von H
bezeichnen. Natiirlich ist 1 eine E-Untergruppe von H. Da H eine Noether-
sche Gruppe ist, die von ihren engelschen Elementen erzeugt wird, ohne von
endlicher Klasse zu sein, so liegt jedes engelsche Element aus H in einer
maximalen E-Untergruppe von H; und es folgt aus (E.4), dafl von 1 ver-
schiedene E-Untergruppen, insbesondere also alle maximalen E-Untergruppen
von H, sicher nicht Normalteiler von H sind.

(E.5) Sind X und Y zwei verschiedene E-Untergruppen von H und ist
X < Y, so enthiilt der Normalisator von X ein nicht in X enthaltenes Element
aus B (Y).

Um dies einzusehen, erinnern wir zundchst daran, dal Y eine Gruppe
endlicher Klasse ist und daB jede Untergruppe einer Gruppe endlicher Klasse
von ihrem Normalisator verschieden ist. Da weiter Y als Untergruppe von H
Noethersch ist, so gibt es also eine endliche Untergruppenkette K; mit fol-
genden Eigenschaften: '

X = K,, K, ist ein Normalteiler von K; ., K, = Y .
Aus {B(X)} = X < ¥ = {E(Y)} folgt natiirlich auch E(X) < E(Y). Also gibt
es eine nicht negative ganze Zahl k < n derart, daB
E(X)=E(K;) < E(Kyi+y) .
Ist z ein Element aus K, ,, so liegt « im Normalisator von K, woraus sofort
T 1E(X)x= 2 E(K,) x = E(K,)= E(X)
folgt; und hieraus ergibt sich dann auch X &= X. Wihlen wir fir «

irgendein nicht in B(X) enthaltenes Element aus E (K, ;) = E(Y), so haben
wir den Beweis von (E. 5) erbracht.
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(E. 6) Sind X und ¥ zwei E-Untergruppen von H, so gilt
EX)NE(Y)=EXNY).

Ein Beweis dieser einfachen Formel eriibrigt sich.

(E. 7) Der Durchschnitt verschiedener maximaler E-Untergruppen von H
enthilt kein von 1 verschiedenes engelsches Element aus H.

Wire dies nicht wahr, so gibe es ein Paar U,V maximaler E-Unter-
gruppen von H derart, da U = V, die Untergruppe D= {E (U n ¥)}
von 1 verschieden und maximal unter allen diesen K-Untergruppen ist.
Als von 1 verschiedene E-Untergruppe von H ist D, wie schon bemerkt, kein
Normalteiler von H. Ist weiter X irgendeine E-Untergruppe von H derart, dafl
E(UN V)< E(Un X)ist, so liegt X in einer maximalen E-Untergruppe 7 von
H, da ja H Noethersch ist. Dann ist aber auch E(UNn V)< E(UNT)
und D < {E (U T)}; und aus der Maximalitdt von D folgt U = T, so daf
X = U ist. Entsprechend enthidlt V jede E-Untergruppe R derart, daB
E{UNYV)< E(VnR)ist.

Den Normalisator von D in H wollen wir mit D* bezeichnen; und
D*< H, da ja D kein Normalteiler von H ist. Da D < U ist, so folgt aus
(E.5), dal E(UN V)< D*E(U) ist. Wir setzen U*= {D* N E{(U)}. Dann
ist natirlich auch D < U*. — Ebenso ist E(UNV)< D¥*nE(V) und
D< V*= {D*NE(V)}; und U* und V* liegen beide in D*,

Wire nun V* im Normalisator von U* enthalten, so wire U* V* eine
Untergruppe von D*, die von engelschen Elementen aus H erzeugt wird, da
dasselbe von D* und V* gilt. Weiter ist U* '* eine Erweiterung der Gruppe U*
von endlicher Klasse durch die Gruppe U* V*/U*, die als homomorphes Bild
von V* ebenfalls von endlicher Klagse ist — man erinnere sich daran, da U
und V ja als £-Untergruppen von endlicher Klasse sind. Es folgt, dali U* V*
eine auflosbare und Noethersche Gruppe ist, die von ihren engelschen Ele-
menten erzeugt wird; und eine solche ist wegen Satz A von endlicher Klasse.
Dann ist U* V* also sogar eine E-Untergruppe von H. Da

E(Un V)< E(U*V*)~ E(U)

ist, so ist U*V*< U nach einer fritheren Bemerkung. Ebenso sieht man
aber auch U V*< V ein, so daBB U¥V*< U V und also

E(UAV)<E(U*V*) < E(UAV)

ist. Dies ist unmoglich. Also ist V* nicht im Normalisator von U* enthalten;
und ebenso sieht man ein, dafl U* nicht im Normalisator von V* liegt.

Es gibt also in D* N E (V) ein Element v, das nicht im Normalisator von U*
liegt ; und ebenso gibt es ein Element u in D* N E (U), das nicht im Normalisator
von V* liegt. Insbesondere liegt also weder % noch » in E(U N V).

Wiire die 1 nicht in der Folge der w(¥ c v enthalten, so wiire  nicht links.-
engelsch und v nicht rechts-engelsch; und wire die 1 auch in der Folge der
¥ oy nicht enthalten, so wiire u nicht rechts-engelsch und v nicht links-
engelsch. Da aber » und v beides engelsche Elemente sind, so mufl die 1 in

Math. Ann. 133 18
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wenigstens einer der beiden Folgen enthaiten sein; und wir kénnen o0.B.d. A.
annehmen, daB die 1 in der Folge der w(¥ o v vorkommt.

Da 4 ov = v nicht im Normalisator von U* liegt und die 1 in der Folge
der @ ov vorkommt, so gibt es eine nicht negative ganze Zahl r derart, daB
#ov = { nicht im Normalisator von U#* liegt, wihrend wof = u+Pov im
Normalisator von U* liegt. Da u zu U* gehort, so gehort auch w(uoi) = 1 ut
zum Normalisator von U*. Mit » und v liegen auch alle u®@ov in D*. Also ist
{U*, t71ut} eine Untergruppe von D* und eine zyklische Erweiterung von U*.
Es folgt, da {U*, t*ut} eine Noethersche und auflésbare Gruppe ist, die von
ihren engelschen Elementen erzeugt wird; und als solche ist {U*, t2ut} nach
Satz A sogar von endlicher Klasse und also eine E-Untergruppe von H. Wir
haben oben gezeigt, daB jede E{(Un V)< E(Un X) erfiillende E-Unter-
gruppe X in U enthalten ist. Aus E(Un V)< E(U*) folgt aber, daB
{U*, ¢-1ut} eine solche E-Untergruppe von H ist und daf also ¢t ebenfalls in
U liegt. Da aber t~1uf in D* liegt, so liegt dieses Element sogarin U*. Da ¢ im
Normalisator von D und E(Un V) liegt, so enthilt der Durchschnitt
U* ~¢1U*t sowohl BE(U ~ V) wie auch das nicht zu E(U V) gehorige
Element t-1ut. Alsoist ¢-1 U*¢ ebenfalls eine E(U N V) < E(U N X) erfiillende
E-Untergruppe X von H, woraus wir wieder -1 U*¢{ < U folgern kénnen. Da ¢
in D* liegt und U*= {D* " E(U)} ist, go folgt hieraus zunéchst (1 U*¢ < U*
und dann natirlich auch U*= t1U*f, so dafl ¢ im Normalisator von U¥*
liegt im Widerspruch zu unserer Wahl von [ und] f. Unsere Annahme, daf
(E. 7) falsch sei, hat uns also zu einem Widerspruch gefiithrt, aus dem die
Giiltigkeit von (E. 7) folgt.

Da, H nicht von endlicher Klasse ist, aber von seinen engelschen Elementen
erzeugt wird, so enthilt H ein engelsches Element @ < 1; und da H Noethersch
ist, so liegt @ in einer maximalen E.Untergruppe 4 von H. Wiren alle zu a
in H konjugierten Elemente in 4 enthalten, so wire {a#} als Untergruppe von A
ein von 1 verschiedener auflésbarer Normalteiler von H, was (E. 4) wider-
spricht. Also gibt es ein zu a konjugiertes Element b in H, das nicht in 4
liegt. Lige b im Normalisator von A4, so wire {4, b} als zyklische Erweiterung
von A sicher Noethersch, auflésbar, von engelschen Elementen aus H erzeugt,
da ja b mit a engelsch ist. Anwendung von Satz A ergibe, daB die echte
Obergruppe {4, b} von A4 ebenfalls eine £-Untergruppe von H wire, was der
Maximalitdt von 4 widerspriache. Folglich liegt b sicher nicht im Normalisator
von 4.

Ist @ nicht links-engelsch, so ist @ und das zu a in H konjugierte Element &
rechts-engelsch. Also ist die 1 in der Folge a® ob sicherlich enthalten. Da
a'®0b = b nicht im Normalisator von 4 legt, so gibt es eine ganze Zahl
¢ = 0 derart, daB} a'90b= d nicht im Normalisator von A liegh, wihrend
aod = a®*Pob dem Normalisator von 4 angehort. Der Normalisator von 4
enthélt mit ¢ und aod auch d*ad. Da 4 eine E-Untergruppe von H ist,
so ist die zyklische Erweiterung {4, d-lad} von A sicher eine auflosbare,
Noethersche, von engelschen Elementen (aus H) erzeugte Gruppe, die nach
Satz A von endlicher Klasse und also eine E-Untergruppe von H ist. Aus der



Engelsche Elemente Noetherscher Gruppen 267

Maximalitdt von 4 folgt dann, dafl d-ad zu 4 gehért. Da aber d nicht im
Normalisator von 4 liegt, so ist 4 &= d-* 4 d; und der Durchschnitt 4 ~d—14d
dieser maximalen F-Untergruppen von H enthilt im Widerspruch zu (E. 7) das
engelsche Element d2ad + 1. Aus diesem Widerspruch folgt die Unméglich-
keit unserer Annahme der Falschheit von Satz N; und damit ist der Beweis
von Satz N voll erbracht.

F. Esist klar, dafi Satz L ein Spezialfall des ad E bewiesenen Satzes N ist.
Sei nun @ ein rechts-engelsches Element aus G und {a%} ein Noetherscher
Normalteiler von . Dann ist {a%} eine von engelschen Elementen erzeugte
Noethersche Gruppe; und eine solche ist nach Satz 1 von endlicher Klasse.
Da also {a%} Noethersch und auflésbar ist, so kénnen wir aus D erschlieBen,
daB der Normalteiler {a“} von endlicher Klasse in ¢ ist. Damit ist auch der
Beweis von Satz R voll erbracht.

G. Die Resultate von Abschnitt A sind nicht als Spezialfiille in den Sitzen
enthalten, die wir in der Einleibung aufgezihlt haben. Wir wollen deshalb
eine Gruppenklasse einfithren, die es gestattet, umfassendere Séitze aus den
schon gewonnenen Resultaten herzuleiten.

(A-N) Jedes nicht-Noethersche homomorphe Bild von G besitzt einen von 1
verschiedenen abelschen Normalteiler.

Gruppen mit der Eigenschaft (A-N) werden wir als A-N-Gruppen be-
zeichnen. Ks ist klar, daB3 sowohl Noethersche wie auch auflosbare Gruppen
A-N-Gruppen sind. Mit dem Begriff der A-N-Gruppen verwandt ist der
der fast-auflésbaren Gruppen (siche etwa BAEr[5]). Es ist unbekannt, ob
diese beiden Begriffe sich unterscheiden, da es ja noch unentschieden ist, ob
alle Noetherschen Gruppen fast-auflésbar sind.

Satz A-N: Endlich erzeugbare, von ihren engelschen Elementen erzeugte
A-N-Gruppen sind Noethersch und von endlicher Klasse.

Beweis: Es sei ( eine endlich erzeugbare A-N-Gruppe, die von ihren engel.
schen Elementen erzeugt wird. Wére ¢ nicht Noethersch und von endlicher
Klasse, so wiire (f nicht von endlicher Klasse, da ja endlich erzeugbare Gruppen
endlicher Klasse Noethersch sind. Aus Hilfssatz 2 folgt dann die Existenz
eines Normalteilers M von G derart, daB G/M nicht von endlicher Klasse ist,
wihrend jedes echte homomorphe Bild von GYM von endlicher Klasse ist.
Nach Satz N sind Noethersche Gruppen, die von ihren engelschen Elementen
erzeugt werden, von endlicher Klasse. Da aber G/M mit G von seinen engel-
schen Elementen erzeugt wird, so ist G/M auch nicht Noethersch. Da & eine
A-N-Gruppe ist, so existiert ein abelscher Normalteiler A/M == 1 von G/ M.
Da G4 ein echtes homomorphes Bild von G/M ist, so ist G/A von endlicher
Klasse und also G/M auflésbar. Nach Satz A sind aber endlich erzeugbare,
auflosbare Gruppen, die von ihren engelschen Elementen erzeugt werden,
Noethersch und von endlicher Klasse. Da schlieBlich GYM mit G endlich
erzeugbar ist und von seinen engelschen Elementen erzeugt wird, so ergibt
sich, dall G/M Noethersch und von endlicher Klasse ist, ein Widerspruch, aus
dem unser Satz folgt.

18*
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Satz L: Ist {a®} eine A-N-Gruppe, Satz R": Ist {a¥} eine A-N-Gruppe,
so it a dann und nur damn links- so ist a dann und nur demn rechis-
engelsch, wenn {a, acwz} fiir jedes x engelsch, wenn {a, x} fir jedes x aus G
aus G von endlicher Klasse ist. von endlicher Klasse ist.

Beweis: Das Hinreichen der in diesen beiden Sdtzen ausgesprochenen
Bedingungen liegt auf der Hand.

Sei zuniichst a ein links-engelsches Element aus (. Ist dann z irgendein
Element aus @, so ist {a, a0 z} = {a, ez} eine endlich erzeugbare, von
ihren links-engelschen Elementen erzeugte Untergruppe der A-N-Gruppe {a%}
und also selbst eine A.-N-Gruppe. Anwendung des Satzes A-N zeigt, daB
{a, a © x} Noethersch und von endlicher Klasse ist, womit Satz L' bewiesen ist.

Sei zweitens a ein rechts-engelsches Element aus ¢ und « irgendein Element
aus G. Sei X die von allen Elementen z(¥o0a erzeugte Untergruppe von
{a, x}. Da a rechts-engelsch. ist, so ist die 1 in der Folge der (¥ o g enthalten,
so dafB also insbesondere X endlich erzeugbar ist. Man iiberzeugt sich weiter
davon, daB jeder a enthaltende Normalteiler von {a, x} auch X enthilt. Aus

rl(xDoa) &= (Doa) (z(*+Vog)t
folgt sofort x 1. X« = X. Weiter bemerken wir, dafl
x(zPoq) xl= (x¥oa) [z(z¢+*Voa) 1]

ist. Da a rechts-engelsch ist, so gibt es eine ganze Zahlj derart, dal P oa = 1
ist; und dann gehort natiirlich auch x(#%Woa) ! zu X. Haben wir schon
gezeigt, dafl z(xi+Voq) -1 2u X gehort, so folgt aus obiger Gleichung, daf3
auch z(z(Poa)z-! in X liegt. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich, da8
z Xz 1< X ist, dafl also sogar X = o 1X x ist. Da aber a in X liegt, so sehen
wir, daBl X ein Normalteiler von {a, @} ist. Nach dem frither bemerkten ist
also X der kleinste, a enthaltende Normalteiler von {a, z}. Folglich wird X
von zu ¢ konjugierten Elementen erzeugt. Also ist X als Untergruppe von
{a®} eine A-N-Gruppe, die endlich erzeugbar ist und von ihren rechts-engel-
schen Elementen erzeugt wird. Wir wenden Satz A-N an, um zu zeigen,
dafl X eine Noethersche Gruppe endlicher Klasse ist. Da die Noethersche
Gruppe X der kleinste, das rechts-engelsche Element ¢ enthaltende Normal-
teiler von {a, x} ist, so folgt aus Satz R, daB X von endlicher Klasse in {a, z}
ist. Da ¢ im Normalteiler X von {a, x} liegt, so ist {a, x}/X zyklisch; und da
X in {a, 2} von endlicher Klasse ist, so folgt schlieBlich, daB {a, 2} selbst
von endlicher Klasse ist, g.e.d.

Folgerung A-N: Ist {a%} eine A-N-Gruppe und a rechts-engelsch in G, so
28t a auch links-engelsch in G.

Dies folgt sofort durch Vergleich der Sitze L' und R".

H. Wir wollen zum Schlufl noch auf einige interessante Zusammenhinge
zwischen dem Begriff des engelschen Elements und dem der nachinvarianten
Untergruppe hinweisen. Diesen letzteren Begriff wollen wir in einer Form
benutzen, die etwas allgemeiner ist als H. WIELANDTs urspriingliche Definition.
Zuniichst soll Normalkette der Gruppe G eine jede nicht leere Menge 2 von
Untergruppen von G genannt werden, die die folgenden beiden Eigenschaftenhat
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(N. 1) Ist X & G eine Untergruppe in 2, so gibt es eine Untergruppe Y
in 2 derart, daB X < Y und X ein Normalteiler von Y ist.

{(N. 2) Ist g ein Turm von Untergruppen aus 2, so gehért auch die Ver-
einigung von 6 zu 2.

Hierbei sei unter einem Twrm 0 eine nicht leere Menge von Untergruppen
mit folgender Eigenschaft verstanden: gehdren X und Y zu 8, so ist entweder
X<Yoder Y £ X.

Man iiberzeugt sich leicht, daf @ in jeder Normalkette vorkommt und daf
jede Normalkette X mit irgendeiner Untergruppe X eine wohlgeordnete, X
enthaltende Teilnormalkette enthilt. SchlieBlich sei darauf hingewiesen, daBl
die Bedingung (N. 2} gebraucht wird, um das Maximumprinzip der Mengen-
lehre anzuwenden.

Samtliche Glieder von Normalketten werden als nachinvariante Unter-
gruppen bezeichnet. Natiirlich sind Normalteiler nachinvariante Unter-
gruppen; und jede nachinvariante Untergruppe einer nachinvarianten Unter-
gruppe ist eine nachinvariante Untergruppe.

Glieder endlicher Normalketten heiflen auch nachinvariante Untergruppen
von endlichem Index; und dieser letzte Begriff deckt sich genau mit dem
Wielandtschen Begriff. Es ist klar, dal eine jede nachinvariante Untergruppe
einer Noetherschen Gruppe auch von endlichem Index ist.

Lemma L: Ist {a} fiir jedes « aus @ Lemma R: Ist {x} fir jedes x aus G
eine nachinvariante Untergruppe von  eine nachinvariante Unfergruppe von
{a,z}, so ist a ein links-engelsches {a, x}, so ist a ein rechis-engelsches
Element von G. Element von G.

Beweis von Lemma L: Wire etwa {a} eine nachinvariante Untergruppe
von {a, z}, obwohl keines der Elemente a{¥ 0 x = 1 ist, so lige auch keines der
Elemente a(? o 2 in {a}. Es gibt eine Normalkette 2 von {a, }, die {a} enthilt;
und wegen (N. 2) gibt es in X eine maximale, ¢ enthaltende Untergruppe M,
die keines der a(? o x enthilt. Dann ist M < {a, z}; und es gibt wegen (N. 1)
eine Untergruppe N in X, die M als echten Normalteiler enthélt. Wegen der
Maximalitit von M enthilt N eines der a® o z; und da @ in M Hegt und M
ein Normalteiler von N ist, so legt auch aofaPoz]=a%+Vox in M. Aus
diesem Widerspruch folgt Lemma L.

Der ganz éhnliche Beweis von Lemma R sei dem Leser iberlassen.

Das Interesse dieser beiden einfachen Lemmata beruht auf der Sehwiiche
der dort angegebenen Bedingungen, die dafiir hinreichen, dal ein Element
engelsch ist.

Zusatz L':  Ist {a®} Noethersch, so Zusatz R': Ist {a®} Noethersch, so
it a dann und nur dann ein links- ist @ dann und nur dann ein rechis-
engelsches Element von G, wenn {a} fiir  engelsches Element von G, wenn {z}
jedes x aus G eine nackinvariante fiir jedes x aus @ eine nachinvariante
Untergruppe von {a, x} ist. Untergruppe von {a, } ist.
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Die Beweise dieser Zusitze ergeben sich sofort aus den obigen Lemmata L
und R in Verbindung mit den Sétzen L” und R".
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