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CALCUL DE GRANDES G~ODI~SIQUES SUR 
L'ELLIPSOIDE 

PROCEDI~S DE Rt~SOLUTION PAR L ' I N T E R M I ~ D I A I R E  
D ' U N E  SPHI~RE A U X I L I A I R E  

H. M. DUFOUR 
Institut Gfiographique National, 114 Avenue Kleber, Paris, France 

AVER TISSEMENT 
L'article ci-dessous reproduit un certain nombre de chapitres r~dig~s 
sp~cialement pour diffusion au Congr~s de Toronto. D~s lors, quelques 
modifications importantes aux m~thodes de travail ont 6t~ mises au point 
(en particulier dans les m~thodes de rfisolution du probl6me sph~rique). 
II nous a paru bon malgr~ tout de conserver ~ peu pr6s totalement la 
r~daction initiale, nous r~servant de proposer des m~thodes de travail 
d~finitives dans un document compl~mentaire (chapitre X) qui fera l 'objet 
d 'une diffusion ultfirieure: seul un r~sumfi succint de ce Chapitre est 
fourni ~ la fin de l'article. 

Nous nous excusons de certaines notations pas tr6s heureuses, non con- 
formes aux normes internationales. Pour des raisons pratiques (en par- 
ticulier, existence d'imprim~s qu'on utilise ~ chaque instant), nous avons 
conserv~ des notations traditionnelles au Bureau de Calculs de la G~od~sie. 
Parfois une notation venant du calcul sph6rique change de nora dans le 
calcul des termes correctifs Ellipso~de~Sph~re. Sauf exception, les 
anomalies apparentes peuvent ~tre facilement interprfitfies. Nous indiquerons 
plus sp~cialement les cas 06 une confusion risque d'etre possible.* 

Nous nous proposons, dans une suite d'exposfis, de presenter les id6es 
g~n~rales de rfisolution des deux probl~mes fondamentaux des grandes 
G~od~siques (probl6mes inverse et direct), par les m~thodes qui ont recours 
~k une sph6re auxiliaire. 

Beaucoup des r6sultats exposfis ne sont pas nouveaux. De nombreux 
d~veloppements connus ne sont pas reproduits ici, parce que pratiquement 
il a ~t~ jugd possible de s'en passer . . . .  Cette presentation vise surtout: 

Probl~me Inverse 
1--A donner les idles fondamentales des m~thodes de calcul utilisables (I). 
2 - - A  exposer plus particuli~rement la m~thode par la sphere paramgtrique, 

seule m6thode pouvant atteindre Ie r6sultat en toute r igueur . . .  (II). 
3 - - A  exposer, plus ou moins rapidement, les m6thodes utilisant d'autres 

spheres auxiliaires : 
Sph6re conforme (III).  
Sphere de courbure (IV). 
Sphere circonscrite au parallble de latitude moyenne (V). 
Sphere des Normales (VI). 

* Nous signalons en outre que tousles calculs sont effectu~s dans le syst~me centesimal-Par 
suite, dans tout le texte: 

a veut dire: grade 
" veut dire: seconde cent~simale 

Par exemple: 127 a 5827" 6193 veut dire: 127 grades+ 5827, 6193 secondes cent6simales 
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4--A exposer les diffdrentes mdthodes de r6solution du triangle sphdrique 
(VII). 

5 - -A traiter les mdthodes de r6solution par calcul dlectronique: indications 
dans les diffdrents chapitres. L'expos6 complet doit 6tre fait plut6t 
dans un exposd spdcial traitant les mdthodes de calcul dlectronique en 
G6oddsie. 

6---A un essai de composition d'imprimds complets, correspondant aux 
diffdrents besoins (longueur prdcision), et faisant un choix dans les 
mdthodes exposdes (VIII).  

Problkme Direct 

7--Rdsolution du probl~me direct (IX). 

8--Compl6ments: Amdlioration des Techniques de Calcul-v-Choix de 
mdthodes (X). 

I I ~ L E M E N T S  G F f N E R A U X  D E  R t ~ S O L U T I O N  
I~NONCI~ DES PROBLI~MES FONDAMENTAUX 

Les deux probl6mes principaux envisagds sont les suivants, dnoncds pour le 
cas de l'Ellipsoi'de de r6volution: 

Probl~me inverse: 
Donndes: latitude et longitude de A et B. 
Inconnues: longueur de la g6od6sique AB, azimuts direct et inverse. 

Probl~me direct: 
Donn&s: latitude et longitude de A, azimut de Avers B, longueur AB. 
Inconnues: latitude et longitude de B, azimut inverse. 

N O T A T I O N S  
P 

[Longitude 3"IA 
A JLatitude La 

ILongitude ~IB 
B 1Latitude L~ 

On prendra conoentionnellement dam 
le calcul : 

B ~ l'Est de A 

(sauf calculs glectroniques) 

Fig. 1 

La gdoddsique AB prolongfie coupe l'6quateur en E. L'azimut Z au 
point courant Q est comptd dans le sens qui fait passer le m6ridien QP ~ la 
g6oddsique, orientde vers l'Est. 

On a ainsi ZE (Equateur) ZA Zs.  

Longueur A B  = AS. 
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Nous parlons d6sormais uniquement du probl~me inverse, le probl~me 
direct fera l 'objet du sect. IX.  

PROBL~;ME INVERSE:  MI~THODES GI~NI~RALES DE CALCUL 
En r~gle tr~s gdngrale, toutes les mfithodes connues consistent ~ faire une 
reprdsentation de l'ellipsoide sur une autre surface: 

Sur le plan: en gfin~ral, on adoptera une projection conforme: Mercator,  
Lambert ,  St~rfiographique, U.T.M.,  etc . . . .  On fera ensuite des 
corrections de dv et d'fichelle. Nous ne reparlerons pas ici de ces 
mdthodes, qui peuvent ~tre fort int~ressantes, mais dont l'int~r~t est 
limit6 pour les longues g~od~siques: 

- - p a r  le fair que les corrections deviennent rapidement trop laborieuses 
calculer; 

- - p a r  la difficult~ de rester sur une projection unique (voir Sect. V I I I ) .  

Sur la sphere: cette reprfisentation a pour elle l 'avantage de permettre 
une repr6sentation trfis fitendue. Les ~lfiments initiaux: latitudes, 
longitudes, longueur, angles, ne peuvent pas fitre tous conservfis; il y 
aura done des corrections pour calculer les vraies valeurs sur l'ellipsoide. 
La reprfisentation couramment adopt~e est conforme; toutefois, il n~est 

pas interdit de songer ~t des repr6sentations non conformes. 
Nous parlerons plus sp~cialement: 

(1) de la reprdsentation sur la sphere de Jacobi (ou Bessel): mfithode ddj~ 
introduite par  Legendre, reprise ~t I ' I .G.N. par  MM. Levallois et Dupuy 
et trait~e num6riquement, connue aux U.S.A. sous le nom de Sodano's 
method . . . .  

Cette reprdsentation conserve: les azimuts, 
modifie: les latitudes et les longitudes. 

C'est par  ailleurs une representation spficiale, car les 2 surfaces (ellipsoide 
et sphere) ne se correspondent pas point par  point; seules, deux g~od~siques 
se reprdsentent point ~ point, d 'o~ une certaine difficult6 ~t comprendre et 
exposer la m6thode. 

Nous l 'appellerons: m~thode de la sphere paramdtrique. 

(2) la reprdsentation conforme sur la sphkre bitangente gz l'@tateur (ou sphere 
isomfitrique) 

conserve : les longitudes, 
modifie: les latitudes et les azimuts. 

C'est une reprfisentation tr~s claire ~t concevoir, qui a le m6rite de crfier 
une reprfisentation biunivoque de l'ellipsoide et de la sphere; elle a fitfi 
fort fitudifie au Bureau Technique et les proc6dfis utilisables vont ~tre large- 
ment  diffus~s ci-dessous. 

Nous l 'appellerons: mfithode de la sphere conforrne. 

(3) la reprdsentation sur la sphere de courbure en un point L o 

modifie : latitudes, longitudes, 
mais conserve: azimuts et longueurs dans une bande parall~le ~ la latitude 

L0 et d'extension variable suivant la prficision d~sirfie. 
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Cette mfithode n 'aborde  le calcul sphdrique proprement  dit qu'apr~s des 
corrections prdliminaires plus ou moins laborieuses; par contre, le calcuI 
sph~rique n'exige pas de corrections compldmentaires (ou tr~s faibles . . .) 

(4) la mgthode sur la sphere circonscrite au parall~le de latitude moyenne (pour 
m~moire). 

(5) la reprgsentation sur la sphere de Gauss 
conserve : latitudes et longitudes, 
modifie: les azimuts. 

C'est une representation non conforme. Les corrections d ' az imut  doivent 
tenir compte : 

- - ~ e  la correction de non conformitY, 

- - d e  la correction de dv. 

Elle ne semble pas avoir ~t~ dtudide de fa~on systfimatique; elle a 
l 'avantage de rejeter les corrections en fin de calcul, off elles pourra ient  
~tre plus ou moins dfiveloppfies suivant la prficision demandfie. 

Pour le calcul uniquement  des longueurs, une valeur tr~s correctement  
approchfie peut ~tre obtenue en prenant  une moyenne pond~rde entre les 
valeurs obtenues en reportant  la g~od~sique sur le mfiridien et sur l '~quateur 
respectivement (m~thode de M. Dupuy) .  

Remarques Gdn~rales sur les Calculs 
A - - T o u s  les procfidfis conduisent 5. faire des integrations, sur une sphere 

image, de termes correctifs; plusieurs remarques 5. propos de ces 
int6grations: 
(1 ~ O n  peut  r~aliser une intdgration 'rigoureuse' le long de la ligne 

consid~r~e, prenant  pour a rgument  oJ, ~longation, et expr imant  
tousles  termes en fonction de cette grandeur.  

Ce procfid~ conduit  presque toujours 5. des ddveloppements en 
fonction des puissances de e * (ou e '2)--carr~ de l'excentricitfi de 
l'ellipsoide---et 5. des intfigrales de Wallis: 

f ; sin2n co d~ 

qu 'on  peut calculer en passant aux angles multiples . . . mais 
qu'i l  est parfois bien plus intfiressant de calculer 5. partir  de 
tables . . . .  
ou une intdgration par points: le procfid~ le plus simple et le plus 
efficace ~tant en g~nfiral la m~thode des 3 niveaux . . . .  

(2 ~ La ligne d ' int~gration peut fitre une image rigoureuse de la ligne 
gfiodfisique, ou simplement approch~e; ce n'est que dans le 
premier cas qu ' on  obtiendra un procfid~ de prficision extr~:mement 
fine et seule la mdthode de la latitude paramdtrique est dans c e c a s .  
Dans tous les autres proc~dfis, on se heurte 5. une correction de ligne 
d'intggration qu'il  est pra t iquement  impossible d'fivaluer exacte- 
ment  . . . .  

B - - D u  point  de rue  pratique, il existe une forte difffirence entre les calculs 
en grades et les calculs en degrds, ces derniers, s'ils sont utilis~s 
systfimatiquement, conduisant ~ perdre une grosse partie du b~nfifice 
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des mEthodes qui vont  6tre exposEes ci-apr~s . . . .  Comme beaucoup  
de donnEes sont fournies en degrds initialement, on ne saurait  t rop 
encourager  les calculateurs /~ travailler en grades au milieu des calculs, 
en n'util isant les documents  en degrEs qu ' au  debut  du calcul (ou 
Eventuellement en fin de calcul, pour  extraire les azimuts). 

Notre expose suppose des donnEes fournies en grades. I1 appar t ient  
chacun de transposer les r6sultats selon son probl~me particulier . . . .  

I I - - C A L C U L  D E  G R A N D E S  Gt2ODI~SIQUES 

PAR REPRE, S E N T A T I O N  S U R  LA S P H E R E  P A R A M E T R I Q U E  

p p" 

Z B' , B" 

.. -d~ (a) ~ a" (b) 
I /  

A Ellipso]de objet A" 
Sphere image 

Fig. 2(a) Fig. 2(b) 

Cette representation repose sur l 'dquation de Clairaut, valable pour  
toute g6odEsique des surfaces de revolution: 

r sin Z = Cte 

r : distance du point courant  Q de la gEodEsique ~ l 'axe de revolution. 
Z : azimut  de ce m~me point courant.  

De cette relation, il r6sulte qu 'on  peut  faire correspondre point  par  
point  2 gEodEsiques sur 2 surfaces de rfivolution, de telle far que:  pIr= r 

g = Z '  (k ---- constante arbitraire) 

La  premiere relation dEfinit la correspondance des latitudes; naturelle- 
ment,  les longitudes n 'on t  aucune raison d'fitre respectEes, en gEnEral. 
Par ailleurs, cette correspondance est valable pour  2 lignes gdod6siques, 
mais ne d6finit nullement une representation point par  point de la 1Ere 
surface sur la deuxi~me. 

CAS DE L ' E L L I P S O I D E  DE R A Y O N  t ~ Q U A T O R I A L  a 
Nous allons representer ses lignes gEodEsiques sur la sphere de rayon 1, 

en faisant correspondre les grands cercies Equatoriaux, ce qui est rEalisE 
par  les formules:  
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l '6quateur  a 
en un point  quelconque r 

soit N cos L 

Cette relation d6finit la latitude ~0; 

Fig.  3 

Sphere 

= a .  1 

a . r '  

a . COS 

(L = Lat i tude ellipsoide) 
(9 = Lat i tude sur la sph&re) 

cette latitude est obtenue en fait par  
affinit6 de rappor t  a/b ~ partir  de l 'ellipsoide: (latitude param6tr ique) .  

C A L C U L  D E  G R A N D E S  G I ~ O D I ~ S I Q U E S  

b 
tg  ~v = a tg  L 

C O R R E S P O N D A N C E  D E  D E U X [ t ~ L I ~ M E N T S  I N F I N I T E S I M A U X  

On passe de Q Q :  ~ Q'Q'x en exploitant les formules suivantes: 

Ellipsoi'de 

p d L  = dscos Z 

r d M  = ds sin Z 

On  tire de ces relations: 

Sphere 

d~o = do~ cos Z 

cos q~ dL1/l' = da, sin Z 

e t a  cos~p = r 

ds _ p dL r d M  a dil4 

doJ dq~ cos q~ d M '  d M '  

p d L  1 
La quanti t6 ~ est une fonction de la latitude, et est ~gale ~ --~ 

( V =  ~/1 + e'~ cos~L) 

I1 vient donc finalement les formules tr6s simples: 

a do~ ~ V ds 

&~l' ~- V d M  
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Conduite du calcul 
La difficult6 essentielle est de connaltre AM', 616ment inconnu de l ' image 

sphdrique; le calcul peut s'effectuer: 
- -soi t  par intfgration de AM'  = ~AB V dM--int6gration approch6e--mals  

pratiquement suffisante dans de nombreux cas 
- -soi t  par int6gration rigoureuse le long de la ligne image approchde, en 

pr~cisant cette ligne par approximations successives . . . .  

M I ~ T H O D E S  D ' I N T I ~ G R A T I O N S  P A R  P O I N T S  

t a doa = V ds 
dM" = V dM 

(1) Intdgrale de la longitude 
La quantit6 V 6tant lentement variable et proche de 1, peut ~tr6 int6gr6e 

avec une excellente approximation le long d 'une ligne approchfe;  on 
prend naturellement une int6gration sur la sph6re de Gauss (ou sph6re 
des normales). 

Premiere approximation 
VA + V8 

A M ' _  
2 

ou AM'  = V~ A M  

- - A M  

Cette m6thode reste prat iquement valable, ~t la precision du mm, jusqu'~t 
50 km. Elle peut fitre utilisdejusqu'~ 150 km avec une prficision du dm. 

Deuxi~me approximation 
(a) Termes correctifs 

OU 

AM'  : V 1 A M  

VA + VI~ 
V:-- 2 

V1 = V,,, -- ~'1 

41 

Des m6thodes d'int6gration num6rique sur lesquelles il est im- 
possible de s 'f tendre ici conduisent aux r6sultats suivants: 

e ' 2 [ A L 2 ( 1 - - 2 c o s 2 L m )  + A M  zsin22Lm] 10 -8 
,1 = ~ - - - - 7 -  

, e'2 [ ( c~ 2 Lm) A M  2 sin' 2 Lm] 
~I : - ~  AL2 1 2 + 10-s 

Ces termes correctifs sont relativement simples ~t mettre en tables 
(ou abaques): par des tables simples ~ lecture directe, on peut 
ainsi pousser la pr6cision du m m  jusqu'~t 200 km environ. 
Le calcul pr6cis de ces termes permet de pousser la pr6cision du 
cm jusqu'~ 700-800 km environ; mais ce calcul est assez lourd et 
sujet ~ erreurs . . . .  
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(b) Formule des trois niveaux 
Elle donne un rdsultat ldg~rement supdrieur aux prdcddentes, avec 
un calcul plus clair: 

VA-q- V B +  4VM 
AM'  = V1 A M  avec V1 = 

6 

M dtant le point milieu des longitudes, qui est fourni par  la formule: 

t g L M = t g L a + t g L B  
2 cos AM[2 

Remarque: On peut songer b. trouver ce point milieu par graphique 
sur une carte; pratiquement,  ce procddd est d~cevant, car l 'erreur 
graphique ddtruit tr~s rapidement le suppldment de .prdcision 
apport6 par  la formule des trois niveaux. 

Int(grations plus poussdes: Nous en sommes tr~s peu partisans, car on se 
heurte simultandment ~t l 'erreur de courbe d'intdgration, et la formute 
complete est tr~s lourde, sinon inextricable . . . .  

(2) Intdgrale de la longueur 
Le calcul sphdrique dtant supposd effectu~, nous connaissons Aw et par  

suite: 

f A S =  a 
A ' B  t V 

Cette intfigration peut ~tre effectu6e de fa~on rigoureuse (voir ci-dessous), 
mais par  analogie avec ci-dessus, on peut 6crire: 

aAoJ = f Vds = v As 

l f A  Vds V 2 ~tant une appr6ciation de l'int~grale ~ e 

Ici encore, effectuons l'int6gration sur la sphere des normales; on aura la 
m~me gradation dans la pr6cision que pour le calcul de V~: 

Premikre approximation 

Va + VI~ 
V 2  - -  _ _  

2 

o u  - -  

Deuxi~me approximation 
(a) Termes correctifs 

~ + V B  
V 2 - -  - -  E 2 

2 

V 2 ~ V m - -  Ev2 
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avec 

e 2 = AL 2 ( - c o s 2 L m )  + A M  2s in22L  
4 

lO-S 

: - e2 - ~ [  k ~ ]  + AAI 2 sin2 

(b) Formule des trois niveaux 

VA + VB + 4Vs v~= 
6 

S'dtant le point milieu de l'arc dont la latitude est fourn~e par:  

sin LA + sin LB 
sin L, = 

2 cos AS[2a 

calcul qui n~cessite une valeur approchfie de AS 

Remarque: Entre V1 et V2, il existe une relation simple: 

et2 
V 2~- V x + - ~ A L ~ s i n  2Lm 

RI~SULTATS GI~NI~RAUX OBTENUS PAR CES MI~THODES 

Jusqu'a 1000 km 

La pr6cision, excellente pour les courtes g6od6siques, reste pratiquement 
dans tousles cas sup6rieure au ddcim+tre: en consdquence, est tr~s suffisante 
pour toutes les applications pratiques. 

Au-deM de 1000 km 

L'erreur croit assez rapidement avec la distance, et est tr~s variable 
suivant l'orientation de la gfioddsique. Le rfisultat atteint est certainement 
suffisant pratiquement dans de nombreux cas; en tout cas, il peut constituer 
une premiere ~tape vers la solution rigoureuse, par approximations. 

LA MI~THODE R I G O U R E U S E - - P A R  
A P P R O X I M A T I O N S  SUCCESSIVES 

Reprenant les formules rigoureuses diff~rentielles 

adm = Vds 

dM'  = V d M  

on sait que la seule integration rigoureuse ne peut se faire que sur la sphere 
image; or, l 'image sph~rique ndcessite la connaissance de A M ' ;  quantit6 
qui elle-mfime ne peut dtre connue que par intdgration rigoureuse sur 
cette m~me image sph6rique; la solution r6side dans un processus it6ratif. 
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(1) Calcul de AS 

Commen~ons par  l ' int6grale des longueurs, la plus simple: 

a (1 + e '2 sin z 9)-�89 V =  X/1 + e ' 2 c o s  ~ L =  

ce qui perrnet d ' fcr i re :  

AS = b f ( 1  + e'~ sin scp)�89 do~ 

et cornme sin cp = cos ZE sin oJ 

oJ 6tant l'gongation, arc sph6rique compt6 depuis l '6quateur,  
ZE = azimut  de la ligne g60d6sique & l '6quateur,  

AS = b f ~ (1 + e '2 cos 2 ZE sin2 oj)�89 d~o 
.l 'o a 

int6grale elliptique qu 'on  calculera pra t iquement  en ddve10ppant 
rappor t  & e' z: 

AS _ AoJ + cos 2 ZE e'2 f sin 2 co dw = cos 4 ZE e'4 f f  '~ a sin 4 ,o &o 
b 2 d~ 

8 t6 f ~  B 
+ c os6 ZE T ~ j o  a sin~ oJ dw 

En pratique, on posera: 

par  

•fOsin 2 d w = l  2 oJ 
0 

1 f"  
8 J 0  sin4 ~o doJ = 14 

I f  ~ sin6 ~~ d~ = I" o e'~c~ 

(& des coefficients pros qu 'on  pr6cisera plus loin). 
I1 vient ainsi: 

AS 
- -  AoJ + u2AI2 -- u4AI4 + uSAI6 

b 

Le calcul de AS est donc bien accessible . . . rnoyennant  la tabulat ion des 
int6grales de Wallis. 

Remarque sur l'util#ation des Intdgrales de Wall# 
O n  est naturellement tent6 de remplacer les int6grales de Wallis par  leur 

expression analytique cornpl~te, et par  suite, d 'effectuer in extenso le calcul 
des intfgrales, en faisant intervenir A~o, W m =  (wA + wn)/2 e t  leurs lignes 
trigonorn6triques; ce proc6d6 nous paral t  peu intdressant: 

- - formules  moins claires 
- - u  2 et ses puissances vont  se trouver bien moins ddtachds dans le calcul, 

d'ofl complication 
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Les Intdgrales de Wallis interviennent tr6s simplement:  

- - d a n s  le calcul de la longitude 
- - d a n s  le calcul direct des Grandes G~od~siques 
- - d a n s  le calcul des Gfiod~siques par  d 'autres m6thodes 

(2) Calcul de AM' 
O n  s 'at tache plus pr6cisdment au calcul de l '6longation ~ en longi tude:  

= A M ' - - A M =  f (V - -  1) E A'B' V dM' 

do) sin Z dw 
or dM' = --= - -  sin ZE 

cos cp cos2~ 

et par  suite: 

E = V cos2~ sin ZE = 1 - -  ~.]c--~--#s29 sin ZE 

Or,  V s 'exprime en fonction de q~ pa r :  

V =  (1 - - e  2cos 2@-�89 

et par suite: 
1 e 2 8 4 86 

1 V - -  2 c~ ~ + 8 c~ ~ + i-g c~ ~o 

et donc:  

s i n Z E - -  + ~ - c o s  ~ c p + ~ c o s  49  &o 

Tenan t  compte maintenant  que sin 9 ---- sin oJ cos ZE, il vient:  

. f ( f  ,' ,:) r < . + ,  0 sin s - + 8- + ~ d<o - -  3 ~  cos 2 Z ~  s in2 o, do~ 

re~ + i-@ c~ ZE sin4 oJ do~ 

ce qui s'6crit en d6finitive: 

sin Z~ 
- -  ~Ao~ - -  fl cos 2 ZE AI2 + 7 c~ ZE AI4 

cx, fl, Y, constantes fonction de l'ellipsoide seulement. 
I1 est remarquable  de noter que cette intdgrale s 'exprime finalement pa r :  

E 

sin ZE - -  B~ -- B2[u2 AI2] + B4[u4 AI4] 

(Bo, B2, B4: constantes d'ellipsoide) 

donc de faqon trbs simple, une fois les calculs de la longueur effectu6s. 

Remarque 
O n  croit tr6s g6n6ralement que le calcul des longitudes n6cessite l 'usage 

de tables sp&iales pour chaque ellipsoide; la forme ci-dessus atteste clairement  
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qu'il  n ' en  est rien. Le calcul pr6cis des grandes G6odfsiques se signale 
donc en dffinitive par  les caract6ristiques suivantes: 
- -Ut i l i sa t ion  des tables trigonom6triques usuelles et des Intdgrales de WaUis. 
- -Ut i l i sa t ion  de constantes, en nombre  restreint, variables suivant 

l'ellipsoide. 
---Simplicit6 des formules d'int~gration. 

On  notera que les d6veloppements font intervenir la seule grandeur  cos ZE, 
toute puissance (paire) de cette grandeur  6tant associ6e ~ l 'int~grale de 
Wallis de m~me ordre . . . (ce qui tient en fair ~ l 'association initiale 
sin oJ cos ZE = sin 9)- 

R A P I D I T I ~  DE LA C O N V E R G E N C E  DE 
On  a en fait: 

---- sin ZE BoA co + . . . 

e 2 e 4 e e a - -  b 1 

= --  - -  - -  aplatissement #6 300 dans lequel B 0 2- + 8- + 16 a 

Cette particularit6 permet de pr6voir une rapide convergence dans le 
calcul de E: 

Exemple: Paris-Saigon (10 000 km) 

lercalcul : E = 0 e r r e u r s u r ~ e t o J d e 3 0 k m  
2~me calcul: - -  - - d e  100 m environ 
3~me calcul" - -  - - d e  0 m, 30 environ 
4~me calcul: - -  - - d e  1 m m  environ 

En fait, la convergence est encore meilleure et trois approximations 
suffisent dans ce cas particulier. 

F O R M U L E S  ET MI~THODES P R A T I Q U E S  ADOPTI~ES 
L ' impr im6 I .G.N. 2305 B.T. 1953, dont  nous fournissons des exemples, 

permet  de r6soudre ie probl6me en s 'a idant  des deux mfthodes  d ' int6grat ion:  
(1) La mgthode par points donne une solution 
(2) La mdthode par intdgrales de Wallis permet :  

- - d e  v6rifier le rfsultat 
- -6ventuel lement ,  de donner  des 616ments plus prfcis pour  une 

deuxibme approximation;  la ddcision ~ prendre d6pend de la 
concordance obtenue sur la valeur de ~ (par le calcul) compar6e 
~t la pr6cision finale recherchfe. 

Dans la mf thode  (1), on a utilis6: 
- - l a  formule des 3 niveaux pour  le calcul de A M '  
- - l a  formule corrective V, = V 1 + K sin 2 Lm AL 2 pour le calcul de AS. 

Nous avons par  ailleurs dissoci6 enti6rement le probl6me des calculs 
ellipso~de~sph~re et des calculs sur la sph6re: l ' imprim6 I .G.N. 2304 
B.T. 1953 est utilis6 pour le calcul ' sph6rique ', et par  suite restera le m f m e  
pour  toutes les autres m6thodes de calcul des grandes G6od6siques expos6es 
ci-apr6s. La  discussion des meilleures formules de Calcul Sph6rique 
constituera un chapitre s6par6. 

C O N C L U S I O N S  SUR LA MI~THODE DE LA R E P R E S E N T A T I O N  
SUR LA SPHt~RE P A R A M I ~ T R I Q . U E  

On  peut- -se lon plusieurs 6ventualitfs: tables dont  on dispose, extension 
des zones ~ traiter . . . - - a d o p t e r  telle ou telle m6thode pour  le calcul 
des grandes Gdod6siques, mais il nous semble absolument hors de doute que : 
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----La m6thode  de repr6senta t ion p a r  azimuts conservds sur la sph6re p a r a -  
mfitrique dol t  fitre avan t  tout  la mdthode type de rffdrence, qui servira de test 
toutes les autres  m 6 t h o d e s - - e u  ~gard ~ sa prgcision pratiquement totale, 
quelle  que soit la longueur  de la g6od6sique (dans la l imi te  de 
18 000 k m  . . .) et ce, avec des formules numdriques extraordinairement 
simples. 
Cette  m6thode  est aussi la m~thode  la meilleure en calcul dlectronique: 

- - s u r  le matdriel actuel de l 'Institut Gdographique : il est possible de m o n t e r  une  
m~thode de calcul,  encore un  peu longue, mais s imple et ~Mgante, 
app l iquan t  la m~thode dans toute  sa puretd;  chaque passage uti l ise la 
va leur  E du  passage pr~c6dent  (E = 0 au premier  passage) et d~ te rmine  
azimuts,  longueurs,  augmen t  de longitude,  pa r  les formules r igoureuses ;  
on arrfite le calcul  q u a n d  les valeurs de E deviennent  s ta t ionnai res ;  on 
dolt  compte r  en moyenne  3 passages de 30 see chacun* . . . 

- - s u r  un matdriel a programme enregistrable : la m~thode devient  plus fil~gante 
encore, puisque la mach ine  elle-mfime commandera  les i t6rat ions en 
fonction des valeurs  successives de e obtenues;  le p r o g r a m m e  est cer ta ine-  
men t  plus s imple que pour  tout  au t re  proc~d~, pa r  suite de la non correction 
des azimuts, opera t ion  assez lourde  dans toutes les autres  mfithodes que  
nous allons examiner .  

D I S C U S S I O N  D U  P R O B L I ) ; M E  S P H I ~ R I Q U E - -  
L I M I T A T I O N S  P R A T I Q U E S  

Pour  r6soudre le probl~me sph~rique, on se trouve devan t  deux  possi- 
bilitds: 

(1) Calcul  pr6a lab le  de Am, puis des azimuts ;  cette m6thode  semble  
pr6f~rable dans le cas off on veut  faire plusieurs app rox ima t ions ,  
pu i squ 'on  n ' a  pas besoin de pousser j u squ ' aux  aximuts  pour  reven i r  au  
calcul de e, mais :  

- - p r a t i q u e m e n t ,  il sera rare,  grace  au calcul pr6a lable  de e p a r  les 
3 niveaux,  d ' avo i r  besoin de faire une i tdrat ion 

- - c e t t e  m6thode  donne  p r a t i quemen t  de nombreux  d~boires:  
Le calcul  de Am pa r  la formule fondamenta le  

cos Am = sin ~0 A sin 9B + cos 9A COS 9B COS All/i '  

ne convient  plus pour  Am peti t ,  quelles que soient  les tables  aux-  
quelles on au ra  recours . . . . .  

O n  peut  6v idemment  avoir  recours ~t la formule t ransformde:  

Am ~ A M '  
sin S ---if- ----- sin "~ + cos ~OA Cos ~0B sin S T 

g6n6ralisation 6vidente de la formule p lane:  

D ~ = A X  2 + A Y  2 

* Ce caleul est actuellement mis au point et pr~sente les caractdristiques suivantes: 
- -~  devient stationnaire au bout de 4 it6rations 
--Pr6cision obtenue dans tous les cas: erreur maxima 5 mm (sauf le cas de g6oddslques 

ZE tr6s faibles: g6od6siques voisines de l'6quateur) 
- - C h a q u e  it6ration dure 20 sec environ (soit 1,5 min pour le calcul complet d 'une  grande  

g6od6sique de disposition et longueur quelconques). 
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et qui dolt 6tre utilis6e dans le m~me esprit, c'est-&-dire en respectant 
le nombre des chiffres significatifs dans toute 616ration au carr6 ou 
extraction de racine c a r r 6 e . . .  (voir exemples), mais cette 
formule reste d 'un usage assez lourd . . . .  

Le calcul des 61ongations et des azimuts pr6sente aussi des cas 
de tr~s mauvaise pr6cision dus, non & la nature des donndes, mais 

la mdthode de calcul adoptde; si on d6sire 6tre & l 'abri  de tels 
ddboires, il faut adopter les formules suivantes: 
azimuts: tes obtenir par  sinus ou cosinus, suivant le cas 

dlongations: utiliser la formule tg co = tg ~0 
COS Z 

(2) II nous semble de beaucoup pr6f6rable d'adopter dans tousles cas la 
m~thode de l'Imprim6 2304 B.T., inspir6 directement des formules de 
N6per: calcul de Za et ~B par tg (ZA + Ze)/2 et tg (ZB- ZA)/2, 
puis calcul vdrifi6 de sin Am ~t partir de sin AM' et sin A~0. 

tg ~v (v6rification) Remarques: calcul de co par tg m -- 
COS Z 

Les formules donnant les azimuts sont les suivantes: 

AM' cos ~VA + cos ~0B 
t g Y m = t g  2 sinA9 

AM' sin 2~Om 
tg = tg 2 cos ~0A + COS ~oB 

Ces formules, 16g6rement modifides des formules de Ndper, nous ont paru 
les plus ~conomiques de valeurs trigonom6triques ~ calculer. On peut leur 
substituer: 

AM'  COS 9m 
t g Z m = t g  2 sin(A~o/2) 

ou encore: 

~_  AM' sin~0m 
tg ~ tg 2 cos (A~v/2) 

(N6per) 

tg Zm = tg A ' ~ I ' ( I = -  tg{ qL~/2 }tg{ ~oB/2 }~ 
2 ~t~{q~B/2} - -  tg{goA/2 }] 

tg ~-~ = t ~AzVI'[tg{~vA/2} + tg{~vB/2 }] 
2 ~1 + tg{~vA/2}tg{q)B/2}] 

Cette derni~re forme s'est rdv616e la plus commode et la plus fid~le pour 
les calculs 61ectroniques. 

La v6rification de Ao~ obtenu: 
- - d ' u n e  part,  par  sin Aw 
- - d ' a u t r e  part,  par ( o r e -  oJA), om et ~OA 6tant obtenus eux-mfimes par  

( leurs tangentes t g ~ o -  cos Z] pourra donner lieu ~ 2 cas de non- 

concordance : 
(a) Aoj voisin de 100 e (10 000 krn) est alors real ddfini par son sinus: 

utiliser alors la formule fondamentale; 
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(b) gdoddsiques voisines de l'dquateur (ZE petit) : en ce cas, tg OJA et tg  OJB 
sont fournies pa r  des quotients de valeurs petites, d 'ofi  m a u v a i s e  
pr&ision:  la v&ificat ion disparal t  alors. Dans ce cas, on sor t i ra  
OJA par  tg OJA (avec une mauvaise  pr&ision, sans cons6quence 
f~cheuse), on ealculera OJB pa r  WA + AoJ, AoJ &ant  sorti  pa r  
sin Ao~ 

sin AM" m o y e n n a n t  quoi les calculs de AS et E resteront excellents .. 

L I M I T A T I O N  DES GI~ODI~SIQUES 
I1 semble que la seule l imitat ion se trouve dans la longueur  qui ne  doit  

pas approcher  t rop de 200 ~ (20 000 km) : la limite pra t ique  de 18 000 k m  
peu t  &re adopt~e. 

I1 n ' y  a aucun  inconvenient  pra t ique  $ ce que A M '  soit vo is in  de 0 ou 
200 ~ (gfiod&iques passant  pros du p61e). 

Pour discussion plus approfondie,  voir  le Sect. V I I .  Pour  les exemples  
numfiriques qui vont  suivre, les calculs ' sph6riques ' seront toujours effectufis 
sur l ' impr im6 I .G.N.  2304 B.T., sauf  exceptions signalfies. Nous nous 
at tachons pour  l ' instant  au probl~me El l ipsoide~SphSre .  Le Sect. V I I  
discute le probl~me sph&ique.  II appar t ien t  h chaque utilisateur de faire 
un choix pour  son probl~me propre  . . . (Sect. V I I I ) .  

R E S O L U T I O N S  PRATIQ.UES DU PROBLI~ME DES GRANDES 
G]~ODI~SIQUES PAR LA SPHI~RE P A R A M I ~ T R I Q U E  

Tables et Constantes 

(a) Tables  des lignes t r igonom&riques A 8 d&imales  
et Tables  des lignes t r igonom&riques A 10 ddcimales jusqu'A 10 ~ 

ou Tables  des lignes t r igonom&riques  ~ 10 ddcimales compl&es. 

(b) Tables  (9 - -  L) = f ( L )  
(9 - -  L) = f  (9) (v6rification) 

I1 sera commode  d '&abl i r  les tables ci-dessus ~ 10 000 entr~es, de 
cg en cg (ou 5 400 entr6es de minu t e ' s exag&ima le  en minute  sexa- 
g6simale), de fa~on ~ r6aliser des interpolations lin6aires commodes ,  
tout  au moins pour  les ellipsoides usuels. 

(c) Tables  de V (L) = (1 + e '2 cos 2 L)�89 
Des tables ~ 8 d&imales ,  de dg en dg, suffiront p ra t iquemen t  (inter-  
polat ion lin6aire). 

(d) Intggrales de Wallis 
Les Tables  (I) du livre ' Note sur le calcul des grandes G6od&iques  ' 

de M M .  Levallois et Dupuy ,  r6solvent par fa i tement  la question. 
Notation : nous avons appel6 I2, I4,/6, ce qui est appel6 dans ce d o c u m e n t  

A2 W2, A4 W4, As W6. 
Les tables sont &ablies de dg en dg de 0 ~t 100 G. 

Cas o~ oJ> 100 ~ 

O n  rappel le  que:  
In(200 - -  x) = 2 In(100) - -  In(x) 
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(projet  d ' impr im~) .  

CALCUL DE GKANDES G]~OD]~SIQUES 

Ces tables correspondent  exac tement  aux intdgrales:  

Is = O" ~ 10-2 sin 2 o~ do) 

Z 4 = p ~  10-* sin* ~ do~ 

1 
Is:p" ~-~ 10 -6 sin 6 co do, 

0 
1 

- -  636 619,7724 
P - -  sin 1" 

Elles donnen t  les r6sultats en secondes centdsimales, m o y e n n a n t  de poser :  
u 2 = 100 e '2 cos 2 

(e) Documents spdciaux 
I1 pour ra  ~tre utile d '6 tab l i r  des tables sp6ciales (ou abaques)  faci l i tant  

le calcul de V 1 et V 2 (Voir Compl6ments) .  

(f) Constantes 
Pour  le passage de V 1 ~ V 2 on utilise la c o n s t a n t e / f  

V 2 =  V x + K s i n  2 L m A L  s 
AL exprim6 en ~ a d e s  

(K sin 2 Lm AL 2) exprim6 en unit6s de la 86me d6cimale  

e'S 1016 sin 2 1" (de l ' o rd re  de 28) K =  T 
Pour  le calcul de I ' appo in t  E ~ A~v[, p a r  Ia m & h o d e  des int6grales, on 
utilise les constantes:  

B 0 =  102 + 8 +  = 1 0 S - - a  

B s = 102 - -  gt2 

B4 = 102 ~7i i-6 

N.B.:  Toutes  ces constantes sont consignfes dans le documen t :  
Constantes  d 'Ell ipsoides.  

Exemples Numiriques 
I - - C a l c u l  complet ,  pa r  it6rations, d ' u n e  Iongue g~odfisiques: Pa r i s -  

Sargon, la premiere  valeur  de A M '  6tant  fournie pa r  V 1 A M  (3 niveaux) 
(Tables  ~ 8 ddcimales).  

I I - - C a l c u l ,  en une seule passe, d ' u n e  g6oddsique < 1000 km. 

Calcul  de V 1 par  les 3 n iveaux 
et2 

Calcul  de V2 par  Vs ~ V1 -k -~ AL  2 sin 2 Lm 

V6rifications pa r  les Int6grales 

(Tables  5. 8 d~cimales et tables ~ 10 ddeimales des angles inf~rieurs 
10~ 

de J o r d a n - - V 6 r i f i c a t i o n  p a r  les int~grales 
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I I I - - C a l c u l  de g r a n d e  gdodds ique  p a r  la f o r m u l e  de J o r d a n - - p r o j e t  d ' i m p r i m e  

GRANDES GI~ODI~SIQUES---PROBL~ME INVERSE 

SPHERE PARAMI~TRI O U E - - E L L I  PSO'I'DE . . . . . .  

I 

a . . . .  

B . . . .  

B ~t l'Est de A 

iii 
Lm 

A M '  = 

A L  2 = 

Y m  

LA + LB _ 

2 

M A  ~ 

M B =  

A M =  

Vrt ~ 

exAM 2 = 

flA L Z = 

vx= 

y A L  2 = 

v , =  

L A  

LB = 

A L =  

qo A 

~o B = 

~o-- L =  

~o - -  L = 

A M ' =  V t . A M  = 

CALCUL SPHI~RIQUE 

a sin 1" 
S = - - - ~ 2  AoJ = 

ZaB = Z~,, = 

sin Z E  = c~ ZE = 

Int6grales 

Identique ~t l ' Imprim~ 2305 B.T. 1953 

Tables a utiliser 

- -Tables  (~o -- L) = f ( L )  et ~ -- L =f(~0) 

- -Tables  de V A 8 d6clmales 

- -Tables  ~x,/3, y, en fonction de L 

#t2 

e '2 sin 2 2L sin2 1" , I016 
fl 12 4 

et2 
Y = -~" sinZ L sin ~ 1" . 10 TM 

Int6grales de Wallis 

- -Tables  trigonom6triques 

A L ,  A M  en grades ] 

Rdsultats en unitds de la 
86me ddcimale 
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III--CALCUL DE GRANDES GI~ODI~SIQUES 

PAR REPRff.SENTATION SUR LA SPH~,RE CONFORMI~ 

La reprdsentation que nous allons exposer maintenant  consiste 5. faire 
correspondre 5. l'ellipsoide, point par  point, la sphere de rayon 1: 

- -La t i t ude  L--*Latitude ~b ddfinie par:  

ellipsoidique (L) = /~sph.frique (~b) 
crolssante Na cro~ssante 

on encore: 

L o g t g  ~ +  - - ~ L o g  

ou encore: 

O11 encore : 

A r g t h ( t g  L)  - - A r g  

1 + e s i n L  L o g t g  + 
1 - -  e s i n  L - -  

th tg = ~ A r g  th (e sin L) 

tg (L/2) --  tg (r 
1 - -  t g  ( L / 2 )  t g  (~b/2) 

- -Long i tude  iVl-*Longitude l~,I inchangde 

K 
- -Eche l le  de la transformation: -- 

a 

a cos ~b (K = 1 h l 'dquateur) 
K --  N cos L 

=--A (e z , s inL)  ~ - B ( e  2,sin~b) 

- - C o u r b u r e  de la transformde d 'unc  ligne gdoddsique 

p -- sin L --  sin ~b sin Z 
COS 

La reprdsentation se trouve done simple, biunivoque, et le calcul des 
termes correctifs particuli~rement accessible . . . .  La simplicitd de sa 
ddfinition en fait une concurrente sdrieuse de la mdthode des latitudes 
param6triques, surtout pour le calcul prat ique de tout un ensemble de 
lignes (rdseau Shoran, par exemple). 

T A B L E A U  C O N D E N S E  DES I~TAPES DU C A L C U L  

--El l ipsoide-*Sph~re {L ,~b 
:lI inchangd 

- -Ca lcu l  sphdrique----~Ao~(OJA et con dventuellement) 
7 t  P "~.t ZB azimuts sphdriques 
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--Sph~re--~Ellipsoide 

a J~'A K 
intdgrale prise sur l 'arc  de grand cercle A'B' sur la 
sphere image 

ZA = Z.'l - -  P*] corrections de rdduction 5. la corde 
J 

Les angles p,  et P2 sont fournis pa r  les intfigrales suivantes 5. par t i r  
de P (voir Bulletin Gdodesique no 25, 1952, page 361, Article de M. DUFOUR) 

P* --  sin A~oJ ~A I" sin (wB - -  w) do) 

P2 sin A~oJ,,a / ' s i n  (~o - -  ~a)  doJ 

Ces int~grales sont prises le long de A'B' et par  suite nous voyons:  

- - l a  simplicit~ gdndrale du calcul 

-- l ' impossibil i tf i  d ' un  calcul r igoureusement  correct, pa r  suite de 
l'erreur de ligne d'intggration, qu'i l  est p ra t iquement  impossible de 
corriger, mais qui d 'ail leurs est aussi p ra t iquement  sans grosse 
impor tance  . . . .  

Le calcul sphfirique est l 'objet  des mames remarques  que dans le cas de 
la sphere paramdtr ique .  Nous allons d~velopper main tenan t  les mdthodes  
relatives 5. la 3~me 6tape du calcul : Passage des rdsuItats du calcul sph~rique 
aux rfisultats de calcul sur l'ellipsoide. 

C A L C U L  DES C O R R E C T I O N S  S P H t ~ R E - - E L L I P S O I ' D E  
7 '  ' O  " l~Idthodes d mtejatzon par points 

On appl iquera  la r~gle des 3 niveaux aux expressions ci-dessus, ce qui  
donne:  

--  avec --  "- - -  
a Km ~m --  -ff K} 4- 

K.~ ~tant l 'dchelle au point milieu de l 'arc, ddfini p ra t iquement  pa r :  

sin r = 

l r  2r~ _ ]  
. . . .  4-1 'B 

1 =  cos (A~o/2) 4- U (r 

1 1 2 U ( r  , ,  ] 
P~ = ~  cos (a.,/2) = u (r 

sin Ca + sin r 
2 cos (A~,/2) 

ou, en rempla~ant  F pa r  son expression, 

et tenant  compte  que: sin Z cos I0 = sin g e  

• sin ZE 

• sin ZR 
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avec U(~b) - -  sin L - -  sin ~b (expression un iquemen t  fonction de la la t i tude) .  
COS 2 

Ces formules permet ten t  de calculer  les gdod6siques jusqu'~t 1000 k m  
avec la prdcision de quelques centim6tres sur les distances, et une pr6cision 
cor respondante  sur les azimuts  (elles ont  p r a t i quemen t  la portde de la 
mdthode  des 3 niveaux en sphere pa ramdt r ique ) .  

O n  peut  leur substi tuer des formules simplifi6es, moins prdcises (par  

exemple ~.  = ~ + que nous n '6 tudierons  pas ici. 

I i  n 'y  a pas lieu de chercher  des formules p a r  points plus pr6cises: il vau t  

mieux utiliser les int6grales de Wallis.  

Mdthode par les intdgrales de WaUis 
L'expression de l '6chelle est de la forme:  

1 

K 
- -  1 - - b s i n  2 ~ b + c s i n  k 

O n  obt ien t  pa r  suite: 

f: sin2 ir AS = A m - - b  ~bdw + c  sin a~dco 
a . d %t  

ou, en posant :  sin ~b = sin oJ cos ZF~ 

z.r A S _ A m _ b c o s  2 sin 2mdm 2_ ccos  k . sin 't~odm 

Supposan t  tabuMes les expressions: 

if,,, 
12 = , 2 J o  sinZ m &o 

/4 = sin k oJ do) 
0 

(d6j~ utilis6es pour  la sph6re pa ram6t r ique ) ,  on obt ien t  f ina lement :  

AS 
a 

--  Am --  A A [  z cos 2 ZE '_2_ BAIk cos 4 ZE 

A, B : fonctions de  l ' e l l ipsoide  

Q u a n t  ~ pl  et p,,  leur expression r igoureuse  peu t  se t ransformer  et donner  
lieu 5. un calcul  faisant in tervenir :  

- - L e s  int~grales I2, /4  
---Les int6grales:  .[sin m cos ~,  .[sin "~ oJ cos m . . . qui  sont int6grables 

sous les formes simples: J2  = sin2 m, J s  = sin4 m (h des facteurs prt-s). 
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Au total, on peut 6crire: 

Ij = CAI2 - -  D(AI4 cos2 Z~) 
= CAY2 --  D(AY4 cos 2 ZE) 

sin ZE cos ZE $1 
S x = c o s w B I - s i n w B J  P l - -  sinAw 

sin ZE cos ZE $2 
$2 = cos wa I - -  sin w a J  P~ - sin Ao) 

(Voir D~veloppements fondamentaux de la sphere conforme, et exemple.) 
En d6finitive, on notera: 

--Pour les courtes gdoddsiques 
La sphere conforme est commode par  le fait qu'elle r6alise une corre- 

spondance biunivoque simple de l'ellipsoide. Elle pr6sente l 'avantage 
sur la sphere param~trique de ne n6cessiter que le calcul d 'un point 
auxiliaire (point milieu de l'arc) par  g6od6sique (au lieu de 2 : point 
milieu de l'arc, point milieu des longitudes). C'est une excellente 
m6thode pour le calcul d 'un r6seau Shoran. 

--Pour les longues gdoddsiques 
On obtient rapidement une excellente valeur des longueurs. Les 

azimuts rigoureux sont difficiles ~ atteindre. La correction de ligne 
d'int6gration n'est pas faite (elle est d'ailleurs n6gligeable prat iquement  
dans de nombreux cas). 

En Calcul dlectronique 
La sphere conforme r6alise une mdthode parfaitement viable, en tout cas 

pr6cieuse pour contr61er d'autres m6thodes. 
Au Bureau Technique de la G6oddsie Fran~aise, cette m~thode a 6t6 

mise au point, la premi6re, pour calculer des distances et azimuts: 

- -Les  distances sont calcul6es avec grande pr6cision, par les int6grales de 
Wallis (erreur: 10 m sur Paris-Saigon, 10 000 km) 

- -Les  azimuts ne sont pas corrig6s des corrections de dr, mais on notera que, 
par suite de la conformitd de la repr6sentation, l 'erreur est (grossi~rement) 
proportionnelle ~ la distance: elle est par suite tr~s souvent acceptable 
pour le but r e c h e r c h 6 . . .  (orientation d'antennes, azimuts a6ro- 
nautiques). 
Ordre de grandeur de rerreur :  p%0702 pour A~o% 1000 km 
Cette erreur est par ailleurs assez rapide ~ calculer de fa~on approch6e 
(par abaque, par exemple).* 

Dans la suite de l'expos6, nous fournissons un certain nombre d'dl6ments 
pratiques du calcul: 

*On pourra adopter 01 = P, = 3sin ZE A,o U (~A _ ~ "  -- ~bt~)" comme correction approchde 

de d,. 

52 



C A L C U L  D E  G R A N D E S  G I ~ O D I ~ S I Q U E S  

- - D d v e l o p p e m e n t s  f o n d a m e n t a u x  de la sphere conforme  

- - T a b l e s  utilis~es 

- - E x e m p l e s  n u m 6 r i q u e s  

D I ~ V E L O P P E M E N T S  F O N D A M E N T A U X  D E  L A  

SPHI~RE  C O N F O R M I ~  

Passage de L it d/ 

L - -  ~ = sin L cos L (A) 

A - -  sin" 1" e2 + e 4 - -  sin s L + ]-~ e n sin 4 L 

A = a q - b s i n  s L q - c s i n  4L  

e s 

sin 1" 

5 e  4 - -  e 8 
b - -  - -  

6 sin 1" 

13e n 
/ 7  - -  - -  

15 sin 1" 

Passage de ~b a L 

L - -  ~b = sin ~b cos ~b (A') 

sin 1" (e~ + e4 q- e6) q'-sin2~b --  g e  4 -  e 6 + 

A ' = a - b b s i n  2 ~ b q - c s i n  4~b 

C m 

sin L 

sin ~b 

e s + e 4 + e 6 

sin 1" 

7e 4 q- 17e 6 

6 sin 1" 

28 e n 

15 sin 1" 

- - C '  

( t C '  ~--- (1 + e 2 + e  't + e n) - -  e z + ~ e  ~ + 5e 6 sin 2~b + 

16 
+ ( ~ e ' + ? e 6 )  s i n ~ b - - - g - e ~ s i n ~ b  
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Corrections angulaires 

s i n L - - s i n ~  . s in L - -  s in  ~b . 
/ "  - -  s i n  Z = s i n  ZE = U(~b) s in  ZE  

cos r ~o~ 

O n  6 t a b l i r a  en  fa i t  l a  f o n c t i o n  U d6f in ie  p a r :  

s in L - -  s in  ~b 
U = 10 4 

COS 2 

U = s in  ~b(a -b  b s in  2 ~b -+- c s in  4 ~b) 

a = 104(e ~ -~- e 4 -k e e) 

) b = 104 - - ~ e  4 - 4 e  6 

c = 104 e n 

p~ = s in  ZE Am q- U8 Am a 
COS - - ~  

) p~ = s in  ZE ---Am + If.4 Am c 
COS 

m 6 t a n t  ddf in i  p a r :  s in  ~bm = 

sin ~bA q- sin ~bB 

/1(.O 
2 cos - -  

2 

Correction d'dchelle 

1 a c o s L  e 2 ( sin2~b 13 ) 
K - -  bVcos~b = 1 - -  ~ sin 2 ~b + e 4 2 + 2-4 sin4 ~/' 

= 1 - -  sin 2 ~b + )-~ e 4 s in  4 ~b 

1 
K - - a + b s i n  ~ b + c s i n  4~b 

a = l  

e 2 -~- e 4 
b =  

2 

13 
C = ~ - ~ e  4 
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F O R M U L E S  F O N D A M E N T A L E S  D E S  I N T I ~ G R A L E S  

s i n  L - -  s i n  ~b . 
cos~ ~ s m  Z E  

~ . =  1 - - s i n  2~b - -  - k - ~ ' ~ e  4 s i n  4~b 

Correction d '  dcheUe 

a s in  1" - -  '~A - K  = 1 - -  

e 9- + e 4 r o b  
= AoJ - -  cos  ~ Z E  ~ d / , . .4  s i n s  

Si  o n  p o s e :  

I1 v i e n t :  

S 

a s in  1" 

~2 .~  e 4 
s in  s oJ cos  s Z E  2 + 

) + ~ e a s i n  4 oJ cos  r Zv. 

13 e 4 s i n  4 w do, 0, d~, + cos 4 g E  ~ ~'~, 

10- ,  f; I s  - -  2 s i n  I" s in  ~ oJ doJ 

,0, fo /4 - -  8 s i n  1" s i n  4 co do) 

- -  - -  AoJ - -  A A I  2 + B A I a  

a v e c  A = 10~(e s + e 4) 

B = 10 4 1_3 e 4 
3 

Corrections angulaires 

1 f ~ ~  
p l  - -  s in  z l o J J , o a  F s in  (wB - w) dw 

_ 1 . f ' B  (s in  wB - -  oJ) U s i n  Z E  d o  
s in  AoJJ~oa  

s in  L - -  s i n  ~b 
U - -  

cosS 

E n  r e m p l a ~ a n t  U p a r  s o n  e x p r e s s i o n  : 

U = s in  ~b (a -Jr- b s i n  s ~b) = (a + b cos s Z E  s in  s w) s i n  ~o cos  ZL" 

e t  e n  i n t 6 g r a n t ,  o n  fa i t  a p p a r a i t r e :  

- - D e s  i n t 6 g r a l e s  I s ,  I~ 

- - D e s  i n t d g r a l e s  .[sin co cos  w, .[sin s cos w, e t c  . . . .  q u i  s o n t  i n t 6 g r a b l e s ,  
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et qu 'on  ddsignera,  5. un  facteur prEs, pa r  J2, o74, etc. 
peut  r egrouper  les termes de la fagon suivante :  

10-2 1 0 - 4  
J2  - -  sin~ oJ J4 - -  .-;sin ~ co 

1---------- ~ 4 sin 32 sin 1- 

M3 
C = 1 0 2 2 ( e  a + e  4) D = 1 0 4 ~ e  4 

3 

I ---- CA& - -  D(AI4 cos 2 Z_E) 
. 7  = C A . 7 2  - D(A3, c o s  2 ZE) 
$1  = c o s  ~OB I - -  s i n  O~B.7 
S 2 = cos OJAI --  sin ~ a J  

sin ZE cos ZE 

sin Ao~ 

I PI= --~ 

P2 o~'~ 

T A B L E S  U T I L I S I ~ E S  

F ina l emen t ,  on 

Passage de L ~ d/ 

L - ~ r  : 

La  table  la plus commode  sera une table  d e :  

L - -  r = f ( L )  

Pour  les ellipsoides courants ,  il est bon de poss6der: 

- - p o u r  L en grades :  table  5. 10 000 entr6es, de cg eta cg] in te rpo la t ion  

- - p o u r  L en degr6s: table  5. 5 400 entr6es, de minu t e |  lin6 i . . . . . .  / a re 
sexag~slmale en minu te  sexagesimale J 

Remarque: La  formule L - -  r = sin L cos L • A 

a v e c A  = a + b s i n  2 L + c s i n  4L  

pe rme t  de t ravai l ler  p roviso i rement  avec la table  A (sin 2 L) 5. 10 entre6s. 

r  (vdrification) 

O n  t rava i l le ra  avec la t ab le :  

L - -  r = f ( r  

mfimes entrdes que ci-dessus. Provisoi rement  avec la table  A' (sin ~ r 

Calcul sphdrique 
Tables  des lignes t r igonom6tr iques  5. 8 d6clmales 

et Tables  des lignes t r igonomft r iques  5. 10 d6cimales jusqu'5. I0 a 
ou Tables  des lignes t r igonom6tr iques  ",5. 8 ddcimales (gfod6siques sup6rieures 
5. 1000 kin) 
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Corrections Sph~re---~Ellipso~de 
Intdgration par points 

I1 n 'est  pas indiqu~ d '6 tabl i r  les tables I[K et U en fonction de ~b, car 
la var iable  la plus commode  semble ~tre sin ~b: 

--1/K et U s 'expr iment  s implement  e n f ( s i n  ~b) : simplicit~ de l '6tablisse- 
men t  des tables 

- - T a b l e s  identiques pour  les Calculateurs  en grades et les Calculateurs  
en degr~s 

- - L a  lat i tude du point  milieu de l 'a rc  s ' expr ime par  son sinus . . . 

sin ~ba -t- sin ~bB 
sin ~bm ~--- 

2 cos (AoJ/2) 

- -Prov i so i rement ,  on peut  ~tablir des tables plus r6duites en f ( s i n  2 ~b), 
mais ces tables seront abandonn6es :  elles introduisent  de 16gers calculs 
suppl6mentaires  

1 
- -  1 - - b s i n  2 ~ b - b c s i n  4~b 

K 

[1000 entrdes en sin ~b ou 
8 d6cimales l_ 100 entr6es en sin ~b, avec correction A 2 tr~s facile 

(A 2 constant) 

U = 104 sin L - -  sin ~b _ sin ~b (a q- b sin 2 ~b + c sin 4 ~b) 
cos 2 ~b 

4 d6cimales: I00 entr6es en sin ~b 

Intdgrales de Wallis 
Intdgrales 12 et I 4 

(Int~grales J2  et o74, 6ventuel lement)  

EXEMPLES NUMt~RIQUES 

I - - C a s  d 'une  g6od6sique inf6rieure ~ 1000 kin. Int6grat ion pa r  points. 
(Calcul au centim6tre, mais  qui pourra i t  aussi bien 8tre pouss6 au 
millim6tre).  

I I - - C a s  d 'une  tr6s longue g6od6sique: Paris-Saigon.  Int6grales de 
Wallis. 

I I I - - T a b l e s  (provisoires) de l 'Ellipsoide Internat ional .  
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I--Calcul  d'une Gdodgsique Inferieure a 1 0 0 0  km par  la Sphkre Conformd 
( I )  Passage de l'ellipso~de gtla sphere et vice versa 

~ c ,  k 

c,1 c',1 

H I1 

I I 
M ~  

c~c~  

c~c~  

II II 

c~c~  

II II 

m 

m 
o 
z 
o 

C~ 

m 

z 

Lf~ 

+ 

e .  II 

~:~ ~-----"~ "~ 

~ 1 ~  ~ ~-----." '~ 

II II II ]1 

P, 
e4 

,11 

r o0 

it I, , 

X 

I1 

c,D O 

II 

7, II II I i 

+ 

~-,1 v 

X 
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fi 
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I l l - -Tables  ( Provisoires) de l' Ellipsoide International 

L : L a t i t u d e  n o r m a l e  

r : L a t i t u d e  r f d u i t e  

P : C o u r b u r e  de  la t r a n s f o r m &  d ' u n e  l igne  g6od6s ique  

1/K: F a c t e u r  de  c o r r e c t i o n  d ' dche l l e  

Ces tab les  p e r m e t t e n t ,  m o y e n n a n t  q u e l q u e s  o p f r a t i o n s  de  ca lculs  s u p p l f -  
m e n t a i r e s ,  qu i  d i s p a r a l t r o n t  p a r  l ' u sage  des t ab les  ddf ini t ives  d & r i t e s  
c i -dessus,  de  r f s o u d r e  avee  pr6cis ion,  sur  l 'E l l i p so ide  I n t e r n a t i o n a l ,  t ou tes  
les g6odes iques  j u s q u ' ~  10 000 k m  p a r  r e p r f s e n t a t i o n  sur  la sph6re  c o n f o r m e .  

J u s q u ' ~  1000 k m :  p r & i s i o n  de  q u e l q u e s  c m  
J u s q u ' h  10 000 k m :  p r & i s i o n  suff isante  p o u r  les beso ins  p r a t i q u e s .  

L - -  ~ = s i n L c o s L ( A )  

sin' L 

0 000 
0 100 
0 200 
0 300 
0 400 
0 500 
0 600 
0 700 
0 800 
0 900 
1 0 0 0  

A 

4279 7847 
4282 1807 
4284 5802 
4286 9830 
4289 3891 
4291 7986 
4294 2114 
4296 6276 
4299 0472 
4301 4701 
4303 8964 

At 

+ 
2 3960 
2 3995 
2 4028 
2 4061 
2 4095 
2 4128 
2 4162 
2 4196 
2 4229 
2 4263 

A2 

+ 
35 
33 
33 
34 
33 
34 
34 
33 
34 

Correc- 
n tion 

A, 

0.0 _ 0 
0.1 
0.2 - 4 3 
0.3 

0.4 -- i 0.5 
0.6 

0.8 
0.9 -- 2 
l.O 0 

L -- ~b = sin r cos ~b (A') 

sin = ~b ] .4' A t A, 

0 000 
0 100 
0 200 
0 300 
0 400 
0 500 
0 600 
0 700 
0 800 
0 900 
1 0 0 0  

4308 7497 
4305 3418 
4301 9411 
4298 5477 
4295 1615 
4291 7825 
42884107 
4285 0462 
42816888 
4278 3387 
4274 9958 

- -  + 

- 3 4079 72 
- 3 4007 73 
- 3  3934 72 
- 3 3862 72 
- 3 3790 72 
- 3 3718 73 
-- 3 3645 71 
-- 33574 73 
-- 3 3501 72 
-- 3 3429 
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A, 

o.o - 0  
0.I 
0.2 86 
0.3 
0.4 Z~ 
0.5 

0.6 Z s 9 
0.7 _- 
0.8 
0.9 
1.0 0 
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F =  U s i n Z ~ = A s i n  s inZe  

sin z t/, 

0 000 
0 100 
0 200 
0 300 
0 400 
0 500 
0 600 
0 700 
0 800 
0 900 
1 000 

A AI 

676817 - - 7 6 5  
67 6052 - - 7 6 2  
67 5290 - - 7 6 1  
67 4529 - - 7 5 8  
67 3771 - - 7 5 7  
67 3014 - - 7 5 5  
67 2259 - - 7 5 2  
67 1507 - - 7 5 1  
67 0756 - - 7 4 9  
67 0007 - - 7 4 7  
66 9260 

sin ~ ff 1/K A t 

0 000 
0 100 
0 200 
0 300 
0 400 
0 500 
0 600 
0 700 
0 800 
0 900 
1 000 

1,000000000 
0,99966 1840 
0,99932 4175 
0,99898 7006 
0,99865 0330 
0,99831 4144 
0,99797 8450 
0,99764 3243 
0,99730 8525 
0,99697 4292 

- - 3 3 8  160 495 I 
- - 3 3 7  665 496 I 
- - 3 3 7  169 493 I 
- - 3 3 6  676 490 
- - 3 3 6  186 492 
-- 335 694 487 
- - 3 3 5  207 489 
- - 3 3 4  718 485 
--  334 233 

Correc- 
n tion 

A2 

0.0 --0 
0 . I  - -  22 
0.2 -- 39 
0.3 52 
0.4 59 
0.5 --  61 
0.6 --  59 
0.7 --  52 
0.8 39 
0.9 --  22 
1.0 0 

IV--CALCUL DE GRANDES GI~ODI~SIQUES 
PAR REPRL~SENTATION SUR LA SPHERE DE COURBURE 

C e t t e  m d t h o d e  d e  c a l c u l  p r o c ~ d e  e n  2 & a p e s :  

1 - - R e p r d s e n t a t i o n  c o n f o r m e  s u r  l a  s p h e r e  d e  c o u r b u r e  e n  u n  p o i n t  d e  

l a t i t u d e  L 0 e t  p a r  s u i t e  [ M o d i f i c a t i o n  d e s  l o n g i t u d e s  
- -  d e s  l a t i t u d e s  

2 - - C a l c u l  d e  l a  g ~ o d & i q u e  s u r  c e t t e  s p h e r e ,  les r d s u l t a t s  n e  n d c e s s i t a n t  
a u c u n e  c o r r e c t i o n ,  n i  d e  l o n g u e u r ,  n i  d ' a z i m u t .  
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- -Deux  variantes essentielles : 

-----on p rend  L o ~ - -  
La + LB 

2 

La + L~ 

2 

: r fp resen ta t ion  la mieux adap tde  
gfod6sique ~ repr6senter  

la 

- - o n  prend  L o # 

pa r  exemple 

[L~ = latitude r~ ( v~ de LA + 

L o au centre  de la r6gion de calcul 
Lo = La (ou LB) 

Nous 6tudierons spdcialement  la premi6re  hypoth6se;  nous dirons ensuite 
quelques mots de la deuxi6me. 

F O R M U L E S  F O N D A M E N T A L E S  

Reprdsentation de l'ellipso~de sur la sphkre de courbure au parall~le L o 

Notations 

Nous d6signerons les la t i tudes  transform6es pa r  ~; on p rendra  ga rde  de ne 
pas confondre  avec les lat i tudes conformes de la mf thode  di te  'Sphere 
Conforme '. 

Les coordonn6es gdographiques  aux points  homologues se cor responden t  
pa r :  

M;=M0 
- - A u  point origine : ( Vo = ~/ I + e '2 cos 2 L0) 

tg L 0 
tg ~o = Vo 

- - E n  un point quelconque : 

( M '  -- Mo) ---- ~ ( M - -  Mo) 

= o ( s  

= X/1 + e  '2cos  4 L  o 

s  = La t i t ude  croissante sph6rique de 

L ---- - -  - -  e l l ipsoidique de L 

Echel le  de la repr6senta t ion:  

K = No cos Lo cos 
N cos L cos ~o 

D6ve loppement  en f ( A L )  (en d6signant  pa r  AL 
l ' o r ig ine  L o : AL ---- L -- Lo) 

2 
K =  1 -- g AL  s e '2 sin L cos L 

l '6cart  du  po in t  
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Courbure de la transformde d 'une ligne g~oddsique 

s i n L - -  asin~b . 

F ----- Ra cos 0 sm Z 

Ddveloppement en  f ( A L )  : 

- -  2ALOe "~ sin L cos L sin Z 
F =  

R 

Rayon de la sph6re de courbure: 

R0 = X/N.p.  

P R I N C I P A L E S  ~;TAPES DU CALCUL 

La + L~ 
--Calcul  de L 0 --  ~ , de c~. de R o 

- -Calcul  de 0a, 0B, A 3 4 '  = c~A~[ 

- -Calcul  sphdrique I Azimuts 
] A o - - ~  = RoAoJ 

En pratique, on sera amen6 5. 6tablir des tables: 

Ro = f ( L o )  et coefficients du d~veloppement 

~ = ~o + A A L  + B A L  ~ -t- C A L  3 + . �9 �9 ( A L  = L - -  Lo) permcttant  de 
passer de L 5. ~. 

Rdmar ques 

LA + L B  
(1) Pour L 0 -- ~ , la derni~re formule s'6crira plus voIontiers: 

A~b] = ~bg - -  ~bA = A ( L B  - -  L A )  -~- C ( L n  - -  La)  3 "t- �9 �9 �9 

Om - -  •B "~- Oa __ 00 ~- B ( L B  - -  L A )  2 + �9 �9 �9 
2 

(2) On peut calculer 0.4 et 0B par leurs formules rigoureuses, mais il vaudra  
mieux pratiquement travailler avec des ddveloppements ell ( L  - -  Lo)n 

(3) En pratique, de tels d6veloppements pourront ~tre obtenus--avec une 
erreur acceptable--~ partir de l'expression suivante, qui indique la 
conservation des longueurs sur le mfridien central: 

R o ( O  - -  0 0 )  = s ( L )  - -  s0(L0) 
s ( L )  = longueur de l 'arc de m6ridien de l '6quateur au point de latitude L 

CONSI~QUENCES DES F O R M U L E S  

L'erreur d'6chelle est en A L  3, la courbure F en A L  2, et par  suite : 

(1) La repr6sentation est d 'un degr6 plus fid~le que les repr&entations 
courantes; pratiquement, elIe est de pr6cision g6od&ique dans une 
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zone de 4 a (2 a de par t  et d ' au t re  de L0) (Zone d 'extension du  
thdor~me de Legendre).  

(2) Dans le cas particulier des longueurs (et si on prend L o = LA q-- LB/2) 
l 'erreur  sur les longueurs est en fait en AL 4, les termes en A L  a au 
Nord et au Sud de L 0 s ' a n n u l a n t  pra t iquement .  

Rien  d 'dquivalent  pour  les azimuts. 

(3) O n  peut  songer h effectuer les corrections d'dchelle et d ' a z i mu t :  
la m6thode perd alors beaucoup de son int6rdt pra t ique  . . . .  

R I ~ S U L T A T S  O B T E N U S  

Voici les 6tapes principales du  calcul pour :  
Ellipsoide de Clarke 1800 

A - -  lk/A----- 0 G 00 

B - -  MB = 10 ~ 00 

A M  = 10 a 

= 1,00074 1803 

R 0 = 6.379.715,m913 

R 0 sin 1" = 10~,02123 43 

Calcul sphdrique 

ZB = 67 a 3534" 082 

g.4 = 60 G 0308" 391 

A o J =  8 a 1154" 0155 

A M ' =  10 a 0074 1803 

Gdod6sique de 800 k m - -  

L A = 5 0  a 

L B : 5 4 C  40 

L o = 5 2 a  20 

r : 5 2 a  1494" 5219 

#A = 4 9  a 9533" 3934 

CB : 5 4  a 3463" 4026 

Valeur exacte 

67 a 3533" 984 A = 0" 1 

60 a 0308" 479 A = 0" 1 

S = 813.263,ra406 813.263,m405 A =- 0,m001 

Nous trouvons donc pour  une  distance AL = 2 ~ 40 du parall61e origine:  

- - U n e  erreur de 0",1 sur les azimuts  

- - U n e  erreur p ra t iquement  nulle sur les distances 

(conform6ment ~t la remarque  (2) faite ci-dessus ~ l 'a l in~a:  Consdquences 
des formules). 

C H O I X  DE LA L A T I T U D E , O R I G I N E  L o 

Pour  dviter le travail laborieux prdparatoire de calculer les valeurs exactes 
pour  (LA q- LB)/2 des coefficients ~, R0, A, B, C . . . , on songera dvidem- 
rnent  A utiliser des valeurs rondes de L0, ce qui  nous condui t  aussit6t: 

- - S o i t  ~ faire, pour  des valeurs L o de grade en grade (par exemple),  des 
tables fournissant:  

[~ , R e pour  L = L 0 

L -  r tabuldes de ddcigrade en ddcigrade pour  AL var ian t  de 
- - 3  a h ~-3 c (par exemple). 
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Les calculs prdliminaires reviennent donc: 

- - ~  choisir Lo 

--~t lire ~, Ro 

--b. interpoler (L - -  r darts les tables pour LA et LB. 

Ils sont donc excessivement simplifids. 

- -Soi t  ~t utiliser simplement la table de la m6ridienne (formule de la 
remarque 3) de l'alin6a: Principales &apes du calcul); les calculs 
consisteront alors: 

- - ~  choisir L o 

--~t lire a, Ro, ~b 0, so 

- - ~  calculer ~bA et ~B par la formule: 

R o ( ~  - -  r  ---- s - -  so  

(interpolation de s dans les tables de la mdridienne). 
Ce proc6d6 est 16g&ement plus long que le pr6c6dent, mais ne ndcessite 

qu 'une table: celle de la mdridienne. 

E X T E N S I O N S  DE LA MI~THODE 

Caleuls prgcis 
La prdcision g6od&ique (quelques mm sur les longueurs, 1/100 de seconde 

sur les azimuts) restreint le champ d'application de la mdthode ~ A L ~  1 ~ 50 
(2 C maximum).  La m&hode des petites tables (centrdes sur des latitudes 
L 0 rondes) apparalt  done comme tout ~ fair intdressante pour la Gdoddsie 
classique ( . . .  et peut s'6tendre vraisemblablement h la G6oddsie Shoran 
�9 . . car nous avons vu que les longueurs restaient excellentes tant que 

Lo ~ LA + n) 
2 " 

Calculs expddigs 
Le champ d'application sera facile 5. ~tendre; on pourra par  exemple 

tabuler (L--~b)  de 5 ~ en 5 c, pour AL variant entre --5 ~ et +50 .  La 
m&hode est parfaitement valable pour des calculs de distances entre objectifs 
militaires . . . .  

Calculs dlectroniques 
Le calcul 61ectronique d6sire avant tout la simplicit6 de formulation et 

l 'introduction de L 0 variables suivant la r6gion du globe est un d6faut tr~s 
grave de la m&hode. 

C O N C L U S I O N  

On se rend compte que la m6thode de la sphere de courbure: 

- -Pr&ente  quelque avantage sur les autres procdd& par le fait qu'avec 
des corrections pr61iminaires tr~s simples elle a un champ de pr&ision 
plus &endu. 

- -Compor t e  l'usage de tables vari6es (ou alors perd quelque peu son 
avantage de simplicit6 . . .) 
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--Qu 'au-de l~  de sa zone privildgide ( i 2 c ) ,  il est difficile de la rendre 
tr~s pr4cise, sauf complication notable du calcul. 

Mdthode ~ rapprocher: mdthode de M. I ' I .C.G. Clos-Arceduc 
On rapprochera de la mdthode de la sphere osculatrice une m4thode par  

la sphere trisectant en 3 parties dgales la gdoddsique: on a affaire ~. une 
so r t ed '  ' osculation numdrique ', qui donne de tr~s bons rdsuhats pour  les 
longueurs. La raise en oeuvre parait  moins simple que celle des grandes 
m6thodes. 

V--CALCUL DE GRANDES Gt~,ODI~SIQUES 

PAR REPRE, SENTATION SUR LA SPHERE CIRCONSCRITE 

C'est en fait une m&hode qui tient 5. la fois: 
de la mdthode SPH'}.RE CONFORMI~ 
de la mdthode SPHERE OSCULATRICE 

Elle se ddfinit comme suit: 

--Reprdsentat ion conforme sur la sphere circonscrite au parall~le moyen, 

(Longitudes conservdes 
et par suite~Latitude centrale conservde 

[Latitudes LA et La modifi6es 

- -Calcul  sph6rique 

(corrig6s par un coefficient d'6chelle moyen, pour lcs distances 
--R6sultats{non corrigds pour les azimuts ( . . .  mais qui pourraient  

[l'~tre . . .) 

Nous ne l'6tudierons pas en d6tail ici; nous renverrons seulement 5. la 
r6daction de M. Dupuy sur la question ' Notice sur quelques mdthodes de 
calcul rapide de distances g6oddsiques terrestres'  (Annexe IV, page 33). 
Nous ferons remarquer au lecteur les particularit6s suivantes: 

- -Seul  la probl~me des distances est trait6. 

- - L e  calcul sph6rique est simplifi4, comme il peut l'~tre de fa~on analogue 
dans toutes les autres mdthodes (utilisation de ddveloppements: voir 
Sect. VI I ) .  

- - E n  fait, la m4thode expos6e par M. Dupuy est une simplification de celle 
exposde ci-dessus (repr4sentation non rigoureusement conforme). 
En fait, on peut dire sur cette m6thode: 

--Q.u'elle ne pr4sente pas, comme la m6thode de la sphere de courbure, 
une zone de pr6cision privil4gi6e. 

- -Qu ' e l l e  est de mise en oeuvre un peu plus rapide, mais moins simple par 
contre que les grandes m4thodes: sphere param6trique, sph6re conforme. 

Nous ne la recommandons pas particuli~rement. 
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VI--CALCUL DE GRANDES GI~ODI~SIQUES 
PAR REPRt~SENTATION SUR LA SPHERE DE GAUSS 

(OU SPH]~RE DES NORMALES) 

Cette m&hode  consiste en deux &apes: 

- -Ca lcu l  sph&ique, sur la sphere de rayon 1, sans modification ni des 
longitudes, ni des latitudes; on a en fait affaire ~ une reprfsentat ion 
non conforme. 

- -Correc t ions :  

Longueurs: par  l '&helle, ou par  int6grales de Wallis. 

Azimuts: deux corrections. 

Correction de non-conformitd: au point A cette correction 

- -es t  fonction de la latitude de A 

- -es t  fonction de ZAB 
- -n ' e s t  pas fonction de la longueur AB 

Correction de dr: cette correction est (grossibrement) pro- 
portionnelle ~t AB. 

F O R M U L E S  F O N D A M E N T A L E S  

Ca) 

Y~g. a (~) (b) 
Expression de l'dchelle de la reprdsentation 

K = r J N  sur un parall~le 

~ sur un m6ridien 

F.chelle inverse: 

1 ( N  sur un parall~le 

= [0 sur un m&idien 

Z" B I 

Sphere des norrnales 

dans la direction d ' az imut  Z 

1 1 
K = -(-r sin ~Z + --cos gZ Ju o 

dans la direction d ' az imut  Z '  

1 
. . . .  Ns in2  Z '  + P cosZ Z '  
K 
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Par suite, la vraie longueur S est fournie (5, l 'erreur de ligne d ' in t~grat ion 
pr6s) par :  

S ~ [~"B' (Nsin2 Z '  -+-, P c~ Z')  doa 
J~A, 

I 
Modification de l'expression ~ = N sin 2 Z '  -k- O cos2 Z '  

O n  posera: V = ~/1 -b e 's cos * L 
W = V ' I  - - e  ssin s L  

( V _ a  a a 1 )  
avec W b' N =  ~ ,  p = ~/I72 

1 
- - 1  = ( N - - o )  s i n S Z ' + p  
K 

[ ' ] sm ZE ( V ' - -  1) = # ( 1  + e ' ~ s i n  s z e )  = 0  1 +  c-oT~ 

qu 'on  peut ~crire encore:  

i1 ] --  c~ Z~ + a sin 2 g~  
K W 3 

L'expression de l'6chelle prend ainsi une forme intfressante, barycent r ique  
off l 'on reconnalt :  

a : rayon de courbure du parall61e ~ l '6quateur 
b 2 
- -  : - -  - -  du m~ridien 5. l '6quateur 
a 

G 
W--- ~ : seule expression o~ intervienne la latitude 

Utilisation sous la forme des 3 niveaux : elle pourra s'effectuer sans difficultfi 

1 (en fonction de L, ou sin L, ou sin s L) moyennan t  de tabuler--~h 

Intdgration complete 
1 

Elle est conditionnfie par le d~veloppement de O 3  : 

15 e4 35 1 - -  ( 1 - - e  2sin ~ L ) - ~ - =  1 - ~ 3 - e 2 s i n 2 L + - -  sin 4 L + - e  6sin e L  
W 3 - 2 8 16 

O n  aura par  suite: 

s=: cos~ Z~ + ~ sins Z~ A., + ~ ~,~ Ws + -~ ~A W~ + ig ~.A W~ 

o~ l 'on pose: v2 = e2 c~ Z~" 

I[W-", W 4, W 6 int6grales de Wallis 

Avec les notations Is, I4, In (d~j~ d6finies), et en t ransformant  la premiere 
parenth6se, il vient encore: 

S = a(1 -- v 2) (Aoa + 3o2AZs d- lSv*AI4 + 35v6Ah) 
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Cette expression pr6sente les particularitfs suivantes: 

- -E l le  est facilement calculable; toutefois, elle n'est pas de type identique 
aux int6grales similaires de la sphere param6trique et de la sphere con- 
forme; si on effectuait, en effet, v 2 ne serait pas unique facteur de AI~., 
v ~ de A I  4 . . . 

- -E l l e  est sensiblement moins convergente que les 2 int6grales cit6es ci-dessus. 

- - I1  n 'en  reste pas rnoins que la m6thode de la sphere des Normales permet  
d 'a t te indre tr~s rapidement  une expression simple de la distance. 

- -Rela t ions  avec les longueurs m6ridienne et 6quatoriale. 
Pour v = O, S = X = aAoJ: longueur de l 'arc (OJA, OJB) sur l '6quateur  
Pour v = e 2, S = M = a(1 --  e z) (Aoa + 3e=AI2 + l S e , A I  4 + 3 5 e , A I  6) 

Longueur  de l 'arc  (ooa, OaB) port6 sur la m6ridienne. 

(1 ~ On peut dnoncer : 
La longueur de l 'arc g6od6sique est sensiblement* 6gale ~t la longueur de 

l 'arc d'ellipse ddfinie comme suit, d'apr~s les 61dments du calcul de la ligne 
transpos6e brutalement  sur la sphere des normales 

- -Excentr ic i td  e 1 = e cos Z~ 
- - E l 6 m e n t  d 'a rc  dffini par COA, o)B 

- - G r a n d  axe a 
(2 ~ ) L'expression S' = xsin2 Z~ + M cos z ZE constitue une valeur 

sensiblement approch6e de S: 

X sinZ ZE = a d c o  sin 2 Z~ 

NI c~ ZE = a(1 - - e  z) ( A o  cos 2 Z~" + 3v2AI2 + lSv2e2AI,) 

S '  = a A o o ( 1  - -  v e) + a A I 2 [ 3 v Z ( l  - -  eZ)] Jr- a A I ~ [ 1 5 v Z e Z ( l  - -  e2)] 

S = aAo, (1  - -  v 2) + a~X,,[Sv~(1 - -  ~ ' ) ]  + a A I , [ l S o ~  (1 - -  ~ ' ) ]  

C = S - - S ' =  aAlz (  3v2e2 sin2 Z~) - -  aAIa( 15vze2 s in2 Z~ 

C = 3ae ~ sin z Z~ c~ Z~(AI2  - -  5AIa) 

Ce r6sultat permet  de constater que dans tousles  cas la correction C est 
inf6rieure ~t 1/60 000 ~ 

La formule S' = X sin* Zk + M cos z g~, est commode  d 'emploi  (voir 
Notice sur le calcul des Grandes G6odfsiques par  MM.  Dupuy  et Levallois, 
Page 71 sqq). 

M est obtenu par  la table de la Mfr id ienne de l'ellipsoide utilis6. 

Remarques 

(1) Dans le calcul pratique, on remplace la notat ion Z~ par  ZE, Za par  
Z.4, ZB par  ZB. 

(2) Nous n 'avons pas fait l '6preuve de la formule de correction encadr6e 
ci-dessus. Cette formule dolt en fair pratiquement s'6crire: 

C = 3e 4 s in '  ZE cos 2 ZE(AI2  - -  500AI4) • (a sin 1") 

* N'oublions pas l'erreur de ligne d'int~gration . . . .  
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Le coefficient A I  2 --  500AI4 semble 6tre petit . . . .  Il semble que 
tr6s rapidement l 'erreur de ligne d ' intfgration devienne sup6rieure 
ce terme correctif. 

Azimuts 
Deux corrections successives sont ~ apporter au r6sultat du calcul 

sphfrique : 

---Correction de dv: non-identit6 de la courbe image de la g6od6sique et de 
l 'arc de cercle A'B' .  

Cette correction est (grossi6rement) proportionnelle /t Aoj. Elle est 
relativement faible jusqu'k 1000 km (de l 'ordre de grandeur  de la 
correction analogue en sph6re conforme). 

----Correction de non-conformitd: la ligne image ne fait pas avec le m6ridien 
image le m6me angle que la g6od6sique avec le m6ridien de l'ellipsoide. 

Cette correction ne d6pend que: 

---de la latitude du point A (ou B) 

----de l 'azimut en ce point A. 

En fait, on a la relation simple, entre les azimuts correspondants: 

/ 

,lord / Nord 

A z" / 

(a) 

Fig. 9 (a) (b) 

1 
d~ parall~le 7V ds parall6le P 

tg Z '  - = - 
&o m6ridien _1 ds mfiridien N tg Z 

p 

Ordre de grandeur: 

N 
t g Z = - 7 _  t g Z ' =  V 2 t g Z '  

P 
V 2 - -  1 + e  '~cos ~L 
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Cette correction peut fitre facilement mise en abaque. 
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C O N C L U S I O N S  
La mdthode de la sphere des normales conduit ~ des corrections d 'azimut  

trop laborieuses ~ faire avec grande pr6cision. Elle peut ~tre utilis~e: 

- - P o u r  calculer des distances pr6cises 

- -soi t  par  les intfgrales de Wallis 

- -soi t  par la formule barycentrique de M. Dupuy 

- - P o u r  calculer des azimuts 

- - a u  d6cigrade, sans correction de non-conformit6 

- - avec  une pr6cision plus grande, moyennant  d'effectuer la correction 
de non-conformitY, par un proc6d6 rapide. 

Les erreurs r6siduelles sont de l 'ordre de 0 ~ 02 pour S<1000 kin. 

Exemple numdrique: Voir Notice sur le calcul des Grandes G6od6siques, 
Sect. VI I ,  ou Quelques m6thodes de calcul rapide, 
Exemple hors texte. 

VII--CALCUL DE GRANDES GI~'ODESIQUES--PROBL~ME 
INVERSE 

LE PROBL1)ME SPHI~RIQUE 

CALCUL DE GRANDES GI~ODI~SIQ.UES PAR DEVELOPPEMENTS 
LIMITES 

Remarque prdliminaire 
Dans l 'ensemble de l'exposd, nous avons soigneusement disjoint les deux 

probl~mes: 

--Passage de la sphere ~. l'ellipsoide 

--R6solution du triangle sph6rique. 

Cette fa~on de proc~der permet de discuter facilement et d'~viter l 'usage 
de tables multiples pour le calcul sph~rique. A la fin du pr6sent chapitre, 
nous donnerons toutefois les seules formules de ddveloppements limitds qui nous 
ont sembl~ d 'un calcuI facile, et qui permettent d 'obtenir des r~sultats 
directement ~k partir des donnfies ellipsoidiques. 

Probl~me 
On donne qoa, q:B, AM' (donn6es ellipsoidales). Calculer Aco, ZA, ZB, 

Z ~ ' ~  r 1 7 6  ~  �9 �9 . etc . . . .  

Diffdrentes m6thodes sont possibles, selon les quantitds voulues, la pr6cision 
demandde . . . 

Nous envisageons successivement: 

- - L e  calcul complet, pr6cis, avec calcul pr~alable des azimuts 
- - L e  calcul complet, precis, avec calcul prdalable de Ao) 
- -Calcul  des azimuts et des distances: m6thode de Neper 
- -Calcul  des azimuts et des distances: calcul prdaltkble de Am 
--Calculs  approchds 
--Calculs  6lectroniques 
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Les calculs de Trigonomftrie  sphfrique sont sujets 5. de multiples variantes. 
Les diff6rents cas de figures interviennent dans le choix de ces formules. 
Nous livrons ici les r~sultats &une expdrience personnelle, en indiquant 
rapidement les caractfristiques de chaque formule; cet expos6 est avant  
tout destin6 5. 6viter 5. d'autres calculateurs de nombreux t~tonnements, 
pas tous tr~s fructueux. 

D&ompte des opdrations dldmentaires 
Nous donnons pour chaque m6thode op~ratoire un dficompte approximat i f  

des opfirations 5. effectuer, avec les conventions suivantes: 

- -Addit ion,  multiplication, division: 1 operation (2 inscriptions sur 
machine). 

- -Recherche  de l'entr~e d 'une table: 1 opfiration (sauf cas d 'une  table 
5. tr~s faible nombre d'entrdes). 

- - In terpola t ion  elle-m~me: 2 operations. 

I1 ne faut pas s 'attacher 5. la lettre 5. de telles statistiques, beaucoup 
d'autres ~16ments tr~s importants devant entrer en ligne de compte, tels que: 
simplicit6 des formules, v6rifications, commoditfi des tables . . . .  

Tables Trigonomdtriques Fondamentales. Iddes Gdndrales des Calculs 
Nous rechercherons conventionnellement 5. conserver partout  8 chiffres 

significatifs, convention de travail qui nous permet d'etre assures de conserver: 

--Lindairement : le m m  jusqu'5. 200 km 
le cm jusqu'5. 1000 km 
le dm jusqu'5. 3000 km 
le m6tre jusqu'5. 10 000 km (et au dels.) 

~AnguIairement: le 1/100 de seconde sur les azimuts dans tousles eas 
(ces exigences ne nficessitant pas d'ailleurs toujours 8 chiffres significatifs, 
mais il est commode de prendre cette convention . . .) 
8 chiffres significatifs sont assur6s si on travaille: 
(10) Avec des tables 5. 8 d~cimales des lignes trigonomfitriques de 0 5. 100 a. 

Avec des tables 5. 10 d6cimales pour les angles inffirieurs 5. 10 a. 
(2 ~ En interpolant linfiairement dans ces tables-- la  table de cos x (pour 

x <  10 a) n~cessitant cependant l 'interpolation parabolique. 

(3 ~ Si on ~vite de sortir: 
- - les  angles petits par leur cosinus 
- - les  angles voisins de 100 G par  leur sinus 

I--Calcul Complet, Pr&is. Calcut Prgalable des Azimuts 
C'est l ' imprim~ n ~ 2304 B.T. qui a servi 5. la plupart  des exemples 

num~riques cites. 

Mdthode de Neper modifide 

(A) Calcul prdalable des azimuts 

AM" cos ~0m cos (Ago/2) AM" cos cp.~ + cos q~B 
tgZm = t g ~  • sin(A~o/2) • cos(Aqo/2) - - t g ~  • s inA~ 
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A z AM' sin ~m cos ~m AM' sin 2Cpra 
t g - ~ -  = t g - T  • • - -  - tg x cos (A~/2) cos q~m T cos ~A + COS r 

d'ofi formation de Zra, ~ ,  Z,4, ZB et leurs lignes trigonomdtriques. 

(B) Calcul vdrifid des longueurs par: 

cos 9a + cos q~B 1 + COS AM' 
sin Aco =: sin AM' sin ZA + sin ZB = sin A9 cos Z,4 + cos ZB 

(C) Complgments 

sin ZB = sin ZA cos ~0a = sin ZB COS 9B 

tg ~a tg q~B 
tgcoA - - - -  t g ~ o B - - - -  

cos grA cos ZB 

d'o/a coA et COB Aco = coB --  co,~ (v~rification) 

Remarques 

(1) Les parties A et B sont relativement longues: 59 op6rations. La partie 
compl6mentaire C est par  contre rapide:  17 op~rations. 

(2) La prdcision est similaire 5. celle de Neper, sauf cas particuliers 

- -A et B pros du pole Nord (ou Sud) 
AZ 

t g - ~ -  par  cette m&hode est sensiblement moins precise que par  la 

mdthode de Neper;  cos Cpm est voisin de 0. 

--A voisin du pole Nord, B du pole Sud 
Aq~ 

tg Zm perd de la precision; cos - ~  voisin de 0 

--Aco voisin de 100 ~ (D = 10 000 kin) est mal d~fini par sin Aco. 
Par contre, il reste tr~s bien ddfini par  cotg coA, cotg COB, sauf cas 
particulier d 'une  g~od~sique (de 10 000 km) tr~s proche de l '~quateur 
(ZE voisin de 100 ~) (il faut alors avoir recours 5.: 

COS ,4co : -  COS ~A COS ~B "q- sin g0A sin ~B COS AM') 
(3) Tables utilisdes 

TaMes 5. 8 ddcimales des lignes tr igonom&riques 
Tables 5. I0 ddcimales des lignes trigonom~triques pour les angles 
inf~rieures 5. 10 grades 

L' interpolat ion lin6aire suffit pra t iquement  partout  (sauf peut-~tre pour  
le calcul de tg `4M'/2). 

(4) Utilisation 
Cet imprimd est recommandd pour  tousles calculs de haute pr6cision, 

les calculs expdrimentaux. II est un peu lent, mais solide. 

II--Calcul complet, Prdcis. Calcul Prdalable des Longueurs 
Cette mdthode de ealcul s'est ddveloppfie assez r6cemment  pour  les 

raisons suivantes: 
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- - D a n s  la mf thode  des Grandes  G6od6siques par  la sphere param6tr lque ,  
5. chaque it6ration, l 'on  n ' a  besoin que de wa, coB, sin ZE, 5- l 'exclusion 
des azirnuts 

- - C ' e s t  une m6thode type de machine  ~t calculer de bureau  

- - U s a g e  des tables 5. 10 d&imales  de cosinus 
Elle est assez rapide, mais de grosses difficult& v iennent  p ra t iquemen t  des 

points suivants : 

--Cos AoJ d6finit tr~s mal  Aw pour  les petites valeurs 

- - L e s  azimuts et les longueurs sont d~finis par  leurs sinus, ce que est tr& 
impr&is  au voisinage du vertex. 
De 15. l 'obligat ion,  dans des cas particuliers, de dist inguer des var iantes  

nombreuses qui v iennen t  alourdir  sensiblement la m&hode.  
Nous allons tgmher de ddgager des m&hodes types, dont  l 'essentiel est 

consign6 dans l ' impr im6 n ~ I .G.N.  2303--1953.  

(i) Cas des longues gdoddsiques ( . . .  ou recherche de pr6cision m 6 d i o c r e . . . )  
O n  adoptera  le proc6d6 suivant,  si l ' on  se contente de 8 ddcimales sur 

cos Aw (ou 10 d6cimales, si on ex&ute  tous les  calculs 5. 10 d&imales) .  

(A) Distances 

cos Aw = sin goA sin gob + cos goa COS gob COS A M '  

(B) Compldments 

sin A M '  
sin ZB = cos goa cos gob sin Ao~ 

sin goa " 
sin ~ A  - -  ~ - -os - -~ -_  , 

sin goB ~'~'11 we --  oJa = A w (v6rification) 

cos & J  
sin cob --  - -  

(C) Azimuts 

sin Za --  

sin Zn -- - -  

sin ZE 

COS goA 

sin ZE 

COS ~ B  

Variantes 
Si wa est mal  d6fini par  son sinus, il e n e s t  de m~.me de ZA (voisinage 

du vertex). O n  proc~dera alors comme suit:  

sin Ao~ cos ZA = sin gob cos goA - -  sin goa cos gob cos A M '  

sin Ao~ cos ZB = sin goa cos gob - -  sin gob cos goa cos A M '  

tg goa 
tg oJA --  

COS Z A  

tg gob 
tg wB --  - -  

COS ZB 

(au total, m&hode tr~s proche de l ' impr im6 2353 B.T. 1949). 

76 



CALCUL DE GRANDES GI~ODi~SIQUES 

Remarques 
(1) Rapiditd de la m~thode: A, B, C: 45 opdrat ions.  

(2) D a n s  u n e  i t6ra t ion ,  on  p o u r r a  s 'a r r6 ter  ~ A, B. O n  ca lcu lc ra  C q u a n d  
le r6sul ta t  sera stabilis& 

(3) La  fo rmule  d u  calcul  de cos Z,4 est en  fait la fo rmule  di te  en  s inus-  
cosinus. 

(4) L i m i t a t i o n  de la m 6 t h o d e :  8 d6cimales  sur  cos AoJ = prdcis ion d u  
m6t re  p o u r  D > 2 0 0  km.  

(5) Si ZE est vois in  de 100 a, O~B et t.o A sont  real  d6finis. O n  p r e n d r a  ~o.4 
issu d u  ca lcul  et oJB ~ eoa + A~.  

(ii) Imprimd voisin: utilisation des tables (1 - -  cos AM') 
Tab le s  ~ 8 d6cimales  p o u r  l ignes t r igonom6t r iques  sup6rieures  ~ 10 a 
Tab le s  ~k 10 d fc imales  p o u r  l ignes inff r ieures .  
Calculs  sp6ciaux pou r  conserver  (1 - -  cos AM') ~ 8 chiffres significatifs.  

(A) Distances 

(1 - -  cos Aw) = (1 - -  cos Ag) + cos ~0a cos ~oB (1 - -  cos AM')* 

(B) Azimuts 

sin AM' 
o sin Z~ ---- cos 9A cos q~B sin AoJ 

sin Z a  = sin ~E sin ZB - -  sin ~ ,  
cos q0A COS 7~B 

COS ~ a  sin AoJ = sin A~p + sin 9A COS 9B (1 - -  COS AM') 

cos ,~B sin AoJ = - -  sin A9 + sin 9B COS ~PA (I  - -  COS AM') 

(C) Compldments 

tg ~a ] 
t g o J ,  = ~.-27"~-7, 

,.o~ % a [  
tgqoB [ OJB - -  oJa = AoJ (v6rif icat ion) 

cos Z~_I 
tg oB = 

Remarques 

(1) Aux  dis tances  off l ' o n  t ravai l le ,  le calcul  de AM' doit  se faire sans 
i t e ra t ions ;  on  calcule  doric les az imuts  i m m ~ d i a t e m e n t  apr6s les 
distances.  

(2) La  fonc t ion  (1 - -  cos Ax) peu t  se ca lcu le r :  

- - p a r  les tables ;k 10 d6cimales  (avec i n t e r p o l a t i o n  p a r a b o l i q u e )  

--mieux p a r  les tables 2s in2x/2  - - f ( x  ~) qu i  p e r m e t t e n t  de  conserver  
X g 

* Que l 'on met souvent sous la forme de formule de Pythagore: 

sin" - -  # = sin'- ~ + cos Wa cos ~0B sin" 
AM'  
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une pr6cision homog~ne en chiffres significatifs. 
calculera A~ par :  

X 2 
- - T a b l e s  - -  --  f ( 2  sin z x/2) 

2 sin s x/2 

- -Ex t r ac t i on  de racine carr6e. 

Dans ce cas, on 

III--Calcul des Azimuts et des Distances: Mdthode de Neper 

La mf thode  de Neper  est excellente, rapide, logari thmique.  Elle perd 
beaucoup de son int6r6t si on veut calculer les donnfes  compl6mentaires .  
Elle comporte  59 op6rations 616mentaires. 

Calcul prdliminaire des azimuts 

AM'  cos ~om 
tg Zm = tg .  2 

sin A--9 
2 

AM" sin ~0m 
tg = t g  2 zJ~0 

COS - -  

2 

Calcul vgrifid des distances 

sin A z  A Z  
- -  COS - -  

AoJ 2 Am 2 
tg --if- = cotg ~Om sin Zm - -  tg ~ cos Zm 

IV--Calcul des Azimuts et des Distances: Calcul Prgalable de Aoj 

O n  reprendra  les mfithodes (a) et (t3) ci-dessus en les simplifiant s la 
demande  . . . .  

V---Calculs approches 

Pour les courtes g4odfsiques, ou dans le cas off une prfcision m4diocre  
est demand6e,  on est tent6 de dfvelopper  les diff6rentes formules ci-dessus 
et de r6aliser des d6veloppements limit6s, gdn6ralisation des formules 
diff6rentielles : 

/loj 2 ~_~ Z]~ 2 ~-  COS2 qo A M  '2 

A M '  
tg Zm - ~ -  cos 

A z = AM'  sin ~o 

I1 parai t  peu int6ressant en ce cas de chercher ~ calculer les 416ments 
compl6mentaires . . . .  

(i) Premier point de vue 

I1 consiste simplement ~ chercher des 'd6veloppements simples de chaque  
fonction utilis6e, g6n6ralisant ce qu 'on  a d6j~ fait pour  la fonction 
(1 - -  cos AM').  
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Calcul des distances: 

Utilisant la formule 

sin2 A___~o = sins A__9 + cos ~0a cos 9B sin2 AM___~' 

2 2 2 

on l '6crira sous la forrne 

- 1 -~  . . . . .  12  "" 12 ] + "  

et l 'on utilisera 2 fonctions auxiliaires: 

k = x2 - -  xa/12x ~ + . . . _ f ( x 2 )  

X 2 X 4 

1/k = x 2 - xa/12 + . . . = f ( x 2 - -  1--2 + " " ") 

_ _  X 2  
soit les fonctions sin~ xl2  - - f ( x  2) et - -  - - f ( s i n  2 x]2) 5. des coefficients 

x 2 sin S x/2  

pr~s ] - -e t  l 'on calculera comme suit: 
*l 

Ao){ = (kAq~ 2) + cos q~a cos q~B(kAM '2) 

1 A ,0~  
A . , 2  = 7~ 

Am ~--- 

1 
Les tables k et ~ sont extr~mement condensdes . . . (voir Sect. V I I I ) .  

Remarques 

(1) La formule utilis6e reste ainsi rigoureuse. 

(2) On  peut ddcomposer (cos ~a cOS q~B) en f (qom, ? ) : i l  semble aussi 
/ 

simple de calculer ce produit  directement.  

Calcul des azimuts 

O n  peut utiliser les formules de Neper  et des fonctions auxiliaires 

S telle que sin x = xS(x  2) 

x = xt(x2) t telle que tg ~. 

\ - - 1  

- - O n  b6nfificie de l 'usage de tables trfis condens6es. 

- - P a r  contre, les op6rations de calcul sont sensiblement augmentdes, sans 
b6n6fice r6el. 

- - I c i  aussi la pr6cision rigoureuse est respect6e. 
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(ii) Deuxi~me point de vue: usage de ddveloppc:mmlts limitds 
Arr&& aux termes du 26me ordre, les d(w+,ppr'ments limit& seront les 

suivants : 

[  M"I Aoa 2 = A ~  2 1 -- (cos ="qvm+ 3sin 2cpm) 12 ] 

[  M'"I 
+ cos" ,/,,,, AM'" . 1 -- sin 2 qOm 12 J 

[ 1 AM' cos 9~m 1 + + 
tg Zm -- A9 ~ 24 ] 

A z = A M ' s i n ~ o m  1 + ~ c o s  ~-cpm+ 

(iii) Enfin, on est tent6 de remplacer dans h:s expressions ci-dessus les 
616ments sphfriques par leurs expressi,ms r:n fbnction des 616ments 
ellipsoidiques ( . . .  dans les diverses m(thodl:s). On aboutit ainsi ft. 
des d6veloppements divers. Nous retic~ndrons hrs suivants, qui com- 
portant 

- - le  d6veloppement limit6 rigoureux du I~rr ordre 

--les ddveloppements sphdriques purs du 2/:me ordre. 

VI--A/[dthode par Ddveloppements Limites 

(LA 

D~ tLBv/ 

Lm = L A  + LB ~ : AAl sin I n  
2 AA, I cos [-'in 

= pAL (de~veloppement rn(ridien) 
= N A M  cos Lm (ddveloppement sur le parall~le) 

S z = f12[1 -- 0,0000 6168 u* -- 0,0000 2056 v" I -F p*(l -- 0,0000 2056 u z) 

tgZra-----~[a +O,O0002056AM2+O,OOOOIO28AL ,,] 

AZ = u[1 + 0,0000 2056 v 2 + 0,0000 3084 AL 2] 

(A~'~I, AL, u, v, en grades) 

Remarques 
- - L a  formule des distances est identique h cclle donnde dans l 'ouvrage de 

M. Dupuy:  'Not ice  sur quelques re&bodes de calcul rapide des 
distances g6oddsiques terrestres ', Page 35. Les termes sont regroup& 
ici de far diff&ente. 

- - L a  formule des azimuts est, ~ peu de chose pr6s, la formule des In- 
g~nieurs Gdographes. 
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Ces formules constituent un excellent procdd6 pour  les courtes gdod6siques, 
une approximat ion tr6s suffisante jusqu'5. 1000 km dans de nombreux  cas 
(calculs de distances entre objectifs militaires). Elles constituent souvent 
un moyen rapide de v6rification. 

VII--Calculs l~lectroniques 
Les calculs 61ectroniques prdsentent des avantages et des exigences tr6s 

particuliers : 

Avantages 
(1) La question de temps de calcul est beaucoup moins pr6occupante.  

(2) En particulier, on travaille systdmatiquement 5. 10 d6cimales sur toutes 
les lignes trigonomdtriques. 

(3) La vdrification a lieu en recommen~ant  le calcul. 

Exigences 
I1 faut pr6voir d 'embl6e tous les  cas de figure et t~cher de conserver en 

tous les cas une precision finale homog6ne 5. la prdcision des donn6es. 

Solution adopt& 
Nous avons d6js. indiqu6 que c'dtait  une mdthode de Neper modifife 

AM' 
- -Ca lcu l  de tg 2 '  tg 2 '  tg 2 

AM' 1 - -  tg goAl2 tg goB~2 
- - C a l c u l  de tg Zm -~ tg 2 tg gOB/2 - -  tg ~a/2 

A Z AM' tg ~A/2 + tg ~B/2 
t g - - ~ - = t g  2 1 + tgq~A/2 tggos /2  

_~g,.,_4_f, ~.A, gB 

sin ZE ---= sin Za cos q~a = sin gB cos ~B (vdrification) 

c~ ~ = c~ q~ c~ Z~] deo = o~.--coA 
cotg cob = cotg ~B cos 

Remarques 
(1) Toutes les lignes sont calcul6es 5. 10 d6cimales. 

(2) Usage abondant  de la ligne tangente (cotangente) et en particulier tous 
les angles sont sortis par leur Arc tg (Arc cotg). 

(3) La mf thode  est seulement en d6faut dans le cas d 'une  ligne 6quatoriale 
(ZE voisin de 100 ~ ; dans ce cas, en effet, la ligne est real d6crite par  
son cos Z et les angles oJa et co B sortent avec une mauvaise pr6cision; 
il faudrait  alors pr6voir une variante: 
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Calcul  de AoJ par :  

sin Am tsin AoJ = sin AM sin Za  + sin ZB* 
tg AoJ - -  - -  avec cos ~A + COS q0B 

COS /]co 

i c o s  Aco = sin 9A sin 9B + COS ~0 A COS ~0B 
COS AM'~ 

r A sorti  p a r  cotg coa -= cotg ~0,4 cos ZA 
cob sorti  pa r  OJB = oJa + A~o 

[la mauvaise  pr6cision de r A n ' a y a n t  pas d ' i m p o r t a n c e  pour  la suite 
(calcul des int6grales de Wall is)  ] 

M o y e n n a n t  cette var iante ,  le calcul  r6pondra  5. toutes les exigences 
qu 'on  a t t end  de lui. 

(4) La  m6thode  est app l icab le  au  calcul 5. la main,  moyennan t  de t rava i l le r  
~t 10 d6cimales.  (A 8 d6cimales, on conservera la pr6cision du  dfc i -  
m~tre.) II n 'y  a pas de vfr i f ica t ion in terne  impor tan te  (sauf sin ZE). 

Voir  le fascicule:  ' Calcul  61ectronique des Grandes  G6od~siques ' ,  rdalis6 
p a r  l ' Ins t i tu t  Gdograph ique  Nat iona l  (H. M. Dufour,  Sep tembre  1956). 

VIII--CALCUL DE GRANDES GEODI~SIQUES--PROBLP~ME 
INVERSE 

CHOIX DES MI~THODES 

Apr~s avoi r  pass6 en revue diff6rentes formules de calcul,  il est indis- 
pensable  de faire une sdlection dans les m6thodes de travail ,  et ce choix 
est forcfment  assez arbi t ra i re .  I1 serait  id fa l  de choisir une seule mdthode ,  
et de s 'y tenir,  et cette solution est v ivement  r ecommandde  h u n  bureau  qui  
n ' a u r a i t  qu'5. r6soudre r a r emen t  le probl~me. Ma lheureusemen t ,  en 
pra t ique ,  il f audra  tenir  compte  des points de vue suivants:  

- -N6cess i t6  de penser  5. une vdrification du calcul  

- - D e s  solutions approchfes ,  mais  rapides,  sont parfois suffisantes~ 

- - L a  m f t h o d e  g6n6rale peu t  6tre abrdgfe  si l 'on  ne recherche  que les 
distances, ou que les azimuts  

- - L a  na ture  des donn6es influera 6galement  sur le choix de la m6thode  
utilis6e : 

coordonn6es g6ographiques- -~a lcu l  en projec t ion  sph~rique 
coordonn6es rectangulaires--*calcul  en ut i l isant  les tables de la pro-  

jec t ion  

La  s61ection ci-dessous propos6e, qui const i tue en que lque  sorte la ligne 

* Cette formule ayant alors son plein effet (g6od6sique Est-Ouest). 
t Forrnule qui a son plein effet dans le cas tr~s particulier off, en plus de ZE volsin de 100 a 

on a une ligne de longueur voisine de 10 000 km. 
la longueur des g6od,6siques 

~. Solution variable sehm la prt~cision requise 
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de conduite du Bureau Technique de l 'Institut G6ographique National, 
tient compte de ces divers points de rue. 

Dans une premiere partie, nous d6finirons un certain nombre d ' impr im& 
de calculs, avec leurs caractdristiques. 

Dans une deuxi~me partie, nous donnerons un certain nombre de cas de 
calculs, avec les modes op~ratoires et les imprim& qui nous paraissent les 
mieux adapt&. 

Dans une troisi~me partie, nous donnerons les proc6d& de calcul 6lec- 
tronique. 

Note prdliminaire 
Dans les m&hodes gdn6rales, nous pr6conisons toujours, en calcul 

sphdrique, la m&hode de Neper (calcul des azimuts, puis des longueurs), 
la m&hode par calcul pr6alable des longueurs prdsentant trop de cas o/1 
la prdcision des donn&s s'6vanouit au milieu des calculs; cette derni&e 
mdthode reste toutefois pr6f6rable, vu sa rapidit6, si l 'on ne cherche que la 
longueur de la g6od&ique. 

PREMIt~RE PARTIE:  S E L E C T I O N  D ' I M P R I M I ~ S  

I--Calculs de Haute Prdcision et Forte Gdndralitd 

(A) Mdthode complete par sphkre paramdtrique 
Calcul de V 1 par  la formule des 3 niveaux 
Calcul de V2 par  terme correctif 5. V I 
Calcul sph~rique: Neper modifi~ 
V~rification (et amelioration fiventuelle) : calcul de l 'appoint en longitude 

et de la distance par les int~grales de Wallis 

Exemple: pages 42, 43, 44, 45 (Paris Saigon)--46 17 

Cette m&hode convient 5. tous les cas possibles. Le calcul sph~rique 
n'est en d&aut que dans des cas excessivement rares. 

La v~rification est bonne moyennant d'&re exigeant sur la concordance 
des r&ultats (entre int~grales par points et intfigrales de Wallis), et aussi 
de vdrifier 5. part  et sp&ialement le passage des latitudes ordinaires aux 
latitudes param&riques. 

(A') Variante de la mdthode 
Calcul de V 1 et V~ par Vm + termes correctifs (formules de Jordan)  

Exemple: page 48 

Cette variante est susceptible de remplacer la pr&ddente m&hode pour 
les g~od&iques inf~rieures 5. 1000 km, une lois tabulfis commod~ment les 
terrnes correctifs. 

(B) Sphere conforme : intdgrations par points 
Calcul sph6rique: Neper modifid 
Calcul des corrections d'&helle et de dv par integrations sur 3 points 

Exemple : pages 58-59 

Cet imprimfi est particuli&ement rapide et de conception simple. De 
pr&ision optima jusqu'5. 1000 kin, il suffit pratiquement aux besoins actuels 
jusque vers 10 000 kin. 
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II--Calculs de Moindre Prgcision 

(A) ,5'ph~re paramdtrique : mdthode par Vm 

VI= V2= Vm= V ( LA q-L~)2 

�9 Cab:ul sph6rique: Neper 

Exemple: voir page 89 ci-apr+s 

Cette mdthode abandonne la pr6cision des 3 niveaux et ne comporte pas 
de v6ri Iication, mais: 

elle est rapide 
elle cst logarithmique (ce qui reste d 'un certain intdr6t) 
elle garde une excellente pr6cision pratique: 

pr(:cision gdod6sique jusqu'~t 50 km 
l 'erreur sur V i e s t  celle sur V2 se compensent partiellement dans le 

calcul des distances; l 'erreur rdsiduelle est donn6e par la formule: 

8(S) _ 14Ar cos2 g cos 2 z cos 2L 10 -~ 
S 

A~o exprim6 en grades 

Z orientation moyenne de la gdoddsique 

L latitude moyenne 

l, 'erreur maxima est de 15 m ~t 1000 km (g6od~sique ~t l 'dquateur Z----0). 
l,',lh: est tr6s faible en moyenne, et surtout /l nos latitudes (cos 2L 
wfisin de 0). 

(O ,  peut naturellement pr6voir la tabulation (ou un abaque) des termes 
corrcctit~/i V1 et V2 (termes correctifs de Jordan),  ce qui donne ~t la mdthode 
une pr(.cision excellente.) 

(B) Sphere osculatrice 
projection sur la sphere osculatrice en un point de latitude ronde voisine 

de la latitude moyenne. 
Cah:,l  sph6rique par formules de Neper 
Voi,' exemple page 90 ci-apr~s 
Cetlc: mdthode donne une excellente pr6cision, d 'autant meilleure que 

la latilude de projection est voisine de la latitude moyenne. Deux variantes 
d'utilisation: 

(1 o) Projections espac6es (de 5 a en 5 ~ ou 10 a en 10G). Etablissement de 
tables locales L---~b. Commoditd d'emploi, mais prdcision de l 'ordre 
du m~tre ~t 1000 km (voir table accompagnant l'exemple). 

(2") Projections de grade en grade: utilisation de la table de la m6ridienne 
et calcul de ~b par 

= $ o  + s - So 

R0 
prdcision excellente, un peu moindre commodit6 d'emploi. 

N~nts citerons ensuite, mais avec un moindre int6r6t: 
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(C) Sph6re circonscrite ~ la latitude moyenne. 

(D) Sph6re conforme 
Calcul spMrique: Neper 

Correction d'6chelle par  Km = If  - (LA 

Pas de correction de dv 

+ 2 LB.) 

III---Courtes Gdoddsiques 

Les proc6d6s ci-dessous indiqu6s conviennent plus particuli6rement: 

- - avec  grande pr6cision aux g6od6siques jusque vers 100 km 

- - avec  une pr6cision moindre (mais souvent suffisante) aux gfodfsiques 
jusque vers 1000 km 

(A) Mdthode par ddveloppement 

Voir exemple page 92. 

(B) IVI~thodes par projection 

Ces m6thodes seront tr~s souvent les plus avantageuses quand les deux 
extrfmit6s de la g6od6sique sont donnfes dans le m6me syst6me de pro- 
jection, ou peuvent y 6tre ramenfes facilement. Les dtapes de calcul sont 
les suivantes: 

- - R a m e n e r  les points dans le m6me syst6me de projection 

- -Calcul  du gisement et distance 

- -Correct ion d'fchelle et de dv 

Les projections les plus intfressantes nous paraissent 6tre Lambert ,  
Mercator, U.T.M.  

IV--Cakul  Exclusif de Distances 
Nota 

I1 n 'y a pas lieu de parler sp~cialement des calculs exclusifs d'azimuts, 
qui d 'une part  sont rares, d 'autre part  seront trait~s par les imprim~s d~jS. 
cit~s, qui se simplifient d'eux-m~mes, car les azimuts sont calculds soit 
pr~alablement aux distances, soit ind~pendamment. 

Pour des calculs exclusifs de distances, on peut avoir intdr~t h utiliser des 
m~thodes un peu diffdrentes, pour deux raisons essentielles: 

- -cer tains  proc~dds conduisant facilement aux distances corrigdes, 
difficilement aux azimuts corrig~s 

- - l e  calcul sph~rique reprendra la formule fondamentale: 
cos AoJ = sin q~.4 sin q~B + cos cpa cos cpB COS AM'  

(ou forrnules dfriv6es) 

(A) Sphbe conforme 
Formule fondamentale de la Trigonom6trique sph6rique 
Int6grales de Wallis 
Exemple pages 60-61 moyennant  de supprimer le calcul des corrections 

de dv 
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Excellente mdthode pour tous calculs adronautiques; la formule fonda- 
mentale devient inop~rante aux courtes distances. 

(B) Sphkre de Gauss: Imprimd 2.353 I .G.N.B.T.  49 
Formule barycentrique de M. Dupuy (cf. pages 70-71-72) 
Formule fondamentale de la TrigonomStrie sphdrique 
Formule barycentrique des distances 

(C) Mdthode par Vm (II.A) / 
(D) Mdthode par sphkre osculatrice (II.B) I 

Les deux mdthodes utilisdes avec la formule fondamentale, ou mieux 
avec le ddveloppement: 

(kAto 2) = (kAq~ 2) -t- cos ~0a cos q~B (kAM '2) 

Voir exemple page 95. 

(E) M~thode IILA 

Calcul exclusif de la distance 

(F) 2kidthode III.B 

Calcul exclusif de la distance 

DEUXII~ME PARTIE 
PROBLt~MES PRATIQ.UES POSES--  

U T I L I S A T I O N  DES IMPRIMI~S 

Calculs Isoles--Calculs Tests 

Utiliser/ ,  A (Calcul autov6rifid). 

Calculs d'un Reseau S,wran 

(0 < D < 1000 km) Pr6cision requise du cm 

(1) Utilisation de I, A (ou I, A') 
(2) Utilisation de I, A, simplifi~ (sans int~grales de Wallis) 
(3) Utilisation de I, B (sphSre conforme) 
(4) Utilisation de II, B, (2 o) (sph6re de courbure) 

(Moindre prdcision pour D > 400 kin) 

VSrification 
par le th$or~me 
de Legendre 
g~ndralis6, ou 
calculs par 2 

m~thodes 
distinctes 

Calculs Ggodgsiques 
(0 < D < 200 km) 

Les m6thodes pr6c6dentes restent naturellement valables. 
on pr6f6rera: 
I I I - - A  (d6veloppements, formules des Ing6nieurs' 

G~ographes) 
I I I - -B  (projections) 

En pratique, 

V6rification par le 
th6or~me de Legendre 
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Calculs de Distances et d'Orientation d'Antennes 

Calculs de faible prdcision en gdndral. Un calcul sur une sph6re de 
rayon moyen suffit arnplement dans la plupart  des cas; on pourra  utiliser, 
si on veut 6tre plus rigoureux, l ' imprimd II ,  A (calcul par Vm) et vdrifier: 

- -soi t  grossi6rement, par  un abaque 

--soi t  par vdrification de la distance (par exemple, imprimds IV, A, 
ou IV, B) 

Distances Aeronautiques 

D ~ 1000 km: IV, A - -  IV, B - -  Abaque 

D <  1000kin: IV, C - -  IV, D - -  IV, E 

Distances et Azimuts entre Objectifs A/lilitaires 

On ddsire des calculs aussi rapides que possible,/~ la prdcision de quelques 
m~tres, pour des distances excddant rarement 1000 kin. 

Le rdsultat dolt fitre rapidement obtenu, mais on dispose de plusieurs 
calculateurs pouvant travailler en parall61e. I1 est conseilld d 'adopter  
2 mdthodes rapides, non vdrifides en elles-mfimes, et aussi inddpendantes que 
possible; par  exemple : 

I I ,  A: mdthode par Vra. 

II ,  B: sph6re osculatrice; surtout intdressante dans le cas de nombreux 
calculs dans une m6me zone 

IV, A: ddveloppements 

IV, B: l'utilisation d 'une projection est vivement recommandde, quand les 
donndes sont ~ la fois en gdographiques et en projection 

Remarque 
Le calcul vdrificateur pourra n'~tre que partiel (distances seulement) 

quand le calcul principal utilise les formules de Neper: imprimds IV, C - - I V ,  
D - - I V ,  E - - I V ,  F. 

T R O I S I I ~ M E  P AR TIE :  CALCULS ]~LECTRONIQ.UES 

Pour les calculs ~t la main, nous avons dtd obligds de prdvoir plusieurs 
cas possibles, l 'application d'une mdthode gdndrale unique se rdldvant 
parfois un peu lourde pour le calcul ~ atteindre. En calcul dlectronique, 
nous rechercherons au contraire une mdthode valable darts tous les cas de figure, 
et de prdcision maxima, aussi simple ~t programmer que possible. 

(A) La mdthode de la sphkre paramdtrique, avec intggrales de Wallis et itdrations 
nous parait  s'imposer. Elle est longue en calcul (plusieurs itdrations), 
mais courte en programme (pas de corrections aux azimuts); elle est 
de prdcision extrfime (pas de correction de ligne d'intdgration). 

C'est la mdthode iddale sur un materiel ~ programme enregistrable 
(matdriels qui vont devenir les seuls utilisds . . .) 

Pour les courtes gdoddsiques, on peut procdder en une seule passe, 
grace au calcul de Vi et Vo. par les formules de Jordan:  ~t utiliser sur 
un matdriel ~t programme non enregistrable. 
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(B) La mdthode de la sphere conforme construe un excellent moyen de v6rifi- 
cation; il 8uffira de vfrifier les distances par cette 2~me m6thode. 

Pour les r6alisations pratiques, voir le document suivant: ' Calcul 
61ectronique des Grandes Gfod6siques' ,  rfalis6 par l 'Institut Gfo-  
graphique National, par  H. M. Dufour, Septembre 1956. 
Un simple additif: Si on d6sire que la m6thode (B) (sphere conforme) 
v6rifie correctement la m6thode A, il est bon d'ajouter les v6rifications 
internes suivantes au tableau de la page 13 du document pr6cit6: 
entre les lignes 10 et 11, intercaler: lignes trigonom6triques de Zm 
sin ZE = sin ZB COS ~OB (vfrification) 

ligne 10 : ajouter tg ~B = tg oJB COS ZB (v6rification) 

M~rnoDE II ,  A: el. pages 32, 33, 84, 89 

Sphere paramftr ique V 1 = g 2 --:- V(  LA-t-2 LB) 

Prdcision 
Gdoddsique jusqu'5. 50 km (mm) 
Tirs d'artillerie jusqu'~. 1000 km 
Distances afronautiques jusqu'5. 2000 km 

Tables 
Tables des lignes trigonom6triques h 8 d6cimales de I 'U.G.G.I .  
Tables des latitudes ordinaires~lati tudes paramftriques 
Tables de V == ~ I  + e '2 cos z L pour les divers ellipsoides 

~emaTques 
(1) A titre indicatif, nous avons conserv~ 10 d~cimales pour ]es lignes 

trigonom6triques des angles inffirieurs 5, l0 a. Cette prficaution n'est 
n~cessaire que dans le cas de calculs g6od~siques. 

(2) Par l 'adjonction de termes eorrectifs ~ Vm, on obtient une prficision 
suppl~mentaire (m6thode de Jordan,  voir page 48). Le proc6d~ 
permet alors de calculer un rfiseau Shoran. 
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IX- -CALCUL DE GRANDES GI?.ODF.SIQUES 
LA R E S O L U T I O N  DU PROBLEME D I R E C T  

On donne: A 

On cherche: B 

I~NONCI~ DU PROBLI~ME 

Ma S = distance AB ZA/  ggod&ique 
La 

Ms  
LB ZBA 

I N D I C A T I O N S  G~NI~RALES 

Une &ude rapide du probli:me nous montre que nous aurons deux 
grandes catdgories de solutions: 

(A) Le probl~me est un probl&me de Cauchy: on peut donc songer /~ le 
r6soudre par des ddveloppements de Taylor ~ partir  du point A. 

Ces d6veloppements ont l 'avantage d'&re r i g o u r e u x . . ,  mais 
deviennent rapidement inextricables, et ont une pr6cision tr& rapide- 
ment insuffisante quand la distance augmente. 

(B) On se famine  ~t un problkme sph&ique: l 'examen rapide des diff6rentes 
spheres utilisables montre qu'il sera avant tout commode de n 'avoir  
aucune correction ~ faire sur ZAB pour le transposer sur la sphere 
auxiliaire, ce qui nous conduit prat iquement/ t  restreindre notre choix: 

(I ~ A la sph&e de courbure, qu'on prendra 

--soi t  au point LA lui-mfime 

--soi t  en un point L 0 voisin 

(2 ~ A la sphkre paramdtrique, qui paralt  la m6thode g~n6rale la plus 
adapt6e au probl~me ~ r&oudre. On trouvera en fait 2 
m&hodes principales : 

(a) Mdthode rigoureuse: valable quelle que soit la Iongueur de 
la g6oddsique. Utilisation des int6grales de Wallis. 

(b) ;vIgthode approchde (pour les courtes g~od~siques): un peu 
plus rapide, utilisant encore la sphere auxiliaire, mais 
calculant les corrections aux valeurs initiales par des 
d6veloppements limit&. 

(A) Probl~me Direct, par des D dveloppements Rigoureux Directs 
Ces d6veloppements vont proc~der en fonction de S. Ils utilisent 2 

relations fondamentales: 

{ ~  dG dL cos Z dG [dG 
- 7 g  " = p - d E  - 

J 
~ d z 1 dr (r =- X cos L) I = - s in  Z d-Z 

__ _ d6riv& d'une grandeur G par]  

rapport  ~ s, longueur de l 'arc J 

93 



H. M. D U F O U R  

+ 

-~ + 

+ 

II 

+ 

N 

I 

d 

" a s  

�9 ~ 8 ~ 

o~ ~ ~ , ~  

I ~ ~ 
"= ~ "=- ~ II 

8 ~ ~ 

0,~ 
~ .. u ,., ~ .. 

. . _ ~  ~ ~ ~ 
. . ~ ' ~ . ~  

ge  

94  



CALCUL DE GRANDES G]~ODI~SIQUES 

>.., 
0 

r.r..1 
~4 

I,-,,l 

~ r 

c..; 

I '- '  

" I  ,r~ 
v 

�9 
,r..g, 

0 

"a 
o 

.= 

& 

II 
,...., 

r 
00 

o~ o 

II II II 

II 11 II iI 

r.O , ~  

O~ b,, 

II II 

i 

r 

r 

& 
II ,o 

r~ 

09 

r r 

~ k , ~ $  o ~ ~ % x  

II II II II ~ ' - I ~  ~ ~ TM 

r 

r  r.~ 

II II .,~ 

8 

~ r  x |  

95  



H. M. DUFOUR 

Variation de l 'azimut sur une g~od6sique, obtenue par diff6rentiation de 
l'6quation fondamentale des gdod6siques d'une surface de r6volution 

r rin Z := constante 

Ddveloppement de la latitude 

dL S + ~ ~ dS2 /A L = L A +  ~-  a 

_ c O S t A  

~ -  a oa 

k \ ~  ~ /a  p dL 

l d r  
- -  co~ ' ZA + --c._~ sin'  ZA 

p-r u~ 

On se rend compte qu'on peut ~crire: 

L = L A  + ~ x c o s Z A S +  ([3 + y c o s  2zA) 82-+- (3cOSZA -+-ecosaZA) S3 + . .  
les fonctions (%/~, ~, 3, e) fitant fonctions de LA. 

Ddveloppement de la longitude 

d~/1 sin Z 
ds r 

dse -- sin Z cos Z dL 

d3 A/I 
-- sin Z (C + D cos z g )  

ds 3 

r2p dL] = A sin Z cos Z 

A, B, C, D, fonctions de LA. 

Ddveloppement de r azimut 

d g l d r  
- -  s i n  Z 

ds rpdL 

~2 z 
- -  U s i n Z c o s Z  ds 2 

d~Z 
ds s - s i n Z ( V +  Wcos ~z )  

U, V, W, fonctions de LA. 
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Remarque 

L 'az imu t  peut  ~tre d6velopp6 en fonction de la longitude 

~Z 
~-~ = sin L 

d2Z O cos L 
_ - -  tg Z dM 2 r 

Ce dfve loppement  ne parai t  pas tr& intfressant, par  suite de l ' appar i t ion  
de coefficients tels que tg Z, qui peuvent  ~tre tr& forts. 

Utilisation des ddveloppements ci-dessus 
I1 semble qu' i l  faut se limiter aux termes du 3~me degr6; au dell ,  les 

ealculs deviennent bien moins rentables, et le nombre  des tables ~t utiliser 
augmente  rapidement.  

(B) Problkme Direct, par Utilisation de la Sphere Osculatrice 

La sph6re osculatrice, dans la mesure off I 'on transpose le ealcul sur cette 
surface auxiliaire sans effectuer pr6alablement de correction sur Za, constitue 
une m6thode de calcul int6ressante a priori. 

O n  peut  prendre la sphere de courbure  en un point  L 0 voisin de L a. 

(Nous examinerons plus spdcialement le cas off L 0 = La.) 

Ntapes fondamentales du calcul 

EHments de ddpart 

ZA S LA 

Reprdsentation sur la sphere de courbure en LA 

--*A~o = Roo avec 

[I LA -+~bA d~fini par  

Ro = V/-~0 

tg LA : VA tg CA (si LA : Lo) 
ou tables ~b - -  L 

ou tables de la m~ridienne: 

s ~  - so  = R o ( 4 ' A  - -  r  

Calcul sur cette sphere de courbure 

AM" 
r 

13 97 



H. M. DUFOUR 

Retour aux dldments de l'ellipsoi'de 

ZB 
A M '  

A M - -  avec a = ~/1 + e'~cos4Lo 
0~ 

LB d~fini par Tables L -- ~b 

ou Tables de la m6ridienne: 

s ~  - s0  = R 0 ( r  - -  ~ 0 )  

Remarques 

(1) La m6thode ctassique par 'les tables P, Q., R, est relativement proche 
de cette m6thode (Utilisation du thdor~me de Legendre, usage des 
tables de la m6ridienne). 

(2) Portde limitde en latitude ~ 200 km environ (pr6cision du cm). 

(C) Probl~me Direct, par Utilisation de la Sphere Paramdtrique 

La sphbre paramdtrique, qui rdalise le transport de la g6od6sique sur une 
sphbre de rdvolution, sans distorsion aucune des azimuts, est la m6thode de 
choix pour faire le calcul d'une trbs longue gdod6sique; en fait, c'est la 
seule mdthode absolument rigoureuse, le catcul s'effectuant sans aucune 
itdration (au contraire de ce qui se passe dans le probl~me inverse). 

t~tapes fondamentales du calcul 

Eldments de ddpart 

Za  S L.4 

Reprdsentation sur la sphere paramdtrique 

S >AoJ (voir d~finition ci-dessous) 

b tg L) La >%4 ( t g ~ = a  

Calcul sur cette sphere 

A M '  

q:B 

Retour sur l'ellipso'ide 

ZB 

A M  = A M '  - -  

b 
LB dfifini par tg 9B = - tg LA (ou tables) 

a 
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La principale difficutt6 du probl~me rnside: 

- - -dam le calcul de AoJ 

- - -dam le calcul de 

Reprenant  les notations dnj~ explicitnes (Sect. I I ) ,  on a vu q u ' o n  peut  
~crire la relation liant S ~ oJ, ~longations correspondantes prises ~ part ir  de 
l 'dquateur,  l 'une sur l'ellipsoide, l 'autre sur la sphere paramntrique.  

S 
b sin 1~" - -  w -k- u2Is - -  u~I4 + unIn �9 �9 �9 

US = g tS  COSS Z E  

I2 = sin 2 o~ &o 
0 

etc . . . .  

La  pierre angulaire de la mnthode eonsiste dans le fait que les donndes 
initiales du probl~me (gAB,  LA)  suffisent ~ fournir:  

(1) sin ZE = sin Z A  COS ~0A "uS = e'~ cos2 ZE 

(2) oJA ddfini par  exemple par  sin ~0 ----- sin OJA COS Z~ 

Ces donndes suffisent pour  calculer SA, et par  suite SB = S A - - ] - A S .  
II reste ~ inverser la formule ci-dessus, c'est-~-dire: 

- -connaissan t  S = SB et u s 

- -ca lcu le r  O~B, qui intervient dans ~ ,  I2, I4, In �9 �9 �9 

S 
En pratique, on pose b sin 1 '-~' - -  a et on postule l 'existence du  ddveloppe- 

ment  
2 t 4 t 6 t oJ a - - u I : + u I ' 4  

dans lequel ~ ,  1~, 1~ sont des fonctions de a. 

(Voir Note sur le calcul des Grandes Gnodfsiques de M M .  Levallois et 
Dupuy,  Sect. V, pages 43 et 87.) 

Par  un  processus d 'approximat ions  successives, on obtient (en ddsignant 
par  l ' a rgument  de I s e t  I~) : 

Io' = 12 

, sin s t I I~ =I~ + - - g -  s 

I6 '  = /'n -~  sinS~l~t _, + - - ~  I4 + ~ s i n  ~ t 1 cos 2t(Is) 4 

Ces tables--valables pour  tousles  el l ipsoides--permettent  de passer aussi 
facilement de a ~t r que Ies tables I permet tent  de passer de r ~ ~. 

Le  calcul de A m  s'effectue donc par  le processus suivant:  

(Tables I )  S (Tables I ') 
coa ~ a  ~B = a a  b s i n  1" wB 

> A m  ~ -  co B - -  to  A 
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Q uant ~t ~, il se calculera comme d 'habi tude par  la formule: 

sin Z~ 
_ _  - -  BoAoJ - -  Bsu2AI2 + B4u4AI 4 

Calcul de A o  en fonction de S, par ddveloppements limitds 

II est naturellement tentant, pour des courtes g6od6siques (et les calculs 
de faible pr&ision) de remplacer le processus ci-dessus, qui fait appel 

(oA --  oJB), par  un d6veloppement direct: 

Aw = f ( A S ,  ZA, 9a) 

Ce ddveloppement peut se concevoir de deux fa~ons diff6rentes: 

- -Calcu ler  eoA et u s e t  chercher un d6veloppement de Aeo A la fols en 
fonction de Act et de uS: 

Aw ---- A a (  1 -  u~sins ~ ) - - - - - V - -  + " " " + ~ , , V ( u L  o~a) 

Ce proc6d6 ne semble pas tellement 6conomique par  rappor t  ~ la 
m&hode rigoureuse, puisqu'il oblige & calculer u 2, wa 

- - F o r m e r  le d6veloppement de Taylor  rigoureux de Aw en fonction 
de AS, en utilisant les donn&s de base du probl6me: 

doJ 
a ~ = V (6quation fondamentale) 

ds ~ --  dL ds --  p~dL ] cos Z 

dSoj 
a- -~ -  = A(La) + B(La) cos2 Z.4 �9 . . etc . . . .  

On obtient un d6veloppement analogue ~t ceux de L, M ,  Z . . . .  mais 
plus simple et plus efficace (la ddriv& premi6re &ant ici lentement variable) : 

- - L e  calcul sph6rique permet de calculer ~a, ZB.4 et A M '  avec pr6cision 

- - L e  calcul de e = A M '  --  A M  devient un point d6licat de la m6thode, 
car iI n'est plus rentable de faire intervenir les intfigraIes de Wallis. 
On pourra:  

- - In t~grer  A M  = - -  par formule des 3 niveaux 

- - U t i l i s e r l a r e l a t i o n V 2 = V x + K s i n 2 L m A L  2 (Wl = - ~  r ) 

- - O u  encore calculer ~ par le d6veloppement limit6: 

( e' ) 
~ = A ~  s i n  Z E  B 0  - -  B ~  -~- sin ~ ~ m  

La deuxi~me m&hode semble la mieux adap t& et la plus rapide. 
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Le Calcul sphirique 
On peut: 

--soit  ealculer la position du point 6quatorial E, origine des 61ongations 
et ensuite calculer la position du point B par (ZE, oJB) 

--soit  calculer A~o et r&oudre le triangle PAB par (Z~, Aco) 

En pratique: 

En calcul ilectronique 
On utilisera la premiere m6thode, qui a l 'avantage de bien s6rier les 

questions. 
N6cessit6 de travailler partout ~t 10 d6cimales. 
Difficult6 dans certains cas ~ dffinir E avec pr6cision: cette ind6cision 

n'est pas grave si, E une lois d6fini, tousles 616ments de la figure sont d6finis 
avec pr6cision ~t partir de la position de ce point. 

Galcul sph&ique, d la machine a calculer de bureau, par la m/thode gln&ale par 
sphdre paramltrique 

On dolt recourir au calcul de (ZE, wa), et on ealculera aussi le point B 
partir du point E par (ZE, coB); toutefois, on utilise concurremment le 

triangle rectilat~re PEB et le triangle PAB: 

- -Calcul  de ~0n et gB par (E, ZE, ore) 

- -Calcul  de AM' par la relation des sinus dans PAB 

--Caleul  de Aq~ par sin A9 = sin A~o cos Za + cos ZB 
1 ~- cos AM'  

L'imprim~ I.G.N. 2306 B.T. 1953 r6alise ainsi le calcul pr6cis de toute 
g/odlsique quelle que soit la longueur. 

Calcul sph&ique : mlthode par calcul de A co par diveloppement limit/ 
Pour que le calcul soit rentable, il faut ici r&oudre le triangle PAB 

(AB 6tant une longueur faible: A~o<Sa), sans avoir recours au point 
6quatorial E. 

On pr~conise les processus suivants: 

l~re mlthode 

--Calcul  de ZH par cotg ZB sin Za =: cos Za cos Aw -- tg Wa sin A~ 

Calcul de AM'  par sin AM' = sin Aw sin ~B 
cos 5OA 

cos Za  + cos Z~ 
--Calcul  de Aq~ par sin A9 = sin Ao~ 

1 ~ cos AM'  
2kme mithode 

--Calcul  (approch6) de q0D par sin ~0B = cos A~o sin rpa + 
+ sin Am cos ~0.4 cos ZA 

--Calcul  de AM'  par sin AM' = sin Aoj sin ZA 
cos ~OB 
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--Calcul  de Zn par sin A z = sin AM' sin qoa + sin ~OB 
1 + COS Ao~ 

- -Calcul  prdcis de 9B par  sin A9 = sin A~o cos Za + cos ZB 
1 + cos AM' 

C H O I X  DES PROCI~DES DE CALCULS 

I I n e  nous est pas possible dc faire ici la discussion des mdthodes 5. utiliser, 
ni de reproduire t ' imprimd 2306 B.T. 1953. Voici le choix de m6thodes 
auquel nous sommes arrivals: 

(A) Tr~s courtes gdoddsiques 
M~thode classique des lng6nieurs Gdographes, ~ laquelle d'ailleurs on 

peut pr~fdrer dans tousles cas la m~thode (B), peut-6tre plus 1ongue parfois, 
mais plus claire. 

(B) Gdoddsiquesjusqu'~ 400 d 500 km 
M~thode de la sph6re de courbure, en prenant une latitude L 0 origine 

ronde (grade exact, par exemple) (lecture directe de c~, R 0 sin 1"). Selon 
les cas (precision exig6e, zone d'extension du calcul), cette latitude ronde 

LA + LB 
sera voisine de - - - - -~ -~ ,  ou de LA, ou voisine du centre de la r~gion des 

calculs. 
Usage de tables de ~b en f (L)  pour des zones de 3 ~ de part  et d 'aut re  des 

latitudes rondes utilisdes. 

(B') Sph&re paramdtriquc: m6thode par V 1 et V2 
Semble un peu moins int6ressante que la prdcddente 

(C) Grandes gdoddsiques 
Sphere param6trique. Int~grales de Wallis 
(Imprim6 I.G.N. 2306 B.T. 1953) 

(D) Calculs dlectroniques 
Sphere param~trique. 
Nous reproduisons ci-apr~s la mdthode (B) combinfie avec le calcul 

sph~rique de la page 101 2~ 
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X---SO M M A I R E  

Dans ce chapitre, nous avons fit6 amen~s ~ reprendre tons les chapitres 
pr6c~dents, dans le sens d'une am61ioration des m6thodes, leur raise sous 
forme la plus utilisable, mais en m~me temps en s'orientant vers des choix 
plus d6finitifs et plus cat6goriques. Voici le sommaire des questions 
trait~es: 

Sections I e t  H (sphere param~trique) 

(a) II est possible de pr~voir la variation du terme ~ (augment des 
longitudes) apr6s un seul calcul sph6rique, ce qui permet: 

1--d'abr6ger les iterations 
2- -de  rendre le processus convergent m6me pour 2 points voislns 

de positions antipodes. 

La m6thode de la sphere param6trique devient ainsi d 'une precision 
absolue pour toute longueur de g6od6sique. 

(b) Par contre, cette m~thode pourra pratiquement ~tre abandonn6e 
pour les courtes g6od6siques (D ~ 1000 km) au profit de m6thodes 
plus rapides (sph6re de courbure en particulier). Pour les distances 
sup~rieures ~ 1000 kin, le calcul de ~ par ~-----BoAo~ sin Z~ sera 
pratiquement suffisant dans la g6n~ralit6 des cas. 

Section I I I  (sphere conforme) 

La m6thode par les int6grales peut 6tre sensiblement simplifi6e pour le 
calcul des azimuts si l'on d6sire une pr6cision limit6e. 

La m6thode de la sph6re conforme reste tr6s recommand6e pour traiter 
des probl6mes importants de calcul, du fait qu'elle r6alise une representation 
biunivoque de l'ellipsoide. 

Section 
(a) 

I V  (sphere de courbure) 

Pour les courtes ggodgsiques (D ~ 1000 kin) la m~thode peut ~tre con- 
sider~e comme la plus rapide puisqu'elle se ram~ne imm~diatement 

un calcul sph6rique, moyennant l'~tablissement pr~alable de tables 
locales ~b (L). 

(b) La mgthode de la sphere trislcante (M. Clos-Arceduc) est particuli~rement 
int~ressante dans les m~mes conditions, car elle donne une zone de 
precision en latitude plus 6tendue que la sphere de courbure. 

Les deux m6thodes proc~dent exactement des m~mes m6thodes de calcul: 

--Etablissement de tables ~b(L) de latitudes conformes en fonction de la 
latitude ordinaire (tables tr~s faciles ~ ~tablir /~ partir de celles des 
m~ridiennes). 

--Utilisation des mfimes imprim~s de calcul: 

--Lati tudes ~bA, ~bB interpol~es dans les tables ~b(L) 

--Longitudes multipli~es par un coefficient constant 

- -Calcul  sph~rique 
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Section V (sphere circonscrite ~ la latitude moyenne) 

Section VI (sphere des normales) 

Quelques dgveloppements compldmentaires sur ces 2 chapitres. 

Section VII: Probl~me sph6rique 

Des am61iorations et simplifications importantes sont apportfes dans ce 
domaine. 

---Laformulefondamentale (calcul de Am par cos A~o) est abandonn6e pour les 
courtes g6od6siqueS (D < 1000 km), ce qui permet de lui donner une 
forme standardis6e plus simple et toujours d 'une pr6cision suffisante dans 
le domaine qui lui est laiss6 (1000 k m <  D < 19.000 kin). 

- -Les  formules de Ndper sont abandonn~es au profit des formules voisines, 
mais bien plus int6ressantes, de Delambre: 

~bA, Cs latitudes 

M~, M~ longitudes 

~m - -  r "Ji- CB 

2 

A@ __ ~B - -  r 

2 2 

AoJ = distance sphdrique 

ZA et ZB : azimuts 

P = sin 

Q ~  COS 

R = sin - -  

S ~ C O S -  

- -  M j  

2 2 

A M '  A~o . 
2 cosCm -- sin - -  sm gm 

2 

AM' sin A~ sin Ao) 2 -5- = c o s  g m  

A,~ AZ AM' sin ~bm = c o s -  sin - -  
2 2 2 

AM' ~ Ao~ A g 
COS ~--- C O S -  C O S -  

2 2 2 

Calcul des azimuts 
P 

tg Zr~ --  
o.. 

A Z  R 
tg 2 S 

(Ndper) 
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Calcul des distances 
(a) (b) (c) 

sin A~ -- - - P  - - - - Q  - P s i n Z m Q c o s Z m  
2 sin Zm cos Zm 

(I) 

A o ~  R __ S __ AZ. A.Z 

sin~....__ z co?~...___ z z z 
2 2 

(II) 

Les formules (c) constituent les formules barycentriques les plus prdcises 
des formules (a) et (b). 

Note: Pour les distances, on peut aussi adopter: 

Ar 
sin y = Vp--/-b Qz 

Ar 
cos-~- = VR ~ + S  2 

Le groupe de formules ci-dessus r6sout le probl~me sphdrique de fa~on 
rapide, sans aucune perte de prdcision, dans tousle cas defigure. Malheureuse- 
ment, les calculs compldmentaires obligent ~ revenir aux lignes trigono- 
m&riques de (CA, ~bB, Za, ZB)- Mais ces formules restent particuli~rement 
intdressantes: 

- -dans le cas de courtes gdoddsiques (sans calculs compldmentaires). 
Am sera alors calculd d'apr~s (I): 

A~ 
sin - -  = P sin Zm -t- Q cos Zm 

2 

---dans les calculs gdn6raux de grande prdcision, et en particulier dans 
les calculs dlectroniques. 

Section VIII 
L'ensemble des amdliorations effectu~es aux diverses m6thodes permet  de 

restreindre sensiblement le choix des m~thodes de travail: 

Calcul sphgrique 

'Formules de Delambre--distances par sin A~ (courtes 
2 g~odfsiques) 

Formules de Delambre--calculs compl6ment-/sin Aw[2 
aires distances par ~ [o u cos ,doll2 

Formules de Neper modifides. Imprimd 2304 B.T. 1953 
(p. 108) 

Formule fondamentale~Distance par cos Ao~ 
(1000 ~ D <: 19 000 kin) 
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Passage de rellipso~de a la spl~re 

Sphere de courbure--sph~re tris6cante (D < 1000 kin) 
(Tables locales de latitudes) 

[Corrections par 3 niveaux 
Sphere conforme[int6grale s 

Sphere des normales (distances seulement) 
Sphere paramfitrique (D > 1000 km) : distances et azimuts 

(La d61imitation 1000 km entre courtes et longues g6odfisiques est en fait 
extr~mement 61astique, chacun des deux domaines chevauchant largement 
sur l'autre . . .) 

Par suite, les m6thodes de travail conseill6es deviennent les suivantes: 

Formules par projections planes 
Formules par d~veloppements limit,s 

D < 1000 km~ Sphere de courbure -k- formules de Delambre 
Sphere tris6cante -t- formules de Delambre 

I Sph~re conforme -k- formules de N6per modifi6es--Correc- 
l tions par 3 niveaux 

Sphere conforme -t- formule fondamentale n t- intdgrales I kin) (---~ 15 000 
D ~> 1000 km-i Sphere des norrnales -~ formule fondamentale -q- formule 

barycentrique (calcul exclusifdes distances) (--*15 000 kin) 
Sphere param6trique -j- formule fondamentale (--+19 000 kin) 

Voir page 108 un exemple de calcul par la m6thode de Delambre 
associ6e ~ la sphere de courbure. 

Section I X  

Sans modification importante: les m&hodes par spheres de courbure et 
spheres tris~cantes sont les plus recommand6es (D < 1000 km), en plus de la 
sphkre paramgtrique dans le cas g6n6ral. 

107 



O 

,,.., e.D 
Cq 

~0 

O0 O 

r 

~~ 

+ ~  + +  

II II II II 

~ O  O ~  

e l  

�9 . II II II "~ 

Cl 

H .  M .  D U F O U R  

G R A N D E S  G I ~ O D F ,  S I Q U E S - - P R O B L ~ M E  I N V E R S E  

; P H ~ . , R E  D E  C O U R B U R E  

O o0 
t"r, O0 

CO 
�9 . (90 

t"" 

O ~ O 

I I " 
II Ir I[ 

II 

o0 

I] II Ir 

il 

- %  

t " , , ,  

II rl II 

II "~ 

, , . .< 

Ir II II II 

I ,, 

Ir II 
,+ ~1+, ~1+' 

o 
rl It II I[ 

~1~ ~ ~-I ~ 

"N u "~ u 

II II II II 

0 

JI 

x 
$-- 

v 

II 

rl 

d, 

1 0 8  

+ ~  

e~ O 

II Ir 

Cq 

+ l 
II II 

j, 

+ 

d, 

II 

it,., ~ IJ[ 

II "' 

r-,. ~ ~ .~ ,,:::1 ]eq ~ 

,..2,,",..2 ~ ,,., '~ 

"N.. 

",~ ~ 


