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1. Le but extreme que l'on pourrait se proposer dans le probl~me de la 
coordination des syst+mes g~od6siques, serait celui d'~tablir sur la surface 
de la Terre (g~oide) un syst~me de coordonn6es tel que: 

(a) les coordonn6es soient absolues, c'est ~. dire ind6pendantes de toute 
surface conventionnelle de rdfdrence, et directement mesurables (telles sont 
les coordonndes astronomiques, latitude et longitude) ; 

(b) les coordonn~es soient dou6es d 'une m~trique telle qu'il soit possible 
de calculer, ~. partir de ces coordormdes, toute relation m~trique lin~aire ou 
angulaire entre deux ou plusieurs points; p. ex. distances g~od6siques, 
angles entre g~od~siques, etc. 

Ce but serait obtenu en dormant en tout point le tenseur mdtrique cor- 
respondant, et par consequent les coefficients de connexion (symboles de 
Christoffel). 

Un pareil syst~me donnerait donc, en th6orie, compl&te satisfaction soit 
au navigateur employant les m~thodes classiques de ia navigation astrono- 
mique, soit au g6oddsien, au cartographe, au militaire, qui seraient ~ m~me 
de calculer toute relation mdtrique entre les points de la surface de la Terre. 
Mais, comme la variation du tenseur m&rique ainsi d~termind serait tr~s 
rapide et irreguli~re, on devrait ~tre pourvu de tables si lourdes et l'on 
devrait ex~cuter des calculs si compliqu~s pour r~soudre les probl~mes mfime 
les plus dl~mentaires, que la m&hode ne serait gu~re appliquable en pratique. 
I1 faut aussi observer que la representation de la surface sur le plan d 'une 
carte donnerait lieu ~ des difficult~ semblables, si l'on voulait qu'elle saris- 
fasse ~ des conditions de simplicit~ pratique en ce qui concerne les relations 
m~triques. 

II faut donc se servir d 'un syst~me de coordonn6es admettant un tenseur 
m6trique aussi simple que possible, que l'on puisse d~terminer en fonction 
d 'un hombre aussi limitd que possible de param~tres : tel est le cas du tenseur 
m~trique de l'ellipsoide en coordonn6es g~ographiques, qui d6pend de deux 
param~tre fonctions d 'un  seulement. Mais on sait les inconvenients auxquels 
on se heurte alors: il faut d 'abord renoncer h employer les coordonndes 
naturelles, si utiles au navigateur, et il faut dtablir une correspondance 
conventionnelle entre le gdoide et tin ellipsoide arbitrairement choisi, telle 
que les propri&~s m~triques des figures sur le g~oide soient conserv~es autant 
que possible. 

Une mani~re simple d'obtenir un tel r~sultat consiste, comme on le salt, 
a projeter les points du g6oide sur l'ellipsoide de rdf6rence, p. ex. le long des 
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normales ~ l'ellipsoide lui m~me; on 6tablit de cette fa~on une correspon- 
dance entre les points du g6oide et les coordonn~es g6ographiques sur 
l'ellipsoide: en appliquant alors la m6trique de l'ellipsoide aux coordonn6es 
g~ographiques ainsi obtenues, on a les relations m6triques pour les figures 
projet6es sur l'ellipsoide, et non celles des figures originales trac6es sur le 
g~oide. 

Des 6tudes ont 6t6 effectu6s en ce sefis (voir bibliographic), en r~fdrant 
toutefois la surface du g6oide ~ ses coordonn6es naturelles: les eoordonn6es 
astronomiques. Nous chercherons dans la communication pr6sente 
6tablir les formules fondamentales pour la m6me ~tude, en utilisant les 
coordonn6es g6ographiques ellipsoidales. 
2. Dans une note plus compl~te qui va suivre, nous avons calcul6 tousles  
dl~ments qui peuvent int6resser l '6tablissement d 'une correspondance par  
projection normale entre g6oide et ellipsoide; ici nous donnerons seulement, 
sans justification, les r6sultats essentiels. 

Soient p e t  ,~ rayon de courbure du m6ridien et la grande normale de 
l'ellipsoide; q~ et ), les coordonn6es g6ographiques ellipsoidales; 

ds,~ = p~d@~ + vz cose ~0d),Z 

donne donc le carr6 du d6placement 616mentaire de la projection sur l'ellip- 
soide de P, point sur le g6oide, et d6finit ainsi la m6trique pour toute figure 
projet6e sur l'ellipsoide. On a pour les symboles de Christoffel de I I ~ *  
esp~ce relatifs ~ cette m6trique: 

11 1 d~ 22 : p. 12 : v 

~ ~ 0 
12 : 11 1 22 1 

Le carrd du d6placement dl~mentaire du point P sur le gdoide est donnd 
d'ailleurs en route rigueur par  

a~2 = [ ( p + . V ) 2 + N j ]  d~2+Z~V~N~a~aX+ [(~+lV)~ cos 2 @+2V~]dX~ 

ON ON 
o6 N e s t  l'dl~vation du g~oide sur l'ellipsoide, Nq, = -~--~, N x -- - ~ ;  avee 

tr~s grande approximation on aura  aussi 

ds2 -- 0(9 +2N)  d q ~ + 2 N ,  Nzd~pd;k+v (~+2N)  cos 9- cpd;~9-; 

le module de ddformation m --- ds]ds 1 sera done donn~ par 

m s = 1 + 227 + . . N , N  x sin 2~ 
Pa pv cos 

off ~ est l 'azimut sur l'ellipsoide, Pa 6tant le rayon de courbure de l 'ellipsoide 
de rdf6rence dans eet azimut. 

Comme on devait l 'attendre, dans l'expression du cart6 du ddplaeement 
sur le g~oide, ou bien dans celle du module de d&ormation, figure la 
hauteur N du gdoide sur l'eUipsoide; tandis que nous verrons que les co- 
efficients de connexion (symboles de Christoffel) ne d6pendent que des 
d~riv~es de N, c'est ~t dire des d~viations de la verticale. 
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Introduisons donc les ddviations de la verticale: 

= q~,,. - %~o~.; "q = (;~,,. - )'z~o~) cos ~; 
on a immddiatement 

= - - - ;  "q=  
p v coscp 

_~r et .~r sont les composantes covariantes de grad Ar; on a donc 

et par consdquent 
0), &p 

Op_~ = 0vv] cos ~p 
Ok <~r 

que ron peut dcrire 'aussi 

Oaq O~ -- ~- tan ~. 
pO? v cos ~0). ,~ 

C 'es t  la condition d'intdgrabilitd, dite aussi condition de Villarceau, /i la 
quelle doivent satisfaire les ddrivdes des ddviations pour l'existance de la 
surface du gdoide. 

On trouve aussi que la courbure moyenne ~ du gdoide diff~re de celle 
g61 de l'ellipsoide de la quantitd A s N = div grad N;  done 

ct si ron ticn comptc de la formulc dc Bruns, on a la relation tr~s importantc, 
vdrifidc avcc unc tr~s hautc approximation 

g 
o~' 1 -- X = A2N.---- ~n log - 

T 
ou g est l'intensitd de la pesanteur sur le gdoidc, y l'intensitd sur l'ellipsoidc; 
0 

~-n reprdsente la ddrivde normale (A l 'une ou l 'autre des deux surfaces). 

On  a pareiUement, en fonction des ddviations de la verticale 

A~N ffi ~ tan ~ 0~ 
~ p  v cos q)O)," 

Les symboles de Christoffel de deuxi~me esp~ce se calculent aisdment; ils 
sont en premiere approximation 

I _~; 1 -- -~ ; -- 22 1 = 111 p ' 

vc-oscp' 1 -  ; = - ~ ] c o s %  

3. La connexion &ant ainsi dtablie, rdquat ion d 'une ligne (en particulier 
d 'une gdoddsique) sur le gdoide peut  s'dcrire immddiatement;  les ddveloppe- 
ments de Legendre gdndralisds (voir rdfdrence en bibliographie) permettront  
alors de calculer les coordonndes gdographiques ellipsoidales tout en dd- 
veloppant  le rdseau de triangulation sur le gdoide. 

On  a montrd dans une Note parue sur les Rendiconti dell 'Accademia 
dei Lincei, comme la diffdrence entre les symboles de Christoffel 
qui est un tenseur que nous appelerons T ~  - - p e r m e t  de ddterminer 
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immddiatcmcnt raltdration dc la courburc gdoddsiquc d'unc courbc 
quclconquc dam la corrcspondancc entre cllipsoidc ct gdoidc; cn particulier 
donc la courburc tangcnticllc dc la transformdc gdoidiquc d'unc gdoddsiquc 
cllipsoidalc. 

Si nous mdiquons par ypq, la partie symmdtriquc du tenseur ¢,J Tipq (¢,i est 
le tenscur de Ricci dc rcUipsoidc cn coordonndcs gdographiques) on a pour 
la courburc gdoddsiquc -f dc la transformdc d'unc courbe ellipsoidalc de 
courburc gdoddsiquc YI: 

Y = + ( Y I  Jr- ypqr~P~.q~k r) 

ou S est le module de ddformation ardale (dans notre cas approximativement 

S = I + z~v), mtle  module de ddformation dans la direction de la courbe 
P 

considdrde, et X I = dg/dsl, X 2 = dX/ds I sont le coefficients de direction de la 
tangente ~ la courbe donnde. Dam notre approximation on a 

p ~  cos 
7'111 ---- pVYJ; "Y'II2 ---- y I 2 1  = ~'911 = 3 

pvYj cos 9 
"/222 = O ;  "](122 = "/212 = •221 ---- 3 
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