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LA FORMULE DE STOKES EST-ELLE CORRECTE ? 

! 

Stokes a ~tabli en 1849 la formule qui porte son nom. II semble donc 
~tonnant de douter en 1974 de son exactitude. L'auteur de la pr~sente Note,comme 
tousles g~od~siens, n'a jamais mis en cause la formule elle--m~me. Cependant, la 
mani~re habituelle de I'~tablir, les hypotheses qu'i l faut ~noncer au pr~alable, et les 

consequences qui en r~sultent pour son application ont toujours caus~ une g~ne. 
Voici quelques questions qu'il est naturel de poser. 

1). Pour ~tablir la formule de Stokes, on est oblig~ d'accepter les deux conditions 
que voici : ni I'anomalie de la pesanteur g,  ni le potentiel perturbateur T n e  
doivent admettre d'harmoniques d'ordre z~ro et un, il se peut que ces hypothfises 
soient r~alis~es quand il s'agit d'un champ anomal, mais il est difficile d'en ~.tre 
certain et d'ailleurs, sont-elles r~ellement imperatives, car si I'on se place ~ un point 
de vue plus g~n~ral, le probl~me de Stokes est un problfime mixte de la th~ r ie  du 
potentiel, interrn~diaire entre les probl~mes de Dirichlet et de Neumann. Alors, la 
question se pose de savoir si oes conditions de compatibilit~ doivent ~tre maintenue~ 

2). Pour L=tablir la formule de Stokes, on fair couramment usage des fonctions 
sph~riques. La fonction de Stokes, - le noyau de I'int6grale, - est d~velopp~e 
d'abord en une s~rie de fonctions sph~riques, puis on somme cette s~rie et, 
finalernent, on obtient une expression en termes finis qui ne d~pend d'aucune 
fonction sph~rique. Cette fa~on de procL=der parait peu Iogique, car il semble que 
les fonctions sph~riques n'ont pas plus de raison d'intervenir dens ce probl~me que 
dens ceux de Dirichlet ou de Neumann. 

3). Les valeurs de la fonction de Stokes d(3croissent trop lentement Iorsque 
I'~loignement crolt. II en r~ulte que pour calculer le potentiel en un point, il faut 
connaTtre le champ anornal jusque I'antipode de ce point. Intuitivement, c'est p ~  
vraisemblable. 

C'est en voulant rL=pondre ~ ces objections que nous avons d(3cbuvert un 
dL=faut dans la formule de Stokes. Nous allons montrer qu'aucune condition restr ic- 
tive n'est n~cesseire, que les fonctions sph~riques sont & bannir et que I'allure de la 
fonction de Stokes corrig~e est beaucoup plus satisfaisante. 
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Nous commencerons par rappaler 1'6nonc~ du probl~me de Stokes qui 
consiste ~ trouver le noyau S (M,  P) de la transformation fonctionnelie 

1 E T(M) = ~-~ g(P)S(M,P) do (1) 

qui exprirne le potentiel perturbateur T(M)comme une fonctionnelle dont 
I'argument g (P) est une fonction born~e et int~grable donr~e sur une spl~re de 
rayon ~gal ~ a. P est donc un point courant sur carte sphere et M est un point 
fixe (relativement ~ I'int~gration) situ6 en dehors de la sphere & une distance 
L > a du centre. L'61~ment de surface est d~sign6 par d (7. On posera 

r 2 = MP= = L = - 2 L a p + a  2 (2) 

a v e c  I~ = c o s  

~tant rangle MOP au centre 0 de la sphere. 

La condition aux limites du probl~me s'dcrit 

Lira = +  2 = - a g ( P )  
L - - - a  

(3) 

On sait que la fonction qui figure ici entre les crochets est harmonique ~ I'ext~rieur 
de la sphere. On constate ainsi que le probl~me qui nous int~resse se r~luit tr~s 
simplement & un probl~me de Dirichlet extdrieur dont la solution s'exprime & I'aide 
de I'int~grale double de Poisson 

/ L2 _a  2 1 U(P) - ~ da U ( M )  = a (4) 

o~J U (M) est une fonction harmonique prenant les valeurs donn~es U (P) sur la 
sphere. Par cons6quent, en posant ici 

~)T U =  L ~ - ~ +  2T 

on obtient 

/ g  L~ _ a  2 
LaW + 2 T =  1 (e) do (5) 

E - - 7 -  

D'autre part, en revenant ~ la formule (1) et en r6pL, tant les mc3mes 
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operations que clans (5) on obtient une formule parall~le 

LOT+2T=oL 4~rl//g(P)(LS--~S + 2 S )  d ~  (6) 

En rapprochant ces deux relations (5) et (6) et en sachant que ces formules 
doivent ~tre valables quelle que soit la fonction g (P) ,  on trouve une ~uat ion  
laquelle dolt satisfaire le noyau S 

L 2 _ a 2 L 8.._SS + 2S = (7) 
8 L r 3 

La r~solution de cette ~quation diff~rentielle est imm~liate. La fonction 
analytique r~elle qui figure au second membre est continue. On sait qu'il existe 
alors une fonction continue S satisfaisant 8 I'~lUation (7). Nous faisons cette 
remarque pour pouvoir affirmer que (7) contrairement ~ la formule (4) est valable 
non seulement pour L > a, mar ~jalement pour L < a. 

On peut donc int~grer (7) entre les limites z~ro et L apr~s avoir multipli~ 
par le facteur int~gram qui est ~jal ~ L .  On a d'abord 

(L 2 S )  = " ( L 2 -  a 2 ) L  
8"-'L r 3 (8) 

et, ensuite, 

L 
1 / (X 2 - a 2 ) X  

S = - ~  
�9 L 2 r 3 

o 

d X (9) 

Pour ~Lviter une confusion, nous avons remplac~ L par ~, sous le signe 
somme. L'int~gration (9) est ~l~mentaire. On v~rifiera par une d~rivation le r6sultat 
d~finitif qui est 

S(L,#) = 2 _  3(r-a)  3ap Log r+L-a / l  (10) 
r L 2 L 2 a ( l - p )  

Ce noyau remplit la condition (7), on v~rifie qu'il est harmonique et nous 
verrons tout ~ I'heure que la condition aux limites (3) est ~jalement respect~e et 
ceci sans restriction aucune en ce qui concerne la fonction g (P ) .  Par consequent, 
(10) est bien la solution unique du probl~rne de Stokes. 

Rappelons ~ cette occasion que le noyau classique de Stokes tel qu'on 
I'fJcrit habituellement est 
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Sa (L,/~) = 2 +  1 5a/~ 3r 3a/1 r + L - a p  
r L L = L= L 2 Log 2L (11) 

II est facile de se rendre compte que cette fonction n'est pas une int6grale 
de I '~uation diff6rentielle (7). En effet, au lieu de (7) on obtient 

L= - a  ~ I 3ap L i)S= + 2S a = + ~ +  (12) 
a L r 3 L L 2 

C'est {;e r6sultat qui fait penser que la formule (11) n'est peut--~tre pas tr~s exacte. 

II y a bien d'autres rn6thodes permettant de trouver I'expression (10) 
partir de (7). On peut, par exemple, former I'int~grale g6n~ale de I'~luation (7) et 
~viter ainsi les valeurs de L inf~ieures ~ a. L'int~grale g6n6rale se trouvera comme 
une int~grale ind~finie avec une constante additive arbitraire qui sera d~sign~e par 
~ ( p ) .  Elle ne d~pand pas de la variable L ,  mais peut ~3tre fonction du param~re 
p .  Apr~s la division par L on obtient 

S ( L , p )  = 2  3r  3 a p  Log r + L - - a / L  + ~b(p.___) (13) 
r L= L= a L= 

Pour d6terminer la fonction ~ on peut utiliser le fait que le noyau S est 
harmonique. Ainsi, on est conduit ~ ~crire I'~jalit6 de deux laplaciens 

A I . ~ ) . I = A  3~L,~ +3aP.L= Log r+L-a#]a  (14) 

Un calcul ~16mentaire, mais assez laborieux, donne les rc~sultats suivants 

L L , ' /  ~ 

I_~,. ~ 3ap r + L - a p ]  9 a p  3r'+ -~, 2 Log - = - A 

a L= 

Par consequent, I '~alit6 (14) donne naissance ~ I'~quation diff6rentielle 

( 1 - t t = )  r  2 ~  ~ ' + 2 r  = - 9 a a  (15) 

dont I ' int~rale g~n&ale est 

~b= 3 a p L o g ( 1 - p ) + 3 a + C a p + D a  /l+-~Log 1-._~p~ (16) 
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oh C et D sont deux constantes arbitraires. Nous introduisons cette expression 
clans (13) et le noyau S devient 

S = 2 3 ( r - a )  3 a p  Log r + L - a ~  a..~ 
r L ~ L= a ( 1 - # )  + C  L= + 

(17) 

__a ( F_Log l - p )  
+ D  L a 1 -  2 

Les valeurs des constantes num~riques C et D no peuvent ~tre que nulles. 
Ceci r~sulte du fait facile ~ d~montrer et d'ailleurs bien connu que la solution d'un 
probl~me mixte est unique, si le coefficient de T dans(3) est positif. Alors, si Yon 
porte (17) dans (1), on trouve. 

Cffg(P)uda+Dffg(P)(l" Log l-I.z) d o = 0  

ce qui oblige de poser C = D = 0 ,  si Yon ne d~sire pas diminuer la g~n~ralit6 en 
imposant ~ g (P) des conditions suppl6mentaires inutiles. 

Ainsi doric le probl~me de Stokes peut ~tre r6solu clans toute sa.g~n~ralit6 
sans aucune condition restrictive et sans le recours ~ des fonctions sph~riques. 
L'expression du noyau de Stokes est donn6e par (10). Si I'on Dose dans oette formule 
L = a, on obtient la fonction de Stokes qui s'~crit 

S(,) =--all s~n ~ +3-6sin ~--" -3c~176 2 + I._~sin ~2)l (18) 

Maintenant nous sommes en mesure de r6Dondre ~ la troisiL~ne question 
formulae au d6but. Lesvaleurs de la fonction corrig~e d~croissent plus r i te que celles 
de la fonction actuellement en usage. Voici,~ titre d'exemple, quelques valeurs Dour 
comparer les deux formules 

0.1 
0.2 
0.5 
1.0 
2. 
3. 
5. 

I0. 
20. 
30. 
40. 

Fonction S 

nouvelle 

I 127.776 
556.890 
215.842 
103.293 
48.005 
30.053 
16.175 
6.495 
2.330 
1.201 
0.726 

ancienne 

1163,04 
588D0 
241.44 
124.74 
65.28 
44.88 
27.92 
13.984 
5.502 
1.894 

-0.168 

o 

50 
6O 
70 
8O 
90 
I00 
II0 
120 
i30 
150 
180 

Fonction S 

nouvelle 

0.490 
0.352 
0.266 
0.210 
0.172 
0.144 
0.125 
0.110 
0.099 
0.086 
0.079 

ancienne 

- 1.402 
- 2.068 
- 2.302 
- 2.198 
- 1.828 
- 1.266 
. 0 .576  
+ 0.178 
+ 0.934 
+ 2.236 
+ 3.080 



W. BARANOV 

On doit se demander quelle est la raison principale de la difference entre 
les formules (10) et (11). Bien entendu, le traitement classique du problgme de 
Stokes impose ~ la fonction inconnue T u n  d~veloppament que rien ne justifie a 
priori. La formule classique est ~tablie en posant deux conditions suppl6mentaires, 
-- absence des harmoniques d'ordre z6ro et un. Par consequent, nous sommes 
conduits & examiner encore une fois si ces conditions sont r6ellement n6cessaires. 
Nous ne pouvons faire mieux que de citer, deux auteurs : 

1 ~  A la page 317 de I'excallent ouvrage de J.-~J. Levallois nous lisons : 

"11 est ~vident que si T ,  le potentiel perturbateur, est dL=veloppable 
"suivant le d6veloppement 

A B C 
T = T o +  + - - :  + - -  + . . . .  (*) 

L = L s 

"o~J B serait la fonction sph~rique du premier o r d r e . . ,  clans I'L=cluation 

~)T 2 T  

~)L L 

" las termes du troisi~me degr~ en 1 / L disparaissent : il n'y a point de terme en B. 
" La condition 

f g # d o  = 0 

" est donc imp6rative pour qu'il existe une solution du probl~rn'e. 

2 ~  A la page 8g du traits "Physical Geodesy" de H. Moritz et de Heiskanen un 
raisonnement analogue est exprim6 en termes suivants : 

"Note that even if the anomalous potential T contains a f irst-degree 
" spherical term. T l  ( 0 ,  ~ ) ,  it will in the expression for A g  be multiplied by the 
" factor 1 -  1 = 0 ,  so that A g  can never havea first-degreespherical harmonic 
" - even if T has one". 

II est int6rassant de constater que chacune de ces citations commencent 
par "s i "  ou " i f " .  Traduisons : 

"S'i l  est vrai que la fonction inconnue T admet un d6veloppement dont 
"chaque terme s~par6rnent est une fonction harmonique dens I'espace ~ trois 

" dimensions, a l o r s . . ,  e t c . . .  ". 

Or, cette assertion n'est pas vraie du tout ! Sans doute, le potentiel T 

( ' )  -- Le= notat ions sont r de cet article. 
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est--il une fonction harmonique. Toutefois, c'est une fonction inconnue et rien ne 
permet d'affirmer a priori qu'elle puisse ~tre d~velopp~e en une s~rie dont chaque 
terme s~par~ment est une fonction harmonique clans I'espace ; c'est seulement leur 
somme qui est harmonique. La perte d'un terme de la s~rie ne signifie qu'une 
chose, - c'est une d~monstration par absurde que la s~rie envisag~e n'est pas 
ad~luate pour repd~senter le potentiel anomal T .  

II est facile d'~tablir la v~ritable sL=rie non erron~e. A cet effet, partons de 
I'expression qui figure au second membre de (8). Son d~veloppement en fonctions 
sph6riques, facile ~ trouver et d'ailleurs bien connu, est 

oo an 

( L = - a a ) L = r  3 n=oZ ( 2 n + l ) P n ( p ) ~ - . -  n 

ou, en tenant compte de (8) et en mettant en ~vidence deux premiers terrnes, 

/ " , n  
L2S = - I  3a/.tL n==~ ( 2 n + l )  Pn(P)  L n (19) 

Cette s~rie peut ~tre intL=gr~e terme ~ terme ce qui donne 

L2S=~(l~)-L-3al~l .ogL+ ~, 2n+--.~l P n ( p )  . an (20) 
n = 2  11 -- 1 L n -  t 

Comme tout ~ I'heure, nous avons d~sign~ par ~ une constante d' int~gra- 
tion par rapport ~ L ,  mais qui est en r~alit~ une fonction du paramCtre 
p = cos ~ que nous avons d~j~ ca lcu l i .  En divisant (20) par [ 2  on trouve 

S -  ~ ( P )  1 3a"  LogL 0o 2n+1  an 
L 2 L ~ ' - - ~  + E; Pn (P) ~ (21) 

n=.,  n -  1 L n + z  

Les termes dont se compose la somme qui figure ici ~ partir de I'indice 
n = 2 sont des fonctions harmoniques, le terme ! / L  I'est aussi. La valeur 
g~nante de I'indice n = ! n'intervient pas, mais I'int~gration du second terme de 
(19) conduit in~luctablement ~ un logarithme dans (20) et, ensuite, ~ la fonction 
3 a Ix Log L/L ~ dans (21). Cette fonction n'est pas harmonique dans I'espace, car 

~3 Log L 1 9 a I~ A a p - - - ~ -  = -  L4 
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Mais il est 61L~nentaire de calculer ~ ( /~ )  ~ partir .de la condition 

A L- J= L' 

Nous ne r~6p6tons pas ce calcul. L'expression de ~) est donn~e I~r (16). 

Enfin, pour le potentiel T nous obtenons la s~rie suivante : 

T Yo 1 f f  ~(F) LogL ,r 2n+I  a n 
g d o -  3 a Y l  + ,., Yn ~ (22) 

L 2 n = 2  n -  I Ln§ 

avec 

Yn = ~ Pn (/'[) g d (7 

Ensuite, en se servant de la formule 

aT 2T 
- -  + - -  = - g ( L )  
a L  L 

on peut calculer le champ prolongd. On trouve 

g(L)=~--~ n=oZ ( 2 n + 1 ) Y  n (23) 

On voit bien qu'aucun terme ne manque dans ce d~veloppement. Par 
consdquent, on n'a aucun besoin d'(~liminer artificiellement les harmoniques Yo 
et Y I  , autrement dit, d'admettre une hypoth~se qui est manifestement contraire 

I'exp~rience et au bon sens. 

Sans autres cornmentaires nous livrons ces considerations aux r(}flexions 
des gL~d(3siens. 
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