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INFLUENCE DE L'INCERTITUDE DES PARAMETRES 

TENUS FIXES DANS UNE COMPENSATION SUR LA 

PROPAGATION DES VARIANCES-COVARIANCES 

I l l  

Bian qu'applicable ~ une gamma de probl~mes de compensation par la 
rmJthode des moindres carr6s, cat article (condensation d'un rapport du rnSme titre 
et par le mL~we auteur) a ~t6 inspir~ par la compensation des rffc~aux g~od~siques en 
deux dimensionr Celle-ci se fai't salon les ordres des r~seaux en gardant, pour des 
raisons pratiques bien e~videntes, les coordonn~es des points de I'ordre sup~rieur en 
g~nlJral inchang6es. /ors de la r/~solution du syst~me des autres coordonndec 
Cependent, si on n6gligeait la contribution de/'incertitude des pararr~tres "~fixes" 
Iors de la propagation des variances-covariances, la qualit# des r~sultats indiqu~e 
par la compensation serait trop optimism, sans aucune signification r~elle. Le but 
principal de la pr~sente ~tude est de corriger les matrices de variances-covariances 
de carte influence en consid~rant la rr~thnde g6r~rale des moindres carr~s avec des 
paran~tres pond6r~s, inconnus, ou la combioaison des deux. Carte approche 
repr6sente une g6n~ralisation du traitement expos~ clans/'article citd enrdf~renca, 
dans le sans qu'il permet /'inclusion dens le module math6metique de param~tres 
totslement inconnur 

This work (condensed report of the same title and by the same author), 
although applicable to a number of least squares adjustment problems, was inspired 
by adjustments of two-dimensional geodetic network~ Such adjustments are 
carried out separately for different orders keeping in general the coordinates of the 
points belonging to a higher order unchanged for obvious practical reasonr 
However, should the uncertainty of the "fixed" parameters be neglected in the 
variance-coveriance propagation, the outcome of an adjustment would be too 
optimistic and without any real meanin F The main task of this study is to correct 
the variance-covarianca matrices for the contribution of this uncertainty conddering 
the "General Least Squares Method" with weighted, unknown, or some weighted 
and some unknown parameterr Such an approach represents a generalization of the 
treatment described in the reference paper in a sense that i t  allows for the inclusion 
of completely unknown parameters in the mathematical model 
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I ntroduetion 

La compensation par la n~thode des moindres cerr~s des r~seaux g6od~si- 
ques se fait selon leurs ordres, celle d'un ordre inf~rieur pouvant commencer Iorsque 
celle de I'ordre sup~rieur a 6t6 termin6e. De ce fait, on ne perrnet pes, en g6n/~'al, 
que les coordonr~s des points de I'ordre sup~rieur changant, rn~me si un changament, 
quoique petit, avait th6oriquement eu lieu dens une compensation simultan6e des 
deux (ou plusieurs) ordres. Le fait que I'on exdut tout changement clans les valeurs 
nun~riques de cartains param6tres dens une compensation n'implique cependant 
pas ia variance (ou co-variance) z6ro de ces param~tres. 

Par conMquent, compenser un r~seau g6od6sique en tenant quelques points 
de I'ordre sup~rieur fixes non seulernent pour la solution mais aussi pour la 
propagation des variances-covariances indiquerait une qualit~ des points compens~s 
trop optimiste, sans aucune signification r6elle. Pour rem6dier 8 la situation, il est 
imp~rieux de corrigar les matrices de variances--covariances ainsi calcul6es de la 
contribution de I'incertitude des pararn~res consid&~s fixes. 

L'6tude portera particuli~rement sur la m6thode dite g~ra le  des moindres 
carr6s. Un probl6rne de ce genre a d6j~ ~6 trait6, entre autre dens I'article du docteur 
Papo cit6 en r6f6rence. Cependant, les param6tres qui y sont consid6r6s (sans compter 
les param~tres "fixes") 6taient tous pond~r~s, c'est--~-dire, les d6monstrations 
math6matiques ne permettaient pas I'inclusion des pararn~tres totalement inconnus. 
Le but principal de notre 6tude est donc de g6r~raliser les formules d6veloppdes 
dens ledit article pour englober les cas o~J tous les param~tres ou une pattie de 
ceux-ci sont des inoonnues. Les m6thodes de conditions et de variation des 
paran~tres n'6tant que des cas spdciaux de la rn~thode g~r~rale, nous pourrions 
d6duire des formules pour ces deux m6thodes ~ partir des r~sultats de la m6thode 
g6n6rale. 

La matrice des poids des obser~etions sara d~finie comme I'inverse de leur 
matrice de variances-covariances sans appliquer auaJn "facteur--~chelle" (Oo 2 ) .  
Ainsi, dens le cas de la m6thode de variation des param~tres par exemple, I'inversa 
de la matriee des ~luations normales donnerait directement la matrice de variances- 
covariances des param~tres compens~s, sans tenir compte de I'incertitude des points 
"fixes", bien entendu. Ajoutons toutefois que dens la pratique, 1'6chelle de la 
matrice de variances-covariances des observations peut ~tre v~rifi~e apr~s le calcul 
des r6sidus au moyen du test "Chi-carr6". 

M~hode ~ m ~ l e  

Le rnod61e rnath6rnatique et sa lin~arisation dens la m~thode g~n~rale se 
priisentent comme suit : 

u m 

F ( L , X )  -- 0 , 

A X + B V + W  = 0 . 
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ob L = L b + V ,  L b et V ,  vecteurs-colonnes avec n ~16ments, sont respective- 
ment des observations compens~es, des quantit6s observ6es et des r~sidus ; o~J 

= X ~ 4- X ,  X ~ et X ,  vecteurs-colonnes avec u 616merits, sont respectivement 
des valeurs compens~es des paran~tres, leurs valeurs initiales et des corrections 
diff&entielles dont on doit corriger ces derni~res ; et o~J : 

A = ~) F / a  X ,  matrice aux dimensions ( r ,  u) ; expansion au "po in t "  X ~ , 
B = i) F/r L ,  rnatrice aux dimensions ( r ,  n) ; expansion au "po in t "  L b , 
W = F ( L  b , X ~ , vecteur de r "termes constants". 

Soulignons que I'introduction des param~tres "f ixes" ( X )  ne changerien 
notre mod~e en ce qui concerne la solution elle--m~me. Formellement, nous 

pourrions ~crire F ( L ,  X ,  X)  = 0 et W = F ( L  b , X ~ , X ) ,  mais comme les 

corrections associL~s ~ X sont z&o par dLffinition, nous aurions apr~s la lin~arisa- 
tion A X + B V + W = 0 comme pr~c~demment (pour le calcul des ~l~ments du 

vecteur W , on utilise les valeurs X ; si pour une raison ou pour une autre elles 
~taient inaccessibles ou incorrectes, on pourrait se servir des valeurs disponibles et 
corriger, lots de la solution, le vecteur W par un vecteur constant, fonction de la 
diff&ence entre les valeurs "disponibles" et "f ixes" ; dans notre contexte, ceci est 

sans int6r~t et ne sara plus mentionn6). Naturellement, les pararr~tres X surgiront 
Iors de la .propagation des variances-covariances. Notons aussi que les observations 

( L  b)  pauvent ~re dL13endantes, le seul pr~requis ~tant la non-singularit(} de leur 
metrice de variances-covariances ( ]~ I. b ) .  Rappelons que ceci est consistant avec 

notre intention de traiter le cas g~n~ral dont la mL~hode de variation des paramL=tres 
serait d~duite en posent B = - I e t  la m~thode de conditions en faisant A = 0 ,  
les param~tres X n'existant pas. Comme nous I'avons signal~, I'aspect le plus 
important de notre ~tude est une g~n~ralisation additionnelle qui nous permettra, 
au besoin, de "ponderer" les param~tres tel qu'expliqu~ clans la suite. 

D~inissons rnaintenant une fonction ~ qui sera minimis~ et des matrices 
P e t  Po: 

= vT PV-t- xT Po X, 

P = ]~L b - I  , matrice des poids des observations aux dimensions ( n ,  n ) ,  Po �9 �9 �9 

matrice des poids des quantit~s X aux dimensions ( u ,  u ) .  

D~finissons, par la suite, la matrice Po de fa~on qui convient ~ notre 
probl~me, compte tenu de la forme de la fonction ~ .  Si toutes les quantit~s X ~ 
~taient pond~es ,  c 'est-~-dire, si aucun des param~tres ne repr6sentait une 
inconnue proprement dire, il serait Iogique de les traiter comme un deuxi~me 
groupe des quantit~s "observ~es", admettant toutefois leur ind~pendance statistique 

des quantit~s L b . La matrice des variances-covariances de ces "observations" 

~tant repr~ent6e par le symbole ~ o ,  nous aurions par analogie avec L b : 
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Po = So "-t (A) 

Cependant, il se pourrait que seulement une pattie des param~tres soit 
ponddrde (deuxibme partie), I'autre partie repr6sentant des inconnues proprement 
dites (premiere partie). Naturellement, nous ne voulons pas que la premiere partie 
soit considdr6e dam la formation de la fonction ~ ,  ce qui peut ~ffre accompli en 
acceptant le poicls z6ro des quantit6s y appartenant ; la deuxii~me partie peut encore 
8tre trait~e comrne "observations" et la matrice Po pour I'ensemble s'dcrira ainsi : 

[:01 i: o ] Po -= ffi 

Po~ Xo~ t 

(B) 

o~J So2 est la matrice des variances-covariances associde au deuxi~rne groupe des 
quantitds X ~ . Puisque le premier groupo de ces quantitds sont des constantes pures 
(valeurs approch~es des Daran~tres inconnus), leurs variances-covariances sont z6ro 
et la matrice S o pour I'ensemble des 61~ments X ~ sera : I~176 

2;0 = (B') 

0 So= 

Finalement, Iorsque tousles param~tres sont des inconnues, le cas qui 
pourrait ~tre appeld "m~thode g6n~rale propre", nous les dliminons de la fonction 
en posant Po = 0 .  D'autre part, puisque routes les valeurs X = sont maintenant 
des constantes, nous avons : 

Po = So = 0 . (C) 

La forme de la matrice Po variera doncselon que les pamm~tres sont des 
inconnues, des "observations", ou le m~lange des deux. On pourrait conclure cette 

partie en soulignant que I'assertion Po ffi So - t  n'est pasvalable en g~n~'al. 

Sans changer sa valeur, nous ~rivons la fonction ~ de la fa~on suivante : 

= v T p v + X T p o X - 2 K T ( B V + A X + W )  = r a i n  , 

o~ K est un vecteur de "coefficients de Lagrange" qui contient r 616ments. II 
s'ensuit alors que 
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851r 2VTp-2KTB = 0 , 

c351~)X = 2XTpo-2KTA = 0 . 

d'o~ on tire graduellement, en utilisant aussi I'dquation A X  + B V  + W = 0 et la 

d~finition M -- B P - t  B T : 

V = p - Z  BTK, 

K = - M  -~(AX+W) , 

X =-(Po+A TM-IA) -t A TM-IW , 

'X= X ~  T M - I A ) - I  A T M - t  W . (D) 

Matrices de variances-covariances 

Pour effectuer la propagation des variances-covariances en tenant compte 

de I'incertitude de t param~tres X ,  il nous faut red~finir le vecteur W (not~ W') 
qui nurr~riquement demeure inchang~, mais non sa differentiation. En effet : 

w' = F(L b.x , 

dW' = BdL b +AdX ~ + B'dX , (E) 

o5 B' -- a F / a X est une matrice aux dimensions (r, t) . En diff~renciar~ la 
relation (D) et e l  utilisant la relation (E), nous obtenons : 

d X  = [ - ( P o + A T M  -IA) -~ATM -~B t 

- ( P o + A T M  -IA) -I ATM -I B'] 

I I 
I-(Po+ATM -IA)-IATM -IAi 

I z 

/ 
x j  

L'application de la Ioi de propagation des variances-covariances nous donne 

sous I'hypoth~se de I'ind~pendence statistique des cluantitds L b , X ~ et X (aux 

pararr~tres X on associe ] ; ~ )  : 
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* A T z ATM-X A T z ] ~  = (Po+ M- A)-z  A ( P o +  M- A ) - Z + ~ o - ] ~ o A  T M - t A  

(Po + A  TM-z A) - !  - ( P o  + ATM-z A) - t  A TM-  z A~o  + 

(Po +A T M - I  A) -1 ATM-Z A];o ATM-z A(Po +ATM - l  A) -1 . (G) 

A ~  = ( P o + A T M - t A )  - z A T M - z  B ~ B ~ ' T M - t A ( P o + A T M - t A ) - t  ;(H) 

au cas os les pararn~tres X sont fixes aussi pour les fins de la propagation des 

variances-covariances, la matrica ~ est z6ro et la matrice r~sultante est ~ X  �9 
Pour trouver une formule g6n~rale donnant la rnatrice ~ il nous faut d'abord 

6tudier trois cas diff6rents selon la nature des param~tres. 

Premier cat~ 

Dans ce paragraphe nous consid~ons tousles param~tres pond~6s ; les 
poids sont associ~s aux "observations" X ~ et la matrice Po est donn6e en (A). II 
ne s'agit, en effet, que de la rn~thode de conditions avec deux groupas des quantit~s 

"observables", soit le groupe L b e t  le groupe X ~ . Nous pouvons d6velopper 
1'6quation (G) ~ I'aide de la deuxi6me des identit~s suivantes : 

(Po +ATM-t A)~o = I+ATM-tA~o , 

Y~o = (Po + ATM-z A) -z  +(Po +A TM-I  A) - I A T M - t  A ~ o  �9 

Si nous remplagons '~o du deuxi6me et du troisi&me terme du c6t6 droit 
de I '~uat ion (G) par cette identitY, nous obtenons : 

* A T t ~ = ( P e +  M- A)-z  

Oeuxi~me ca-~ 

Consid6rons maintenant deux groupes de param~tres dont le premier 
consiste en des inconnues proprement dites et le deuxi~me en des quantit6s 
"observ~es" ; les matrices Po et ~ o  pour ca cas ont peru en (B) et (B'). Nous 
pouvons constater en effet que Po est I'inverse dit g~n6ralis~ de ~o  donnant, par 
exemple, Po ~o  Po = Po �9 Parall61ernent au premier cas, nous obtenons une 

identit6 pour ~ o  et, per la suite, une expression pour ~ X  de 1'6quation (G) 

comme ci-dessous (en admettant, comme pertout ailleurs, que I'inverse de la 

matrica Po + AT M -  z A existe) : 
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Zo = (Po+ATM-IA) -IPoSo+(Po+ATM-xA) -IA TM-IAZo, 

Z X ffi (Po+ATM-XA)-t  {ATM-ZA(Po+ATM-ZA)-Iq'Po Z o -  

Po Zo ATM- l A (Po +AT M- l A) - t  l .  

En faisant la raise en facteur par la droite de (Po + A T M -  z A ) -  1 , le 
terme entre les accolades de la derni~re ~quation devient la matrice-unit(~ et nous 
pouvons donc 6crire 6gatement dans ce cas--ci : 

Z X = (Po + ATM-'A) -I (I) 

Des formules semblables seraient valables aussi clans les cas sp~ciaux 
Po ]~o = I (premier cas) et Po ~o = 0 (troisi~mecasquisuit),maisnous 
pr~f~rons les traiter s6par6ment. 

Trois#/me cat~ 

Si tousles param~tres sont des inconnues, nous avons imm~diatement en 
consid6rant (C) : 

E;~ = (A T M -  ~ A ) -  ~ = (Po + A T M -  = A ) -  

Nous pouvons donc conclure que la formule (I) est une formule g6n~rale 
qui englobe tous les trois cas. Cependant, on n'aurait pas pu arriver ~ cette conclu- 
sion en consid6rant seulement le premier cas, car, comme nous I'avons vu, Po So 
ne donne pas une matrice--unit~ en g~n~ral. 

Pour exprimer la matrice A ~ d'une fad:on convenable, nous posons : 

= (Po +A TM-I A) -I A TM-I B" (J) 

Nous sommes maintenant en rnesure de r~umer nos formules ainsi �9 

];~ = Z~ +AZ~, 

ZX~ = (Po+ATM-IA) -I , 
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Un p r o c ~  semblable nous donnerait les matricesde variances-covariances 
pour les fonctions de pararn~tres ou pour les observations, corrig6es de la contribu- 

tion de I'incertitude dens les param~tres X.  Par exemple, en consid~rant la m6thode 
de condition (cas special de la m~thode g(~n&ale o~ les peram~res X n'existent 
pas), nous aurions : 

2 ; ~ =  2;Lb--2;LbBTM -1B2;Lb , 

A 2;~ = ( Z L  b BT M-  a B) 2; ~ (  2;L b BT M- I ~)T . 

Discussion des formules du docteur Papo 

Pour comparer certaines formules de rarticle cit~ en r~f~rence avec tes 
n6tres, faisons d'abord une correspondence entre les notations (les quantit~s 
correspondentes sont s~3art~es par quelques points) �9 

B X , z X . . . B ' , ~  ~" ; M x . . .  B Z ~ ' B  T ; 

d~j~ dens cette phase initiale de comparaisons, nous pouvons constater que les 
formutes du docteur Papo avant le partitionnement des param~tres sont identiques 
aux nStres de la m6thode de conditions. En ce qui a trait au partitionnement des 
param~tres dens son article, nous avons de plus : 

Lb,2;z L b ZLb,; L b 2;2 X~ 2;0; Bs ,B2 B , A "  * ~  ~ 9 - - o  j o , *  

Mt . . . M  ; K . . .  2;~ ; ZLa 2 . . . 2 ; ~ .  

(La derni~re ligne suit de la pf~Kiente). Les formules finales du docteur Papo 
peuvent alors @,tre r~rites : 

2;~ = 2;~ + ( ~ A  T M -1B") 2;~ (2;~ A T M  - t  ~ ) T  

2;X = (2;~ +ATM-= A)-1 

Notons surtout que pour d~,rnontrer ce r~sultat, on a utilis~ la matrice 2;0 qui 
devait ~tre non-singuli~re. N~sairement, tous les pararn~tres (}taient pond~r~s et 
il ne pouvait pas y avoir de param~tres inconnus. Notons ensuite que ce r~sultat est 
identique au n6tre du "premier cas". 
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Nous pouvons conclure cet expos~ en constatant I'identit~ des r~sultats 
partout o~ la comparaison est possible. Cependant, le r~sultat principal de I'article 
cit~ en r~f~rence n'a ~t~ obtenu que pour deux groupes des quantit~s "observables" 
de la rn~thode de conditions sans introduire de param~tres inconnus. Ainsi, il 
repr~=ente un cas spL=cial dont la g~n(~ralisation a ~t~ le but principal de ce travail. 

O O 
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