
H.M. DUFOUR et D. BURETTE 
Bureau d'Etudes de la C..~od~sie 

Institut G~ographique National (France). 

PR ESENTATION SYNTH ETIQU E 

DES METHODES SEMI- ITERATIVES 

DE RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES 

R6sum6 

La rr~thode des gradients conjugu~s (Hestenes & Stiefel, 1952) fut 
sp~cialement con~ue pour la r~solution des matrices sym~riques d~finies positives. 
Elle pr~sente la propri~t~ remarquable d'avoir la structure d'une rn~thode it~rative 
et d'etre en m~me temps une m~thode d'~limination (convergence de principe en n 
iterations, n ~tant le nombre de valeurs propres diff~rentes du syst~me). 

Cette n~thode ne semble pasavoir eu tout le succ~ pratique que l'on aurait 
pu esp~rer, sans doute parce que, dens le cas de tr~s grands syst~mes, les erreurs 
d'arrondis viennent perturber les prL~isions math~matiques, au point de rendre 
parfois la n~thode non convergente. 

Elle n'en reste pas moins riche de promesses, et I'~tude de m~thodes aptes 
~viter les consequences des erreurs d'arrondis n'est certainement pas achev~e. 

Dans I'article qui va suivre, nous avons essay~ de g~n~raliser les idL=es qui 
ont conduit ~ la th~orie des gradients. Les algorithmes qui sont pr~ent~s ont les 
caract~ristiques suivantes ; 

-- I Is correspondent & des mL=thodes semi-it~ratives, c 'est-~-dire convergentes 
en un nombre fini d'it~rations. 

- IIs correspondent, ~ chaque ~tape, ~ la diminution d'une norme d~finie positive, 
en g~n~ral une somme des carr#s des rtJsidus, norme facile ~ contrSler et qui peut 
servir de crit~re fondamental pour la validit~ d'une solution. 

- IIs sont diff~renci~s, adapt~s ~ des matrices d~finies positives ou non, sym~tr i-  

GUES OU non. 

-- IIs se confondent avec I'algorithme dit des "r~sidus conjugu~s" quand la matrice 
trait~e est syrr~trique d~finie positive. 

Nous ne savons pas si toutes ces m~thodes s'imposeront dans la pratique, 
mais il nous a sembl6 important de montrer comment on pouvait les dL=duire d'un 
algorithme fondamental. On attire particuli~remant I'attention sur le rapprochement 
(effectu6 en Annexe 2) entre la th~orie des matrices sym~triques et celle des 
polygones orthogonaux, avec une fonction de poids re l i~  ~ la distribution • ( x )  

des valeurs propres. 
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Summary 

The method of conjugate gradients (Hestenes & Stiefel, 1952) was 
originally especially designed for solving symmetric positive matrices. This method 
has the following outstanding property : it has the structure of an iterative process 
and it is also an elimination method (theoretical convergence in n steps, n being 
the number of different eigenvelues of the matrix). 

The practical success of this method, till now, has not been as important 
as one could expect, probably because, for big systems of equations, rounding off 
errors occur, which may eventually completely modify the mathematical 
predictions. 

The method seems however to be very promising, if one takes account of 
the fact that all practical methods of avoiding rounding off errors have not yet been 
investigated. 

In the following article, we have tried to give a generalization of the theory 
of conjugate gradients. The given algorithms have the following characteristics : 

- They define semi-iterative methods, i.e. leading to the mathematical solution 
after a finite number of steps. 

- They correspond, at each step, to a decrease of a positive norm, in general the 
sum of  squares of the residuals, which is practically the best criterion to check the 
final solution. 

-- There is a special algorithm for each case : positive or non positive matrices, 
symmetric or not  

-- When the concerned matrix is symmetric and positive, each algorithm gives 
back the method of "conjugate residuals". 

We are not sure that these different methods will be all of practical use, 
but it seems important to show how they derive from a basic algorithm. Special 
attention should be given to the analogy (see Annex 2) between the theory of 
symmetric matrices and that of orthogonal polynomials P ( x )  , with a weight 
function connected with the distribution ~. ( x )  of eiganvelues. 

0 

0 0 
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I - Propri~6s g6rvlkalm 

Soit ~ r~soudre A X = K ,  A rnatrice carrie de dimension n .  Dans route 
la suite de I'expos~, i < j .  

A) Formation des vecteurs Pi 

Soit B une matrice telle que B*  A soit d~finie positive (il en existeau 
moins une : A). 

Soit ( U i )  une suite de n vecteurs ind~pendants. 

Par le proc~d6 d'orthogonalisation de Schmidt, on forme $ partir de cette 
suite les vecteurs Pi mutuellement conjugu~ par rapport $ la matrice B*  A .  

[ P i * B * A P j  = 0  I (I) 

PI --- Uz 

Pj = Uj + aj, I Pz + . . . +  nj,i  Pi + - - -  + aj, j-z Pj-z 

P~ B* AUj 
= (2) 

r P~' B* A P  i 

Ceci n'est possible que si Pi B*  A Pi =h O, cequi est r~alis~. Sinon, en 
effet, on aurait Pi = 0 puisque B * A est d6finie positive. Mais Pi est une 
combinaison lin~aire des U i (le coefficient de U i valant 1) et ne peut ~tre nul 
puisque les U i sont ind'=pendants. 

Pour la n~rne raison, on voit imm~diatement que les Pi sont ind~pendants. 

B) Calcul des Yi 

Puisque les Pi sont ind~pendants, ils forment une base de R n , et on 
peut 6crire la solution X sous la forme : 

n 

X = �9 Yi Pi 
i----I 

n 

]; YiAPi = K 
i=i  
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Multiplions ~ gauche cette relation par P* B* .  II vient : 

Yi = 
Pi* B* K 

Pl* B* A Pi 
(car Pi* B* A Pi ~= O) 

Posons 

D'ot, 

Xi = Yt PI + - . . + Y i P i  ) 

RI = K  

Ri+~ = K - A X i  

(testes et inconnues 
apr~s, i iterations) 

Ri+~ = R i - y i A P  i 

Pi* B* R i = Pt* B* Ri_ 1 . . . . .  Pi* B* K 

I P* B* R l 

~' Yi =Pt*  B* A Pi (3) 

C) Relations d" orthogonalit6 

I )  On a : 

Pi = Ui + (zi, l Px + . . .  + (zi, i-1 Pi-1 

Multiplions cette relation par Pj* B* A et par Pl* B* A 

II vient : 

Pj* B * A U  i = 0 

Pt* B* A U i = Pi* B* A Pi 

2) P*B*Ri+ l = pl*B* ( R i - Y i A P i )  = Pi* B * R t - Y i P i * B * A P i  = 0 

Pi*B*Rj = P i*B*Rj - I  = . . .  = P i*B*Ri+I  = 0 
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=~ [Pi*B*Rj  = O J  (4) 

3) Ui*B*R j = P i * B * R j - a i ,  s PI*B*Rj _ . . . -  ai, i_l Pi*-I B*Rj 

. = 01  

II nous reste ~ choisir la matrice B e t  la suite ind~pendante (U i )  pour 
ddfinir totalement la m~thode. Ce choix sera diffdrent suivant que la matrice A 
sera ddfinie positive ou non, sym~trique ou non. Dans tou$les ca$, on cherchera 
annulet la plupart des $calaires o.ji afin de ne pa$ conserver en rr~rnoire tousles 
vecteurs P i et de rendre la m~thode op6rationnelle. 

II --  Gas des matrices d6finies positives sym6triques - M6thocle g6n6rale 

Onprend IUi = Ri I 

A) Inddpendance des U i 

L'6quation (5) s'6crit : 

(6) et on impose ~ B d'etre d~finie positive. 

Ri* B * Rj = 0 

Supposonsquel'onait :kt RI + . . .  k i R i + . . . k n R n  = 0 (k i #= 0) 

Multiplions cette relation par Ri* B *  =~ k i Ri* B*  R i = 0 

- s i  ] i , R ~ B * R  i = 0 , R i = 0 puisque B estd~finiepositive. 

Alors I'~luation A . X  = K est v&ifi~e par Xi_ 1 puisque le reste est nul. 

-s inon ,  k |  = 0 ,  V i =~ les R i sont ind~pendants. 

B) Null i t~ des a j  i 

Ona Pi*B*R i = Ri*B*R i + a i ,  s P I * B * R  i -I- . . .  + (~ i , i -1Pi*-= B*Ri 

=~ Pi* B* R i = Ri* B* R i d'apr~s (4) 

Ri* B* R i 
==~ Yi = (7) 

Pi* B* A Pi 
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Mais R i +  I = R i - y i A P i  

=~ Ri*+t B*Rj = Ri*B*R j - yiPi*A*B*Rj 

Yi- Pi* A* B* Rj = 0 d'apr~s (5) si i < j - 1 

si Yi = 0 =* Ri*B*R i = 0 ,,~ R i = 0 car B d&finiepositive 

=* le syst&me a 6t~ r~3solu ~ la ( i  - 1)~me iteration 

si P i * A ' B ' R j  = 0  ~ [o, j i = O  ] d i # = j - I  

I Pj Rj +/zj .Pj-i [ avec /zj 
Pj*-i B* A Rj 

Br 
= = - ( 8 )  

Pj*-I B* A Pj-I 

C) Propri6t6 de minimum 

R*+I A- '  B Ri+ , = Ri*A-'  B R i - Y i ( R i * A - '  BAPi+Ri*B*A-1APi )  

+ y~ Pi*A A - '  BAPi 

Si I A B =  B A [  (9) 

R*+, A - ' B R i +  , = R l * A - ' B R i - 2 Y l R * B P i + Y i  2 Pi*ABP i 

Pi* B* R i 

Pi* B* A Pi 
a-~-i (Ri~.t A - I B R i +  I) = 0 *=,* Yi = ( l O )  

Le choix de Yi correspond au minimum de Ril l .  l A - 1  B R i +  l 

D) Choix de le nletrice B 

Pour conserver cette propri~td de minimum, on imposera ~ B de 
commuter avec A . Alors, si A n'a pas de valeur propre multiple, B est un 
polyr~me de degr6 au plus (n  - ! )  en A .  En effet, soit V i un vecteur propre de 
A avec la valeur propre X i : 
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A V i = X i V i •* A (B Vi)  = B (A Vi) = X i B V i 

Donc, B V i est aussi vecteur propre de A avec la m~me valeur propre X i . 

Puisque X i e s t  valeur propre simple, B V i e t  V i sont proportionnels 
=* B V i = k~ V i =* V i e s t  aussi vecteur propre de B ,  avec une autre valeur 
propre 

A ~tant sym~trique est diagonalisable et B est donc diagonalisable avec 
la m ~ e  maffice de passage, puisque les colonnes de cette rnatrice de passage sont 
constitutes de vecteurs propres communs ~ A et ~ B. 

- ~ A = P D p  - 1  B = p  A p  - I  

Soit f (X )  le polynOme de Lagrange de degr~ n-1 , prenant les valeurs 
~ Iorsque ~ prend lesvaleurs ~ i -  

n 

f ( k )  = ~ X' i X - -X j  
i=1 j ~ i  k i -- k j  

Alors = f ( D )  ~ B = f ( A )  

B est donc bien un 1~31ynOme de degr6 au plus n - 1  en A .  Comme on ne 
connaTt rien a priori sur les valeurs propres de A ,  on imposera ~ B cette derni~re 
condition. 

E) Norrna/isation de y i 

On a 

a v e c  

Pi = Ri +/~ i  .Pi - t  

] '4i = 
Pl-t B * A R i  

Pi-t  B* APi - t  

Or Yi-i  A P i _ I  = R i - R i - l "  

Multiplions cette relation par B R i e t  par B Pi - t  

A * B R  i Ri*BR i RT_IBR i = R * B R  i '=* Yi-t Pi*--I = - 

Yi-t Pi*--i A * B P i - I  = R * B P i - I - R i - t  BPi- t  = - R i - l  BPi - t  

mais Ri*_,BPi_ 1 = R ~ . , B R i .  l+ / . t i_ lR~_  t BPi_ 2 = R~_IBRi_ t 
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Pi = 
R~' BR i 

R~'_I BRi_I 
(11) 

Si nous voulons ~viter tout risque de d~assement de capacit6 des m6moi- 
res de I'ordinateur, il est nL~ssaire de normaliser les coefficients Yi �9 

Pour cels, posons Pi' = ki Pi Yi = Yi / ki 

Alors e i : k iR  i "1- /~  Pi'-x 

ave(; p~ = ki Pi 

ki_1 

Nous choisissons k i = 
RieRi R T Ri 

~' /Ji -- 
Ri* B R i Ri*- t Ri-  t 

(12) 

Avec cette normalisation, 

En outre, si ~ la i l~mr it6ration, les r6sidus diminuent brusquement, on a 
I 

Yi ~" 1,  /~  -~ 0 et Pi ~ k i  Ri  : on volt ainsi que le processus se "r6initialise" 
1 

automatiquernent. On pourrait d'ailleurs aussi prendre k i = ~ ,  ce qui 

imposerait P~* P; = I . Ce choix norrnalise ~galement les coefficients Y i ,  mais il 

n'a pas la signification remarquable du pr6c6dent. 

III - -  Syst~mes lin6aires wm6tr iques d6finis positlfs - Appl icat ion= 

On pose T i = A R  i 0 i = APi  

II nous reste ~ choisir Is matrice B pour d6finir compl~temem la m~thode. 

A) Mdthode des gradients conjugu~s [Hestenes & Stiefel, 1952]. 

Onchoisit [B  = I I 
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Alors : 

Pi* A Pj = 0 

Pi*Rj = 0 

Ri* Rj = 0 

: les gradients sont conjug~s par rapport ~ la 
matrice A qui doit  ~tred~f in ie positive 

: les r~sidus sont orthogonaux 

Pi* A Rj Pi*Ri 

(ZJi = -- Pi* APi  Yi = Pi* A P'-----'~ 

A chaque it6ration, on minimise R~'+t A -  t R i + l  

B = I e s t  d~finie positive ~ les restes sont inddpendants et 

a j i  = 0 si i =/= j - I (d'apr~s II, Ae t  B). 

0i- l Ri 
=* Pi = Ri +/ . t i  P i - l  avec /~i = 0 i - i  Pi-1 

R|Ri  

Ri-t  Ri-t  

RiR! 
k i = ~ = 1 =~ Yi est automatiquement normalis~. 

R i B R  i 

A lgorithrne (GRADCO) 

RI = K Ri = Ri-1 - Y i - I  0 i - I  

Oi*- t Ri 
/At = 0 /~i -- - = 

0._~ Pi-~ 
R i R i  

Ri-1 Ri-1 

PI -- R1 Pi = Ri +/~i  Pi-I 

01 = API  0 i - -  AP i  

PI Rl Pi Ri 

Yt = 01 Pt Yi ---- 0i  P--'T 

Xl = Ys Pl Xi -- Xi-I  -I- Yi Pi 

Test : R i * R i < e  ~ f'm 
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B) M~hode des r~sidus conjugu&~ 

t) ~# ,oa .  

On choisit J B 
I =,1 

Alors : 

Pi*A* A Pj = 0 

P* A R j  = 0 

Ri* A Rj = 0 : les r~sidus sont conjugu~s par rapport ~ la matrice A 

0i*T j Oi=Ri 
aJi = - ~  Yi = ~  

0~0 i 0 t O  i 

A chaque iteration, on minimise R~+ t Ri+  t 

~ a j i = 0  si i = / = j - I  

=~ Pi = Ri + /~ i  Pi- t  avec gt i = 
O~-t Ti 

0,_, 

On peut aussi normaliser Yi comme il a ~t~ dit en prenant 

Rt Rj RT 
k i = ~ /,t i' = 

R i * A R  i Ri*_ l Ri_t  
=' Pi' = ki Ri + /~ i '  Pi'-, 

2)Algorithme des Mddu$ conjugu6s : A X  = K = Rt 

RI = K  Ri  = R i - I  - Y i - t  0 i - z  

Tz = A R t  T i = A R i 

kt Rt* Rz Ri* Ri Ri* Ri 
= , /zt ffi 0 k i = ~  , /~i = . 

TI* R l Tl* R i R*_ z Ri_ t 

Pl = kt Rt  Pi = k i R i  + # i  Pi- t  

(15) 

(16) 
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0s = kt Ts Oi = ki Ti + Pi Ol-~ 

0 s * R  1 0 i * R  i 
Yl = ~ Yi = 

0 , * 0 ,  O* 0 i 

Xs = Yl Ps X i=  Xi-x + y i P i  

Test:  R i * R  i < e ~ fm 

C) A utres rr~ thodes 

1) En pratique, on ne calcule pas de puissance ~levde de A .  On pourrait 
n~anmoins penser ~ une rr~thode interm~liaire entre gradients et r~sidus en 
posant B = I + h.A . Le coefficient h pourrait, soit ~tre fix6 une fois pour 
toutes, soit varier ~ chaque iteration pour minimiser une expression, par exemple 
R i +  1 B R i +  s . Nous n'avons pas exp~riment~ cette mdthode. 

2) Extendom de la mdthode 

Les m~hodes envisag~ss sont en fait g6n(~ralisables ~ routes les r~solutions : 

N X = R  

dens lesquelles N e s t  un "ol~rateur syrn6trique d6f in ipos i t i f "  dont on salt calculer 
le produit par un vecteur quelconque donn~ numdriquement. 

a) Moindres carr~ - Relations d'observations 

G X = K  =*" G* G X = G * K  "*' N X = R  

b) Moindres carr~$ - Equations de condition 

H V = K  =*" H H * L = K  =~ N L = R  

( L  = multiplicateurs de Lagrange; V = H *  L)  

c) Sys~mes carr& quelconques : A X  = K 

IIs peuvent se ramener ~ I'un des cas pr~clents.  La mdthode n'est toutefois 
pas ~ conseiller de facton g~n&ale, car si A est symdtrique d6finie positive, on a : 

Cond(A)  = p => C o n d ( A A * )  = C o n d ( A * A )  = C o n d ( A = )  = p2 

C'est pour cela que dens la suite de I 'expo~, nous avons recherch~ des 
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n~thodes qui clans ce GaS 6vitent la formation syst6rnatique de A 2 (Voir Annexe 4). 

d) Autr~ applications 

Nous avons v u l e  cassimple N = A *  A ; N = B B * . l l e x i s t e d e  
nombreuses autres applications, o~J N peut ~re utilis6 comme op~rateur, sans 6tre 
directernent exprim6 en ordinateur : 

N matrice r6duite d'61imination 

N d6fini par une formulation math6rnatique 

(cf. Dufour, 1961, 1964). 

3) Dens route la suite, nous avons pr6f6r6 le choix correspondant ~ la rn6thode 
des r6sidus conjugu6s (B = A)  car : 

- ~ chaque it6ration, nous minimisons Ri*+t R i +  1 , quel que soit le type 
de la matrice A .  

Eneffet, R i +  x = R i - Y i 8  i 

R*+, R i+  ' = R i * R i - 2 Y i S i * R  | + yi :z 8 " 8 1  

a (R~+, R i + z )  8i*R | 
= 0 ~,..~ y i : ~  

a Yi 0i* e i  

-- Le crit~re R * R  i n6gligeable nous semble caract~riser parfaitement la 

r6solution des syst~mes lin~aires. 

- La d6croissance uniforrne de R~'R i perrnet un test d'arr~t simple et sOr : 

R* R i < e 

N~anmoins, il est certain que la suite pourrait sa g6n~raliser en introduisant 
une matrice B ,  comme dam ce qui pr6c~de. Nous ne I'avons pasfait pour all6ger 
I'expos6 et parce que notre but 6tait la mise au point d'algorithmes op6rationnels. 

I V  - -  ~ des matri~s dkfinies positives non syn~ttiques 

A) M6thode 

On r(~sout simultan(~ment les deux syst~mes : 

A X = K ( S )  

A * X '  = K ( S ' )  
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U i = R;  
On choisit (17) 

U~ = R i 

c'est-~--dire qu'on construit les solutions d'un syst~me sur les testes de I'autre 
syst~me. 

On utilise de preference ha m~thode des r~idus conjugu~s (B = A et 

B' = A * ) .  

B) Propri~ t~s 

D'apr~s I , on" a donc:  

Pi = R;+  aiz Pz + . . . .  + ~ Pi-z 

P; = R i+  a;z P ~ + . . . .  + O-;,i_ ' P~-z 

n P* A * R i P'i* A R~ 
X = ~ YiPi avec Yi = Y~ = 

i=l p ~ A * A P  i .p~* A A * P  i" 

Relations d" orthogonali~ 

P~A*APj  = 0 P'i* A A* Pi = 0 

P*A*Rj  = 0 

R~* A* Rj = 0 

A R; = 0 

R* A = 0 

On a donc:  

Pj=A*R i = P;*AR~ = P~*AR; = R ; * A * R  i = R * A R ]  

R]*A*R i R~*A R i 
"~ Yi = Y; = (18) 

P~ A*AP i P~*A*A P i 

Ind6pendence des R i e t  des R; 

La d~monstration est identique ~ celle de I I ,  A .  

Propri6t~ de minimum 

A chaque it6ration, on minimise Ri=..I . , R i +  ' et R~ z R~+,  
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Nullit6 des Ctji 

Ona : 

Ri+z = R i - Y i A P i  

=* R~+ t A R] = R~ A R i - Yi P~ A* A Rj 

=* yi P~ A * A R ~ = O  si i < j - I  

si i < j - 1  et si Yi ~= 0 

Dans les m~mes conditions, a~i = 0 

aji = 0 

Ceci suppose que Yi et Yi' sont diff6rents de z~ro, c 'est-~-d i re que 

,I R~ 'A*R i = R*A R~ ~ 0 J (19) 

Cette condition peut n'6tre pas remplieavec R i #= 0 bien que A soit 
d6finie positive. 

C) R6initialisation 

Si,~ une iteration, on trouveque R ~ * A  * R  i = 0 avec R~ R i #= O,ilest 

n ~ i r e  de r6initialiser, car le processus normal est alors bloqu6. 

On a en effet : 

t yi  = y i  = o Rj = Rt R~ = R; 

e t o n a  : YI = 
R~AR i 

R~ A* A R i 

X o = X i 

K = R i 

=h 0 car A est ddfinie positive. 

On pose alors 
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En pratique, on pourra r~initialiser d~s que 

R*R i R~*R i' 
OU 

Rt* Rt Rx* Rl 
< e 

e 6tant & choisir en fonction de la pr6cision des calculs. 

D) Normalisation de Yi et y~ 

Comme pr~cL=demment, on peut multiplier Pi par un coefficient pour que 
y i ~ l .  

P*_, A*AR~ 
Eneffet, ona Pi = Ri+/~iPi-l  avec /2 i = 

Pi*-I A* APi-I 

Or, Yi-t APi-I = R i - R i - I  

Multiplions cette relation par AR~ et par APi_ t 

=* Yi-t Pi*-t A*AR~ = R*AR~- * = Ri_ , A R~ Ri* A R~ 

Yi-lPi*-t A*APi-I  = Ri*APi-I-Ri*-I  APi-t  =-Ri*- t  APi-l  

mais R i * , A P i _  t = Ri*_IAR~_x + /~ i . `  Ri*-t AP i -2  = R i * - , A R ~ - ,  

# i -  
R*AR; 

R*_, AR;, 

De m~me, on a 
, R~ A* R i /~i = 

R];, A* Ri_ , 

(20) 

On peut donc ne pas calculer le vecteur T~ , nf~cessaire seulement au 

calcul de /z i . 
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Pour normaliser, multiplions Pi par 

Pi et P~ deviennent : 

Ri* R l 
R * A R ;  

et P~ par 
R ; * R ]  

R~' AR~ 

Rl*Ri . R; + 
Pi = Rt, AR; 

R~' R i 

Ri*. t Ri_ t 
�9 Pi-t 

R~*R; . Ri + 
P; = Ri*A*RI  

R;*R; 
R;=', R;_, 

Alors, Yi �9 1 et Yi ~ 1 . 

E) Algorithme (DPNS) 

Xo = 0 

Rt = K  

R; = K 

Tt = A R~ 

R ~ R t  
PI = ~ .  R's 

R~ T t 

Ri R i - t - Y i - t  8 i - t  

9 
-- Yi - t  ~ i - t  R; = R~_ t 

T i -- A R~ 

Pi - R~Ri  R~ 
Ri* T t 

R~'Rs R ~ R  i "Ti + 
0,  = RrT-======~.Tt 01 = R*T'-'--~ 

, R * R  s 
0 t = .A*Rt  

R~'T, 

0I'Rt 
Yt - - ~  

0"0 t 

O t S R t  y; = 1 t 
O'*0' 

1 l 

O~ = R ; * R ;  

R ~ T  i 

0i* R i 
Yi - Oi 0"-'~ 

O;'R; 
0;*0; 

R* R~ 
+ 

Pi t t  Ri-t 
�9 Pi-z 

R ~ R  t 

Ri*.. t Ri_ 1 
0|_t 

R;*R~ 
A*R l + 

(21) 
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Tests : 

X t  = Xo + Yz Pz X i = Xi_ z +YiP i  

RI*R i < e ~ f ' m  

0i* Rl < e ~ r6initialisation K = R i 

V - Cas des matrices non dMinies positives, synnd~iques 

A )  M6thode 

On prend 

Xo = X i 

u i = A P i _ , l  

'*  PI  = Rt  

Pi = A P i _ z  + a i z  P~ + . . . .  + a i ,  i - t  P i - t  

B) Ind6pendance des Pi 

S'il existe une combinaison lin~aire nulle entre les Pi ,  on peut (~crire : 

A (n- l )  PI = 0 

A ( n - t ) P t  = 0 

at Pt + . . . .  + an 

( e l  I + . . . .  + a n 

Ceci peut se rencontrer dens deux circonstances : 

(22) 

Mais il existe des nombres a i non tous nuls tels que : 

a l  X i + . . . .  + ap +1 ~'i p = 0 V i = 1 ~ p 

�9 ~Pourcesnombres, o n a :  (at I + . . . .  + ap+ 1 A p) Pt --- 0 

283 

p 
"*'(at  I + . . . .  + ap+=  AP)  Pt = 

i----I 
(at  + . . . .  + a p + t  XtP)Vi 

1) Pt n'a de composantes non nulles que sur p vecteurs propres V i de A 
(en particulier si P= est vecteur propre de A). 

En effet, on a alors 

P 
P I = ' Z  V i 

i=!  
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2) A admet des valeurs propres multiples. 

En effet, A symdtrique est diagonalisable ; A = P D P  - t  , D diagonale. 
II est immddiat de voir que les polynbmes dont D est racine forment un ideal, 
c 'est-~-dire qu'ils sont tous multiplesdu polyr~me minimum Q (X )  = .~ ' (X -  Xi) ,  

1 

formd $ partir des p valeurs propres distinctes de D ,  donc de A .  Mais A et D 

sont racines des m~mes polynbmes puisque Q ( A )  = P. Q ( D ) .  P -  1 . Si A a des 
valeurs propres multiples, son polynOme minimum est de degri~ p < n .  II existe 

donc des nombres a i non tous nuls tels que az I + . . . .  + ap +1 AP -- 0 .  

Dans ces deux cas, il semblerait que la rndthode ne soit pas applicable, car 
les Pi n'engendrent pas tout I'espace R n . En fait, la m~hode convergealors en 
p iterations, ~ condition de prendre toutefois 

I Pz =Rz =KJ 

En effet, on a az ~ 0 ,  car sinon A aurait la valeur propre nulle. On 
peut donc 6crire " 

A x (  - a =  K - . . . -  ap-i-z Ap- l  K ) - -  K 
al al 

~ X  = - a 2  K - . . . . -  aP+t  A p-z  K estdoncsolut ionde A X  = K 
at al 

et appartient donc ~ I'espace engendr~ par les p vecteurs de Iv forme A i-~ . K, 
donc par les p vecteurs Pi.  

C) Autres propridtds 

On utilise encore le principe de la m6thode des r~sidus conjugu~s 

(B = A ) ,  c'est-~--dire que I'on impose 0~ '0 j  = 0 avec 0 i = A P  i 

Oi* A Oj_ 1 

. *  aj i= -  O.Oi 

e** 

Relations d" orthogonalit6 

On a Pi* A Rj = 0 
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Mais Pi = APi-I + air  P~ + . . . .  + ~ Pi-~ 

=~ P i*AARj  = O si j > i +  1 

Propri6t~ de minimum 

Le choix de Yi minimise encore Ri*+l Ri+ 1 ~ chaque iteration. 

Nulli~ des o, j i  

On a : Rj = Rj_ l - Y i - i  0j-I  

- o i *  A Rj = 0~* A Rj_=-y j_ ,  0~*A 0j_, - - y j_ ,  0 * A  0j_, = 0 

j "> i+2  
0 i~ A O j_ ,  = 0 

,=*'si Yj-I ~ 0 (Zji = -- Ol* 0i 

=*" Pj = A Pj_ t +/~j Pj-! 4- vj Pj_2 ] 

avec p.j = 

Ici, Yj-l 
car alors 

rnais 

(23) 

0~_ 1A 0j_ 1 0;_, A 0j_, (24) 
vj 

OjSl Oj_! 0;_ 20j_  2 

peut ~,tre nul. Mais le processus n'est pas bloqu~ pour autant, 

Rj -- Rj_ 1 

Pj ~= P j - I  et 0 j  ~= 0 j _ l  

On peut donc poursuivre I'algorithme. 

Autres expressions de v i 

Ona : 0i_ I =A0i_2+(zi_z,i_2 0i_ 2 

- ,  O~_~ Oi_ ~ = O~'_~ i el_ ~ 

=> V i = Or-I Oi-I ( 
0?-2 0i-2 L/4i -- 

+ ~i-l , i-3 0i-a 

0~-I A 0i-t 1 
81"2 A 0i_ t 
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D) Algorithme (NDPS) 

Rz = K  Ri = Ri-t --Yi-z 0 i -z  

S i = A 0i_ 1 

pt  = 0  / '{i  - - - - - -  
0~_ I Si 

0i_t 0i_t 

Pz = 0  
0~_2 Si 

= ( v ~  = 0 )  
vi 0i_2 8i_2 

Pz = Rz Pi = 0 i-z + /~i Pi-z + Vi Pi-2 (25) 

O z = A R z  0i = SI + /~i 0i-z + Pi 0i-2 

Ot Rz 0iR i 
Yi = 

Ol Ol OiO i 

Xz = Yz Pz Xi ---Xi-t -4- YiPi 

Test : 

(Cf. Annexe 2) 

Ri* R i < e -+ fm 

E) Autre m6thode 

t )  M6mod. 

Nous proposons 6galement une autre m6thode tout ~ fait analogue ~ la 
pr~.~dente. 

Onprend I U i = A R i _ z  I 

On a alors Pi = A Ri_ 1 4- o.iz Pz -I- . . . .  + ai, i-z Pi-z 

La d6monstration de I'inddpendance des Pi est identique ~-celle du 

paragraphe2,~conditiondeprendre J Pl = R z [  

0i*AT j 
Onmontredem6meque o.jt ffi - 0i=0 i avec Tj = A R j  

2 8 6  
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Oi*R ~ 
Y i - ~  

0 i 0  i 

Oi*R j = 0  

T*Tj = O si j > i + 1  

aji = 0 si j > i + 2  etsi Yi ~ O 

O n a d o n c  Pj = A Rj_ 1 + ,u j  P j - I  + Pj Pj-2 

O;-i ATj- I  
ave(: /,lj = -  ~ ~ - .  - 

0j_l j -I  

0~-2 ATj_I 

vj = - 0J *-I 0J -I  

Cette m6thode et la pr~c~lente sont, au moins th6oriquement, ~ lu i va -  
lentes. 

2) Algorifftrne 

RI = K  

/ ~ l = O  

Ri = Ri-1 -Yi-1 0 i - I  

S i = ATi_ l 

O'~-I Si 
i~ i = -  

p~ = O  v t =  0*  S. (v2 O) - ~  = 

1 

PI = RI Pi = Ti-1 +/~i  Pi-~ + Pi Pi-2 

8~ = A R~ e i  = Si + /~ i  0i-t  + Pi 0i-2 

O! Rl O i R i 
Yl = ~  Yi = ~  

0 ~ e l  0 ~ 0  i 

XI = Yl Pi Xi = Xi-i  + Yi Pi 

Tl = 0 ~ Ti = A R i 

Test : R~  R i < e --* fro.. 

(27) 
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Vl - Gas des matrices carries quelmnques 

On propose deux m~thodes diff~rentes mais routes deux construites 
partir de I'algorithme du chapitre V. 

A) l ) Premiere m~thode 

On utilise le m~me artifice que celui employ6 pour les matrices d~finies 
positives non sym~triques, c'est-~-dire que I'on r~sout simultan6ment les deux 
syst~3rnes : 

A X=K (S) 

A*X'= K (S') 

On choisit U i = A* P~_I 

U] = A  Pi-1 
(28) 

2) Propri~6= 

On a donc: 

Pi = A*P~_I +r PI + . . . .  + r i-i Pi-l  

t t 

P~ = A Pi-t + a i l  P~ + . . . .  + a i , i - i  Pi-t  

0 i = A 0;_ t + exit 0t  + . . . .  + ai ,  i_ l 0i_ t 

0~ = A* 0i_ | + r 0l + .... +(gLi_t 0;_ I 

0 i = A  Pi 

0~ = A* P~ 

On utilise le crit~re des r~sidus conjugu~s (B = A e t  B" = A * ) ,  
t 

c'est--~--dire que" 0~0 j  = 0 0~* 0j  = 0 

P i * A * A A * P ; _ t  = 0 * A 0 i _  , 

,,* a j i = -  p ~ A ,  AP i 0~0 i 

P'* A A* A P~-l 0]* A*0j_ 1 

aJi = - '  P~* A A * P ~  = -  011 *0~ 

Yi - P~ A* R t _ 0~ R i 
P* A* A Pi Oi* 0i 

(29) 

y; = A R' i 
P;* A A* r; 0;*o; 
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Relations d'orthogonalit6 

Ofla- 

P~ A* Rj = 0  

P~* A A*Rj = 0 

Propri6t6 de minimum 

Les choix de Yi et de Yi' minimisent 
chaque irritation. 

Nullit6 des o.ji 

O n a :  

P~* A R] = 0  

P ~ A * A R ; = 0  si j > i4"I 

R*-I- t Ri+ l et R'~'+I R~.I. 1 ~1 

0~..*, A*  Rj = 0~* z A*  Rj_,  -Y i - z  O]_*, A*  0j_z 

! 

0~'_, A R; = 0i*_z A R;_z - y j _ z  0i*_, A 0;_z 

9 

==> Yj-z 0~_*z A*Oj_ 1 = yj_z O*_IAO]_ 1 = 0  

! 

=*' si yj et yj =/= 0 ~ a; i  = t z j i  = 0 Si i < j - 2  

=*" Pi = A* P~-z 4" /~i Pi-z + vi Pi-2 

P~ -- A Pi-I 4" /Z i P~-I 4" Vi P~-2 

avec /,t i = - 
oi*  , A 0'i_ , Pi 0~* l A*,0i_ 1 

01..* , 0i_ | 

--. - -  - - = - -  i -  l ( 3 0 )  
"~ o~, A O;, 0;', O' 

0i*_ 2 0i_ 2 0~-2 0i_ = 

e;_*, A*  el_ , 0~'_, 0i_ , 

0~_*= 0i_ 2 0i'_* 2 0i_ 2 

3) R6initialisation 

Mais, comme pour les syst~mes d~finis positifs non sym6triques, le 
processus peut se bloquer si, apr~s la i i6me iteration, le syst~me (S') est r~solu, 

2 8 9  
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c'est--~--diresi R;+ t : 0 sansque Ri+ t soitnul. 

Ceci se produit par exemple si K est vecteur propre de A * sans 1'6tre de 
A . Alors, ie syst&me (S ' )  converge en une seule iteration et on trouverait ~ la 
deuxi~rne iteration P2 = 02 = 0.  

II est alors n __6cr de r6initialiser en posant 

4) Algorirhme 

Xo = 0  

Rt = K  

Ri = K  

Xo : X i 

K = R  i 

p = = 0  

Ri = Ri-1 - Yi-t Oi-I 

�9 9 

R; = R~_,  - Y i - ,  Oi_x 

S i = A *  Oi_ 1 

P 

S~ = A 0t_ 1 

o*_, s; 
"i = 0"1 Or_ ~ 

, , 0~_, s i 
p~ = 0 Pi  = (31) 

o;*_, eL, 
t �9 

0~'_ 2 s~ Oi-'  Oi-~ (v~ = o) 
Pl : 0 Pi : : -- 

0~'_20i_= Ot*== Ol.~ 

Pl = R~ 

O, = ^ R ;  

O l = A *  RI 

v; = o v~ = ~ st  - _ o r ; ,  o i_ ,  (v ;  = o) 

Pi = Oi-1  + p i P i - 1  + P i P i - 2  

0 i = S~ +/~i  Oi-~ + ='i 01-2 

0 i = S i + ~s 4" P~O~_ 2 
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0s * R t  Oi* R| 
- _ _  y !  = ~  

Y' 070~ O* 0 i 

�9 e ; ' R ,  , e;*R; 
Yl = ~ Y l - - -  e;*o; e't*e; 

XI = Xo + Yt Pt Xi = Xi_ I + YiPi 

Tests  : R~ R i < e ~f'm 

R]* R~ < e -+ r6initialimtion K = R i Xo - X i 

B) I) Deuxi~rne m6thode 

On peut toujours amener la matrice d'un syst~me ~ ~tre sym~trique en 
ajoutant des relations fictives. II suffit de r~soudre simultan~ment les deux 
syst~mes : 

A x = K (s) 

A* X'= K (S') 

Le syst~me global s'~crit : 

I o1 x "1 = N = {32) 

A* 0 X K A* 0 

Nest bien sym~trique queile que soit ia matrice A. Mais N n'est pas d~finie 

positive. 

On peut donc applique" I'algorithme du chapitre V valable pour les matr i -  
ces non d~finies positives symdtriquer II serait ndanmoins maladroit d'appliquer cet 
algorithme brutalement ~ la matrice N .  Vu la forme de celle-ci, il se simplifie en 
effet consid{~rablernent. En outre, la d~nonstration du chapitre V reste bien sot 
valable, et nous sommes donc assures de la convergence (au moins th~orique) de la 
n~thode en 2n it&ations, sans qu'i l  $oit ndcessaire de r6ini~ialiser. 

2) Algorithme 

Rx = K R i  = R i - i  - Y i - s  0 i - t  

9 

R', = K R~= R~_, - Yi-t Oi- ,  
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S i = A* 0i_  t 

s; = A 0 ;_ ,  

/ ~ l = 0  I~i ---- -- S~ 0~_ t + S~* Oi .  | 

o.',_, o~_, +o;_', oL,  

V ,  = 0 V i = - -  Si* 0"i-' 4" S~* 0i_ 2 (1~2 - 0 )  

or_ , oi_ , + o;'_, o;_, 

t ,  

Pt = R~ Pi = 0 i - t  + /~ i  Pi- ,  + vi Pi-2 

Ot = A R~ 0 i = S~ + ~i  Oi-t + Pi Oi-= 

O~ = A* Rt 0; - S l + #4 i 0~_ t + I/i 0~_, 

0rR, +0;'R; 0~' R~ + 0 7  R~ 
Yl = , Yi = o~ o, o;*o, o i" o~ o;*o~ 

Xt = Yt PI Xi = Xi- t  + Yi Pi 

Test : R~ R i < e ~ f 'm. 

Bien que les deux m6thodes-reposent sur des principas diff6rents, les deux 
algorithrnes sont tr~s semblables. La premise rr~thode est optimiste et converge 
normalement en n iterations, sauf s'il est n~cessaire de r6initialiser, auquel cas elm 
paut ne converger que plus lentement. La seconde est plus s~re car elle converge 
obligatoirement sans r6initialisation en 2n it6rations. Elle paut rr~me converger 
plus vite, en n iterations, si par exemple, la matrice du syst~me est sym6trique 
(l'algorithme se confond alorsavec celui du chapitre V qui converge en n it6rations), 
et plus g~n6ralement si 

A A* = A* A (Voi rAnnexe3)  

Le lecteur notera bien entendu que les m6thodes pr~sent6es n6cessitent le 
stockage de vecteurs auxiliaires, en nombre variable selon les m6thode& Dans 
chaque cas, il est possible d'adapter le calcul pour r~u i re  ce nombre (le vecteur X 
pouvent en particulier ~tre calcul~ s~3ar~rnent). 
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Les n~thodes ici pr~sent~es doivent ~tre consid~r~es comme compl6men- 
taire$ des m~thodes d'~limination classique (Gauss- Choleski) qu'elles peuvent 
contrbler de fa~on courante. Elles sont les seules applicables dans certains ces 
d~termin~s. 

O 

O O 
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Annexe I 

Exemple de Rk~4ution de Systtme 

A)  Matrice d6finie positive et symdtTique -- M6thode des r6sidus conjuguds 
norma lis6r 

R~solution du systLmle A .  X = K avec 

A = 

2 - 1  

- I  2 - I  

N \ x, 

N x \ 
N N N 

--'I \ 2  ~ I  

- 1  2 

K = 

1 

0 

0 

n = 1 0 0  

La convergence a lieu en 100 it6rations exactement. 

Nombre 
d ' i t6 ra t ions 

I 

I0 

20 
30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

99 

I00 

Y! 

0,80000 

0,23913 

0,13319 
0,09226 

0,07056 

0,05713 

0,04799 

0,04137 

0,03636 

0,03243 

0,02955 

1,00000 

. R ~ ' a i / n , , ' ,  R i 

0,50 
3,50 

6,83 

10,17 
13,50 

16,83 

20,17 

23,50 

26,83 

30,17 

33,17 

33,51 

Ri* R i 

0,2000 

0,1976 10 --2 

0,3020 10 -  3 

0,9601 10 - 4  

0,4198 10 - 4  

0,2197 10 - 4  

0,1290 10 - 4  

0,8209 10 - s  

0,5543 10 - s  

0,3917 10 - s  

0,2956 10-  s 

0,0000 

En simple precision ( 6 - 7  d6cimales), on trouve ~ la c~nti6me it6ration �9 

R~ R I = 0,2350.10 - I s  
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B) Matrice d#finie positive non syrr~trique - Mdthode du chapitTe I V 

R(~olution du syst~me A .  X = K avec 

A = 

1 0 0 0 

-I I 0 0 

0 -I I 0 

0 0 -I I 

K = 

Cet exemple r~cessite deux r~initialisations, ce qui est exceptionnel. Nous 
le donnonspour montrer les difficult~s maximales qui peuvent ~tre rencontr~es dans 
la r~olution, 

Nombre 
d' i t6ra- 

rio n$ 
Yi 

2 0,5 

3 - 0,333 

4 1,0 

5 1,0 

6 -1,0 

7 1,0 

8 - 1,0 

w 

Yi 

1,0 

1,0 

-I,0 

1,5 

1,0 

1,0 

1,0 

1,0 

~i = #i 

0,0 

0,0 
-0,5 

-0,666 

0,0 
-1,0 
- 1,0 
- 1 ,0  

R : R  i 

0,500 

0,375 

0,333 

0,250 

0,1875 

0,125 

0,0625 

0,000 

0,000 

0,250 

0,125 

0,000 

0,I 875 

0,125 

0,0625 

0,000 

Observations 

initialisation 

r~initialisation 

r~initialisation 

On notera la d~croissance r~guli~re de R~' R i jusqu'~ la ?6me iteration et 

sa chute brutale ~ la huiti~me, ce qui est caract~ristique du crit~re des r~sidus 
conjugu~ (B = A ,  Ri* R i minimum). En effectuant le calcul en simple precision, 

on trouve & la 8 i6ma iteration : 

R l *  R i  = 0 , 8 8 8 . 1 0  - ~ 3  
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C) Matrice non ddfinie positive,, syrr~trique -- Mdthode du chapirre V 

R~solution du syst~me A .  X = K avec 

- 0,08 

A = -1 ,44  

0 

La matrice 

- 1 , 4 4  0 

-0 ,92  0 

0 I 

A a la valeur propre 

1 

K =  1 

1 

1 double et la valeur propre - 2 .  Nous 
donnons oat exemple simple pour montrer que la mdthode converge en moins de n 
it&ations si certaines valeurs propres de A sont confondues. 

Nombre 

d'itdlration= Vecteurl  

R 

X 

P 

0 

R 

X 

P 

0 

0,507 

-0,324 

I 

-1,520 

0 

-0,260 

0,129 

1,014 

Co m po =an tes 

2 

0,235 

-0,324 

1 

- 2,360 

0 

-0,680 

-0,711 

0,469 

1,324 

-0,324 

I 

I 

0 

1 

2,649 

2,649 

Yi 

-0,3243 

0,500 

D) Matrice quelconque -- Deuxiame m6thode du chapifJ'e Vl 

On a appliqu~ le deuxi~me algorithme du chapitre VI ~ I'exemple d6j~ 
trait6 en ]Be t  on pourra comparer les deux r~olutions. (La premibre m~thode du 
chapitre VI se confond ici avec celle du chapitre IV utilis~e en B puisque A est 

d~finie positive). On r~sout icl : 

0 A 

A* 0 

X 
W 

X 

K 

K 
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a v e c  A = 

1 0 0 0 

-I l 0 0 

0 -I 1 0 

0 0 -I 1 

K = 

N o m b r e  

d ' i t 6 r a t i o n s  

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

Yi 

0,666 

0,200 

-0 ,333 

0,0 

0,211 

0,043 

- 1 , 0  

0,0 

- 1,333 

0,933 

-0,600 

o,o 

0,I 58 

-0..114 

u i 

0,0 

0,0 

-0,555 

-1,440 

-0,416 

- 1,583 

-0,765 

R i  ~ R i 

0,666 

0,600 

0,333 

0,333 

0,263 

0,261 

0,0 

En simple precision, on trouve ~ la 7 i6me iteration " 

Ri* R i = 1 ,025.10 -12 

On remarquera que, ~ la 4 ~me iteration, Yi est nul, mais que le processus 
continue norrnalement. 
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Anmxe 2 

Rkduction d ~  Matr icm zymktriques i leur forme spectrale 

{Dufour, 1968, 1973) 

Toutes les m~thodes de H~olution sont "globales", c'est--&-dire : 

- qu'elles sont ind6pendantes de I'ordre des inconnues 

- que les scalaires y ,  /~, ~ . . . .  sont invariants si on applique une transfor - 
mation orthonorm~e =Jr les inconnues et les termes constants. 

On peut donc se ramener ~i la rdsolution du syst~me 

A X  = R ( t )  (34) 

II est identique de raisonner (sauf au point de vue erreurs d'arrondis) sur 
rensemble des syst~mes symdtriques ( A ,  K)  et sur I'ensemble des syst~rnes d ia-  
gonaux ( A, R).  

Gradients conjugu#s 

Considdrons les polyn6mes orthogonaux [ 1 , PI (;k) . . . .  Pl (~L) . . .  
�9 " Pn (~k) ] ,  form6s par orthogonalisation, dens I'intervalle 0 < X < == avec 
la distribution de poids : m h = ;k h R~t (h = 1 , 2 . . .  n).  

Les gradients P i ,  dens la mdthode des gradients, correspondent ~i I 'appli- 
cation A P. de la suite de ces polyn~mes : 

P l  = R I  

P2 = el (~) RI 
I 
I 
I 

Pi = Pi (;~) RI 
I 
! 

I 

On reconnait en effet la relation de conjugaison : 

P~' A Pj = T- h Pi(~,.) Pj (~.) 

(I) 

A = 
" ,  0 

\ 

0 ~ n  

X h R% = ~ o  ~  

6tent la rmtricm spectrale du Wsz6rne 

(35) 
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R~sidus conjugu~s 

On introduit de m~me les polyr~mes orthogonaux (entre - oo et + oo) 
2 2 par rapport ~ la distribution de poids [ ~h Rh ] �9 

Les vecteurs P sont les r~ultats de I'application de ces polyn0mesau 
vecteur R.  On reconnalt la relation d'orthogonalit~ des 0 = A P : 

+== 
2 2 2 

< 0 i O j > = ~  P i ( ~ ) P j ( ~ . )  ~.~ Rh = Pi(~k) P j ( X ) d ( X h R h )  1361 
h - - o o  

La m6thode utilis~e en (V) pour r~soudre les syst~mes sym~triques 
quelconques n'est en fair que I'utilisation de la relation existantentre 3polyn~mes 
or~ogonaux successif~ Si I'on prenait : 

l) Une distribution dense uniforme de valeurs propres de -1  ,~ + l  

2) La fonction R(~.) =~-  ( ~ X  = ) 

les polynSmes 8 seraieflt les polynbrnes de Legendre et la relation entre 3 0 
successifs deviendrait la relation entre 3 polynSrnes successifs �9 

2 i +.__..._1 
8 i + z  = i + l  ;k Pi (~') + 0 Pi ( k )  - . i Pi (;~) 

1+1 - t  

(le coefficient de P(X)  ~tant ici nul par syrn~trie). 

0 

0 0 
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Annexe 3 

Considkmtiom g(mknlles mr les systtmes quelconques 

.4) Soit un syst~me carr6 quelconque : 

AX=K 

On peut 6crire : 

[ A+a T Ga] X'=K' 

a T G a ~ant une matrice antisymdtrique, car : 

G + G T = 0 = ,#a  T G a + a  T G T ( z =  0 

t 
N = matrice sym61zique 

A = N" + G , avec G = matrice antisymdtrique 

On peut trouver une transformation orthonorrr~e de matrice o. telle que : 

a T N a = A = matrice diagonale 

Le syst~me initial peut s'~rire, alor~s application de cette transformation : 

(37) 

L'ensemble des syst~-~'nes ~ matrice carrie se ran~ne donc ~ I'ensemble : 

(A+ G) X = K 

A = matrice diasonale 

G = nmtrice antisymdtrique 

Le sous-ensemble des matrices d6finies positives correspond au (:as o~ 

tousles termes de A sont positif~ 

B) Commentaire sur la r~olut ion : 

0 A 

x 

A *  0 

x K 

Y I ( '  
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On a ramen6 le syst6me A X = K ~ un syst6rne sym6trique non d6fini 
positif : 

N = 

Soit ~h une valeur propre, et 

O n a :  

0 

A* 

Wh 

et 

A 

0 

le vecteur propre correspondant. 

N x  Vh I = + ~/-ss 

:1: W h :t: W h 

On peut prendre V h orthogonaux entre eux, et W h orthogonaux entre 

eux. Les composantes de ( K ,  K ' )  sur (V  h , Wh) sont : 

K h -- V~ K + W~ K '  (valeur propre Xh) 

K_h = Vl~ K - W~ K" (valeur propre - ~ , h )  

Dans certains cas, on peut avoir : 

K_h ---- 0 =* V; K -- W~t Z' 

-- C'est le cas si A = A *  s ion prend K ffi K '  

- C'est aussi le cas si V h -- W h si on prend aussi K = K ' ,  c'est--~-dire si 

A A *  -= A *  A (rrmlzice normale) 
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(A A * )  V h = s V h 

( A *  A) W h S W h 

On a donc la correspondance suivante : 

A W h = X V h 

A* V h = ~k W h 

A* A W h = ~ .A* V h = ~2 Wh 

A A *  V h = ~.A W h = X2 Vh 
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La convergence a alors lieu en n it6rations, les composantes sur les axes 
correspondant aux valeurs propres n6gatives n'intervenant gas dans le calcul. 

Par contre, on gaut avoir : 

Kh = K_h ~ W ~ K ' = 0  ..~ K'=O 

Dens ce cas, la convergence a lieu en 2n it6rations, une it6ration sur 2 
clonnant y = O. 

Dans le cas gdn6ral, il semble aventageux de partir de K = K ' ,  mais en 
r6initialisent d~s qu'un gain sensible a 6t6 r6alis~ sur R = R .  

O 

o o 
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Annexe 4 

RGsolution des Systimes de Moindres cerrGs 

(et des SystGmes carrGs quelconques) 

(Voir Moritz, 1972) 

Un syst~me de moindres carr6s s'~crit, apr~s lin~arisation " 

G X  = s + H V =  s  

X -- param~tres, devaleur probable 0 ,  de poids /r (signal) (38) 

s = lectures 

V = corrections aux lectures, de valeur probable 0 ,  de variance 

La solution est donn~e par le minimum d'une fonction ~,  dans laquelle L 
sont des corr~latifs de Lagrange : 

~# = V* ] ; ' t  V + 2L* ( G X -  s  HV) + X * ~ ' X  

a---~ = 0 ~ X - t V - H * L =  0 
a V  

a....~.~= 0 =*. - HV + G X  = s 
a L  

a_.~ = 0 =* G * L  + ~rX = 0 
a X  

On ~limine V ,e tonpose  U = H Z H*  = variance ( H V ) =  Vaz { V ' }  

V = ~ H * L  V '  = HV = U L  

- U L + G X  = s JJ 
(39) 

II G * L  + x X - - - 0  
II 

1) Relations c/observations 

H = I .  ~ = I  . "n'= O .  G * G X  = G*s  
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a) R6solution par les gradients (voir Saxena, 1973). 

Le programme g~n~ral (14) s'adapte avec quelques simplifications : 

G* Oi_ t Rt  = G * s  Ri = Ri -z  - Yi-t  

St = G RI  S i = G R i 

P t = O  
Oi*.., S i R * R  i 

~ i  -- Oiet  Oi_I - R~_I Ri_ t  

PI = Rz Pi = Ri + / 2 i  Pi-z 

o"1 = St ~  = Si + / ~ i  ~  

P* RI  P~ R i 
- - ~  Y i -  y l  a al t 

Xt = Yl PI  X i = Xi_ 1 + Yi Pi 

(40) 

Test R*  R i < e -~ fin V = A x -  s 

Signification du teste d'arr~t : 

R = 0-==* Rt - ( G * G ) X  = 0 *==~ G * ( s  GX)  = 0 *=*  G * V  = 0 (41) 

Ce r~sultat est typique d'une r~olution en moindres carr~s ; toutefois, 
R *  R n'est pas forc~ment r~guli~rement d~gressif. 

b) R~solution par los r~sidus coniugu~s 

II suffit de reprendre le programme (16) avec les modifications suivantes : 

(42) 

RI  = K =* Rz = G* 

Tt  = ARz  "* St  = GR= ; Tt  = G ' S 1  

T i - - A R  i =,* S i = GR i ; T i = G * S  i 

la fin, ajouter V = G X  - s (calcul des corrections). 

Dans ce cas, ( R *  R) diminue r6guli~rement au (:ours du calcul. Le vecteur 
auxiliaire S est n~c~__mire si on d~sire travailler directement ~ partir de la matrice G. 
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2) Equations de contrainte ciassique 

G = 0  , ~ = I  H V + s  

On r~out en posant 

V = H * L  ; H H * L + s  

a) M#thode des gradients 

Appliquer le programme (40), avec les modifications suivantes : 

Rz = G * s  =~ Rz = - s  

X i =*' L i (43) 

V = A X - s  =*' V = H * L  

b) M6thode des rc~sidus 

Appliquer le programme (16), avec les modifications suivantes : 

E l  = K  =* RI  = - s  

Tt  = A R z  =*' Sz = H * R t  ; Tz = H S z  (44) 

T i = A R  i =*. S i = H * R  i ; T  i = H S  i 

X i ==~ L i 

la fin, ajouter V = H*  L 

3) Systbrnes carrds quelconques 

Les quatre m~thodes ci-dessus sont applicables. 

4) Equation de contrainte avec ~, =/= I 

H V + s  V = E ; H * L .  H Z ; H * L + s  

La m~thode des gradients subsiste, adaptde de (14), mais pas la forme (40). 

La m6thode des r(~sidus subsiste int~gralement, avec naturellement les 
modifications : 

S i =  H * R  i ; S~ = ] ~ S  i ; T i =  HS~ 

X i ~ L i ; V = T ~ H * L  

(45) 
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5) Syst~me gdn6ral de moindres carr6s 

Le syst~me (3g) ci-dessus est un syst~me syrn~trique, soluble par la 
m6thode explicit6e en (25). qui donne simultan~ment X et L .  On notera que le 

[ - U  GJ estr~guli,re, cequi proc~d est applicable du moment que la matrice G* lr 

n'implique pas forc~ment que x et U le soient. II est facile aussi de se rendre 
compte que toutes les operations se font ~ partir des matrices donn~es initiales 
(G,  H ,  ~ ,  P) et des vecteurs auxiliaires. 
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