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ABSTRACT

Physical as well as biochemical processes have a significant influence on the material balance
of a lake. Mathematical concepts are developed to treat transport phenomena with which a com-
parison of different lakes under certain systematic aspects becomes possible. A two-box model
consisting of the subsystems epilimnion and hypolimnion, for lakes with one specific limiting
nutrient factor (e.g., phosphorus) is employed to evaluate eutrophication processes. In particular,
a theoretical basis for VOLLENWEIDER's [3] empirical relation between specific phosphorus loading
and the trophic state is presented. Finally, the inhomogenous O,-consumption in the deep part
of the lake during summer stagnation is calculated with diffusion theory.
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1. Einleitung

Die Mathematik ist die Sprache der exakten Wissenschaften. Die Erfolge der
Physik hdngen eng zusammen mit den entsprechenden Fortschritten in der Mathe-
matik, ja diese haben sich gegenseitig in vielen Fillen herausgefordert. Physikalische
Vorginge sind (wenigstens theoretisch) isolierbar, reproduzierbar und quantitativ zu
erfassen. Diese Voraussetzungen fehlen oft bei Fragestellungen anderer Naturwissen-
schaften wie beispielsweise der Biologie. Es sind selten die elementaren Gesetze,
welche die Eigenschaften eines biologischen Systems bestimmen, sondern das Zusam-
menwirken vieler, in ihrem Einfluss fast gleichwichtiger Faktoren, welches die ver-
wirrende Fiille und Variation biologischer Vorginge charakterisiert.

Dieser Umstand mag wesentlich dafiir verantwortlich sein, dass die Abneigung
gegen mathematische Vorstellungen bei Biologen recht verbreitet ist. Mathematische
Modelle muten manchen als untauglichen, wenn nicht gegeniiber dem Reichtum der
Natur stindigen Versuch an zum Studium biologischer Vorginge. Diese Kritik ist,
soweit sie einzelne Phinomene betrifft, oft berechtigt. Hingegen kénnen mathema-
tische Methoden dort von grossem Nutzen sein, wo es nach gemeinsamen Prinzipien
in verschiedenen Systemen zu suchen gilt oder wo das Verhalten einer grossen Zahl
von Organismen interessiert. Fiir den zweiten Fall haben LoTka [1] und VOLTERRA
[2] schon frith mathematische Methoden in der Biologie eingefithrt, wahrend fiir die
erste Art von Problemen vor allem im Zusammenhang mit dem Studium des anthro-
pogenen Einflusses auf die Umwelt immer mehr mathematische Mittel zu Hilfe
genommen werden.

Die vorliegende Arbeit hat erstens zum Ziel, mogliche mathematische Konzepte
fiir die Limnologie aufzuzeigen. Die entwickelten Modelle sollen die Suche nach
gemeinsamen Erscheinungsformen in Seen unterschiedlicher Art erleichtern. Sie
bilden gleichsam das theoretische Gegenstiick zu empirischen Ansitzen wie etwa dem
Versuch von VOLLENWEIDER (3], eine allgemeingiiltige Beziehung zwischen Tro-
phiegrad des Sees und dessen Phosphorbelastung pro Seefliche und Jahr aufzu-
stellen.

Zweitens mochte diese Arbeit die Wichtigkeit physikalischer Vorgdnge (Transport-
phidnomene durch Strémungen, Diffusion, Sedimentation) in der Limnologie her-
vorheben. Die Behandlung des Sees als System nichthomogen verteilter Stoffe mit
ganz bestimmten Transportmechanismen wird sich als hilfreich bei der Interpretation
von im homogenen Modell nicht beschreibbaren Phinomenen erweisen.

Drittens sollen gewisse, vorldufig nur theoretisch formulierte Vorstellungen den
experimentell titigen Limnologen auf Fragestellungen aufmerksam machen, welche
die Wah! des Messprogramms erleichtern und die Bediirfnisse zur Losung zukiinftiger
Probleme beriicksichtigen. Dazu gehéren beispielsweise Fragen nach dem Einfluss von
kiinstlichen Strémungen (kiinstliche Beliiftung, Pumpspeicherwerke fiir die elek-
trische Energieerzeugung usw.) auf den biologischen Zustand des Sees.

- Hingegen kann es nicht der Sinn solch allgemeiner Methoden sein, einzelne
Phinomene (wie z. B. temporire Algenbliiten usw.) zu beschreiben. Auch galt es nicht
in erster Linie, vorhandene Messungen an Seen zu verifizieren, obschon gerade solche
Daten Schitzungswerte fiir die wichtigsten biologischen und hydrologischen Daten
liefern.
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Die mathematischen Gleichungen werden hier in rein algebraischer Form darge-
stellt und die einzelnen Modellparameter erst fiir die explizite Berechnung von Bei-
spielen durch konkrete Werte ersetzt. Dieses Vorgehen erleichtert die mathematische
Diskussion der Gleichungen und eriibrigt das Einfithren von numerischen Umrech-
nungsfaktoren infolge der Wahl verschiedener Einheiten. In dieser Arbeit ist, im
Gegensatz zu den iiblichen einheitsbezogenen Ingenieurformeln, die Wahl der Ein-
heiten véllig frei; es muss einzig darauf geachtet werden, dass beim Ubergang zu
numerischen Berechnungen ein konsistenter Satz von Einheiten gewihlt wird.

2. Mathematische Beschreibung eines Sees
2.1 Modellarten

Ein See stellt ein offenes System dar, das mit seiner Umgebung in verschieden-
artiger Wechselwirkung steht. Die einfachste mathematische Beschreibung des Sees
ergibt sich durch das Stoffbilanzmodell: Als Input wirken die natiirlichen und kiinst-
lichen Zufliisse, die Atmosphire und eventuell die Sedimente, als Output der Abfluss
und ebenfalls Atmosphire und Sedimente (Abb. 1): '

O S-St A W

Das Vorzeichen des Sedimenttermes $§; ist so gewihlt, dass ein Fluss aus dem See
in die Sedimente einem positiven §; entspricht; der Atmosphédrenterm 4; hingegen
ist positiv fiir einen Fluss von der Atmosphire in den See. Diese Vorzeichenwahl
ergibt fiir die meisten Substanzen positive §; und 4;.

Im Falle des Wassers (¢ = w) darf §,, = 0 gesetzt werden. A, stellt die Differenz
von Niederschlag und Verdunstung an der Seeoberfliche dar und kann (ausser unter
extremen klimatischen Bedingungen oder bei Seen mit kleinem Wasserdurchfluss)
gegeniiber den anderen Termen vernachlissigt werden. Ferner miissen sich iiber
lingere Zeitperioden Pegelschwankungen ausgleichen (dMy,/dt = 0),
so dass sich die folgende Kontinuititsgleichung ergibt:

7' =2 - (2)

—2 b

Mi

Abb. 1. Bilanzmodell eines Sees fiir die Substanz 1.

g¢ = Stoffmenge, welche pro Zeit im Zufluss « in den See gelangt;
g7 = Stoffmenge im Abfluss pro Zeit;

$¢ = Stoffaustausch mit den Sedimenten pro Zeit;

As = Stoffaustausch mit der Atmosphire pro Zeit;

M; = Totale Stoffmenge im See.



32 D. M. Imboden Hydrologie

Das Wasser bringt in geldster und suspendierter Form chemische Substanzen in
den See, die zum Teil in den Sedimenten abgelagert werden. Fiir einige Elemente, so
z.B. fiir Sauerstoff und Kohlenstoff, dann aber auch fiir gewisse Schwermetalle [4],
spielt der direkte Austausch mit der Atmosphire eine wichtige Rolle. -

Der Retentionskoeffizient R; gibt an, welcher Anteil des Stoff-Input in den Sedi-
menten zuriickbehalten wird:

S

R‘=Zq?+a41'

(3)

Da experimentell R; aus dem Vergleich von Stofffrachten in Zu- und Abfluss
bestimmt wird und zudem meistens der Atmosphirenterm zu vernachlissigen ist,
findet sich in der Literatur meistens die Definition

- Y’
2qF

VOLLENWEIDER (5, 6] hat die elementaren Stoffbilanzmodelle eingehend unter-
sucht; in seiner Arbeit finden sich auch Hinweise auf frithere Publikationen tiber dieses
Gebiet.

Es ist im allgemeinen nicht zu erwarten, dass das oben beschriebene Bilanzmodell
die komplizierten physikalischen, chemischen und biologischen Vorginge im See zu
charakterisieren vermag. Modellverfeinerungen gehen dahin, die ¢«black box» (See) in
zunehmendem Masse durch Einfiihren gewisser mathematisch beschriebener Prozesse
(Mischung, chemische Reaktionen, biologische Produktion und Respiration) zu er-
hellen. Der «Modellbauer» stésst dann sofort auf ein grundsitzliches Dilemma: Je
komplizierter (und damit je realistischer) das Modell gewihlt wird, desto mehr Modell-
parameter sind zu bestimmen und desto weniger sind die Parameter allgemeingiiltig.
In Anbetracht des beschrinkten Datenmaterials (bedingt nicht zuletzt durch den
grossen experimentellen Aufwand, der fir eine detaillierte Datensammlung nétig ist)
wird der Komplexitit des Modells meistens von dieser Seite, und weniger vom mathe-
matischen Aufwand her, eine rigorose Grenze gesetzt. Auf der anderen Seite zeigt diese
Uberlegung den grossen Wert modellhafter Vorstellungen beim Planen optimaler
Messprogramme.

Erweiterungen des einfachen Bilanzmodells sind grundsitzlich auf zwei Arten
méglich: In den « Boxmodelleny wird der See in eine gewisse Anzahl von miteinander in
Wechselwirkung stehenden offenen Untersystemen unterteilt, die ihrerseits im Sinne
des elementaren Bilanzmodells behandelt werden. In den «kontinuierlichen Modellen»
sind die Systemsvariablen (Temperatur, Konzentrationen usw.) stetige Funktionen
von Ort und Zeit; deren Variation wird mit Hilfe von gewissen (meistens partiellen)
Differentialgleichungen, beispielsweise mit einer Diffusionsgleichung, beschrieben.
Natiirlich kénnen auch Zwischenformen auftreten. Wir werden in dieser Arbeit von
einem Boxmodell ausgehen und spiter noch gewisse kontinuierliche Elemente ein-
fithren.

R (3

2.2 Modellfunktionen und Modellparameter

Modellfunktionen heissen jene Gréssen, deren zeitlicher und 6rtlicher Verlauf mit
Hilfe des Modells berechnet werden soll. Die Modellparameter charakterisieren die
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Prozesse innerhalb des Systems wie etwa Sedimentationsgeschwindigkeit, Respira-
tionsrate usw. Man unterscheidet zwischen #usseren und inneren Parametern:
Erstere hingen direkt von Inputdaten ab (z.B. mittlere Phosphorzufuhr pro Zeit,
mittlere Aufenthaltszeit des Wassers im See usw.) und sind dementsprechend leichter
zu messen; letztere beschreiben interne Prozesse (Bioproduktion, Mischungsgeschwin-
digkeiten usw.).

Als Modellfunktionen betrachten wir in dieser Arbeit die Konzentrationen gewisser
Substanzen c¢;. Zweckmissig teilt man ¢; auf in eine geldste Komponente 4; und in
jenen Anteil 7z;, der in Partikeln inkorporiert (bzw. mit ihnen assoziiert oder an ihnen
adsorbiert) ist:

ci=A+m. )

Wenn wir uns nicht fiir chemische Verbindungen, sondern nur fiir Konzentrationen
chemischer Elemente interessieren, erfiillt jeder chemische oder biologische Prozess

die Erhaltungsgleichung
).
dt Prozess

() = (&) ©
t Prozess dt Prozess

Allerdings ist fiir den Ablauf eines Prozesses nicht das Element, sondern die
chemische Verbindung, in der das Element vorliegt, ausschlaggebend, so dass sich
unter Umstinden anstelle von (4) eine Aufteilung von ¢; in die vorkommenden
Komponenten aufdringt. Die Verfeinerung des Modells wird — wie bereits erwdhnt —
mit einer erhéhten Zahl von Variablen und Modellparametern erkauft.

Weitere mogliche Modellfunktionen sind die Konzentrationen gewisser stabiler
oder instabiler Isotopen (z.B. 80, Tritium usw.) und schliesslich die Temperatur.
Wie wir anhand der Temperatur zeigen werden, stellt der Vergleich zwischen Modell-
rechnung und Messung solcher zusitzlicher Funktionen eine wichtige Methode dar,
die Modellparameter zu bestimmen. SIEGENTHALER [7] hat Isotopenprofile zur Un-
tersuchung von Mischungsvorgingen am Thuner- und Brienzersee beniitzt.

bzw.

2.3 Physikalische Prozesse

Unter physikalischen Prozessen verstehen wir allgemeine Transportvorginge
innerhalb des Sees, nimlich Strémungen, Diffusion und Sedimentation. Wichtigste
physikalische Grésse ist die Temperatur; ihr Verlauf ist zu einem grossen Teil ver-
antwortlich fiir die Durchmischungsgeschwindigkeit verschiedener Wasserschichten.

Da Transportphinomene in einem See zu einem iiberwiegenden Teil durch
turbulente Bewegungen bedingt sind, wire es ein hoffnungsloser und untauglicher
Versuch, das Strémungsbild durch ein entsprechendes Geschwindigkeitsfeld darstellen
zu wollen. Anstelle der Vorstellung eines laminaren Strémungsbildes beniitzt man
besser eine Korrelationsfunktion R(#¢, r’ '). Sie gibt an, welcher Anteil einer bestimm-
ten Wassermenge, welche sich zur Zeit ¢ am Ort r’ befindet, zur spiteren Zeit ¢ am
Ort r zu finden ist. R ist eine dimensionslose Zahl zwischen 0 und 1.
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Das Konzept der Korrelationsfunktion stammt aus der statistischen Mechanik
und der Festkorperphysik, wo es sich als sehr fruchtbares theoretisches Instrument
erwiesen hat. Fiir das komplexe, kein konstantes Strémungsbild besitzende System
des Sees wire es hochstens méglich, zeitliche Mittelwerte dieser Funktion zu be-
stimmen. In erster Linie interessiert uns eigentlich, wie sich eine Substanzmenge
im Zufluss innerhalb des Sees verteilt. Dazu kann man eine Transportfunktion
T, (rt, ') definieren. Sie beschreibt, welcher Anteil der Wassermenge, welche zur Zeit ¢/
am Zuflussxin den See fliesst, zur spiteren Zeit ¢ am Ort r zu finden ist. Die Funktion
A,(¢,¢') gibt an, welcher Anteil des zur Zeit ¢’ im Zufluss o zugeflossenen Wassers den
See zur Zeit ¢ schon wieder verlassen hat. Die Kontinuitétsgleichung fiir das Wasser
lautet (V: Seevolumen)

[Tty ar+ 4,60 =1 )
v

fiir alle # und ¢ > ¢'. Fiir jeden Ort r im See gilt

H
5 / T, (rt, ¢') dt = 1. (6)

Fiir einen See mit konstantem Stromungsmuster (wobei nur die Stromwege, nicht
die Geschwindigkeiten und die Zu- und Abflussmengen konstant sein miissen) oder
fiir Mittelwerte iiber einige Jahre sind T und 4 nur Funktionen der Zeitdifferenz
t* =t — t' (zeitliche Homogenitat):

T, (rt, t') = T, (r, t*%),
A, () = A, (%)

(7)

In der Limnologie wird oft der Begriff der Aufenthaltszeit bzw. der mittleren
Aufenthaltszeit verwendet. Die oben eingefithrten Funktionen geben uns die Mittel,
diese Begriffe streng zu definieren. Der Einfachheit halber betrachten wir direkt den
Fall zeitlicher Homogenitit [vgl. (7)]; eine Verallgemeinerung ist aber leicht méglich.

Es sei ¢% () die (zeitlich variable) Wasserfithrung des Zuflusses «. Zur Zeit ¢’
gelangt durch diesen Zufluss im kleinen Zeitintervall A¢ die Wassermenge AM 5 (¢) =
At - g5 (t') in den See. Die Funktion

M2t ¢) =AM (¢)[1 — A, (t - )], t> ¢ (8)

gibt an, welche Menge davon sich zur spiteren Zeit £ noch im See befindet. Die mittlere
Aufenthaltszeit T2(¢') des zur Zeit ¢’ im Zufluss « in den See gelangten Wassers ist dann

o o0

. / M2t ) dt = / [1-A, (¢ - )] d. 9)

AMZ ()
&
Entsprechend kann man die fotale mittlere Aufenthaltszeit 7,(f') des zur Zeit #
in allen Zufliissen in den See gelangten Wassers berechnen. Man erhilt erwartungs-
gemiss einen mit den Wasserfithrungen gewichteten Mittelwert:
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Za% () w2 ()
)= . 10
) = Ew (1)

Fir den Fall konstanter Wasserfithrungen fillt in (9) und (10) die Abhéingigkeit
von der Zeit ¢’ weg. Fiir 7,, erhilt man einen mit der {iblichen Definition

|4 «
Tw = 6;; (Qfﬂ'—%'qw)
identischen Wert.

Hingegen hat z} nichts zu tun mit dem Ausdruck V/g3. Letzterer gibt die (hypo-
thetische) mittlere Aufenthaltszeit an, wenn nur der Zufluss « bestiinde, 74, hin-
gegen die wirkliche Aufenthaltszeit des aus diesem Zufluss stammenden Wassers,
wenn die anderen Fliisse ebenfalls Wasser fiihren.

In der Literatur werden fiir die Diskussion der Aufenthaltsfunktionen oft zwei
ideale Systeme verwendet: Das vollstindig durchmischte System (completely mixed
reactor) und der sog. «plug flow reactors. Im ersten Fall nimmt (8) die Form?)

Mylt, ) = AM () - e=7¢=") (11)

an, wobei aus (9) Ty = 1/y folgt. Die Aufenthaltsfunktion ist dann A(¢, #) =1 —
e- -ty

Im Fall des «plug flow reactors» fliesst das Wasser als Pfropfen durch den See;
die Aufenthaltszeit aller Wassermolekiile ist gleich der mittleren Aufenthaltszeit.
Die Funktion A wird unstetig und hat die Form

no_ Ofﬁr7w>t—t' 12
A(t't)_{lfﬁrt—t’>rw' (12)

In analoger Art lassen sich Aufenthaltszeiten einer chemischen Substanz
definieren. Im allgemeinen Fall besteht keine direkte Beziehung zwischen 2 und 1%,
da infolge von biologischen und chemischen Vorgingen die Mischvorginge fiir Wasser
und Substanz 7 sehr verschieden sein kdnnen. Falls die Substanz im See homogen
verteilt ist, gilt die in einfachen Bilanzmodellen oft abgeleitete Beziehung [6]

T{ < Tw, (13)

falls die Sedimente als Falle fiir die Substanz ¢ wirken. Fiir einen wirklichen See
darf hingegen von einem Vergleich gemessener 7; und z,, nicht ohne weiteres auf die
Rolle der Sedimente im Stoffhaushalt des Sees geschlossen werden.

Die Transportfunktion T, kann im Prinzip mittels kiinstlicher und natiirlicher
Tracermethoden ermittelt werden. Im Falle weniger Zufliisse kann beispielsweise die
Herkunft einer gewissen Wassermenge im See durch Messung stabiler Isotopenver-
hiltnisse (wie 120/'0) oder nichtstabiler Isotopen bestimmt werden, falls sich die
Zuflisse in den Isotopenverhidltnissen signifikant unterscheiden. Auch chemische
Methoden kénnten beniitzt werden ; diese haben allerdings den Nachteil, dass sich die

1) Wir betrachten hier einen See mit nur einem Zufluss und lassen fiir den Moment den Index
o weg.
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chemische Zusammensetzung des Wassers innerhalb des Sees verindern kann, wobei
die Information iiber die Herkunft des Wassers verlorengeht.

Die Korrelationsfunktion R und die Transportfunktion T gehéren, so wie wir sie
definiert haben, in das im Abschnitt 2.1 diskutierte Konzept der kontinuierlichen
Modelle. Da aber die messtechnischen Méglichkeiten zu deren vollstindigen Bestim-
mung fehlen und zudem die natiirlichen Strémungsfluktuationen viel zu gross sind,
kann mathematisch gesehen eine solche Punkt-Punkt-Korrelation gar keine wohlde-
finierte Grosse darstellen. Es ist daher {iblich, den See im Sinne eines Boxmodells in
Untersysteme einzuteilen, innerhalb deren die chemische und physikalische Zusam-
mensetzung des Wassers als konstant angesehen werden kann. Aus den kontinuier-
lichen Funktionen entsteht dann sinngemiss ein System von diskreten Transport-
funktionen. Natiirlich ist die Wahl und die Anzahl der Untersysteme von entschei-
dender Bedeutung fiir die Treue des so entstehenden Modells. Wihlt man viele
Untersysteme, wird die Zahl der Koeffizienten und damit der Messaufwand gross,
wihlt man wenige, so ergeben sich Zweifel an der obenerwdhnten Voraussetzung
homogener Verhiltnisse innerhalb des Untersystems. Meistens beniitzt man vertikal
getrennte Untersysteme (z. B. Epilimnion, Hypolimnion) und zudem gewisse vertikale
Grenzen (verschiedene Buchten und Seitenarme des Sees, je nach dessen Form).
Wir werden im folgenden ein solches Modell fiir einen einfach zusammenhingenden
See untersuchen.

Gegeben sei ein See, den wir in » epilimnische und die entsprechenden % hypolim-
nischen Untersysteme aufteilen (Abb. 2). Wir vernachlissigen das Metalimnion und
lassen fiir den Augenblick die Frage offen, wo die Grenze zwischen Epilimnion und
Hypolimnion zu wihlen ist. Wir setzen eine einfache Seeform voraus. Im Prinzip
koénnten die Becken auch komplizierter zusammenhingen (Beispiel: Vierwaldstitter-
see). Die Zufliisse ¢* kénnen Summen mehrerer Zufliisse in das Untersystem o ent-
halten.

ql qZ q3 q||
T i -1 L En q™
B Y N £ ey [
13 3T 12 ¥t
H1 1>
Foue |, w3 & Hn
e T 1
~—— -
\_\-.
g

Abb. 2. Boxmodell fiir einen See mit je » epilimnischen bzw. hypolimnischen Untersystemen. Das
Modell wird beschrieben durch 4n—3 interne Austauschraten.

Das Modell enthilt 6#-4 unbekannte innere Fliisse. Fiir jedes der » epilimnischen
Untersysteme gilt eine Kontinuitidtsgleichung der Form

¢* =X FEXi_ 3 FE&i g =1..n, (14a)

7 1

wobei 3’ FEZdie Summe aller internen Fliisse aus E« heraus, entsprechend 3’ FE®/
i i
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die Summe aller internen Fliisse in Ea hinein bezeichnet. Jedes der » hypolimnischen
Untersysteme erfiillt analog eine Gleichung der Form

S FHni _ S FHe —0,0=1..n. (14b)
i i

Die Summe aller Gleichungen (14a) ergibt die Kontinuititsgleichung (2) des
Sees als Ganzes, diejenige aller Gleichungen (14b) ist null. Insgesamt stehen den
6n—4 unbekannten inneren Fliissen also 2x#~1 linear unabhingige Kontinuit4tsgleichun-
gen gegeniiber, falls die externen Zufliisse bekannt sind. Die Anzahl der unbestimm-
ten Grossen U ist

U=@6n-4—@2n-1)=4n-3. (15)

Fiir n = 1ist U = 1; unbekannt ist in diesem Fall der Austausch zwischen Epilim-
nion und Hypolimnion des einzigen Seebeckens. Fiir eine grosse Anzahl von Becken
steigt U sehr rasch. Im Prinzip hat man fiir jeden unbekannten Fluss eine Tracer-
messung vorzunehmen.

In der Ozeanographie werden diese Art von Boxaustauschmodellen hiufig ver-
wendet. So beschreiben beispielsweise BROECKER und L1 [8] das System von Atlan-
tischem und Pazifischem Ozean mit einem 3-Box-Modell; sie beniitzen dabei Messun-
gen von 14C, J’CO, und eine '80-Salinititsrelation.

Analog zum Gleichungssystem (14) fiir Wasser konnen Gleichungen fiir eine
chemische Substanz ¢ aufgestellt werden, wobei zusdtzlich der Materieaustausch mit
den Sedimenten und der Atmosphire zu beriicksichtigen ist. Allerdings ist es ~ wie
schon bei den kontinuierlichen Austauschfunktionen — meistens nicht direkt méglich,
aus den bekannten Wasserfliissen diejenigen fiir Materie zu berechnen. Materie in
partikuldrer Form steht zusitzlich unter dem Einfluss der Gravitation (Sedimentation)
und der Eigenbewegung des Zooplanktons. Wie wir im Abschnitt 2.2 gesehen haben,
bedeutet die Aufteilung der totalen Konzentration in eine geldste und partikulire
Komponente (oder sinngemiss in die Anteile verschiedener chemischer Verbindungen)
den Verlust der Kontinuitédtsgleichungen fiir die Einzelkomponenten A; und m.
Man hat das hydrologische Modell durch entsprechende biochemische Gleichungen zu
erginzen. Diese werden wir im Abschnitt 2.4 behandeln und hier vorerst nur eine
allgemeine Form aufstellen.

Die Differentialgleichung der gelésten Konzentrationskomponente der Substanz ¢
im (ideal durchmischten) epilimnischen Untersystem « lautet:

difs 1 - ;
= e I (FES ) — 2 T PRy
dt Vg, [ AT < r ]
+ @y (AF*, mFe, ..) — Wi (AFe, nfe, ). (16a)
Entsprechend fiir die partikulire Komponente:
dnf* 1 o .
= 5 |8+ 2 (FEl) — nF* T LS
s orip]
_ B R @, (GEe, pEe ) 4 W, (B, nF% ) (16b)

4
hEtx
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&iist die Sinkgeschwindigkeit der partikuliren Komponente infolge Sedimentation,
g5  bzw. gf , der Input pro Zeit durch Zufliisse und Atmosphére fiir die geldste bzw.
partikulire Komponente, @; bzw. ¥; die Umwandlungsrate von partikulirer in
geloste bzw. von geloster in partikulire Phase. @ und ¥ sind meist nichtlineare
Funktionen der Konzentrationen dieser und anderer Substanzen und kénnen zudem
von der Temperatur, vom pH, Redoxpotential usw. abhdngen. Die Konzentrationen
benachbarter Untersysteme sind iiber den Term X(FE®/ - A]) miteinander gekoppelt.

Ahnliche Gleichungen ergeben sich fiir das Hyp1011mnion, wobei ein Term fiir den
Materieaustausch mit den Sedimenten hinzukommt.

Die mathematischen Grenzen dieser Art von Modellen werden offensichtlich,
wenn man sich die wachsende Zahl von gekoppelten Modellfunktionen vergegen-
wirtigt: Die Wahl von # je aus einem epilimnischen bzw. hypolimnischen Unter-
system bestehenden Seebecken ergibt pro chemisches Element 4n gekoppelte (im
allgemeinen nichtlineare) Differentialgleichungen. Biochemisch gesehen sollten {iber
die Funktionen @; und ¥; zumindest die fiir die Bioproduktion wichtigsten Elemente
(0,C, N, P) zusammenhéngen, so dass sich 16n Gleichungen ergidben. Schliesslich sind
die Modellparameter (Durchmischungsraten, Bioproduktion, Respiration usw.) von
der Jahreszeit abhingig, so dass wir es, um vollig exakt zu sein, mit einem grossen
System nichtlinearer gekoppelter Differentialgleichungen mit nichtkonstanten Koef-
fizienten zu tun hitten.

In Wirklichkeit lassen sich nun aber (natiirlich immer restriktiv wirkende)
Annahmen treffen, welche die mathematische Struktur des Modells entscheidend
vereinfachen und dem Modell doch noch (so hofft man wenigstens) eine gewisse
Aussagekraft verleihen. In erster Linie kann man die zeitlich variierenden Modell-
parameter durch stiickweise konstante Werte ersetzen, beispielsweise also die Sommer-
periode (Stagnation) und die Winterperiode (Zirkulation) je durch einen verschiede-
nen Set von konstanten Parametern beschreiben («Methode der stiickweise konstan-
ten Parameter»). Zweitens sind fiir die Umwandlungsfunktionen @; und ¥ moglichst
einfache Ansitze zu machen. Wir werden in den folgenden Kapiteln ein solches ver-
einfachtes Modell entwickeln und diskutieren.

2.4 Biologische und chemische Prozesse

Wir niitzen im folgenden Modell die Tatsache aus, dass widhrend der Sommer-
stagnation die trophogene Schicht weitgehend mit dem Epilimnion (evtl. zuziiglich
des Metalimnions), die tropholytische Schicht mit dem Hypolimnion zusammenfallt
([9], S. 47). Der Einfachheit halber werden wir nur von Epilimnion und Hypolimnion
sprechen, auch wenn diese Begriffe im Winter eigentlich keine Bedeutung haben.

Im Epilimnion (eigentlich trophogene Schicht) werden gel6ste Nihrstoffe von
Organismen aufgenommen, was einem Ubergang von der geldsten in die partikulire
Phase entspricht. Gleichzeitig scheiden .die Organismen auch geldste Verbindungen
aus. Da ein Teil der partikuliren Substanz (in Form von toten Organismen) infolge
von Sedimentation das Epilimnion verldsst, stellt das Epilimnion fiir biologisch
wichtige geloste Substanzen eine Falle, fiir partikulédre eine Quelle dar.

Im Hypolimnion werden die absinkenden partikuliren Anteile teilweise minera-
lisiert; ein gewisser Anteil davon sedimentiert auf den Seegrund. Dieses Material ist
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allerdings fiir den See noch nicht endgiiltig verloren, kann doch spéter eine Riick-
13sung gewisser Substanzen aus den obersten Sedimentschichten stattfinden.

Die Umwandlungsgleichungen der biologisch wichtigen Elemente kénnen nihe-
rungsweise in einer stdchiometrischen Formel gekoppelt werden [10, 11]: -

106 CO, + 16 NO; + HPOZ- + 122 H,0 + 18 H+ + Spurenelemente + Energie

P { C1oo H283 0110 Nm Pl +} + 138 03 (17)

—
~—

R | Algenprotoplasma

(R = Respiration; P = Photosynthese).

Diese Formel erlaubt es beispielsweise, einen Zusammenhang zwischen der
Freisetzung von geléstem Phosphor infolge Mineralisation (bzw. Respiration) und
dem entsprechenden Sauerstoffverbrauch aufzustellen:

(%’); - (%’)R =—7.0x10"? X (d—[dgt“;]-)R- (18)

Fiir viele Seen wird dem Phosphor die Rolle des limitierenden Néhrstoffs zuge-
schrieben. Basierend auf dieser Hypothese werden wir im Kapitel 3 ein Seemodell
entwickeln. Dieses Modell wird folglich gewissen Einschrinkungen in seinem Anwen-
dungsbereich unterworfen sein, welche aus der mathematischen Struktur selber nicht
ersichtlich sind, sondern durch andere Uberlegungen erujert werden miissen. So
wird insbesondere das Modell nicht direkt in der Lage sein, die Rolle des Stickstoffs
als allfillig wachstumsbegrenzenden Faktor zu behandeln. Hingegen kénnte der
Vergleich dieses Modells mit einem analog gebauten Stickstoffmodell einen Entscheid
in dieser Frage erméglichen.

Im Sinne eines mathematisch einfachen Modells wire es wiinschenswert, die
Umwandlungsfunktionen fiir Phosphor ®@p und ¥p in Abhingigkeit von der Phosphor-
konzentration allein auszudriicken; dadurch wiirden die Differentialgleichungen fiir
die P-Konzentrationen unabhingig von denen anderer Elemente. Fiir die Respiration
(bzw. Mineralisation) wéhlen wir den linearen Ansatz

(5, (%),

Der Respirationskoeffizient R ist nach der RGT-Regel eine Funktion der Tempe-
ratur, wird also im Sommer fiir Hypolimnion und Epilimnion verschieden sein.
Ferner hingt R von diversen chemischen und biologischen Faktoren ab, so vor allem
von der O,-Konzentration. Wihlt man fiir aerobe Bedingungen ein konstantes R, so
kann aus dem im Modell berechneten zeitlichen Verlauf der Funktion (dzp/dt)g mit
Hilfe von (19) ermittelt werden, wie lange diese Voraussetzung iiberhaupt gilt. Beim
Ubergang zu anaeroben Verhiltnissen wiren die Umwandlungsgleichungen ent-
sprechend anzupassen. Die erwihnte ¢« Methode der stiickweise konstanten Parameter»
liefert also zugleich die Grenzen der Giiltigkeit der Parameter.

Etwas komplizierter ist das Problem der Photosynthese. Das Wachstum einer
Mischbiozénose kann man bekanntlich beschreiben durch die Gleichung
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dx s
-E=‘l‘°x'K+s’ (20)

wobei g und K positive Konstanten sind, x die Konzentration der Biomasse und s
diejenige des limitierenden Nahrstoffs bedeuten. Fiir unsere Annahme wire also
s = Ap. Uber die stochiometrische Gleichung (17) sind dx/d¢ und dAp/dt verkniipft.
Es ist zu erwarten, dass die Produktionsrate weit entfernt ist von Sittigungserschei-
nungen, falls Phosphor ein stark begrenzender Wachstumsfaktor darstellt oder — mit
anderen Worten — dass K » 4p ist. Tatsichlich sind die Phosphatkonzentrationen
in der trophogenen Schicht wihrend des Sommers extrem klein. Aus (20) folgt somit
eine Beziehung der Form (4’ = positive Konstante).

dlp
—_— =y ey 21
(dt)p Wzl @

Der Faktor « = p'x hat die Dimension einer reziproken Zeit. Wie wir im Abschnitt
3.2 sehen werden, ist « (je nach Jahreszeit und See) von der Grdssenordnung 0,1 bis
1 Tag!, also in den meisten Fillen grésser als andere Parameter wie Respirationsrate,
reziproke Aufenthaltszeiten des Wassers usw. Man kann zeigen, dass in diesem Fall
das im Kapitel 3 entwickelte Phosphormodell ziemlich unempfindlich auf den genauen
Wert von « wird. Man kann deshalb die Abhdngigkeit von der Biomasse x vernach-
ldssigen und die photosynthetische Umwandlungsgleichung in der Form

d}.p dﬂp
(%), ==~ (%), @
schreiben. Fiir « wihlt man einen (im Sommer und Winter verschiedenen) empirisch
bestimmten konstanten Wert. Da (22) fiir das ganze Epilimnion giltig sein soll,
entspricht « einer tiber verschiedene Lichtintensititen und Biomassenkonzentrationen
gemittelten Produktionsrate.

Die mathematische Konsequenz der Photosyntheseformel (22) ist praktisch
iquivalent zu einer von STumM und LECKIE [12] gemachten Feststellung, wonach die
Produktivitit in erster Linie von der Zufuhr von Phosphaten (Zufliisse, Respiration,
Riicklésung aus den Sedimenten) und weniger von der Phosphatkonzentration selbst
abhdnge. Unabhingig vom genauen Wert von « wird im Sommer durch Photo-
synthesestindig das Phosphat bis zu sehr niedrigen Restkonzentrationenaufgebraucht.

Die in (19) und (22) gemachten Ansitze entsprechen der Wahl der folgenden
Umwandlungsfunktionen ¥p und @p:

Im Epilimnion:

Of = Ry nf; V= odf . (232)
Im Hypolimnion: :
) @ = Rynall; WE=0. (23b)

Die Wahl der Parameter Rg, Ry und « werden wir im Abschnitt 3.2 diskutieren.
Mit der einfachen Form von (23) ist uns die Isolation der Differentialgleichungen fiir
Phosphor von den Konzentrationen anderer Substanzen gelungen.
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2.5 Responsetheorie und Stabilitdt eines Okosystems

Im Zusammenhang mit der Frage nach der Belastung eines Sees durch Einfliisse
des Menschen interessieren uns hauptsichlich Problemstellungen der folgenden Art:

Wie dndert sich die Konzentration einer bestimmten Substanz an einem bestimm-
ten Ort im See (z.B. O,-Konzentration am Seegrund), wenn irgendwo der Input einer
anderen Substanz (z.B. P-Konzentration in einem Zufluss) verindert wird? Diesen
Sachverhalt kann man mathematisch in die Form

dcy (r't’) = Funktion von [d¢; (rf)], ¢ > ¢ (24)

bringen: Die Konzentrationsinderung der Substanz 7 dc; am Ort r’ zur Zeit ¢ ist
eine Funktion der Konzentrationsinderung der Substanz j dc; an einem anderen
Ort r zu einer fritheren Zeit ¢. Fiir kleine « Stérungen» kann man versuchen, einen
linearen Ansatz zu machen («linear responses):

dci (r't') = Iy (rt, 't} - bcs (1) . (25)

Dies entspricht der Annahme, dass eine Verdoppelung der Stérung auch eine
Verdoppelung des Effekts zur Folge hat. Viele natiirliche Systeme besitzen aber die
typische Eigenschaft, von einer gewissen kritischen Grésse der Stérung an nichtlineare
Effekte zu zeigen. So kann beispielsweise die O,-Konzentration am Seegrund am -
Ende der Sommerstagnation linear mit der Phosphorzufuhr in den See sinken, bis
schliesslich ein anaerober Zustand erreicht wird. Spétestens dann zeigen sich nicht-
lineare Effekte wie Riicklésung von Phosphat und anderen Substanzen aus den
Sedimenten infolge der drastischen Anderung des Redoxpotentials.

In der Okologie wird oft ohne klare Definition der Begriff der Stabilitit eines
Systems beniitzt. In der Physik wird Stabilitit als das Vermogen eines Systems de-
finiert, nach Anlegen und Wiederentfernen einer gewissen Storung in den urspriing-
lichen Zustand zuriickzukehren. Sinngemiss sollte in der Okologie nicht von Stabi-
litdt im allgemeinen, sondern von der Stabilitit in bezug auf eine bestimmie Stérung ge-
sprochen werden. Ein mégliches Konzept der Skologischen Stabilitit kénnte dahin
gehen, den Bereich linearer Effekte zur Charakterisierung der Stabilitdt zu verwenden.

Mit Modellgleichungssystemen, wie wir sie in der vorangegangenen Abschnitten
entwickelt haben, kénnen Responsefunktionale und die Grenzen des linearen Response
berechnet werden. Solche Untersuchungen sollten {iberhaupt ein zentrales Ziel bei der
Erarbeitung von Modellen sein. Als Stérungen sind dabei nicht nur Anderungen des
Input, sondern auch Anderungen der Modellparameter zu betrachten (Stérungen der
Bioproduktion durch «Vergiftungen» usw.).

3. Zweiboxmodell fiir einen See mit Phosphor als limitierendem
Néhrstoff

3.1 Das Phosphormodell

Die einfachste Erweiterung des elementaren Stoffbilanzmodells stellt das Zwei-
boxmodell dar, bestehend aus den Untersystemen Epilimnion (E) und Hypolimnion
(H). Das strukturlose Einboxmodell wird der Trennung zwischen Seegebieten hoher
Produktivitit und solchen hauptséchlicher Mineralisation und damit dem entschei-

4
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denden Unterschied zwischen stehendem Gewisser und Fluss nicht gerecht. Wie wir
schon im Abschnitt 2.3 gesehen haben, ergeben sich aus dem Vergleich von mittleren
Aufenthaltszeiten chemischer Elemente mit derjenigen des Wassers im vollstindig
durchmischten Einboxmodell unter Umstinden irrefiihrende Folgerungen fiir den
Retentionsfaktor [vgl. (13)]. Hingegen vermag das Zweiboxmodell schon gewisse
typische Eigenschaften des Sees wiederzugeben.

Qj ﬁ . I—-—)Q,...'Qh

Abb. 3. 2-Box-Modell fiir einen See.
E = Epilimnion; H = Hypolimnion; 1, # = Konzentration des gelésten bzw. partikulidren
Phosphors; P = Photosynthese; R = Respiration (bzw. Mineralisation); g = Sedimentations-
geschwindigkeit von partikulirem Phosphor; S = Adsorption bzw. Riickldsung von Phosphat an
den Sedimenten pro Fliche und Zeit.

Das Zweiboxmodell fiir Phosphor ist in Abb. 3 dargestellt. Es beruht auf der
Voraussetzung, Phosphor sei der wachstumsbeschrinkende Niahrstoff. Nach (15)
tritt nur eine einzige innere hydrologische Grésse auf (# = 1), nimlich der Wasser-
austausch zwischen E und H. Das Modell wird beschrieben durch 4 gekoppelte lineare
Differentialgleichungen, je zwei fiir den geldsten bzw. partikuldren Phosphor 2),
wobei die Umwandlungsfunktionen (23) beniitzt werden:

dA 1 Fg — F,

e lga+ QA — (Qu+ Q) Ag] — adhg + Re g + Sp—— 2, (262)
dt VE Ve

dn 1 F

E=—[q,,+Qm;—-(Qm+Q)nE]—gE—EﬂE+alE—REnE, (26b)

dt VE VE

d;.H 1 . FH

& Va [Qla—QlHJ+RH7tH+SHV—H» (26¢)
dnH 1 r FH FH

T Qng—Q; CH e om i , 26d
7 " Vs (Qne— Q7r) + gk 7 E T 8 Vn nyg — Ry mg (26d)

Das totale Seevolumen V = Vg + Vy und die Einzelvolumina von E und H
werden als konstant angenommen. Letztere Voraussetzung entspricht nur ungenau
der Wirklichkeit, wichst doch oft die Tiefe des Epilimnions wihrend der Sommer-

* %) Die totale P-Konzentration wird iiblicherweise in die drei Komponenten Phosphat (PO,-P),
partikulidrer P (PP) und geldster organischer P (GOP) aufgeteilt [13]. Wir wihlen 4 = [PO,-P]
und n = [PP], obschon dadurch strenggenommen die Kontinuititsgleichung (5) verlorengeht und
GOP offenbar fiir verschiedene Organismen als Néhrstoff dienen kann. Die gemachte Niherung
wird immerhin durch die unsystematische und nicht zu starke Variation von GOP im See gerecht-
fertigt.
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stagnation. Das Modell diirfte daher fiir Seen mit extrem kleiner Hypolimniontiefe,
bei denen das Wandern der Sprungschicht eine Variation von Vg um 1009, und
mehr ausmachen kann, nur beschrinkt giiltig sein. Fiir den Lake Erie haben BURNS
und Ross [14] unter Beriicksichtigung der variablen Sprungschicht die Phosphor-
bilanz und die Rolle der Sedimente im P-Haushalt untersucht. Das hier entwickelte
Modell vermag solche Feinheiten nicht zu beschreiben, diirfte dafiir aber einer grosse-
ren Klasse von Seen gerecht werden.

Das Gleichungssystem (26) enthdlt mehrere hydraulische und orographische
Parameter, welche im Anhang im Hinblick auf eine mogliche Vereinfachung unter-
sucht werden. Es lisst sich in der folgenden iibersichtlicheren Form schreiben
(Koeffizienten in Tab. 1):

ai
d—tE=—A}.E+B)-H+REnE+k1: (273.)
d—jf—=GlE—GlH+RHnH+k2, (27b)
dng
dny
W=HWE—L7ZH- (27d)

Die Koeffizienten in (27) sind effektiv zeitlich nicht konstant. So ist z.B. zu
erwarten, dass der biologische Produktionskoeffizient « wihrend des Jahres schwankt,
ebenso der Fluss Q zwischen E und H, schliesslich auch die spezifische P-Belastung
sowie die Durchflussmenge Q;,. In einem See, der zwei markant voneinander ver-
schiedene Stadien durchliuft (Winterzirkulation und Sommerstagnation), liegt es
nahe, die Koeffizienten nicht stetig zu dndern, sondern das Gleichungssystem (27)

Tabelle 1. Koeffizienten des Differentialgleichungssystems (27).

T = VEg/Qun [Tag]: Mittlere Aufenthaltszeit des Wassers in E ohne Durchmischung mit H.
& = Q|Ve [Tag™]: Reziproke Mischzeit von E durch Mischung mit H.
o = gelhe; o = gnlhy [Tag™']: Reziproke mittlere Fallzeit von sedimentierendem Material
in E bzw. H (gg ~gn).
Br = qrlFe; By = 4,/Fe [mg m-% Tag~1]: Spezifische Belastung des Sees durch gelésten bzw.
partikuliren Phosphor; f: = 8, + B,
S [mg m™2 Tag™1]: Phosphatlgsung bzw. Adsorption an Sedimentsoberfliche pro Fliche
und Zeit.
e =Vyu|/Veg,y = hulheg; ¢ ~y.
Weiter werden die Parameter Rg Ry, und « beniitzt.

A=1r+é+a “ky = Bafhz + Sgjhz (1 —ely)
B = '

G =§le Ry = Salhy

H ={le + on -

I=1/t + &+ 0 + Rg ky = Bylhe

L =§le + oy + Ru
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je fiir einen verschiedenen Satz von Sommer- bzw. Winterkoeffizienten zu unter-

suchen.

Das Modell impliziert die folgenden idealisierten Annahmen iiber den See:

1. Epilimnion und Hypolimnion sind jederzeit ideal durchmischt und beziiglich der
Konzentrationen von Nihrstoffen bzw. Sauerstoff homogen. Es ist offensichtlich,
dass dies im Falle des Hypolimnions nicht der Fall ist, weswegen die dortigen
Konzentrationen immer als Durchschnittswerte zu betrachten sind.

2. Phosphor ist iiberall und jederzeit der limitierende Nahrstoff. Situationen, bei
denen Stickstoff wenigstens temporir diese Rolle iibernimmt, sind damit nicht
erfasst.

3. Die Abhingigkeit der Mineralisation vom Redoxpotential wird offensichtlich
mit den konstanten Koeffizienten Rg und Ry nicht erfasst. Immerhin werden
wir den Sauerstoffhaushalt in die Begutachtung einbeziehen. So ist es méglich,
beim Einsetzen anaerober Verhiltnisse am Seegrund neue Werte fiir Rg. und Sy
einzufiihren.

4. Es wird angenommen, dass sich alles Zuflusswasser in das Epilimnion einschichtet.
Andernfalls koénnte ein kleinerer &-Wert den zusitzlichen Wasserinput in H
beriicksichtigen.

Die Koeffizienten Sg und Sy beschreiben den Austausch von Phosphat mit den
Sedimenten. Die Parameter gg und gg sollen so gewihlt werden, dass wihrend der
Schwebezeit die wirkliche Mineralisation im Wasser und am Seegrund unter aerocben
Bedingungen imitiert wird. Daher ist fiir diesen als «normal» bezeichneten Zustand
Sg = Su = 0. Die mogliche Adsorption von Phosphaten an den Sedimenten (Sg,
Su << 0) wollen wir gegeniiber der Sedimentation von partikuldrem P vernachlidssigen
und nur jene «vabnormalens» Situationen im Auge behalten, bei denen infolge anaerober
Verhiltnisse am Seegrund eine Phosphatriicklésung eintritt (Syp > 0). Fiir das
Epilimnion ist diese Situation wenig wahrscheinlich, zudem ist die Flichendifferenz
Fg — Fg meistens klein, so dass der letzte Term in (26a) ganz weggelassen wird
(Se=0).

gg und gy besitzen die Dimension einer Geschwindigkeit, miissen aber nicht mit
experimentell bestimmten Sedimentationsgeschwindigkeiten iibereinstimmen, da
das Plankton auch eine Eigenbewegung besitzt. gy bestimmt wesentlich die Sedi-

mentationsrate
S() = (ga - 7u(t) — Su(t)] - Fu (28)

und daher innerhalb der Modellannahmen den Retentionskoeffizienten (3). Im
Kapitel 4 werden wir die Vorginge im Hypolimnion mit einem Diffusionsmodell
untersuchen und die Niherung des vollstdindig durchmischten Systems fallenlassen.

Der stationire Zustand des Systems (27) lautet

1
= {leY-i—k.,,BYJrka (BHRH+GLRE)}, (29a)

2§ = { E, (GY + xHRy) + by (AY — aLRg) + ky (AHRg + GLRE) } , (291)
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0
g =

{klaG—i—kaaB—{—ksG(A—B)}, (29¢)

ay =

(29d)

] B b

g

mit den Hilfsgrossen
Y=IL—- BH, (30a)
X=G{(A—~B)Y—«(GLRg+ BHRy). (30Db)

Die Relaxationszeit Tg des Systems gibt an, wie lange es dauert, bis der See, aus-
gehend von einem beliebigen, aber nicht zu extremen Anfangszustand, den sta-
tiondren Zustand (29) erreicht3). Ist 7y kleiner als die Dauer der Sommer- bzw.
Winterperiode, so heisst dies, dass der See im Laufe einer solchen Halbjahresperiode
die «Vorgeschichte» (den Zustand wihrend der vorangegangenen Periode) voll-
stindig «vergissts. Andernfalls wiirde auch am Ende der Zirkulationsphase der
vorangegangene Sommer bzw. umgekehrt am Ende der Stagnation die vorherige
Zirkulation noch teilweise bestimmend fiir den Zustand des Sees sein. Dieses «See--
gedichtnis» ist wichtig fiir die Beurteilung der Frage, wie rasch sich Anderungen bei
den dusseren Parametern des Sees (z.B. P-Input) im Zustand des Sees auswirken.
Neben dem dynamischen Gedichtnis besitzt der See iiberdies ein statisches Erinne-
rungsvermogen in den Sedimenten, das unter Umstdnden infolge der Austausch-
vorginge am Seegrund tiber lingere Zeitriume wirksam sein kann.

Eine Diskussion der Differentialgleichungen (29) und eine Abschitzung von tr
ist nur méglich, wenn wir die Gréssenordnung der Modellparameter kennen.

3.2 Bestimmung der Modellparameter

3.21 Austauschkoeffizient &

Der Austauschkoeffizient & = Q/Vg kann aus dem Temperaturverlauf in H
ermittelt werden. Da der Wirmeaustausch mit dem Seeuntergrund zu vernachléssi-
gen ist, wird die zeitliche Variation der mittleren Hypolimniontemperatur praktisch
ganz durch die Zumischung von Wasser aus E bestimmt. Die mittleren Temperaturen

TE und TH sind definiert:

Ap
Te—=— [ Fwy- T dh, (31a)
Ve
0
hmax
= 1
Ty =—- / F(hy- T(h) dh . (31b)
Vi
kg

3) Mathematisch gesehen wird (29) erst fiir # — oo erreicht. Praktisch aber kann man z.B.
TR so definieren, dass die Konzentrationen innerhalb von 109, mit den stationdren Werten (29)
{ibereinstimmen sollen.
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Es gilt

ATy (¢ _ _

—;’tﬁ - 7,% [Te (&) — T (8)] (32)
und daraus

Q Vu dTm 1

§ (33)

Ve Ve d Te()—Ta@)

Die in den meisten Seen monatlich durchgefiithrten Temperaturmessungen reichen
(dies vor allem wihrend der Zirkulation) oft nicht aus, £ aus (33) zu bestimmen.
Kurzzeitige Temperaturschwankungen fithren zu Verfilschungen, wenn man die

Ableitung 4 Tg/dt durch Monatsdifferenzen approximieren muss. Es kénnen sich mit
(33) sogar negative & ergeben. Eine Verbesserung erreicht man unter Umstinden
damit, dass man anstelle von (31b) Mittelwerte des oberen, dem Metalimnion am
nichsten liegenden Hypolimnionanteils beniitzt und damit der Inhomogenitit und
der endlichen Durchmischungsgeschwindigkeit innerhalb H Rechnung trigt. Ein
weiterer Schritt wire der Ubergang zur Bestimmung des Diffusionskoeffizienten als
Funktion der Jahreszeit und Tiefe, wie sie L1 [15] fiir den Ziirichsee mit Hilfe von
10jdhrigen Temperaturmittelwerten kiirzlich durchgefiihrt hat (vgl. Kap. 4).
Wihrend der Zirkulation kann man auch die Variation der O;-Konzentration in H
beniitzen. Es ergeben sich die gleichen Formeln, nur dass man anstatt T den Mittel-

wert [6;] einzusetzen hat. Allerdings ist (im Gegensatz zu YT) [O_L'j infolge der Minerali-

sation organischen Materials keine konservative Grosse, so dass d[0,]/dt noch ent-

sprechend zu korrigieren wire.
Da & auf Vg (und nicht auf V) bezogen ist, diirften die Werte fiir Seen verschie-
denster mittlerer Tiefe dhnlich sein. Einfluss auf & hat neben dem Temperaturverlauf

Tabelle 2. Variationsbereich der Modellparameter.

Sommer, Stagnation Winter, Zirkulation Daten aus

Austauschkoeffizient &

[Tag™1] 0,001-0,01 0,05-0,5 (15, 16]
Sedimentationsgeschwindig-
keit gg, gn [m/Tag] 0,10-0,15 0,10-0,15 [13]
0,22 17
0,25-0,4 0,15 Rotsee [18]
0,2 0,2 Horwer Bucht [18]
Produktionskoeffizient «
[Tag™] 1-1,5 0,06-0,3 (13]
Respirationskoeffizient
{Tag™]
Ry 0,003 0,003 Zurichsee [19]
. 0,02 0,02 Horwer Bucht [13]
Rg 3Ry Ry
Sedimentationsriicklésung S unter speziellen Bedingungen:
[mg P-m~2-Tag1] bis 0,27 [12]
bis 500 Mauensee [21]

35-100 Inkwilersee [22)]
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durch das Metalimnion vor allem die Lage des Sees beziiglich der Hauptwindrichtung
sowie Haufigkeit und Stirke dieser Winde. Der Variationsbereich von & im Sommer
und Winter ist in Tabelle 2 aufgefiihrt.

3.22 Sedimentation

Es gibt verschiedene Methoden, gz und gy zu bestimmen; alle geben Werte in der
Nihe von 0,2 m/Tag (vgl. Tab. 2). Erstens kénnen die Resultate von BLOEsCH [17]
zur direkten Berechnung der Sedimentation beniitzt werden. Zweitens ergeben die
abfallenden Kurven der totalen P-Konzentration in den Niahrstofftestzellen von
GACHTER [13] zusammen mit den gemessenen PP-Konzentrationen eine Bestim-
mungsmoglichkeit fiir g. Weiter sind in einer Arbeit von STADELMANN [18] Sedimenta-
tionsraten von Stickstoff zusammengestellt, die unter gewissen Voraussetzungen
ebenfalls einen Anhaltspunkt fiir g ergeben. Schliesslich sei daran erinnert, dass g
zusammen mit dem im Modell berechneten ng die Ermittlung des Retentionsfaktors
Rp ermoglicht; g konnte also durch Anpassen an das (oft bekannte) Rp bestimmt

werden.
3.23 Produktion und Respiration

Die Bestimmung des Produktionskoeffizienten « ist mit den Versuchen von
GACHTER [13] an Nihrstofftestzellen im Vierwaldstéttersee moglich. Die Zellen aus
Plastikfolien wurden in der oberen Seeschicht fixiert und das Verhalten der einzelnen
Phosphorkomponenten nach Zugabe von NaH,PO, untersucht. Der gelgste orga-
nische Phosphor (GOP) blieb in allen Versuchen konstant, so dass wir wiederum nur
A und z beriicksichtigen wollen.

Das Gleichungssystem lautet:

d
£=—al+Rn, (34a)
m_ _(R+8)ntal (34Db)
it n) '
Die Summe der beiden Gleichungen ergibt die Sedimentationsgleichung.
do__ &4, (340)
dt h

welche wir im Unterabschnitt 3.22 erwihnten. Da R < a ist, folgt aus (34a) fiir

kleine Zeiten
A=1"¢ % Dbzw oc——l 1 0 (35)
' ST
Die so ermittelten «-Werte sind, wie erwartet, fiir Sommer und Winter signifikant
verschieden (Tab. 2). Wie frither erwihnt, hat der absolute Wert von « auf das Modell
einen nur geringen Einfluss, solange nur « grosser als die Paramter £ und =1 ist.
Der schnelle Abfall von 4 ergibt schon rasch 4 ~ zR/«. Setzt man dies in (34b) ein, so
folgt drfdt = — 7 g/h. Die Respirationsrate ist zu langsam, als dass sie in den Nahr-
stoffzellen gegeniiber Photosynthese und Sedimentation gemessen werden kénnte,
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Eine Bestimmung von Ry ist méglich aus der Abnahme des Sauerstoffs in den
tiefen Seeschichten wihrend der Sommerstagnation. Man beniitzt dabei die Redfield-
Stéchiometrie (18). Es wird vorausgesetzt, dass die Verdnderung der O,-Konzentration
durch Diffusion und Advektion gegeniiber der O,-Zehrung durch Respiration zu ver-
nachldssigen sei. Diese Voraussetzung mag fiir die tiefen Schichten z.B. des Ziirich-
seesrecht gut zutreffen. Mit den 10jahrigen Sauerstoffmittelwerten (nach ZIMMERMANN
[19]) in 40 m bzw. 100 m Tiefe und der zugehorigen Oxydierbarkeit (welche fast
ausschliesslich durch das Plankton bestimmt ist) ergibt sich ein sehr kleines Ry
(Tab. 2).

Besser ist es, wenn man die Sauerstoffzehrung direkt mit den PP-Konzentra-
tionen vergleichen kann. Die Daten von GACHTER [13] in der Horwer Bucht wurden
dazu beniitzt, obschon offenbar die komplizierten Mischungsvorginge im Vierwald-
stattersee (O’MELIA [20]) auch horizontalen O,-Transport verursachen kénnen, was
das Resultat eventuell verfilscht.

Rg und Ry hingen iiber die RGT-Regel zusammen, falls das Redoxpotential im
See nicht zu stark variiert. Es ist

R(T) = Ry #T-T 36
0

und 8 ~ 0,09 C-! 4). Im Winter ist die Temperatur ziemlich konstant, so dass Rg =
Ry gilt. Im Sommer ergibt sich mit Tg = 18 C, Ty = 6 C, das Verhiltnis Rg/Ryg = 3.

3.24 Losung und Adsorption an den Sedimenten

Gemaiss unseren Modellannahmen ist unter aeroben Bedingungen Sy = 0. Ein
anaerober Seegrund kann eine Riicklésung von Phosphat zur Folge haben, wobei die
Diffusion den limitierenden Faktor darstellen diirfte. Bei einem Diffusionskoeffi-
zienten D <C 10~% cm?/sec und einem sehr grossen Konzentrationsgradienten wire
nach Stumu und LECkIE [12] eine Riicklésungsrate bis 0,27 mg P/m?-Tag zu erwarten.
Demgegeniiber ergeben Messungen am Mauensee maximale Riicklgsungsraten von
500 mg P/m? . Tag [21], am Inkwilersee 35-100 mg P/m?- Tag [22].

3.3 Diskussion des Phosphormodells

Wenn wir vorerst fiir die Stagnationsperiodé die Durchmischung zwischen E
und H vernachlissigen (£ =0, d.h. B =G = 0), vereinfachen sich das Gleichungs-
system (27) und die stationdren Werte wesentlich (4 ~ «):

S Tl N (37a)
I-Rg r+¢gr
o__ 9H o~[1+_R_”_'_};]—1 0 37b
S’ZH—UH+RHVZE . P g ( )
1
2g=;[REng+k1]. (37¢)

4) Dies entspricht dem tblicherweise beniitzten 6,p-Wert von 2,5; Rp+19/Rp = 0.



35/1, 1973 Transport- und Nihrstoffmodelle 49

Anstelle der Parameter ¢ und 7 haben wir die hydraulische Belastung  und die
totale mittlere Tiefe 4 eingefiihrt:

Fgp 1 14
(Tt = V[Qin: totale mittlere Aufenthaltszeit des Wassers), (38)
h=hg(1+e)
und in (37b) die fiir nicht zu seichte Seen giiltige Ndherung
- - he .
=h(1——") ~
ha=nh ( P ) h

max

beniitzt.

Die Phosphatkonzentration Ag besitzt in der Niherung £ = O keinen stationiren
Wert. Das durch Mineralisieren von sedimentiertem organischem Material stindig
zunehmende Phosphat kann nicht ins Epilimnion zuriick diffundieren. Es gilt

S
oA Ragmg+ <2 (39)
hu

wobei fir grosse Zeiten sz gegen den stationdren Wert (37b) strebt.

Wir sind nun in der Lage, die im Abschnitt 3.1 eingefithrte Relaxationszeit vg
abzuschitzen, vorerst fiir den Fall & = 0. Da im Sommer « ~ 1 Tag™?! ist, nimmt
wegen (27a) Ag rasch den Wert

1
Ag = - [Re e + %] (40)
an. Damit ergibt sich aus (27¢)
d 1
anE _ (hy + k) — (_ + O'E) nE . (41)
dat T

Die Lésung von (41) lautet mit w, = 1/t + o = (r + g)/he

Ry + Ry
w0y

nE () = g (t) e ~9 ¢~ 4 [1—-¢g @al-H], (42)

ng strebt dem stationdren Wert (37a) zu, wobei die Relaxationszeit Tg von der
Grossenordnung 1/w, ist.

Fiir die meisten Seen ist » < g, so dass die Relaxationszeit g ungefidhr 50 Tage
betrigt.

Die Anpassung von sy an den stationdren Wert (37c) hingt in analoger Art von
1/w, ab, wobei .
wy, =0y + Ry ~ ogle + Ry. Fiir sehr tiefe Seen (¢ gross) ergibt sich die maximale
Relaxationszeit

1/wy ~ 1/Ryg ~ 50 bis 300 Tage (vgl. Tab. 2).

Wie man zeigen kann, hingen die stationiren Konzentrationen 1}, n} und =
[(29b, c, d)] im Sommer nur schwach von & ab, wihrend 1) mit fallendem & stark
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steigt und fiir £ = 0 gegen oo strebt. Die oben gemachten Uberlegungen bleiben

deshalb auch fiir & + 0 giiltig. Wihrend der Stagnationsperiode gelten fiir die P-

Konzentrationen als Funktion von » und ¢ die folgenden Aussagen:

1. Die stationdren Werte n} und A2 werden um so rascher erreicht, je grésser » ist.
Typische Relaxationszeiten liegen zwischen 25 und 50 Tagen.

2. 73 und A% steigen schwach mit der mittleren Seetiefe h, fallen mit steigender
hydraulischer Belastung » und steigen linear mit der spezifischen Phosphorbela-
stung ;. » ist ungefihr proportional zum Verhiltnis zwischen Einzugsgebiet
und Oberfliche des Sees.

3. @ ist zu &}, und somit zu f; proportional. Die Relaxationszeit von 7)) ist um so
grosser, je tiefer der See ist. Fiir sehr tiefe Seen liegt sie, je nach dem Wert von
Ry, zwischen 50 und 300 Tagen.

4. Auch wenn die Stagnationsperiode zu kurz sein sollte fiir das Erreichen von z},
so ist doch myg zur P-Belastung §; proportional. Deshalb steigt auch ‘die O,-
Zehrung in H linear mit §;.

5. Fiir einen stabil geschichteten See (& klein) nimmt A} praktisch mit konstanter
Geschwindigkeit zu, ohne einen stationiren Wert zu erreichen. Die Zunahme
von A ist um so grésser, je grosser B; ist. Falls die O,-Konzentration am See-
grund gegen Null geht, wichst A} zusitzlich infolge P-Riicklésung aus den Sedi-
menten.

Der Konzentrationsverlauf wihrend der Zirkulation wird hauptséichlich bestimmt

durch die Durchmischungsgeschwindigkeit & und die hydraulische Belastung 7.

Falls

T+ - ke + ( i — 1) % < (Dauer der Zirkulation) (43)

ist, wird das wahrend des Sommers in H akkumulierte Phosphat zum grossten Teil
ausgewaschen ; zudem werden auch die O,-Reserven in H regeneriert. Die Ungleichung
{43) wird um so schlechter erfiillt, je tiefer der See ist.

Im Abschnitt 3.4 werden wir die Oy-Zehrung in H niher untersuchen. Es stellt
sich heraus, dass sie vor allem von 2 abhingt, weswegen es angezeigt ist, den Verlauf
von g als Funktion der iibrigen Modellparameter zu diskutieren. In Abb. 4 ist fiir
Bt = 2 mg/m?Tag = 720 mg/m?* Jahr und r = 0,05 m/Tag =2 als Funktion von h fiir
verschiedene Ry und £ aufgetragen. z3 nimmt ab mit wachsendem & und fallendem
Rpg, hingt aber von Rg stirker ab als von &. Schliesslich kann man auch zeigen, dass
die Aufteilung von §; in die Komponenten §, und 8, von kleinem Einfluss ist auf die
stationdren Konzentrationen.

Wie bereits erwihnt, ist der Phosphorretentionsfaktor Rp durch die Modell-
parameter bestimmt. Die totale Massenbilanz des Sees fiir den stationdren Zustand

lautet (gz ~ gu = g)

@+ 90 — O Az +73) —g Fr-nf =0, (44)
woraus
1 Mga+4,
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folgt. Der Retentionsfaktor Re = g Fg /(9 + ¢,) ergibt sich mit (45) fiir den sta-
tiondren Zustand zu

7
Bt

Rp ist somit unabhingig von 8, da A% und nl ihrerseits proportional zu 8 sind.
Rp nimmt ab mit zunehmender hydraulischer Belastung » und (iiber die Variation
von A2 und z2) mit zunehmendem %. Dies gilt natiirlich nur, solange Sy = 0 ist; bei
zunehmendem f; kann die P-Riicklosung einen plétzlichen Zusammenbruch des
Retentionsvermégens des Sees zur Folge haben, wobei Rp << 0 werden kann.

Ein Vergleich mit gemessenen Retentionsfaktoren wird im Abschnitt 3.5 vorge-
nommer.

Rp=1— (A2 + Q). , (46)

3.4 Spezifische Phosphorzufuhy wnd Trophiegrad

'VOLLENWEIDER (3] hat eine empirische Beziehung aufgestellt zwischen mittlerer

Seetiefe % und spezifischer P-Belastung §;, oberhalb derjenigen ein See eutroph ist.

Nach THIENEMANN [23] gibt es einen Zusammenhang zwischen Trophiegrad des
Sees und dessen Sauerstoffhaushalt. Da das hier besprochene Modell {iber (18) und
(19) auch die Berechnung der O,-Konzentrationen gestattet, liegt es nahe, eine theo-

N {mg/m3]
A

r =0.05m/Tag

B, =720mg/m? Jahr
« =1Tag™!

01 62002 Tog!

RE =3 RH

} R,=0.02Tag"

J R,=0003Tag"

£ =001 Tog™

¥ =0.001 Tag’

0 ———— >

L]
10 20 50 100 200 500 ]

Abb. 4. Partikulire Phosphorkonzentration sy im stationdren Zustand wihrend der Sommer-
stagnation in Abhdngigkeit der mittleren Seetiefe % fur verschiedene Modellparameter.

Rg, Ry = Respirationsgeschwindigkeit im Epilimnion bzw. Hypolimnion; » = hydraulische

Belastung des Sees; « = Geschwindigkeit der Photosynthese. Ubrige Parameter vgl. Tabelle 1.
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retische Begriindung fiir die Beziehung von VOLLENWEIDER zu suchen. Gemiss
unseren bisherigen Uberlegungen ist zu erwarten, dass neben 4 auch 7 einen Einfluss

auf das maximale §; haben muss.
Wir suchen eine Beziehung zwischen der Abnahme der O,-Konzentration in H

wiihrend des Sommers (s = [O,])

Ads = s () — s(ty) 47
(¢, t3: Anfang und Ende der Stagnationsperiode)
und der P-Zufuhr 8;. Die Zufuhr von partikulirem P aus E in H pro Volumen und
Zeit ist gegeben durch den Ausdruck [vgl. (26b) und (264d)]

c 4

AE — + (ng — 7E) (48)

> €
wobei wir niherungsweise die Konzentrationen durch ihre stationiren Werte ersetzen.
Mit (29d) 14sst sich srg ersetzen; man erhilt

£ Ry
e E+———]. 48’
E[e §+or+eRm (48

Im stationiren Fall wird die Zufuhr von partikulirem P in H kompensiert durch
Sedimentation und Mineralisation. Wir setzen voraus, dass auch das sedimentierte
organische Material nachtriglich vollstindig oxydiert wird. Die durchschwittliche
Sauerstoffzehrung in H am Ende der Stagnationsperiode betrigt [vgl. (18)]

1 CE éRy
As=_———  To.p0 |24 227 49
* 7><10—3TS‘”E[8 +§+0'E+6RH] (49)

(T's;: Dauer der Stagnationsperiode).

Wie wir gesehen haben, ist zg proportional zu g;:
ny=f(r h & og Re) B . (50)

Die Proportionalititsfunktion f hat die Dimension Zeit pro Linge; sie kann fiir
7 = 0,05 m/Tag, og = 0,02 Tag~! und verschiedene & bzw. Rg aus Abb. 4 entnommen
werden, wenn man die dortigen m2-Werte durch §; = 2mg/m?-Tag bzw. 720 mg/m? Jahr
dividiert. Natiirlich kann f fiir beliebige Parameter aus (29) berechnet werden.
Man erhalt schliesslich die gesuchte Beziehung zwischen 4s und §;

As=y-B:, (51a)
OF & Ry ]

=140 - Tg f+ | = + —
x s/ [s §+og+¢eRg

(51b)
wbbei y von den diversen Modellparametern abhingt.

In Wirklichkeit ist die Op-Zehrung in H nicht homogen, so dass der Durchnitts-
wert As nichts {iber minimale Q,-Konzentrationen aussagen kann. Dieser Frage werden
wir im Kapitel 4 nachgehen. Fiir den Augenblick wollen wir As als Mass des Trophie-
grades beniitzen. Nach THIENEMANN [23] sollte fiir einen oligotrophen See das Ver-



35/1, 1973 Transport- und Nihrstoffmodelle 53

hiltnis zwischen der Sauerstoffmenge in H(M§) bzw. in E(M{) im Hochsommer
ein Minimum nicht unterschreiten:

2% >15 (52a)

und das mittlere O,-Defizit in H klein sein, nimlich
As = (s§ — sy) < 2,1 bis 3,8 mg/l . (521b)

Aus (52a) folgt durch Umformen mit M§, = sg - Vg bzw. M§ = sg - Vg:
0
As < sg—1,5%x H (52¢)
€

(sg ~ 9,5 mg/l bei 18°C; s = 10-12 mg/l, je nach Temperatur: Sittigungskon-
zentration bei herrschender Temperatur in H).

Fiire > 2,5 (}7 > 35m) ist die Ungleichung (52b) restriktiver, fiir 1,5 > ¢ > 2,5
(25 m > % > 35 m) die Beziehung (52c). Fiir Seen mit ¢ < 1,5 besteht iiberhaupt
keine Moglichkeit, die Forderung (52a) zu erfiillen: Das Volumen Vy ist zu klein
gegeniiber Vg.

Thienemanns Kriterien lassen keine oligotrophen Seen mit 4 < 25 m zu. Um die
Diskussion nicht weiter zu komplizieren, wihlen wir

Aspax = 1 mg[l = 1000 mg/m?. (53)

In Abb. 5 sind die zugehorigen (B¢)max = 1/x ASmax filr verschiedene r einge-
zeichnet und mit der Kurve von VOLLENWEIDER [3] verglichen. Dabei ist & = 0,001
Tag~! und Ry = 0,02 Tag~! gewihlt worden. Um den Einfluss dieser beiden Parameter
auf (B¢)max zut illustrieren, sind fiir die Kurve r = 0,2 m/Tag auch die beiden extremen
Kurven [kleines (f¢)q.x filr £ = 0,01 Tag~!, Ry = 0,02 Tag~!; grosses (B¢)max fUr
& = 0,001 Tag~! Ry = 0,003 Tag™] eingezeichnet. Die erstaunlich gute theoretische
Bestitigung der empirischen Beziehung von Vollenweider wird durch die Variation
von Ry und & nicht wesentlich verindert. In Tabelle 3 sind die theoretischen (f¢)may-
Werte fiir einige Schweizer Seen berechnet und den effektiven 8, gegeniibergestellt.

(53) bedeutet gegeniiber Thienemann scheinbar eine restriktivere Bedingung
fiir tiefe Seen und eine gréssere Toleranz fiir seichte Seen. In Wirklichkeit wird der
Ansatz gerechtfertigt, wenn man nicht ein einzelnes Jahr betrachtet, sondern den
Zustand des Sees iiber eine grossere Zeitperiode verfolgt. Wie gezeigt, ist die Ver-
sorgung des Hypolimnions im Winter um so schlechter, je tiefer der See ist [vgl. (43)].
Die einzelnen As-Werte konnen sich bei unvollstindiger O,-Anreicherung wihrend
der Zirkulation im Laufe der Jahre summieren. (53) versucht, den «Gedichtniseffekts
tiefer Seen zu beriicksichtigen.

Zusammenfassend kann man sagen:

1. Ein See mit kleinem % wird fiir grosses fi; rasch, eventuell innerhalb eines Jahres,
anaerob am Seegrund. Sein Zustand kann durch die einsetzende Phosphatriick-
I6sung noch schneller verschlechtert werden.

2. Ein tiefer See besitzt kurzfristig eine grossere Stabilitdt gegeniiber erhohten
P-Eintrigen. Auf lingere Zeit summiert sich die O,-Zehrung.
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3. Ein seichter See reagiert rasch auf Anderungen in den Inputdaten. Der tiefe See
benétigt bis zu seiner Erholung als Folge von Sanierungsmassnahmen viel Zeit.
In extremen Fillen kann die Riickldsung von Phosphaten am Seegrund die Ver-
besserung des Zustandes {iber mehrere Jahre verhindern.

10 = JBhrliche Zufuhe
TP, o/m?-Jahe

5 -
1
.54

7

rd
rd

Ri e erm—r y — v —t——im
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Abb. 5. Jihrliche Phosphorzufuhr pro Seefliche f; als Funktion der Tiefe. Vergleich der theoretisch

berechneten S;-Toleranz fiir oligotrophe Bedingungen im See mit VOLLENWEIDERS [3] Werten

fir verschiedene hydraulische Belastung . Wahl der Modellparameter: Ry = 0,02 Tag™1, & = 0,001

Tag™!, die iibrigen Parameter wie in Abb. 4. Zur Illustration ist ferner die Toleranzkurve » = 0,2

m/Tag fir Ry = 0,02 Tag-}, &£ = 0,01 Tag~! (Kurve A) und fir Ry = 0,003 Tag™?, = 0,001 Tag—?

(Kurve B) aufgetragen. Die Punkte zeigen die momentanen Verhiltnisse der einzelnen Seen an,
die Endpunkte der Pfeile den Toleranzwert j;. Bezeichnung der Seen wie in Tabelle 3.

3.5 Anwendung des Modells und Vergleich mit Messungen

In Tabelle 3 sind die Resultate der Modellrechnung fiir einige Seen zusammenge-
stellt. Die stationidren P-Konzentrationen wihrend des Sommers sind, unabhingig
von den individuellen Eigenschaften der einzelnen Seen, mit einer festen Wahl von
Parametern «, Rg, Ry, & und g berechnet worden. Sie kénnen nur bedingt mit Mes-
sungen verglichen werden, da unter Umstidnden die Relaxationszeiten zum Erreichen
des stationdren Zustands fiir gewisse Seen linger sind als die Dauer der Stagnations-
periode. Aus diesem Grund haben wir auch auf die Angabe von 15 verzichtet.

Berechnete und gemessene Retentionsfaktoren Rp stimmen in einigen Fillen
sehr gut tberein, obschon die theoretischen Werte nur fiir den stat roiden Sommer-
zustand giiltig sind, die Messungen hingegen meistens Mittelerte nfiirdwas ganze
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Tabelle 3. P-Konzentrationen nach Modell im stationiren Zustand wihrend des Sommers.
Vergleich von gemessenem und berechnetem Retentionsfaktor sowie spezifischer P-Belastung.
Daten nach VOLLENWEIDER (3] und ROBERTS [24].

See I h Stationire Retentionsfaktor P-Input 8
[m/Tag)] [m] P-Konzentration Rp[%] [mg m—%-Jahr-1]
im Sommer
[mg/m?] @ (b
22 % 7Y Theorie ge- effek- max. (a)/(b) Zustand
messen tiv des Sees
Agerisee 0,019 50 0,56 7,1 1,5 67 68 160 170 0,94 oligotroph
Baldeggersee 0,015 34 50 637 19,5 79 61 1800 130 13,8 eutroph
Bodensee 0,058 9 10,5 127 14,5 27 65 4000 480 8,3 eutroph
Greifensee 0,037 19 24 308 158 72 62 1600 100 16,0 eutroph
Hallwilersee 0,019 21 098 128 62 83 36 550 92 6,0 eutroph
LacLéman 0,036 154 3,0 364 2,5 26 20 700 520 1,3 oligotroph
wachsend
eutroph
Pfiffikersee 0,033 18 2,1 27,0 13,8 74 77 1360 100 13,6 eutroph
Tiirlersee 0,018 14 045 6,0 3,5 86 80 300 70 4,3 mesotroph
—eutroph
Zirichsee 0,098 4 19 23,7 55 31 25 1320 370 3,6 eutroph
Lake Tahoe!) 0,001 300 1,0 12,5 0,5 86 93 40 ~90 ~0,45 oligotroph
Zellersee 0,038 37 27 339 95 65 1200 180 6,7 eutroph
Vinernl) 0,001 26 0,39 51 2,0 98,7 150 ~70 ~2,1 oligotroph
—eutroph

1) Die Anwendung des Modells auf diese Seen mit extrem kleinem 7 ist nur approximativ méglich,

Jahr darstellen. Unstimmigkeiten ergeben sich beim Hallwilersee?), Bodensee und
Lake Tahoe. Die letzten beiden Seen scheinen auch sonst die Modellvoraussetzungen
schlecht zu erfiillen (vollstindige Durchmischung), so dass die stationiren Konzen-
trationen, auf denen die Berechnung von Rp basiert, kaum relevant sein diirften.

Der Vergleich von effektiver und maximal tolerierbarer spezifischer P-Belastung
B¢ scheint gut mit dem wirklichen Zustand des Sees korreliert zu sein. Insbesondere
erweist sich der zusitzlich eingefithrte Parameter  als niitzlich. Beispielsweise sollte
nach Vollenweider der Lake Tahoe im Vergleich zum Ziirichsee wegen seiner viel
grosseren mittleren Tiefe ein viel héheres (8:)max besitzen. In der vorliegenden Theorie
erweist sich die P-Toleranz des Lake Tahoe sogar als kleiner als diejenige des Ziirich-
sees, was gut mit der trotz kleiner P-Belastung schon jetzt festgesteliten eutrophen
Tendenz des Lake Tahoe iibereinstimmt.

Der Quotient B¢/(Bt)imax ist ein Mass fiir den Trophiegrad des Sees, wobei weniger
die absolute Grosse, sondern mehr der Vergleich verschiedener Seen ausschlag-
gebend sein sollte. Die (f;)..-Werte liegen meistens unter denjenigen von Vollen-
weider, doch ist die absolute Lage der Toleranzkurven in Abb. 5 ziemlich willkiirlich
infolge der innerhalb eines gewissen Rahmens variierbaren Ungleichung (53).

Anhand der Untersuchungen von PERRET [16] haben wir den Sempachersee mit
dem Nihrstoffmodell detaillierter zu erfassen versucht. In Tabelle 4 sind einige Daten

8) Offenbar spielt hier die Riicklésung von Phosphat aus den Sedimenten eine Rolle.
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dieses Sees zusammengestellt, welche zur Berechnung der externen Modellparameter
ndtig sind. Mit Perrets P-Messungen und der orographischen Funktion F(k) (Abb. 9)
wurden. die Konzentrationsmittelwerte fiir E und H berechnet (Abb. 6). Die stationi-
ren Konzentrationen wurden fiir verschiedene & und Ry ermittelt (Tab. 5) und die
beiden letzten Varianten in Abb. 6 schematisch den gemessenen Werten gegeniiber-
gestellt. Die Relaxationszeit '/w, [vgl. (41)] ist etwa 50 Tage, da  und damit /7 sehr
klein sind. Die Anpassungszeit von zg !/w, betrigt rund 80 Tage. Diese effektive
zeitliche Variation ist in Abb. 6 nicht berficksichtigt. Wie schon erwihnt, kénnen
offenbar auch kurzfristige P-Variationen (Algenbliiten usw.) mit dem Modell nicht
erfasst werden. Hingegen stimmt die relative Grésse der diversen P-Konzentrationen

Tabelle 4. Daten fur den Sempachersee.

Fliche 14,4 km?
Mittlere Tiefe h=46m
Maximale Pegelschwankungen 4147 cm
(entspricht 1prozentiger Seevolumenvariation)
Seevolumen 6,6 x 108 m?
Mittlerer Abfluss?l) 1,2 m/sec
Mittlere Aufenthaltszeit 17 Jahre
Hydraulische Belastung » 0,0074 m/Tag
Einzugsgebiet . 76,7 km?
P-Eintrag (1967/68)

Mensch?) 8000 kg P/Jahr

Landwirtschaft?) 2700 kg P/Jahr

Total rund 11000 kg P/Jahr
Spezifische Belastung f; 770 mg P/m? Jahr

1) Laut Messungen an der Suhr bei Oberkirch, 1923-1931.
%) 7200 Einwohner im Einzugsgebiet & 3 g P/Tag.
3) 35 kg P/km? Jahr nach GACHTER und FURRER [25].

Tabelle 5. Modelirechnung fiir Sempachersee mit verschiedenen Parametern.

& und Ry in [Tag™] Stationire P-Konzentration  (8t)max Bt/ (Bt)max Re
[mg/m?] [mg m~2 Jahr-1] [%]
iz Ay ny "

Sommer £ = 0,001, Ry = 0,02 3,1 649 39,8 9,0 132 58 86
Ry = 0,003 0,35 108 151 10,0 355 2,2 95

& =001, Ry =002 27 69 316 9,3 128 6,0 89

001 1,1 36 214 9,8 200 3,8 93

0,003 0,34 11,1 13,7 10,1 352 2,2 95

0,007 0,7 243 178 9,9 251 31 94

Winter §=05 Ry = 002216 230 10,7 94 - - 89

%=10,05 Tag~! im Winter
B¢ = 770 mg m-2 Jahr-1

Re — 3 Ry im Sommer
£ = | Ry im Winter

v { 1,0 Tag~! im Sommer
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Abb. 6. Mittlere P-Konzentrationen im Sempachersee nach PERRET [16]. Vergleich mit dem sche-
matisierten Konzentrationsverlauf nach dem Modell. Die GOP-Komponente ist nicht berick-
sichtigt.
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in Modell und Messung recht gut iiberein, ebenso die saisonale Variation, dies vor
allem fiir die Werte in E. Hingegen scheinen die beiden hypolimnischen Komponenten
im Modell eher iiberschitzt. Eine gewisse Korrektur diirfte der nicht beriicksichtigte
GOP-Phosphor bringen, der in H zwischen 4 und 8 mg/m? schwankt und einen Teil
des zugefiihrten P enthilt.

Das durch den Vergleich von Theorie und gemessenen Konzentrationen fiir die
Stagnation ermittelte § von rund 0,01 Tag-! stimmt mit den Ergebnissen der im
Unterabschnitt 3.21 beschriebenen Methoden gut iiberein. Allerdings sind die Tempera-
turmessungen von Perret fiir eine verniinftige Anwendung (33) an der Grenze der
notwendigen Genauigkeit. Besser eignet sich die Berechnung mit der Diffusionskon-
stante D, wobei wir die von L1 [15] ermittelten D-Werte beniitzten. Stellt man den
Temperaturverlauf im Metalimnion in idealisierter Form dar (Abb. 7), so ergibt sich
die folgende Beziehung zwischen £ und D:

_D Fi)__D -

“ah TV, 4dk-h’

wobei 4, die Dicke der konstanten Temperaturzone an der Secoberfliche und ¥V,
das zugehorige Volumen bedeutet. Die so ermittelten £&-Werte sinken im Laufe der
Stagnation von 0,02 Tag~! (Juni) auf 0,003 Tag~! (August-September). Die beniitzten
Diffusionskonstanten liegen zwischen 0,08 und 0,02 cm?/sec.

Der schnelle Ausgleich zwischen Az und Az beim Einsetzen der Zirkulation moti-
viert die Wahl eines grossen & im Winter von 0,5 Tag~1.

&
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t
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Metaiimnion
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Abb. 7. Schematischer Temperaturverlauf in den oberen Seeschichten wihrend der Sommer-
stagnation zur Berechnung von § aus der Diffusionskonstanten D.

4. Diffusionsmodell fiir das Hypolimnion

Die Behandlung des Hypolimnions als vollstindig durchmischtes System ist fiir
viele Fragestellungen ungeniigend. So haben wir beispielsweise schon darauf hin-
gewiesen, dass die O,-Zehrung As im Sommer tatsichlich nicht homogen in H ver-
teilt ist, so dass die Ungleichung (53) nichts auszusagen vermag iiber allfillige an-
aerobe Gebiete in den tiefen Seeschichten. In diesem Kapitel soll kurz beschrieben
werden, wie eine in der Vertikalen nichthomogene O,-Theorie aufzubauen ist und
Oy-Defizite am Seegrund berechnet werden kénnen.
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Die Gleichungen fiir die PP-Konzentration # und die O,-Konzentration s als
Funktion von Tiefe # und Zeit ¢ lauten wihrend der Stagnationsperiode®):

oz on

Ot—_go_h—Rn' (55a)
ds 02s
— _—_— F * R . 55b
o on ” (550)

D ist die Diffusionskonstante, eine im allgemeinen 6rtlich und zeitlich variable
Grosse, welche wir aber als konstant annehmen werden ; I" = 140 nach (18). In (55a)
haben wir den gegeniiber der Sedimentation kleinen Diffusionsterm von vorneherein
weggelassen.

Wenn wir annehmen, der See besitze am Anfang der Stagnation iiberall die PP-
Konzentration ny, und behalte diese in E wihrend des Sommers bei, so lautet die
Losung von (55a) fiir 2 > hg: '

h— hg
-kt fiir ¢ <t* =
(b t)=1°° g (56)

e B-kE)  figr ¢t > t*

wobei a = R/g ist. # nimmt zuerst zeitlich exponentiell ab bis zu jenem Zeitpunkt ¢*,
an dem = zeitlich konstant wird und als Funktion von % eine Exponentialfunktion
darstellt. Die Zeit ¢* bis zum Erreichen der jeweiligen stationidren Konzentration
wichst mit zunehmender Tiefe.

Am Seegrund sammelt sich das wihrend der Fallzeit in H nicht mineralisierte
organische Material an. Nehmen wir an, es werde dort ebenfalls mineralisiert (ohne
dass die entstehenden Substanzen deswegen ins iiberstehende Wasser zuriickdiffun-
dieren miissen), so ergibt sich an der Sedimentoberfliche der folgende O,-Bedarf V,
pro Flache und Zeit (k,, = Tiefe des Sees an der betrachteten Stelle):

Vo) = my gl e ® fﬁrt<t*=émghE (57)
Tog De *Pm—b8)  fiir § > ¢*

Vs wird kompensiert durch den entsprechenden O,-Gradienten am Seegrund,
welcher sich aus der Beziehung O,-Fluss = — D 0s/0% ergibt:

os| v

% D °

Setzt man (56) in (55b) ein, so ergibt sich eine Differentialgleichung fiir s{, )
von der Art
Os 0%.
—=D__ — fh1),
ot Oh? fi 9.
wobei ferner die Randbedingung (58) zu erfiillen ist. Die Randbedingung gegen oben
(h = hg) lautet s = sg, wobel sg die O,-Sdttigung in E bedeutet.

(59)

8) Zur Vereinfachung lassen wir bei 7, g und R den Index H weg.
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Eine Losung von (59) ist im Prinzip méglich, aber kompliziert. Wir wollen hier
nur einen wichtigen Aspekt behandeln: Der Ditfusionsterm D 0%/0A? ist am Anfang
der Stagnation nur am Rand von H (k = kg oder A,) von Bedeutung, da nach der
Winterzirkulation s homogen iiber H verteilt ist, der Gradient also O ist. Aus (56)
und (57) kann man entnehmen, dass die O,-Zehrung gross wird am Seegrund und
unmittelbar unter dem Epilimnion, was tatsichlich auch mit den Beobachtungen
iibereinstimmt. Kritischer diirfte der O,-Schwund am Seegrund sein; ihn wollen wir
hier berechnen:

Der (anfinglich homogene) O,-Schwund Asyr in H durch Mineralisation allein ist

¢

Asy (b, &) =T'R f (b, &) dt

0

* ¢
— . T e~RE gy / e-ath-hpdy | :
7o TR [/ dt +t‘ ] 60)

0
Die Losung von (60) lautet:

my {1 — e B} fiirt < t*

7t I {1 — ¢=a0=h8) [1 — R(t — #%)]} fiir ¢ > £*. (61)

Asy (k, 8) = {
Der O,-Schwund am Seegrund und in dessen Nihe setzt sich zusammen aus Asy
und Diffusionsverlusten infolge der Mineralisation von organischem Material am

Boden.
As = Aspr + Asp . (62)

Die Berechnung von Asp fiir # = 4,, ist im Anhang II beschrieben [vgl. (B11)]
und der Verlauf von 4s am Seegrund in Abb. 8 dargestellt. Weiter ist die Dicke J der
Wasserschicht aufgetragen, innerhalb welcher der Effekt erhthter O,-Zehrung in der
Néhe des Seegrundes spiirbar ist:

/_’]SD
=— e, (63)
(0s]0h) hy

Die Daten entsprechen ungefihr den Verhiltnissen im Sempachersee an der
tiefsten Stelle (hp = 87 m), wobei nach L1 [15] D = 0,1 cm?sec = 0,86 m?*/Tag,
R = 0,007 Tag~! und g = 0,3 m/Tag gewihlt worden ist.

As ist proportional zu m,. Fiir s, wihlten wir 10 mg/m?, was ungefihr der PP-
Konzentration wihrend der Zirkulation entspricht (vgl. Tab. 5). Die O,-Messungen
von PERRET [16] zeigen allerdings in den tiefen Schichten des Hypolimnions einen
raschen und fast vollstindigen Sauerstoffschwund.

Da die Messungen nicht jedesmal an der exakt gleichen Stelle vorgenommen wur-
den, eignen sie sich schlecht fiir einen detaillierten Vergleich mit der oben skizzierten
Theorie. Unser Ziel war es vielmehr, die «homogene O,-Bedingung» (53) durch ein
realistischeres Modell zu ersetzen. Im Prinzip kénnte mit (61), (62) und (B11) eine
dem Abschnitt 3.4 dhnliche Eutrophierungstheorie aufgebaut werden beispielsweise
mit der Bedingung, dass die O,-Konzentration im See nirgends unter 5 mg/l sinken
darf. Die Erarbeitung eines derartigen kontinuierlichen Modells setzt allerdings auf
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der anderen Seite eine bessere Kenntnis der biologischen, chemischen und physika-
lischen Vorginge voraus und wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen.

{m]

201

T T

T T
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—>» t [Tage]
200 -

Abb. 8. Theoretischer Verlauf der O,-Zchrung wihrend der Sommerstagnation am Grund eines
90 m tiefen Sees mit Verhiltnissen wie der Sempachersee.
Asp = O,-Zehrung infolge Mineralisierung sedimentierten organischen Materials;
Asy = Op-Zehrung durch Mineralisation von organischem Material im iiberstehenden Wasser;
d = Dicke der Zone erhdhter O,-Zehrung.

5. Zusammenfassung

Die Entwicklung theoretischer Modelle in der Limnologie ist in den letzten Jahren
im Hinblick auf die zivilisationsbedingte Eutrophierung vieler Seen dringend ge-
worden. Neben biochemischen Prozessen haben physikalische Vorginge (insbesondere
Transportphdnomene) einen entscheidenden Einfluss auf den Stoffhaushalt eines
Sees. Mathematische Modelle ermdglichen die Berechnung der relevanten Stoff-
konzentrationen in Abhingigkeit von den dusseren Bedingungen (Input-Bedingungen)
und den Vergleich verschiedener Seen hinsichtlich deren Eutrophierungsempfind-
lichkeit.

Im Kapitel 2 werden verschiedene Modelltypen, insbesondere das kontinuierliche
Modell (Diffusionsmodell) und das Boxmodell, diskutiert und den zur Verifizierung
des Modells n6tigen Messdaten gegeniibergestellt, woraus sich die praktischen Grenzen
der Modellkomplexitit ergeben.
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Im Kapitel 3 wird ein dynamisches Zweiboxmodell, bestehend aus den beiden
Untersystemen Epilimnion und Hypolimnion, fiir einen See mit einem festen limi-
tierenden Nahrstoff (z.B. Phosphor) entwickelt (Abb. 3). Die Lésung des Differen-
tialgleichungssystems (26) fiir PO,-Phosphor bzw. partikuldren Phosphor ergibt
iiber eine stéchiometrische Gleichung vom Redfieldtyp (17) den zeitlichen Konzentra-
tionsverlauf anderer biologisch wichtiger Elemente wie insbesondere von Sauerstoff.
Viele Seen durchlaufen wihrend des Jahres zwei verschiedene Zustinde (Stagnation
und Zirkulation). Die stationdre Losung des Systems (29) stellt eine gute Niherung
fiir diese Zustinde dar, da die Anpassungszeit meistens in der Gréssenordnung weniger
Wochen liegt. Ein Mass fiir die Oy-Zehrung in den tiefen Seeschichten wird durch die
partikulire P-Konzentration im Epilimnion wihrend des Sommers geliefert; diese
ihrerseits hingt neben orographischen und hydrologischen Daten vom P-Input ab.
Beschreibt man nach Thienemann den Trophiegrad des Sees mit Hilfe der O,-
Verhiltnisse, so ermdglicht das P-Nihrstoffmodell die Berechnung eines direkten
Zusammenhangs zwischen Trophiegrad einerseits, P-Input, mittlerer Seetiefe und
hydraulischer Belastung andererseits (Abb. 5). Die Theorie stimmt erstaunlich gut
mit dem empirischen Resultat von VOLLENWEIDER [3] iiberein. Ferner werden P-
Retentionsfaktoren berechnet (46) und mit Messungen an einigen Schweizer Seen
verglichen (Tab. 3). Fiir den Sempachersee wird der zeitliche Verlauf theoretischer
und gemessener P-Konzentrationen verglichen (Abb. 6).

Die fiir Boxmodelle typische Voraussetzung homogener Verhiltnisse stimmt fiir
das Hypolimnion schlecht. Im Kapitel 4 wird im Sinne einer Verfeinerung des Modells
mit Hilfe eines Diffusionsmodells die durchschnittliche Sauerstoffzehrung (wie sie im
Kapitel 3 beniitzt wird) durch den O,-Konzentrationsverlauf als Funktion der Tiefe
und Zeit ersetzt (Abb. 8). Die Rechnung ergibt — in Ubereinstimmung mit dem experi-
mentellen Wissen - ein Oy,-Minimum unmittelbar am Seegrund, welches sich im
Laufe des Sommers verstirkt.

RESUME

Vu le fait que la vie moderne provoque une eutrophication croissante de nos lacs, il est devenu
de plus en plus urgent que la limnologie développe des modéles théoriques. A part les processus
biochimiques, les phénoménes physiques (surtout les phénomeénes de transport) ont une influence
décisive sur le bilan de matiére d’un lac. Des modéles mathématiques permettent de calculer les
concentrations de matiéres pertinentes en relation avec des paramétres externes (conditions de
«input») et de comparer la sensibilité d’eutrophication de différents lacs. Le chapitre 2 traite
plusieurs types de modéles, surtout le modéle de diffusion et le modéle & «box», qui sont comparés
avec les données de mensuration nécessaires afin de vérifier ces modeles; les limitations pratiques
de la complexité des modéles peuvent en é&tre déduites.

Le chapitre 3 développe un modéle dynamique 4 deux box, comprenant les deux systémes
subordonnés, épilimnion et hypolimnion, pour un lac avec une substance nutritive limitante
(ex.: phosphore, fig.3). En utilisant ’équation stoechiométrique du type Redfield (équation
17), la concentration d’autres substances biologiques importantes qui sont en fonction du facteur
temporel comme l'oxygéne peut étre obtenue par la solution du systéme des équations différen-
tielles pour le phosphore sous la forme de phosphates et le phosphore en particules (équation 26).
Dans l'espace d’'une année une grande partie de nos lacs passent par deux états (stagnation et
circulation). L’état d’équilibre donne une bonne idée de ces deux états puisque la période d’adap-
tation s'étend sur quelques semaines. La concentration du phosphore en particules, qui dépend
del’addition dans I’épilimnion du phosphore aussi bien que les quantités orographiques et hydrolo-
giques, sert en tant que mesure de désoxygénation dans les couches profondes pendant la période
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de stagnation estivale. Si, comme chez Thienemann, la teneur en oxygéne dans le lac est utilisée
comme critére de classification de son état trophique, le modéle du phosphore comme substance
nutritive donne la corrélation entre ’état trophique d’une part, et I’addition du phosphore, profon-
deur moyenne et la charge hydraulique d’autre part (fig. 5). Cette théorie correspond bien avec les
résultats empiriques de VOLLENWEIDER [3]. De plus, les facteurs de rétention de phosphore sont
calculés (équation 46) et comparés avec des résultats obtenus de quelques lacs suisses (table 3).
Quant au Sempachersee, le développement en temps des concentrations de phosphore de dérivation
théorique et mesurée est examiné {fig.6). L’hypolimnion ne se préte pas pour étre représenté par
un modeéle & box, comme celui-ci exige des conditions homogénes. On améliore en chapitre 4 le
modéle a I'aide d’'un modéle de diffusion ot on remplace le taux moyen de désoxygénation par
I’évolution de la concentration en oxygéne (comme on l'utilise en chapitre 3} en fonction de la
profondeur et du temps (fig.8). Selon notre expérience, le minimum en oxygéne immédiatement
au-dessus de la plaine augmente pendant la période de stagnation estivale.

SUMMARY

During the last years, the development of theoretical models in limnology has become urgent
due to increasing eutrophication of many lakes by human activity. Physical as well as biochemical
Pprocesses (i.e. transport phenomena) have a significant influence on the material balance of a lake.
Mathematical models are developed to calculate the relevant concentrations in dependence from
external parameters (input data) and to compare different lakes due to their eutrophication sensi-
tivity. In Chapter 2, several types of models are discussed, especially the continuous model (diffusion
model) and the box model. In order to get the practical limits of model complexity, an evaluation
is made of the necessary amount of measurements for the model verification.

In Chapter 3, a two-box model consisting of the subsystems epilimnion and hypolimnion, for
lakes with one specific limiting nutrient factor (e.g. phosphorus), is employed (Fig. 3). By using an
equation of the Redfield type (17), the depending concentration of other biologically important
substances (e.g. oxygen) follows from the solution of the system of differential equations for PO,-
phosphorus and particulated P, respectively (26). In a year’s time many lakes go through two
different states (stagnation and circulation). The steady state solution of the model (29) is a good
approximation for these states, as the relaxation time normally lies in the order of a few weeks.
During summer stagnation, a measure of the O,-depletion in the deep layers is given by the epilim-
nic particulated P-concentration, which itself depends from the P-input as well as from orographic
and hydrological quantities. Therefore, if — similar to Thienemann ~ O,-conditions in the lake are
used for the classification of its trophic state, the P-nutrient model gives the connection between
trophic state on one side and P-input, mean depth and hydraulic loading on the other side (Fig. 5).
The result is in an astonishingly good agreement with VOLLENWEIDER's [3] empirical data. Further-
more, we compare theoretical P-retention factors (46) of some Swiss lakes with experimental data
(Table 3). Finally, effective and computed time variation of P-concentration in Sempachersee are
compared (Fig. 6).

The assumption of homogenous conditions which is typical for box models is far from reality in
the hypolimnion. In Chapter 4, we improve the model by replacing the mean O,-depletion (as used
in Chapter 3) by a diffusion calculation which yields the O, concentration as a function of time and
depth (Fig. 8). In accordance with experimental knowledge we get a O, minimum at the sediment
water interface which increase during summer stagnation.
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Anhang

1. Die orographische Beschreibung des Sees

Es sei F(h) die Seefliche in Abhingigkeit von der Seetiefe, wobei F(0) = Fg die
Seeoberfliche darstellt und F(ky,,) = O gilt (Abb. 10). Das totale Seevolumen ist

Amax
V= f F(h) dk (A1)
0
und entsprechend fiir Epilimnion bzw. Hypolimnion
hg *max
Ve = / F(h) dh, Vg = _/ F(hydh, V=Vg+Va. (A2
0 P

Die Tiefe des Epilimnions Ag sei fest, wobei wir offenlassen wollen, zu welchem
Teil das Metalimnion gezihlt werden soll.

Totale mittlere Tiefe: & = F1 . (A3)
E

Mittlere Tiefen von E und H: [Fy = F(hg)].
- Ve - VH

hg=—=; h =——;71’=l; —+—Z . A4
E 7, " o E+ hy (A4)
Fin)
Flo)
0
7 (-&) rg
o
[]
n = 086 A
Fih)= F, [1--'[‘—'““]'l
or | /|
0,01 e —r
0.0t 0,1 1

Abb. 9. Verlauf der orographischen Funktion F(h) im Sempachersee und Néherungsformel zu
deren Darstellung.
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Es gilt hg <hgund b <k (vgl. Abb. 10). Die totale mittlere Tiefe % kann irre-
fithrend sein, da durchaus h < hg moglich ist, obschon in Wirklichkeit der See an
gewissen Stellen tiefer als g sein und somit ein Hypolimnion besitzen kann.

Wir definieren die beiden Verhiltnisse

e=—und y ==. (A5)

Im Prinzip ist F(h) irgendeine (monoton fallende) Funktion der Tiefe 4, so dass
strenggenommen Vereinfachungen in den Modellparametern nicht allgemein mdoglich
sind. Hingegen zeigt sich in der Praxis, dass hdufig folgende Funktionenklasse beniitzt
werden kann:

HM:FEP—ZLYKn>Q (A6)
d.h.
F(h) IR hmax'h
o (28) v ()

7 liegt normalerweise zwischen 0,5 und 2. In Abb. 9 ist die lineare Beziehung
(A7) fiir den Sempachersee aufgetragen; man erhilt n = 0,86.
Die Funktionenklasse (A6) ergibt die folgenden Beziehungen:

Fg-h = Pyax
v="F tma (A8)
n+1 n+1
h
und mit g = (1—- hE) =1- (—— E _):
Anax . (n+ 1)
Ve=Fg-h(1—p"), (A9)
Vg =Fg-h-o}, (A10)
hg=h (1 — oY), (A11)
hy=h-o, (A12)
ng-l
£=—q"lrl—, (A13)
_ 4
Y= 1—_W , (Al4)

Da g < 1, folgt aus (A13) und (Al4) y > & bzw.

fopg<l. (A15)
¥

In Abb. 11 ist gfy fiir verschiedene # als Funktion von h aufgetragen (kg = 12 m).

Die Abweichung zwischen ¢ und y wird — unabhéngig von # — fiir Seen mit # > 75 m
kleiner als 159%,.
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7,y
N b
h r‘:.. D max
¥ N
|
k— Fu 4"!
Fg

Abb. 10. Definition der orographischen Parameter.
h: totale mittlere Tiefe; hg, iy : mittlere Tiefe von Epi- bzw. Hypolimnion; kg = effektive Tiefe
des Epilimnions; Fg = totale Seeoberfliche; Fy = Seefliche an der effektiven Grenze zwischen
Epi- und Hypolimnion.

E/¢
1.0
//
n=2
s AN
0.5 4
1 1 =05
o T T T 1T i[m]
©0 20 50 100 200 300

Abb. 11. gy als Funktion von % fiir verschiedene n&e=VylVeg, p = hH/ZE. n = Parameter fiir
die orographische Funktion F(h), vgl. (A6).
II. Sauerstoffzehrung am Seegrund

Die Berechnung von Asp aus {62) erfolgt mit der normalen Diffusionsgleichung
und der Randbedingung (58). Wir fithren zur Vereinfachung die neuen Koordinaten

%X=hm—h (B1)
und die Bezeichnung y = Asp ein. Es ist also die Gleichung
dy 0%
Z_p = B2
ot Ox? (B2)
mit der Randbedingung?)
dy nI'g X
|...=" "D e (B3)

7) Wir setzen t < kg, — hg/g voraus, was fir alle t << T's;~180 Tage erfiillt sein diirfte, falls
Ay > 80 m ist.
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zu 16sen. Da y(t = 0) = 0, lautet (B2) fiir die Laplace-Transformierte [26] _; :
D @ =py. (B4)
dx?
Mit g2 = /D ist die Losung von (B4) von der Form
Y(p, x) = A(p) e™% + B(p) **. (B3)
Es ist B(p) = 0 wegen des Verhaltens von ; fiir x — oo. Somit folgt

a
o =—a40) (B6)
. dy a
Es gilt [26] “y = (—y) , also ist
dx ax
F (>
—qA(p) = — 7% / et e gt (B7)
0
__mle 1
-7 D p+R
a, I'g 1
Daraus folgt A(p) ==2—° —_— __ ynd
D ¢+ R)
- _mlg e %
y (. %) D Pt R (B8)

Die Riicktransformation ergibt nach [26], Appendix V:

o l'g _n _D i ZRD Y
y(x’t)__ZFe ( ﬁ) e~*V-R/D erfc Ty V— Rt

p— x —_—
— ¢ V-R/Derfc | ——= g .
erfc [2 Vi +} Rt]} (B9)
Fiir den Seegrund (x = 0) vereinfacht sich (B9) zu

T _mlg S— —
e~ e — — . 10
N0 = 57" V5w {erfc [—/— R#] — erfc [/ — Re]} (B10)
Die Theorie der Fehlerfunktion erfc (x) fiir komplexe Argumente findet man z.B.
bei CARSLAW und JAEGER [26].
Die Lésung von (B10) hat die Form

dsp(t) =y (0,8) = = v (/R 0), (B11)

&r
°VDR
wobei die Funktionv (£, %) im erwdhnten Buch tabelliert ist (Appendix II, Tabelle ITI).
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