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.~chliefllich aus Bromsilber, das sich nut in sehr 
verschiedener Verteilun~ befindet. Wie beim 
,Iodsilber ist d.iese Umwandlung des belichteten 
Bromsilbers yon der Silberkeimbildung als sol- 
cher unabhiingig. 5Inn ka, nn sogar die Silber- 
keime durch Bromwasser vSllig zerstSren und er- 
hiilt doch die Entwicklung des ,,Reif~ngsbildes" 
durch .Ammoniak. Auch bei der ,,Entwicklung ~' 
des Jodsilbers mit Joddampf wird ja jedes ,,che- 
mische" Bild, d. h. jede Spur yon Silber, dureh 

_ das Jod zerstSrt~ 

Von besonderem Interesse sind auch die Wir- 
kungen der Ri~ntgenstrahler~ und verwandter 
Energiearten auf die Brdmsilgerplatte. Bestrahlt 
man bestimmte Sorten yon Trockenplatten mit 
RSntgenstrahlen und l e g t  sie darauf ins Tages, 
licht, so erscheint nach einiger Zeit das RSntgeo- 
bild ohne Anwendung irgendweleher chemischer 
.,kgenti~n in rStlicher F,arbe ~uf b~iiuliehem 
Grunde. (Li~ppo-Cramer, Die RSntgenographie 
[Halle 1909], farbiges Titelbild, daselbst auch die- 
weitere Literatur.) ~bergiegt man eia solches 
durch Licht ,,entwickeltes" Riintgen.bild mit 
Ch.romsiiuremischung oder dergl., so bleichen die 
yon den ~N:-Strahlen veriinderten Bildstellen aus, 
wiihrend die nur belichteten fast unveriindert blei- 
ben. Diese Reaktionen ffihrten zuniiehst anf die 
Theorie einer dnrch die RSntgenstrahlen erfolgten 
Zersplitterung des Brom~ilbers, die s ich bei wei- 
teren Untersuehungen auch gut bew~ihrte. Ffir 
die Eigenart tier RSntgenstrahlenwirkung ist auch 
der fo]gende zuerst von M. P. Villard angegebem, 
Versuch recht iiberzeugend. 5[a.n bestrahlt eine 
gewS'hnliche hochempfindlictm Trockenplatte in 
normaler Weise mi.t Ri~ntgenstrahlen 'und legt 
dann die ganze Platte offen etwa eine ~liinute lang 
ins Tageslicht. Beim da.rauffolgendeu Behande]n 
mi~ einem gewShnlichen Entwickler entsteht ein 
deutliches positives RSntgenbild. 

Wfirde nun die offensichtliche Eigenart des 
RSntgenstrahlenbildes d a r a u f  beru'heu, dag die 
Zersplit.terung des Bromsi]bers .hier sehr viol inten- 
siver erfolgt als dureh Licht, so sollte man an- 
nehmen, dug auch die a'usschl, iel~lich auf der Zer- 
splitterung des BromsiI,bers beruhende ,,Entwick- 
lung" mit Ammonlak beim "Rgntgenstrahlenbitde 
lcichter und durchgreifender erfolge, vor a]lem 
ki~.rzere Belichtungen erfordere als beim gewShn- 
lichen Lichtbilde. Dies ist nun abet keineswegs 
der Fall. Auch erheblich fiber die Norma]exposi- 
tion hinaus mit Itiintgenstrahlen behandelte Plat- 
ten ergeben mit Ammoniak kein deutliches Rei- 
fnngsbild, sondern es ist, genau Wie beim Licht- 

�9 ] ~  " ~ bilde, eine auBerordentl.ich starke 'berexpos~hon 
erforderlich, um eln dlrektes Reifungsbild mit 
Ammoniak zu erhalten. Legt man aber die mit 
X-Stra'hlen vorbestrahlte Platte darauf unter einer 
Sensitometerskala etwa eine halbe 5[inute lung 
ins Tag~eslicht und setzt sie dann in der bescbrie- 
benen Weise den Ammoniakdiimpfen aus, so ent- 
s t e h t  ein deutIiches Reifungsbild des RSntgen- 
strahleaeindruckes. 

Die im Vergleich zu der starken Nachbelich- 

tung geringe ]~Ienge an RSntgenstrahlenenergie 
hat also doch eine erhebliche Steigerung der LSs- 
lichkeit des Bromsilbers zur indirekten Folge. 
Z.u dem Verstiindnis dieser ei,genarti~gen Wirkun~" 
der RSntgenst.rahlen kann man auf folgende 
Weise gelangen : Auch d e r X - S t r a h 1. 
w i r k t  n i c h t  g r u n d s i i t z l i c h  a n d e r s  
a l s  d a s  L i c h t  a u f  d a s  B r o m s i l b e r :  
die primiire Wirkung ist ianner Bromabspal- 
tung und - -Si]berkeimbildung. Abet die or- 

�9 wiihnten und andere Tatsachen, besonders -das 
Verhalten des RSntgenbildes gegea die Ammoni~k- 
entwicklung, lassen--sich erkliiren, wenn man die 
bei der Eigenart der iiul]erst kurzwelligen und 
durchdringenden R6ntg~enstrah|en ~rohl erlaubte 
Hypothese aufstellt, dab der RSntgenstrahl im 
Bromsilber relativ zahlreichere Zersetzun~zentren 
bildet als der Lichtstrahl, dab also das Keim- 
silber i.m Bromsilber feiner verteilt  ist. Die Ge- 
samtmenge an Silber kann in beiden Fiillen gleich 
se}n, aber'die topograpMsche u im Karn 
eine verschiedene. Wird nun abet die mit RSnt- 
genstrahlen behandeIte Platte dem gew6hnlichen 
Lichte ausgesetzt, so wirken die zahlreichen ur- 
sprfinglichen Keime wie in an.deren Fiillen be- 
schleunigend auf die weitere photochemische Zer- 
setzung .des Bromsilbers an d.iesen Punkten. Es 
wird daher an den zuerst yon den X-Strahlen ver- 
5nderten Bildstellen eine raschere Bromabspaltung 
und daher auch eine durcl~greifendere Zerspli~te- 
rung" des I(ornes erfolgen als an den nur yore 
Lichte getroffenen Teilen der Schicht. 

Die vorgetragene I-Iypothese macht die An- 
nab, me einer primiiren Zerstiiubung durch 
X-Strahlen ebenso entbehrlich wie bei der Licht- 
wirkung. In  beiden Fiillen ffihrt erst die ttalogem 
explosion sekundis zur :~nderung des sogen. Dis- 
persitiitsgrades des Bromsilbers. Anstatt der 
tIypot.hese yon einer beso, nders starken ,direk~en 
..mechanisehen" Wirkung der RSntgenstrahlen auf 
das Bromsilber wird aber die Annahme ngtig, 
dab d i e  X - S t r a h l e n  d a s  e r s t e  K e i m -  
s i l b e r  i n  h S h e r  d i s p e r s e r  F o r m  
a b s e h e i d e n  a l s  d e r  L i c h t s t r a h l .  
Nar die Berecht.lgung dleser tIypothese sprechen 
aber alle Tatsachen, die wohl frtiher zur An'na.hme 
einer direkten Zers'tiiubung fiih.rten, vor allem d.ie 
starke optische SensiMlisierung du, rch die Rgnt- 
genstrahlen, die auf kaum etwas ~andeTem beruhen 
k~nn als darauf, dab 0as bei der RSntgenbestrah- 
lung gebildete Sitber einen h~iheren Dispersitiits- 
Brad besitzt, d. h. feiner verteilt ist als das t3ei 
der gewShnlichen Belichtung entstehende. 

Die  phys ika l i schen  V o r a u s s e t z u n g e n  
der W a h r s c h e i n ] i c h k e i t s r e c h n u n  g. 

I" on Hans Reichenbach, Berlin-L4chterfelde. 

I. Von der Anwendung der'Wahrscheinlichkeits- 
gesetze auf die Dingo der Wirl~lichkeit. 

~ a n  kann beobachten, dug. die Wahrscheinlich- 
keitsgesetze zwei verschiedene Gruppen von For- 
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sehlern besch~ift.igen. Einmal die ]k[athematiker. 
Sie entwickeln aus den einfachen Grundgesetzen 
der Theorie komplizierte Rechenformeln, stellen 
Beziehungen auf, die verschhngene Probleme zu 
15sen gestatten, ffihren auch neue Begriffe ein~ 
wie Dispersion, mittleres Fehlerquadrat, zusam- 
mengesetzte WahrscheinlichkMt usw. Ihnen treteu 
die Statisti~ker aller Wissenscha-ften, der Physik, 
der Psychologie, der Soziologie usw. gegenfiber; 
sie fibernehmen gern den verzweigten Apparat der 
i~[athematiker, nicht aber um i h n  zu vervoll- 
st~indigen, sondern um ihn auf praktische Gegen- 
st~iade anzuwenden, um :~[ethoden aus ibm zu ge- 
winnen, mit denen sich bestimmt~ empirlsche 
Sachverhalte darstellen ]assen. Diese Zweiteilung 
der Arbeitsweisen entspricht einem tiefgehenden 
sachlichen Unterschied; es ist derselbe, der die 
reine mathematische Forschung von allen ihren 
Anweadungen trennt. Ke]n Zweifel, die Wahr- 
scheinlichkeitsgesetze stelle.n " ein geschlossenes 
mathematisches System dar, wie die SStze der 
Infinitesima}rechnung oder wie die Shtze der 
Geometrie, und die strenge Sicherheit dieser Ge- 
biete mull den Wahrscheinlichkeitssiitzen ebenso 
z.erkannt werden, soweit sie geschlossene :Rela- 
tionen, Begriffsketten aus Verflechtungen der 
Elementarbegriffe, darstellen. Es sei an das Ber- 
noullische Theorem erinnert, das die H~iufigkeiten 
und die Dispersion einfacher Wiederholungsreihen 
l~erechnet, und das,  mathematisch genommen, 
nichts anderes ist als eine Ausziihlung yon Kom- 
binationen. Niemanc~ hat je an der.Riehtigkeit 
dieser Kombinationslehre gezweife]t. Um so mehr 
aber haben sich Z ~ i f e l  erhoben, wenn es sich 
um die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsge- 
sebze auf Dinge " der Wirklichkeit hande]te; 
und die Statist[ker der einzelnen Wissen- 
schaften konnten sich niemals auf die mathe- 
matlsche Strenge der theoretischen Wahrschein- 
lichkeit berufen, weil es prCblematisch.blieb, ob 
die wirklichen Dinge sich den herechneten Rela.- 
t[onen unterordneten. Die Lage ist bier ~ihnlich 
wie bei der Geometrie: dab die geometrisc]~en 
S.~tze in sich richtig sind, wird yon niemandem 
bezweifelt; aber ob sie die wirklichen Dinge be- 
schreiben, ob der Raum, in de/n w i t  die physi- 
kalisehen Dinge messen, dreidimensional und 
euklidisch ist, darfi%er l ~ t  sich mathematisch 
nichts aussagen, und erst die ~fethoden der Phy- 
sik un,d der Philosophie kSnnen dar~iber die Ent- 
seheidung treffen. 

Die Geometrie-hat den 'Vorzug,  dal] sie ein 
entwickeltes Axiomensystem besitzt, und wir kSn- 
nea heute die F rage nach der (~elttlng ihrer S~tze 
ersetzen durch die Frage .nach der ,Geltung ihrer 
Axiome. Wena .die Axiome ~on dem wirklichen 
Raum befolgt werden, so  mull  dasse]~be" ffir alle 
geometrischen S~itze gelten; fiir die Untersuchung 
ist e s  aber viel einfacher, allein die. Geltung der 
Axiome ztt problematisieren. Nun gibt e ,  aller- 
dings fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung auch 
Axiomensysteme. A',ber dlese sind vollst~in, d ig  nur 
a]s Grun.dlage der rein arithmetischen Beziehun- 
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g e n d e r  Wahrscheinlichkeitsrechnung. In ihrer 
Anwenc~ung jedoch wollen die Wahrscheinlich- 
keitsgesetze wirkl.iche Vorgiinge besch~reiben, fiber 
zeitliche Abliiufe Bestimmtes aussagen, und es 
mu.ll deshalb noch e i n e  d u r c h  d a s  A u f -  
t r e t e n  d e s  Z e i t b e g r i f f s  g e k e n n -  
z e i c h n e t e  A x i o m g r u p p e  geben, die die 
Anwendung der Wahrscheinlich.keitsgesetze auf 
~virkIicheVorgiinge behandelt, und die wir 
deshalb Ms Axiome der Anwendbart~eit bezeich- 
nen wollen. Im Gegensatz zu den mathematischen 
Axiomen lassen si~. sich auch als physikalische 
Axiome bezeichnen, wenn man Fhysi,k im Mlge- 
meinsten Sinne als Wissenschaft von raum-zeit- 
�9 lichen Vorg~ingen auffallt. 

Die Aufs te lhng dieser Axiomgruppe ist yon 
mir in einer Arbeit 1) durchgefiihrt worden, auf 
die ich fiir eine ausffihrliche Begrfindung der 
hier dargestellten Gedanken verweisen .mull. An 
dieser Stelle sollen die Resultate der Unter- 
suchung mitgeteilt und der Weg ihrer Ableitung 
in seinen wesentlichen Ziigen gezeigt werden. Da 
es sich bei den Wahrscheinliahkeitsgesetzen stets 
um Niiherungsgesetze handelt, derart, dab mit 
wachsender Zahl der Wiederholungen eine engere 

Ann~iherung an die gefordcrte Verteilung statt- 
findet, so mfissen auch die Axiome der Anwend- 
barkeit als Gesetze fiber ein N~iherungsverhalten 
formuliert werden. Wir werden linden, da6 sich 
d i e s e  A x i o m e  a u f  e i n  e i n z i g e s  r e -  
d il z i e r e n. Es kann allerdings vorl~iufig nicht 
behauptet werden, dab nicht in gewissen Hypo- 
thesen .der Physik, z. B. Boltzmanns Ergoden- 
hypothese als Grundla~ge tier ]~[o]ekulaystatistik, 
noch andere Voraussetzungen enthalten sind, 
und in diesem Sinne darf die Untersuchung 
noch nicht als abgeschl.ossen gel%en. Auch 
beschr~inkt sich die Untersuchung auf physi- 
ka:lische Probleme und t~an~n deshalb ein 
Urteil fiber d i e  Anwendung der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung .in d e r  Psychologle und 
in c~er Soziologie nicht geben. Aber es wird sich 
zeigen lassen, dab das aufgedeckte Axiom eine  
fiber den Ra]~men der engeren Wahrscheinlich: 
keitsrechnung hinausgehende, philosophische Be. 
deutung besitzt, und dab seine Geltung im engste~ 
Zusammenhang mit dem physikalischen Erkennt. 
ni~oegriff steht. Diese Frage wird in einem de~ 
nlichsten Hefte dieser Zeitsch~ift behandelt wer- 
den, w~ihrend sich die gegenwiirtige Darste]lun~ 
~uf die A~ufstellung des Axioms beschr~inken wird. 

TI. Das Axiom der Anwendbar~eit der Wahr- 
scheinlichlceltssiitze: die Hyp'othese der wahr- 

schelnlichkeitsfunlctlon. 
Ein einfaches Beispiel der physikalischen 

Realisierung yon Wahrscheinlichkeitsgesetzen bil- 
det das Wfirfelspiel. D0rt werden die sechs~mSg- 
lichen Lagen des Wiirfels als ,,mSgliche F~ille" 
bezeichnet, und jede Lage gilt als ,,gleich wahr- 

1) Reiehenbach, Der Begr, iff der W~hrseheinl.ichkeit 
ftir d.ie m~thematmche IM, rstellung tier WirkHchkei.t. 
Ztschrft. f. Philos. u. phi,los. Kritik Bd: 161, 1917. 
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scheinlich". Diese Klassifikation der miiglichen 
Fiille in eine Anzahl gleich wah,rscheinlicher F~ille 
ist charakteristisch filr jede Wahrscheinlichkeits- 
berechnung. Unter gleicher Wahrscheinlichkeit 
versteht man, dab .bei einer Wiederholung des 
Vorgangs die gleich wahrscheinlichen Fiille: gleich 
oft realisiert werden, also z. B. jede Wilrfelseite 
gleich oft darankommt. "Das Problem ist da~bei: 
weber nimmt man das Recht, yon bestimmten 
Fiillen, z. B. dem Auftreten der Wfirfelseiten, zu 
sagen, dab sie gleich wahrschein~lich sind .~ 

~ a n  hat  versucht, die Gleich-Wahrscheinlich- 
kei~ so zu definieren, c~aB sie eine Aussage fiber 
die Wiederholung des Vergangs nicht enth~ilt, 
und glat~bte so das ,.Problem tier grol3en Zahlen 'r 
yea dem Wahrscheinlichkeitsproblem trennen zu 
kSnnen, i~fan def inier t  dana Gleich-Wahrschein- 
lichkeit als eine bestimmte physi~:alische Struk- 
tur, z. B. die .r~iumliche Symmetrie des Wiirfels, 
und verzichtet au~ die Behauptung, dab ,bei der 
Wiederholung jede Seite ann~ihern& gleich oft 
darhnkom~t. Durch derartige Definitionen kommt 
man natilrlich um dan Problem nicht herum. Die so 
definierte (~leich-Wahrseheinlichkeit bildet dann 
allerdings kein P.reblem mehr, man kann ihT Vor- 
handensein physikalisch konstatieren, die gleiche 
GrSl]e der Wilrfelseiten und die Mittellage des 
Schwerpunkts kann man apsmessen. A.ber alas 
:M:erkwiirdige bleibt, dab diesen geometrisch-physi- 
kalischen Verh~iltnissen gerade die gleiche tt~iufig- 
keit in der Wiederholung des Vorgangs entsprichti 
dies ist dan Problem, um dan es sich grunds~itz- 
lich handelt, und dessen Ge l t ung  in jeder An- 
wendung der Statistik vorausgesetzt wird'. Durch 
das Stattfinden einer solchen It~iufigkeitsbezie- 
hung lii~t sich auch erst jenes Erwartungsgefiihl 
rechtfertigen, mit  dem wir den Wah~scheialich- 
keitsbegriff gewShnlich verknilpfen, u n4 dan uns 
z. B. dan Eintre~fen zweier gleicher Wiirfe hinter- 
einander als unwahrscheintich empfinden l~iBt. 
Wenn es ausgemacht ist, dab eine derartige Kom- 
bination seltener vorkommt als andere Kom.bina- 
tionen,~ so ist das Spannungsgefilhl, mit dem wir 
das Wahrscheinliche erwarten, 'das Unwahrschein- 
l iche dagegen zuriicksetzen, psychologisch gerecht- 
s . aus geometrisch-physikalische Verhiilt- 
nisse aber liiBt es sich nicht hasieren. Noch we- 
niger abe r  ' l ~ t  s i ch  dieses Spannungsgefiihl za r  
Definition der Wahrscheinlichkeit verwenden, 
etwa indem man als gleich~:ahrscheinlich solche 
Verh~iltnisse definiert, die-die gleiehe ,,freie Er- 
wartungsbildung" in uns hervorrufen.-  Derartige 
Defini~ionen, die die Wirkung auf den Zu- 
schauer Zum Ausg'angspunkt nehmen, verfiihren 
da~zu, in �9 de r  Wahrscheinlichkeitssetzung eine 
lediglich su.bjektive Yermutung zu sehen, deren 
Inhalt  yon dem jeweiligen Stand unserer sub#el~- 
~iven Kenn~nlsse abh~ingt. Die Auffassung iiber- 
sieht, daI] es tats~ichlich ob]elctive Sachverhalte 
gibt, die dutch Wahrscheinlichkeitsgesetze er- 
schiipfend beschrieben werden, ~, B. die Gesetz- 
liehkeit des Wiirfelns. Es mull Auf~abe de r  
Psychologie .bleiben, zu erk]~iren, wie ann der 

Kenntnis solcher objektiven Sachverhalte be- 
stimmte Erwartungsgefilhle entstehen; m4t der 
Gesetzm~iBigkeit der Wahrscheinlichkeit hat dies 

nichts  zu tun. 
Wir definieren deshal.b als gleichwahrschein- 

lich solche F~ille, die ,bei der Wiederholung ange- 
niihert gleich oft realisiert werden, und ~vir mils- 
sen untersuchen, welche physikalischen Voraus~ 
setzungen fiir dan Stattfinden eines solchen Phii- 
nomens gemacht werden milssen. 

Wit wiihlen als Beispiel 'eines Wahrscheinhch- 
keitamechanismus dan Roulette. Poincar$1) hat 
dieses Spiel .behandelt und auf eine sehr einfache 
Voraussetzung zurfickgefilhrt. Der rotierende 
Zeiger wird seinen Kreis vielmal durchlaufen, his 
er stehen bleibt; wir kSnnen seinen Weg durch 
einen Winkel messefi, wean wit nach der ersten 
Umdrehung il~ber 360 ~ hinausz~ihlen und so fort- 
laufend bin zu ~ner  Gradzahl Q z~ihlen, bei .der 
der Zeiger stehen .bleibt. Wiire ~ um ein Stfick- 
chen A Q gr51]er, das gerade tier GrSBe eines far- 
bigen Sektors entspricht, so wilrde der Zeiger auf 
der an.deren Farbe steben gebli.ebea sein; den!ken 
wir uns diesen Weg nochmals um A ~ vergrSBert, 
so hiilt der Zeiger wieder fi.ber der ersten Farbe, 
usw. Lassen wit den Zeiger mehrere '~[ale apie- 
len, so wird der Weg Q jedesmal auders sein, well 
die Kraf t ,  mit der der Zeiger fortgeschnellt wird, 

Fig. 1. 
Zur Zurtick[iihrung der C~leich-Wahrscheinl.ichkeit 

auf die Stetigkeit einer Kurve. 

niemals genau die gleiche ist; aber eb rot odor 
schwarz getroffen wir.d, hiingt nur davon a.b, in 
welchem Intervalt  h • .  der Zeiger zu, r Ruhe 
kommt. Wit  denken uns nun w~ihrend einer~ grS~e- 
ren Reihe yon Versuchen filr jedes einzelne Inter- 
vail A Q gez~ihlt, wie oft der Zeiger gerade in die- 
sere Intervall  anh~ilt, und diese Zahl h du,rch d ie  
Gesamtzahl N der Yersuche div.idiert, so .dal] wir 
die relative ]~iufigkeit bin des Intervalls erhalten. 
.Dies werde graphisch aufgetragen, wie es Fig.  1 
darstellt. Darin ist als Abszisse ~ aufgetragen, 
und die Intervalle An  sind a.bgeteilt; die Tela- 
tive Anzahl der Treffer  h/N ist fil'r jedes I.nterva:ll 
,durch den schmale~ rechteck~ihnlichen Fliichen- 
streifen dargestellt, tier sich daril.ber erhebt. 
~ a n  sieht aus der unregelm~iBigen Form der  
Kurve, dab tier Zeiger keinesfalls jeden Wert  i2 
gleieh oft erreicht, im Gegenteil bevorzugt er ein 
gewisses Goblet in der Mitte und nimmt selten 

1) Poinvar@, Oaleul des ProbabilR~s, Paris 1912, 
Ga.uthier-Villars~ p. 149. 
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kleine odor sehr groSe Werte O an. Nun  ist die 
Anzahl der Fiille, dall der Zeiger auf  einem 
schwarzen_ Sektor anhiilt, durch die Summe der 
schraffierten Fliichenstreifen gegeben, und die 
Anzaht .der Treffer  ,,rot" dutch d i e  Summe der 
uichtschraffSerten Streifen. Jeder Sektor des 
Roulettespiels entspricht  d a b e i  ~bereits einer 

�9 Summe yon Fliichenstreifen der Figur ,  und die 
Far~e ,;rot" oder ,schwarz" entspricht einer noch 
grSlleren Summe. E s  sin& a,ber zwei nebenein- 
anderliegende Streifen nahezu gleich grog, un& bei 
der Summenbi ldung wird jedem kleinen schraf- 
fierten Fl~ichenstreifen. ein kleiner nichtschraf- 
fierter, jedem grol3en schraff ier ten Streifen ein 
groller nicht-schraffierter  entsprechen, so dall die 
insgesamt schraff ier te  Fliiche nahezu gleich wird 
der nicht-schraffierten.  Das wi~rd um so genauer 
erffillt sein, je kleiner die Teilung A ~ ist, je 
gri~Ber also d ie  Anzahl der Intervalle ist, und es 
liiflt sich leicht zeigen, da$ in der Grenze fiir ua- 
endIich k]eine h ~  die Fbeiden Fliichen genau 
gleich we~den. Voraussetzung is t  da~bei ntrr, dab 
die Kurve  der  F.ig. 1 s~etig verliiuft, hlso keine 
anomalen Spri inge macht ;  ihre" Form kann 
ganz be]iebig sein, sie kann auf- uud absteigen 
und beliebig gekriimmt sein. Allerdings mull die 
Summo der Rechtecke immer endlich blei, ben, und 
die Ktrrve muB deshalb an q)eiden Enden asym- 
ptotisch zur-Abszissenachse verlaufen, d. h. sehr 
gro~e und sehr kleine Werte yon ~ mtissen 
~iul3erst selten vorkommenl).  Si.nd .diese u  
setzungen erfiillt, so folgt, dab ebenso oft die rote 
wio die schwarze Farbe getroffen ,wird; damit ist 
die Gleich-Wahrscheinlichkeit del~ beid'en Farben 
ztLriickgeffihrt auf  ,die Existenz einer solchen 
Kurve. 

Was bedeutet nun diese Kurve? W J r  miissen 
uns klarmachen, daI3 ihre Existenz keineswegs be- 
wiesen war. Wir  bat ten nur gesagt, dab wir die 
Trefferzahlen ziihlen und n a c h  dem genannten 
Verfahren eintragen wollten. Genau genommen, 
erhMtea wir da.bei iiberhaupt keine Kurve. Wir 
kSnnen zun~ichst nur  fiber jedem h ~ ein Recht- 
eck zeichnen, .dessen Fliicheninhalt gleich der 

h 
relativen Trefferzahl Ar dieses Intervalls ist, und 

die Oberkanten der Rechtecke werden daan einen 
Treppenweg .bilden. VergrSl~ern wir die Anzahl 
N der Versuche, so wir.d der Treppenweg ausge- 
glichener werden; wir kSnneh dana die Inter-  
valle A ~ kle iner  denken, und dadurch wird .der 
Treppenweg einer Kurve iihnlicher werden. All- 
zu klein  diirfen wir die A ~ bei ~liesem graphi- 
schen Verfahren zun/ichst nieht w/ihlen. Is t  z. B. 
die Anzahl der A f~ grSl3er als die Anzahl N der 
Versuche, so kana  unmSglich in jedem A O e[n 
Treffer  liegen, an vielen Stellen also wfirde das 

x) Der Beweis t'~iSt sich bereits fiihren, wenn die 
Kurve integr~erbar i~t und has Integral yon ~ ~ his 
-I" OO einen en<tlichen Wert hat. Die Forderung &er 
Stebigkeit geht also e~was zu weir; aber ~ie driickt 
am ~l~utl.i~hsten d~e verlangte ~Eigenschaft aus und soll 
deshalb im folgenden immer beautzt wer.dem Genauer 
mtiflte man yon der Stetigkeit des Integrals spreehen. 
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R e c h t e c k - - 0  za zeichnen sein, und der Treppen- 
yveg wfirde hSchst unregelmiil3ig werden. Erst  
wenn die Anzahl der Versuche grSller genommen 
wind, wird wieder ein regelmiilliger Treppen.weg 
entstehen, der nun  einer stetigen Kurve  noch 
~ihnlicher ist "als der s Zu einer ~tetigen 
Kurve selbst aber kSnnen wir mit einer enc~lichen 
Anzahl N yon Versuchea - -  und nu t  solche 
endlichen Anzahlen stehen" uns zur u 
gung ._2 niemals kommen. Wenn wir -trotz- 
dem fiir die ~ Umdrehungen des Zeigers die 
Existenz einer stetigen Hilufigkeitskurve an- 
nehmen, so bedeutet dies die Hypothese, da~ bei 
dem geschilderten graphische~ Verfahren mib 
wachsend-em N eine Anniiherung an eine solehe 
stetige Kurve mlt asymptotische~ Enden zu- 
standekommt. Derart ige Kurven cp(~) n, ennt 
man Wahrscheinlichkeitsfunktionen, wei,~ .die 
Wahrscheinlichkeit  iV, dal3 ~ in dem Intervall  
yon g~ his O.,. liegt, also die relative Hiiufigkeit 
. h  

ftir beliebige Intervalle, durch den Ausdruck 
9~ 

limN-.=o~-" |g ( ~ ) d ~  

gegeben ist. (Aus der Summation der Rechtecke 
entsteht fiir lim N - - ~  das In tegraL)  Und wir 
kSnaen sagen, dall sich die Gleichwahrseheinlieh- 
keit der beiden Farben im Roulettespiel zuziiek- 
f f ihrea  l~illt au f  die Hypothese, dait fiir den Um- 
d, rehungswinkel des Zeigers eine Wahrscheinl~ch- 
keitsfunktion existiert. 

Diese Erkenntnis  bedeutet einen wesentlichen 
For tschr i t t  ffir das  Wahrscheinlichkeitsproblem. 
V0rher standen wir vor der Frage, die Gleich- 
wah,rscheinlichkeit der roten und schwarzen Sek- 
toren zu erkliiren; .dabei erschien~diese Gleich- 
wahrscheinlichkeit als eine mysteriSse Ei.gen- 
schaft der Farbenstreifen,  und es schien gar kein 
Grund vorhanden, warum man fiber die Streifen 
eine derartig weitgehende Aussage machen sollte. 
J-a, m a n  hat  sogar versucht, aus dem Vorhanden- 
sein keines Gru.ndes ein philosophisches Prinzip 
zu machen, indem man sagte, es sei kein Grund 
vorhanden~ einen Streifen zu b~vorzugen, und 

�9 darum miil3ten die Streifen gleiche Wahrschein- 
lichkeit besitzen. Dieses ,,:Prinzip des mange:n- 
den Gruhdes" fibersieht, .dal3 man ebenso keinen 
Grund hat, die Streifen gleich wahrscheinlich zu 
ne'nnen, und dab man also auch das Gegenteil fol- 
gern kSnnte;  Sch]=fisse auf keinen Grund zu 
'ba sieren, ist dben immer sehr mil3]ich. Die 
t typothese der Wahrscheinlichkeitsfunktion ent- 
hebt uns "mit einem Schl~ge dieser Schwierigkeit. 
Denn sie n immt die verlangte :Eigenscha~t yon 
den S t r e i f e n  weg und fibertriigt sie auf den rotie- 
tendon Zeiger;  fiber die ~ a t u r  des Rotationsvor- 
gangs sagt sie etwas aus, und die Streifen ii.ber- 
nehmen da'bei ~ur  die Aufgabe, diese eigentfim- 
liche l~atur des Rotationsvorgangs siehtbar zu 
machen, in besonderer Zuspitzung zu veranschau- 
lichen. Jetzt  ha:ben wir allerdings Grund genug, 
die Streifen gleich wahrscheinlich zu nennen, de.s- 
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halb n~imlich, well sie gleich g.ro/J sind; w~iren sie 
verschieden, so wiiren, auch die Intervalle A f~ 
nieht gleich, un.d die Hiiufigkeit der Farben n icht  
durch 1 : 1, sondern durch ein anderes Verh~ilt- 
his gegeben. Die Streifen bewirken nur eine 
eig'entiimliche Zerlegung und Zuordnung der ver- 
schiedenen Drehungswin.kel des Zeigers; der 
Zahlwert der dabei auftretenden Mengenverhiilt- 
nisse ist dutch die GrSBe der Streifen bestimmt 
und <las Prinzip des mangelnden Grundes ist mit 
dieser Verschiebung des Frdblems verschwunden. 

Damit ist allerdings alas Problem noch nicht 
geli~st. Wir werden die neue Hy~pothese erst zu 
rechtfertigen haben. Sie unterscheidet sich 
durchaus yon anderen physikalischen Hypothesen; 
sie ist auch nicht mit  den iibliehen physikalischen 
]~ethoden zu .kontrollieren, well sie nicht durch 
Messungen bestiitigt werden kann. Sie besa.gt 
eine Gesetzmiilligkeit der Natur, die im Zi~hlen 
yon GrSl~en z u m  Ausdruck kommt, und auch hier~ 
geht sie viel welter als alle Erfahrung, weft sie 
einen Grenzwert fii,r unendlieh viele Beobach- 
tungen aufstellt. Abet wir kSnnen schon jetzt 
als ihren Vorzug erwiihnen, dull sie die Form 
einer Steti~keitsv0raussetzung hat und keine 
quantitativen Verhiiltni~se vorschreibt. Wit 
brauchen nicht mehr anzunehmen, dab endlichen 
Fliichenstiicken gleiche Wahrscheinlichkeit zu- 
kommt; unsere Hypothese lautet nicht, dal] alle 
W:erte ~r den Drehungswinkel f~ gleich wahr- 
scheinlich sind, sondern nur, dal] unendlich be- 
naehbarte Werte gleichwahrscheinlich sind. 
Darin, da$ eine Annahme ii.ber den bestimmten 
Wert der Wahrscheinlich~eit~funktion r (t2) 
nicht gemacht zu werden braucht, sondern nut 
ihre Stetigkeit vorausgesetzt werden mull, um die 
gleichwahrscheinlichen F~ille zu erkl~iren, die die 
Grun<llage der Wahrscheinlichkeit~ber echnun g 
bilden, liegt d i e  U b e r l e g e n h e i t  d i e s e r  
t ~ y p o t h e s e  ; das wird ffir die philosophische 
Seite des l~roblems wichtig werden. Zun~ichst sell 
jedoch gezeigt wer<len, da$ dieselbe Vo'raussetzung 
auch fiir andere Frobleme hinreichend ist. 

III. Die Stetigke~t der ~Wahrscheinllch~'eitsfun~-- 
tion und die physikalischen Grundlag~n einiger 

Gliicksspiele. 
Von jeher haben die Gliicksspiele als Ideal- 

s der Wahrscheinl.ichkeitsrechnung gegolten; 
es ist ii.blich geworden, an ihnen als Beispielen 
die Oesetze der Wahrscheinlichkelt zu erl~iutern, 
Und nirgends scheinen ,die Voraussetzungen jener 
eigentiimlichen Kombinationslehre, wie sie die 
Wah:rscheinlichkeitsrechnung darstellt, die ein- 
zelnen gleich wahrscheinlichen und die'MSglich- 
keiten ersehSpfenden Fiille, ihre beliebigr Kom,bi- 
nationsfiihigkeit und die Regelmiil~igkeit ihres 
Eintreffens, so klar und deutlich gegeben wie in 
diesen anerkannten Tummelpl~it'zen des Zufalls. 
Sic erscheinen geradezu als eine Symbolisierung 
jener Rechenregeln, die das Gebiiude der  Wahr- 
sche4alichkeitsrechnung ausmachen, wiihrend ihre 
physikalischo Natur  hSchst uninteressant und un- 
wichtig bleibt. Das iindert sich erst, wenn man, 

wie wi re s  fiir das Roulettespiel getaa haben, nach 
den physikalischen Voraussetztmgen sucht ,  die 
diese <lock i m m e r n u r  empirischen Vorgiinge zu 
~usterbi ldern mathematischer Operationen 
machen; dsbei gelingt es dann, jenes Axiom der 
Aawendbarkeit der Wahrscheinlichkeitssiitze auf- 
zudecken, das wir yon vornherein als unse.r Ziel 
aufsteUten un.d das wir jetzt als Hypothese der 
Wahrscheinlichkeitsfunktion formulieren konnten. 

Es ist bei der grollea Xhnlich'keit aller Gliicks- 
spiele leicht zu zeigen, dull diese Hypothese auch 
bei den anderen Spielen zur Anwendung kommt. 
Nehmen wir z. B. das Spiel mit der geworfenen 
.Miinze. Dabei gibt es zwei mSgliche und gleich- 
wahrschei.nliche F~iile, je nachdem, ob Kopf odor 
]]rappen oben liegt. Aber wieder liegt die wesent- 
liche Hypothese nicht in der ]kfiinze, sondern in 
der ~N~atur des Bewegu~gsvorgangs. Die Zeit, die 
yon dem Abwerfea der Miinze bis zu ihrem Nie- 
derfall versbreicht, und die fiir jeden Wurf  ver- 
schieden ist, ergibt diesmal die GrSlle O, die wit 
als A~szisse der Figur  auftragen. Die Eintei- 
lung in Intervalle erfolgt durch die Rotation der 
'3fiinze; je nachdem, ob die Fallzeit etwas liinger 
odor kiirzer ist, kommt die ~vItinze in dem durch 
Kopf oder Wappen charakterisierten Intervall  zu 
Boden. Nun erfolgt allerdings die Rotation tier 
Miinze nicht mit gleichfSrmiger Geschwindigkeit, 
und dadurch werden die -Intervalle ungleich 
grol3. Aber wit dfirfen annehmen, dull die Ge: 
sck~rindigkeit sich stetig iindert, und so werden 
benachbarte Intervalle nahezu gleich grol]; die 
Figur  sieht dann' etwas anders aus als Figur  1, 
well die Teilung A ~ nach rechts immer-grSller 
wil, d, aber xr der angen~iherten Gleichheit be- 
nackbarter h f~ l~ifit sick der Schlu~ auf Glelch- 
heit tier sch:raf:fierten und der nicht-schraffierteu 
Fl~iche ebenso durchffihren.- Die beiden Seiten 
der ]k[iinze iibernehmen also, den Sektoren des 
Roulettespiels entsprechend, nut die' Klassiflzie- 
r~lng del: FalIzeiten, ihre Einteilung in zwei 
Scharen, und als chal~akteristische Hypothese 
bleibt die Existenz einer Wahrscheinlichkeits- 
funktion ffir die Fallzeit. (Ball ~'ir auch die 
Stetigkeit der Rotationsgeschwindigkeit voraus- 
~ tzen  miissen, ist keine fiir die Wahrscheinlich- 
'keitsrechnung charakteristische V[ypothese. Der- 
artige Annahmen macht die Physik stets fiber 
ihre GreBen, sie be(teuten, dab sich physikalische 
GrSllen nicht sprungweise ~indern kSanen, sou- 
dern alle Zwischenwerte durchlaufen. Wir diir- 
fen also yon dieser Voraussetzung Gebrauch 
machen, o h n e ' d a m i t  ein neues Element in das 
Problem hineinzutragen. Es ist vielmehr-zu er- 
warten, dab die allgemeinen Voraussetzungen, .die 
die Physik jederzeit macht, auch fiir das  Goblet 
der Wahrscheinlichkeitsgesetze angewandt wer- 
den;  nicht dies zu best~itigen ist unsere Aufgabe, 
son<lern die spezlellen Voraussetzungen zu linden, 
die s die Geltung der Wahrscheinlichkeits- 
gesetze notwendig sind.) 

Ffir das Wi~rfelspiel gilt die gleiche Bctrach- 
tung. Die GrSl3e, ffir deren Wiederholung eine 
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Wahrscheinlichkeitsfunktion angesetzt wird, ist 
wieder die Fallzeit, und die Rotation des Wfirfels 
teilt stetig wachsende Intervalle ab, unter denen 
benachbarte nahezu gleich sin& Der Unterschied 
ist allein .d~r, dal~ entsprechead den 6 Seiten eine 
Klassifizierung in 6 Scharea yon Intervallen ein- 
tri t t ;  wir miissea also in der Figur 6 aufeinander- 
folgende Interval le  verschieden schraffieren und 
dana mit tier Schras yon neuem ,beginnen; 
a*ber man kann ffir die 6 Fliichen, die yon den 
gleichschraffierten Intervallen eingenommen 
werden, ganz entsprechend beweisen, dal~ sie in der 
Grenze fiir unendlich kleine Intervalle einander 
gleich werden. Dal] die Genauigkeit mit kleine- 
reh Intervallea w~ichst, ist eine praktisch aner- 
kannte ]~rscheinung; denn man nimmt allgemein 
an, dull die Verteilung am so regelm~iBiger aus- 
fiillt, je rascher der Wiirfel rotiert. Auch ffir 
dieses Gliicksspiel l~ilit sich Mso die Hypothese 
der Wahrschei~alichkeitsfunktion als hinreichende 
Voraussetz u n g  betrachten. 

Wesentlich bleibt dabei immer, dM] die Hypo- 
these nut Stetigkeit der Wahrscheinlichkeits- 
funktion verlangt, fiber ihre spezielle Form je- 
dech nichts wraussetzt. 

Nun gibt es Fiille, ffir die man ,,aus dem Ge- 
fiihl heraus" eine Wahrscheinlichkeitsfunktion 
der Form 

f ( x )  - -  const. 
anse~zt; e s i s t  wiehtig, dab man dlese Form auch 
aus der blol]en Stetigkeit einer Wahrscheinlich- 
keitsfunktion, abet ffir eine andere GrSBe, ab- 
leitea kann. Um .dies an einem Beispiel zu ver- 
deutlichen, greifen wit wieder auf das Roulette- 
spiel zarfick. Wir batten dort den Umdrehungs- 
winkel Q fiber 360 ~ hinaus gemessen und die 
Existeaz einer ~ Stetigen Wahrscheinlichkeitsfunk- 
t~on q~(~) angenommen (Fig. 1). :Nun ent- 
spricht jeder rote oder schwarze Sek~or bereits 
einer Summe von Intervallen A~, und wean man 
nicht mehr 2 Seharen abteilt, sondern, iihnlich 
wie beim Wfirfelspiel, so vim Scharea nimmt, wie 
Sekt(~ren da sind,, so ergibt s~ch ffir ]eden ein- 
zelnen Sektor bereits die gleiche Summe sehraf- 
fierter Fliiehenstreifen und damit die gleiche 
Wahrscheinlichkeit. Wi, r .brauchen nicht mehr 
bis zu der grSl]eren S u m m e  der roten 
und der schwarzen Sektoren zu gehen. Wfirde 
man die Sektoren un$1eich grol~ machen, so 
wiirde dem grSl~eren Sektor eine i n  diesem Ver- 
h~iltnis grSi~ere schraffierte Fliiche und damit 
eine entsprechend grSl]ere Wahrscheinlichkeit zu- 
kommen. D. h. die W-ahrscheinHchkeit ist pro- 
portional dem Winkel des Sektors, und wenn man. 
den Winkel jetzt nicht  fiber 360 ~ hinaus ziihlt 
und mit @ bezeiehnet, so  bedeutet dies, dab 

/ r  - '  d 

ist, we /c eine Konstante da.rstellt, t)araus folgt 
(p (~)) _~/c _-- const. 

Wir erhaltea also fiir die GrSl3e ~ eine Wahr- 
scheinlichkeits~unktion yon der speziellen Form 
r  wenn wit fiir die Griii]e ~ eine 

Wahrscheintichkeitsfunktion ~(Q) yon beliebiger 
Form anaehmen. So ist unter Umstiiaden die 
Stetigkeitshypothese hinreichende Vo,raussetzung 
ffir das Auftreten einer ganz speziellen Wahr- 
scheinlichkeitsform. 

I V ,  Die Ausdehnung  der Hypothese der Wahr- 
schelnlichkeitsfun~tior~ auf  die Komb~nation 
mehrerer - -  voneinander unabhSng~ger - -  Ereig- 

nlsse. 

Die Wahrscheinllchkeitsrechnung .begniig~ sich 
nieht damit, die Gleichwahrscheinlichkeit der ein- 
zelnen Fiille zu statuieren. Ihr ganzer Aufbau 
entsteht vieImehr erst daduTch, dab sie die t~om- 
binatioa solcher Fiille vornimmt un~ die Wahr- 
scheinHehkeit beliebi.ger Kom, binationen berech- 
net,, wena die Wahrscheinlichkeit der Einzelfiillc 
gegeben ist. DabM benutzt sie das ,,Gesetz der 
zusammengesetzten Wahrscheinlichk:eit", welches 
besagt, dM] die Wahrscheinliehkeit einer Kombi- 
natio~ gleich dem Produkt der Einzelwah, rschein- 
lichkeiten ist, wenn die betrachteten Fiille von- 
einander unabhiingig sin.d -(Multiplika~ionstheo- 
rein). Es entsteht die Frage, we]che physikalische 
Hypothese wir ffir ~Ias Zutreffea dieses Reehen- 
verfahrens machen miissen. Ehe wir daztt schrei- 
ten, miissen wir jedoch genauer erkliiren, was un- 
abh~ingige Vorg~inge sind; denn dieser Begriff 
ist wesentlich fiir die Geltung des Gesetzes. 

Wir beschreiben eiaea physikalischea u 
dadurch, dal3 wit die ihn chara'kterisierendea Be- 
stimmungsstficke zueinander in Beziehung setzen; 
wir beobachten etwa an einem fal]enden Stein 
eine bestimmte Geschwindigkeit und vergleichen 
sie mit der Zeit. w~ihrend der der Stein bereits 
gefallea ist, und die dabei gefuadene Relation 
v ~ g.  t stellt eine Beschrei.bung des Failvorgan- 
ges dar. Wir  sagen, dab die Geschwindigkeit 
eine Funktion der FaHzeit ist, oder einfacher, 
dab sie yon der Fallzeit abhiingig ist; und wit 
kSnnen das E,rkenntnlsverfahren der Physik ge- 
radezu als eia Suchen nach a,bh~ngigen GrS]en 
uad der Art ihrer Abhiingigkeit bezeich~en. ~Tun 
ist die Zahl der Abhiingigkeitsrelationea sehr 
grol], so gro~, dab es sogar ganz unmSglich ist, 
Sie jemals zu erschSpfen; abet unter ihnea zeich- 
aea sich einzelne dadurch aus, .dab si:e das Ge- 
schehen vorherrschend charakterisieren, und man 
gelangt za Erkenntnissen bereits d~dtirch, dal] 
man sieh au f  diese Relationen beschriinkt. So 
besteht in unserem Belsl~iel des fallenden Kiir- 
pers auch eine Relation .zwischen tier Geschwin- 
dig~eit und tier Luftdichte, well diese die Rei- 
bung beeinflulit; aber man ,kann feststellen, dab 
groJ~en K~derungen der Luftdichte nur kleine 
"~_aderungen der Fal~lgeschwiadigkeit entsprechen," 
tLn.c] durum darf man d~iese Re la t ion  neben 
der ersten vernachliissigen. , B e i  einer ge- 
nauerea Theorie des Falles wi~rd man diese Ein- 
fliisse allerd~ngs hinzuziehen;" abet  sie bedeuten 
doch nur eine Abhiingigkeit voa geringerem 
Grade und bleiben dadurch-voa der ersten Ab- 
hiingigl~eit unterschieden. Der Abhiingigkeits- 
g rad .kann  jedoch noch weiter sinken. So ist 
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z. B. die Fallgeschwindigkeit auch abhiingig von 
der Stellung des Mondes zur Erde, well diese 
das Gravitationsfel.d beeinflul]t; aber bier ent- 
sprechen grol]en Xnderungen des Mondortes be- 
reits so tiberaus kleine )i.aderungen der Fal]ge- 
schwindigkeit, dal] man praktisch von einer Ab- 
h~ngigkeit nicht mehr spricht. Prinzipiell mull 
allerdings festgehalten werden, dab es una, bhiin- 
gige physikalische Gr55en nicht g i b t .  Denn es 
gibt keine "abgeschlossenen Systeme, jedes System 
steht durch seine O,berfliiche mit anderen 
Sys~emen in Bezi6hu:ng, diese wieder mit an.de- 
ren usf.,  so dab alle Systeme scMieBlich in Be- 
ziehung zueinander stehen: Abet es lassen sich 
sel~r niedrige, sogar belie~big niedrige A.bhiingig- 
keitsg-rade aufzeigen, und es hat sich in der 
Physik eingebiirgert, derartige gering verbundene 
GrSl]en als unabhiingig zu bezeichnen. Wir halten 
als Definition der Unabhiingigkeit, richtiger des 
geringen Abhiingigkeitsgrades, feat, dab ~rol]en 
~n.derungen der einen GrSl3e verschwindend kleine 
Anderungen der anderen GrSlle entsprechen. 

Entsprechend kSnnen wit auch die Una.bh.:in: 
gigkeit yon VorgSngen definieren. Denken wir 
uns etwa 2 KSrper nebeneinaffder zu Boden fallen. 
Jeden der beiden FalIvorgiinge kSnnen wir da- 
durch charakterisieren, dab wir die Koordin~ten 
des Schwerpunkts des K5rpers als Funktion der 
Zeit darstellen, etwa indem wir angeben, zu dieser 
bestimmten Zeit besltzt der KSrper diese be- 
stimmte Hghe usw. In diesea Beziehungsglei -~ 
chungen werden auller de'r Zeit noch andere GrS-  
lien auftreten, die Jbestimmte Werte haben und die 
Funktion beelnflussen, z. B. die AnfangshShe, 
der Luftwiderstand usw. Die Koordinaten serbst 
sind ebenfalls physikalische GrSi]en, sie werden 
dutch .die Gleiehvmg Ms un~bhiingig von den 
anderen GrSl]en dargestellt. Was aber in diesen 
Gleichungen nicht vorkommt, ist eine Abhiingig- 
keit zwischen den Koovdinaten des einen KSrpers 
und denen des an.deren; der eine KSrper mag eine 
beli ebige Lage halbeu, .die Koord'inaten des ande- 
ten werden dadurch nicht beeinflut]t. Das ist 
nun, streng genommen, wieder nlcht richtig. So 
wird der eine KSrper einen~ Luftstrom hervor= 
rufen, der gleichzeitig seitl~ch saugt un~ den 
anderea KSrper yon seiner Bahn a blenken wi~d, 
so dab die Koordinaten dieses KSrpers eine andere 
~eitliche "~_nderung zeigen, je naehdem, ob der 
erste KSrper in der Niihe voz~beieilt oder nicht. 
Abet die ,~bhiingigkeif dieser GrSi~en wird yon 
so geringem Grade sein, dal3 sie als Una.bhiingig- 
keit betrachtet werden kann. Wir werden danach 
zwei u als unabhiingig bezeichnen, wenn 
die .den einen Vorgang charakterisierenden Be- 
stimmungsstiicke, z. B. die Koordinaten, unab- 
hiingig sind yea den Bestimmungsstiick.en des 
anderen, d. h. nur verschwindende Xnderungen 
erfahren, wenn die-Bestimmungsstiicke des ande- 
ren ganz verschiedene W'erte annehmen. 

Nach diesen grundsiitzlichen Definitionen 
schreiten wir zu dem Problem ~ler zusammen- 
gesetzten Wahraeheinlichkeit. Denken wir una 

etwa zwei Geldstficke nebeneinander zu Boden 
geworfen; wit fragen nach der Wahracheinlich- 
keit, dab bei beiden das Wappen nach oben 
kommt, bTach unserer Definition yea Wahr- 
sc]leinlichkeit bedeutet dies die Frage, wie oft 
ia einer Reihe von Wiederholungen diese Kern* 
bination im Verhiiltnis zu den anderen mSgliehen 
Kombinationen vorkommt. Wir "wisaen, sofern 
unsere Hypothese der Wahrscheinlichkeitsfunktion 
gilt, dab fiir jede Miinze Kopf und Wappen 
gleich hiiufig auftreten;  kSnnen wir nun .daraus 
a.bleiten, dal] die Kombination Wappen-Wappen 
nach der bekannten Formel gerade in V4 der Fiille 
e~ntrifft? DaB w~r �9 nicht kSnnen, erhellt 
aua folgender b'.berlegung. Wit denken uns die 
erste Miinze wiederholt gewor~en und die Resul- 
rate so ausfallend, dab sie dem. (~esetz einer 
Wahrscheinlich:keitsfunktion fiir diese Miinze 

entsprechen..Wiirde nun die zweite '~[iin~e, gleich- 
falls geworfen, stets denselben Wurf ergeben wie 
die erste, so wiirden ihre Resultate ebensogut 
einer Wahrscheinlichkeitsfunktion entsprechen ; 
abet fiir die Kombinationen ergiibe sich dan be- 
fremdliche Gesetz, dab nur entweder Kopf-Kopf 
0der Wappen-W~ppen auftritt. Wir hiitten also 
eiae Verteilung, bei der jeder einzelne Vorgang 
durch eine Wahrscl/einlichkeitsfunktion geregelt 
ist, die aber nicht dem ]~[ultiplikationstheorem 
der Wahrscheinlichkeiten entspricht. Damit i st 
bewiesen, daft die ]~ypothese dec Wahrschein- 
lichkeitsfunktion fiir das ~ultiplikationstheorem 
nicht die hinreichende Voraussetzung ist. 

Seien x und y die Werte der Fallzeit fiir die 
erste und zweite Miiffze. WiT machen .nun fol- 
gende tIypothese: Es existiert eine Wahrschein- 
lichkeitsfunktion 

~(x, v), 
welche jeder Kombinatiorl yea Werten x, y eine 
Wahrscheinliehkeit genau so zuordnet~ wir wir 

"es fiir die einfaehe Wahrseheinlich~keitafunktion 
definiert haben, d. h. die Wahrseheinlichkeit, dal3 
x zwisehen den Grenzen a und b and gleichzeiti~ 
y zwiachen den Grenzen c und d liegt, sel gr 
geben dnrch das Doppelintegral 

b d 

IV 

C 

M i t  dieser Voraussetzung kSnnen ~vlr das 
Multiplikatioustheorem ,d~r Wahraeheinliehkeiten 
ableiten. Wit denken uns die Werte x auf der 
X-Achse, die y auf der Y-Achse eines Koordi-  
natenkreuzes aufgetragen (Fig. f2), jdde Achse in 
Intervalle ~) geteilt und die~ea entsprechen.d ein 
:Netz yon Rechtecken gezogen. ~.ber jedem Recht- 
eck denken wit uns die zugehiirige Wahrschein- 
lichkeit, dab also x gerade i n  diesem Inter- 
vall A x und gleichzeitig y gerade in dem zuge- 

t) Der Einfachheit halber zeichnen wir die Inte~- 
vatle gleich groB, d. h. wit denkea .uns die Rotations- 
gesehwindigkeit~ der Miinze konstant. Da~elbe Re- 
sul.tat l i iBt sich natiirtich auch fiir .d.ie allgemeinere 
Vorau~setzung der Stetigkeit dieser Geschwindigkeit 
,~bleit~n. 
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hSrigen A y l i e ~ ,  .durch sine pr ismat ische Siiule 
dargestell t .  Die  Kuppen  dieser Siiulen werden in 
einer gekr i immten F lilche ]iegen; wir  nehimen 
noch die Voraussetzung hinzu,  da$ diese Fl~icbe 
zw~r yon beliebiger :Kriimmung, aber s tet ig ist, 
und dall sis sich ffir  en t fe rn te  Gebiete der x-y-  
]Dbene asymptot isch niihert. Die S t re i fen  der 
In te rva l l e  in der x-y-E,bene sind wieder  a~bwech- 
selnd schraff ier t .  W i r  ;betrachten nun die s tark 
umrahmte  S chn i t t f i gu r  vor~ vier  S t r e i f e n ;  darin 
entspr icht  das weiBe Rechteck tier Kombina t ion  
Wappen-Wappen, .  das doppelt  schraff ier te  Recht- 
eck der Kombini~tion Kopf-Kopf ,  und die beiden 
einfach schra~fier ten Rechtecke den beiden ge- 
mischten Kombinationen-.  Da q~(x, y) .dutch eine 
stet ige Fliich.e dargestel l t  ist, so werden die pris- 
matischen S~iulen filber diesen vier  Rechtecken b.ei 
genfigender K l e i n b e i t  der In te rva l le  nahezu 
gleieh, und wenn auch die Siiuten an verschiede- 
hen Stel len .der Eq)ene ganz verschieden hoch 
sind, so werden doch die 4 Summea,  die .bei der 
Addi t ion  der S i iu l en - f ibe r  g]eich schraff ier ten 

I IIIN Iltll IIIII 
I I11',', ',II',1 Illll z~y  I . . . . . . . . . . . . . . .  

i i 1 1 1  ~ 1 ] 1 1  i i i i t  

I !! .......... i i 1 [ i  i i i i 1  
i i ] 1 1  i i i i i  I i I l l  

I I I H  i i ] 1 1  i 1 ~ 1 1  

I [ 1 1 1  i i i i 1  i 

i i i i t  

i i i i i  i i i ]  i i i i ~ 1  

Iltll Illll II II 

Fig. 2. 
Zur Wahrseheinliehkeit des gleiehzeitigen Eintretem~ 

zweier voneinander unabh~ngiger Ereigni,sse. 

Reehteeken entstehen, nahezu gleieh4 in der 
Grenee f a r  unendl ich  kleine In te rva l le  werden 
sie genau gleieh grog. Endl ieh  s iad  diese Sum- 
men, we l l  wegen d e s  asym.ptotischea Ver laufs  der 
F l i c h e  der Raum zwischen ih-~ und der x-y-Ebene 
en~lich i.st.- Die XVahrscheinlichkeiten der Kom- 
binat ionen entsprechen diesen Summe~;  ffir die 

K o m b i n a t i o n  Wappen-Wappen  ergibt  sich V~, ffi~r 
�9 ~ " " ) *  " 1 d~e gem~schten K o m b m a t m n e n  �88 -4- 5 / - -  �89 und 

fi ir  Kopf -Kopf  ents teht  ebenfalls �88 

W i t  k5nnen jedoch aus unseren Vorausse~zun- 
gen noch ein wei teres  Resut ta t  a~bleiten. W i r  
miissen verlangen,  da$ neben- t i e r  Existenz yon 
r y)- unsere  a'lte ]~ypothese gil t ,  dab also au~er-  
d e m  f;Sr j ecle GrSlle, x sowohl wie y, s ine Wahr-  
scheinl iehkei ts funkt ion f ( x )  bzw.  f ( y )  exist iert ,  
welehe die u  dieser GrSl~en g~eich~eit ig 
best immt.  W i r  kSnnen dann  ffir W ( x , y )  die 
spezielle F o r m  w(x ,  y)  - -  f ( x ) .  f ( y )  ableiten, die 
das Mul t ip l ika t ions theorem .der Wahrscheinl ich-  
ke i t s funkt ionen vorschreibt,  wenn w i t - n o c h  an- 
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nehmea,  dab die beiden GrSllea voneinan4er un- 
abhi ing ig  sindl) .  

Zum Beweise denken wir uns zun~chst x = x0 = koms~ 
festgehv, lten, so datt die F unktioa die Form r y) 
annimmt. I)abei entsteht sine Verteilung yon Kombi- 
nationen Xo, y, beL der w ii.ber~ll d~sselbe kst uad 
a]lein y variiert, so dab dies alleia ffir die y eine Ver. 
teilung bedeutet. Die Anzahl tier Werte y ftir jede., 
beliebi@e Intervall i s t  a'ber ffLeich der Aazahl der 
Werte (zo, y). Sind nun die Vorgiinge u.n~bh~nffig, sc 
werden (hash Definition) die Werte y nicht beein- 
fluSt &t~rch .die Werte x; es mull also d.ieselhe Vertei- 

. lung y entstehen, g!eichgiiltig, ob x variiert  od'er 
$ = xo konstant bleibt, oder tier Vorgang x iiberhaupI 
nicht stattfi~ndet. Darum muB die dutch r ~) 
&argesteHte Verteil.un.g der y ,in jectem Punkt der &urch 
f(y) gegebenen Verteihmg entsprechea, ihr also pro. 
portional sein; der dabei auftretend'e Proportionalitis 
faktor k kana noch yon xo, nicht ~ber yon y abh~ngen. 
Also gilt, als charakteristisch fiir un.abhiingige 
Vorg~,nge, 

(Xo " y) = k(xo) f (y)  
Da 5ies f~ir jede~ beliebige x =  x, gilt (alas ist 

wied.er die Forderuag tier Uaabh';~ngigkeit), muB dies 
eirre Identit~t sein, und wir sohreibea 

( x .  y) = k(x)  f (y) .  
Dieselbe t?berle~o~n'g~" gilt, wean y = Yo konstant bleibt 
nnd ~ variiert, so da$ ebenfal~ls gil t :  

(p (x  . y) ---- f ( x )  k(y).  
Daraus fol~t : 

It(x) - -  f~x) ; k(y)  - -  f (y)  ; 
atso : 

q~ (x  " Y) --  f ( z )  f (y) .  

Wesentl ich f i i r  diesen Beweis ist  die Forde-  
rung  der Unabh~ingigkeit der  beiden Vorg~inge. 
Denken wir  uns z. B. einen KSrper  auf  rauhem 
Boden bel iebig hin-  und hergestoi]en, so dal] seine 
Lage durch eine Wahrsehe in l i chke i t s funk t ioa  be- 
s t immt  ist, und mit  ihm durch eine federnde 
~]:upplung verbun.den einen zweiten KSrper ,  der 
auf  dem rauhen  Boden sprungweise g]eitet.  Dann 
wi rd  auch ffir den zweiten :KSrper e ine  Wah:r- 
schein]ichkei t~funktion exist ieren,  und es wird so- 
gar  ffir die Kombina t ion  ihrer  Lagen e~ne Wahr-  
scheinlichkeitsfun~ktion ~(x, y) exis t ieren.  A~ber 
diese w i r d  nicht  die spezielle F a r m  f ( x ) . f ( y )  
haJben, sondern best immte Komblna t ionen ,  ffir die 
der r i iumliche Abstand yon X his y der mi t t le ren  
L~inge der Kupp lung  entspricht ,  werden bevor- 
zugt sein. In  diesem Fa l l  is t  eben d i e  Bedin- 
gung  der Unabh~ingigkeit n[cht  erfii]lt .  :Es ist 
n a r  natfi 'rlich, dab diese als F o r d e r u n g  in unsere 
Abl,eitung eingeht,  denn '  sis wirc~ auch yon tier 
g~ltenden Wahrsche in l ichke i t s rechnu~g ffir 4as 
�9 -~[al tiplikaVionstheorem vorausgesetzt.  

Das Mul t ip l ika t ions theorem zwingt uns  also, 
die t t ypo these  der -Wahrsche in l ich .ke i t s funkt ion  
zu erw.eitern und auf  die" Kombina t ion  mehrerer  
Argumente  auszudehnen. Es leuchtet  ein, dalt 
wir  nic'ht bei der Arrzahl zwei stehen bleiben 
dfirfen, da auch die Kombina t ion  me'hrerer Er -  
eignisse geregelt  werden m u l l  Wieder  aber 

~) Da d:iese Ableitung in der genannten Arbeit yon 
mir aicht seharf ,gtenug form.u.liert ~,~r 4st, eel sie 
li.ier ausffihrHch gegeben.  
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braucht nur ,die Stetigkeit der Funktion, nicht 
irgendein spezieller Wert, gefordert ztt werden. 
Die spezielle Produktform liil]t sich fftr den ,be- 
sonderen Fall der Unabh~ingigkeit aus der all 
gemeinen Form ableiten. Indem wir die Er- 
welterung in den urspriinglichen Begriif. auf- 
nehmen, dfirfen wir jetzt sagen: die Existenz 
der Wah,rscheinlichIceitsfun~tion fi~r eine oder 
mehrere Ver~nderliche stellt die hlnreichende 
Voraussetzung dar f{ir die Anwendbarkelt der 
WahrscheinlicM~eitsgesetze. 

E ,  ist zu beachten, dal~ wit aus der Stetigkeit 
yon r y) bereits das Mu]tiplikationstheorem fiir 
Wahrscheinlichkeiten ableiten konnten, die sich 
nach dem Schema der gewo,rfenen 3L[tinze dar- 
stellen lassen, dab wit daztt also die spezielle 
Produktform voa r y), d. i. das Multiplika- 
tionstheorem der Wahrscheinlichkeltsfunktionen, 
nicht brauchten. Es scheint deshalb, a]s ob fiir 
das ersto ]~[ultiplikationstheorem die Una%hhn- 
gigkeit der u nicht v0rausgesetzt zu wet- 
den brauchte, die fiir das zweite verlangt wird. 
Das ist jedoeh ein Irrtum. Nit  der Stetigkeit 
yon r y) wird bereits vorausgesetzt, dag eine 
Abhiingigkeit zwisehen den Intervallen der einen 
Orhfie und, denen der anderea nieht existiert, 
d. h. dal] nicht ein Intervall ,,Wappen" der einen 
Reihe wieder ein Intervall ,,Wappen" der anderen 
Reihe zur Folge hat. W~ire dies der Fall, so 
wfir~e be~ Verkleinerung der Intervalle eine An- 
n~iherung der prismatischen S~iulen niema]s statt-  
finden. Durch die Stetigkeit der Funktion ist 
dies ausgeschlossen. Dies ist die Unabh:,ingigkeit, 
die allein fiir die Multiplikation einfacher Wahr- 
scheinlichkeiten zu gelten hat. Im fibrigen dfirf- 
ten die Grhgen allerdings a~bhhngig sein, und aus 
dem geschilderten z-~[echanismus der feder~ad ge- 
kuppelten Khrper liel3e sich bei geeigneter Tel- 
lung in Intervalle ebenfalls das Schema ftir die 
einfache ~'Iultiplikation ab~ei~en. Erst das ~[ulti- 
plikationstheorem der Funktionen velqangt Un ~ 
abhhngigkeit der ganzen Vorg[inge. 

V. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion in der Theorie 
der Messungsfehler (Gau[3sche Fehlerfun~'tion). 

In der Thearie der Beebachtungsfehler spielen 
die Wahrscheinlichkeitsfunktionen eine bevorzugte 
Rol]e. Diese Theorie hat die Aufga,be, aus zahl- 
reichen voneinander verschiedenen Me~resultaten 
denjenigen Weft zu berechnen, der der gesuchten 
Grhl]e am besten entspricht; dazu muB sie eine 
Annahme ti~er die Verteilung der ~essungs~ehler 
machen, und obgleich sie fiber diese Fehler nut 
sehr allgemeine Vermutungen aufste]len kann, 
muB sie auf ganz spezielle Formen des Yertei- 
lungsgesetzes schliegen, wenn sie fiberhaupt zu 
Resultaten kommen will. Dabei muB beachtet 
werden, dab der Fehler der einzelnen ~[essung 
aus dem Zusammenwirken sehr vieler Fehler- 
quetlen (Elementarfehler) beruht. Die bedeu- 
tendste Lhsung des Problems ste]It die Gaul]sche 
Fehlerfunktion dar, in welcher die Wahrschein- 

lichkeit eines Fehlers in exponentieller Form yon 
seiner Grhl]e abh~ingig gemacht wirdl). 

:Es gibt verschiedene Vorausse~zungen, unter 
denen man diese spezielle Form a,bleitea kann. 
Ftir unsere Betrachtungen wichtig ist die Tat- 
sache, dab man, das Gaugsche Oesetz auf folgende 
drei Bed~ngungen bauen kann: 

1. Die H~iufigkeit jedes Elementarfehlers ist 
durch eine Wahrscheinlichkeitsfunktion 
yon beliebiger Form ,bestimmt. 

2. Diese Funktionen setzen sich nach dem 
�9 ~fultiplikationstheorem zusammen. 

3. :Es miissen sehr viele, voneinander unab- 
h~ingige Fehler gleicher Grhl]enordnung zu- 
sammenwirken. 

'Man erkennt, dab die erste Bedingung mit 
unserer ersten Hypothese identisch ist, unc[ die 
zweite nach der gegebeaen Ableitung auf die er- 
weiterte ttypothese f~ir die Wahrscheinlichkeits- 
funktion yon Kombinatione~ zurtickgefiihrt wer- 
den kann. Die dritte Bedingung stellt im Gegen- 
satz dazu keine prinzipielle u son- 
dern eine Annahme dar, die nur unter gewissen 
Umsthnden erffillt ist; ob diese Umstiinde gegeben 
sind, l~iBt sich empi~risch konstatleren, und nur 
ftir diese F~ille ,gilt dann das Gaul]sche Gesetz. 
Dieses Gesetz ist e ben eine Spezialform, die kei- 
neswegs ein' allgemelnes Prinzip darstellt und 
nicht in den Vordergrund der Betrachtung ge- 
schoben werden darL Selene praktische Bedeutung 
hat das Gesetz daher, dal] die modernen Mel]- 
instrumente in ihrem komplizierten Bau zahl- 
reiche Fehlerquellen zusammenffihren und so d~e 
drltte Bedingung erfiillen; daher die Vie]heit 
seiner Yerwendung. 

-~_hnlich liegt es mit der sogenannten ,,Hypo- 
these des arithmetischen ~[ittels", nach welcher 
der Mittelwert der Messungea mit ~rhl]ter Wahr- 
scheinlichkeit der gesuchten Grhge entspr icht .  
Dieses Gesetz ist immer dann erffiltt, wenn das 
Gaul3sche Fehlergesetz g i l t ;  a us diesem fol~  es 
durch eine sehr einfache mathematische Ope- 
ration. A~ber damit ist auch gesagt, dab es an 
dieselben Bedingungen gekniipft ist wie das 
Gaul]sche Exponentia]gesetz; ist die dritte Be- 
dingung nicht erffillt, so ist auch das Verfahren 
des arithmetischen ]~fittels nicht anwendbar. Da- 
nach ist es nicht zweckmg~ig, von einer Hypo- 
these des" arithmetischen Mitte]s zu sprechen. 
Hypothetisch nennt man besser nur die weiter 
zuriickliegenden Voraussetzungen. 

Daraus erg~bt sich, dag auch die Fehlertheo- 
rie keine neuen tIypothesen fiir die Anwendbar- 
keit yon Wahrscheinlichkeitsgesetzen enth~ilt. Sie 
fiihrt uns vie]mehr auf diejenigen Voraussetzun- 
gem die wir aus einfachen Beispielen von Wahr- 
scheinlichkeitsverteilungen bereits entwickelten. 

x) Sie lautet, wenn .~ die Fehlergr88e bezeichnet,: 
h 

(~) = ~/~ �9 e --h'r -~)~ 

a ist" der ,systematische Fehler", h das ,,Pr.~zi~ion~- 
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W i r  wo l l en  d a m i t  u n s e r e  D u r e h m u s t e r u n g  phys i -  
k a l i s e h e r  W a h r s e h e i n l i e h k e i t s p r o b l e m e  a, bseh l ie -  
] e n .  W i t  s i n d  zu 6em  R e s u l t a t  ge lang t ,  dal~ alle 
diese . P r o b l e m o  e ine  e i .gent i iml iehe  H y p o t h e s e  
e insch[ ie l ]en ,  ~ie  w i r  als Pr inzi .p  der  W a h r s e h e i n -  
l i e h k e i t s f u n k t i o n  f o r m u l i e r e R  k o a n t e n  u n d  die 
das Gese t z  de r  W a h r s c h e i n l i e h k e i t  da rs te l l t .  E s  
w i r d  u n s e r e  n~ichste A u s  se in ,  die B e r e c h t i -  
g u n g  die se r  H y p o t h e s e  zu p r t i s  die Kr i t i :k  de r  
H y p o t h e s e  w i r d  die A n t w o r t  a u f  dtas ph i loso-  
p h i s c h e  P r o b l e m  der  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  d a r -  
s te] len.  

Besprechungen. 
Broekmann-Jeroseh, H., Baamgrenze und Klima- 

eharakter. Ziirieh, I~mseher & Cie., 1919. Pflanzen- 
geographische Kommission der Sekweizeriseheff Na- 
turforschend.en Gesellschaft;  Beitrls zur geobota- 
nischen Landesaufnahme 6. Mit  einer farbigen Ta- 
fel und 18 Textfiguren.  Prei~ Fres. 8,--. 
Das Problem der Baumgrenze hat  die Bot anik seit 

langem bescbRftigt, ohne dab es bi~her gelungen were, 
es befr, iedigend zu l~sen. Brockmann-Jvrosch unter- 
sucht nun,  ausgehend von den V,erh:,iltnissen in den 
Schweizer Alpen, die alpine Baumgrenze und setzt ,sie 
in Vergleich mit  der polaren. 

Die Baumgrenze verl'~uft in den nSrd,lichen Alpen- 
ket ten zwischen 1725 m i i .  M. (SEntis) und 1880 m 
(Guttannen) ,  erhebt  sich in .den zentraten Al.pen auf 
2000 m (Churwalden, Braggio, Leukerbad, Leysin) bis 
2400 m (Zermatt ,  Simplon),  um in den sttdlichen Alpen- 
ket ten auf 1950 m (Pasture,  Sotto-Ceneri) .abztusiaken. 
Dieses auffElligo s tarke Ansteigen tier alpinen Baum- 
grenze in  den ZentrMalpen ltt~t sich nun  weder durct~ 
Temperatur-,  noch durch Niederschlags-, noch dutch 
die BodenverhEltniese erklEren. Auch mit  dem Ver- 
la.uf der Schneegrenze h';ingt die Baumgrenze nicht  zu- 
~ammen, dena man kann  z. ]3. am Mt. 1Rainier im 
Kn~kadengebirge feststellen, da~ die bei etwa 2000 m 
liegende Schneegrenze um etwa 250 m hin ter  der 
Banmgrenze zurfickbleibt. Auch der  Wind kommt als 
al leinwirkender Faktor  nicht  in Frage. Nut  die Ge- 
samtwirkung  tier .klimatisehen Eaktoren, der Klima- 
charakter, kann  eine ausreichende Erklis geben: 
3fa~ssenerhebung, Kl imacharakter ,  Wald- und Baum- 
grenze stehen in engstem Zusammenhange:  GrSBere 
~Iassenerhebtmg, wie in den Z.entraIalpen, bedingt  einen 
kont inenta le ren  Kl imacharakter  und dieser wieder eine 
FSrderung der Ausdehnung des Baumwuchsos. Die 
Wirkungswei~e des Kl imaeharakters  l~l]t sieh dahln 
zusammenfassen, .dab bei gleicher, verh.;i, ltnism~l]ig 
niedriger Durchschni t t s tempera tur  eine Fank t ion  des 
Pflanzenk~rper~, z. B. A~similation, .im kont~inent~2en 
Klima viel eher mSglich ist  als :im ozeaniachen. 
Der kent inenta le  Kl imacharak te r  mi t  seinen gr6Beren 
Temperatursehwaakungen,  reieherer Sonnenw~'rkung 
and gtinst igerer Vertei lung der NiederschlKge wi rk t  
fSrd-ernd aug die Entwicklung des Baumwuchses, da- 
gegen wi rk t  das ozeaniache Klima mit  seiner geringe- 
ren Belichtung- infolge stt~rkerer BewSlkung und 
seinen ~leiellm~l]ig fiber alas ganze J a h r  vertei l ten Nie- 
derschl~gen bei nicht  at~sreichend hohen Temperaturen 
ungiinstig. 

Da~ mehr  ozeani6eho Klima der nSrdliehea und siid- 
lichen Alpenket ten  drfiekt die .alpine Baumgrenze gegen 
die kont inen ta len  Zentralalpen herab. 
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Vergleieht man hiermi t  nun den Verlauf der polaren 
B~umgrenze, so zeigt sieh ein ~usgosprochener Paralle- 
lismtm. Nieht  der  Meereswind wi rk t  baumfeindlieh, 
,sondern alas ozeanisehe Kiisten- oder Inselklima. Der 
ozeaniseho Kl imaeharakter  drfiekt in den Gebirgen 
England . s  (Penninen) die -klimatisehe Baumgrenze auf 
etw.a 600 m herab (gegenwgrtig dureh den EinfluB des 
7vIensehen liegt die Baumgrenze bei 4---500 m), nmeht 
die noeh gar  nieht  ~ehr nSrdlieh (.bei 59 o ,  60 o, 62 ~ 
n. Br.) liegenden Orkney-, Shettandsinseln und FarSer 
t ro tz  t'hres mil.den K, limas baumlos. Aueh auf Is land 
zeigt sieh d e r  gleiehe Einflufl: der wErmere, mildere, 
st~trker ozeanisehe Westen ist  baumlos, der r.auhere. 
mehr kont inenta le  Norden, O~ten und das Innere  zoigen 
,~teUenweise bis 550 m ii. M. Baumwuehs. Aueh .in 
Fenno~kandien, auf Kola, im europEisehen Rul]laud 
und in Sibir ien lfiBt 8ieh die entspreehende, di.e polare 
Baumgrenzo st~xrk 5quatorwitrts versehiebende Wirkung  
des ozeanisehen Kl imaeharakters  verfolgen. Der ewig 
ge~rorene Boden is t  auf den Vevlauf der polarea Baum- 
grenze ganz ohno EinfIul]. Wean much im europ~ischen 
Nordrul]Iand die polare Baumgrenze mit  der Stidgrenze 
des ewig geh'orenea Bodens au~ grebe Streeken zusam- 
menfgllt,  so ist  hier die Ursache des Zurtickdrgngens 
der Baumgrenze nach Siiden d~ts ozeaniache Klima. 
Denn im arkt ischen Sibir ien l inden wir unter  dem 
EiafiaB des kont inenta len  Kl imacharakters  ein aul]er- 
ordentl ich weites Vorstol]en der polaren Baumgrenze 
nach Norden (bis 70 o 10 '  n. Br. in Nordsibir iea 
bei Tolstoj-NoB, und sagar bis 72 o 4 0 '  n. Br. in 
Ostsibir ien an der unteren  Chatanga),  wtthrend gleich- 
zeitig un t e r  den,~elben LgngengraAea die Siidgrenze des 
ewig ge[rorenen Bodens im oberea Amurgebiet  bis 
47 o n. Br. nach Stiden vorstSf3t, tJ'ppige Waldgebiete, 
die ein Areal  bedeeken, das gr6Ber ist  als das ganze 
europ';tische RuBland, stehen in Sibirien auf ewig ge- 
f roreuem Boden. 

Veriolg~ man den Verlauf der  polaren Bau mgrenze 
in Em~asien, so zeigt sieh, .dab die weit~sten Vorst6Be 
nach Norden zusammenfallen mit  den grol]en Land- 
komplexeu Sibirieus mit  ihrem kont inenta len  Klima- 
charakter  und dab iiberall dort, wo sich ozeuni:scher 
Kl imacharak te r  bemerkbar macht, die polare Baum- 
grenze weir naeh Sfiden attsbiegt. �9 So 6enkt sich die 
Baumgrenze unter  dem .Einflufl des Pazifischen Ozeafis 
scharf nach Sfiden und biegt  sogar bei 70 o-5stl .  L. 
jab nach S W u m  und erreicht  bei 60 o n. Br. das Nord- 
ende yon Kamtschatka.  Bis 50 o n. Br. senkt sich 
die Baumgrenze au i  den Aleuten. Entsprechend liegen 
die Verh~iItnisse im arkt ischen Nordamerika,  we die 
polare Baumgrenze unter  dem EinfluB des .Seeklimas 
an der Nord~pitzo von Neufuudland bei 51 o 53 ' n. Br. 
ihren sfidlichsten P u n k t  erreicht.  

Wesentl ich anders  liegen dagegen die Verh'liltnis~e 
bei tier sfidpolaren Baumgrenze:  alle Kont inente  latdeu 
nach Sfidea spitz aus odor bIeiben schon in sehr 
niedrigen Brei ten zurfick (Afrika und Austra l ien schon 
~oei40 o s. Br.).  Trotz seiner s turmgepeitschten Ktisten 
ist  der am weitesten polw.~rts reichende stidamerika- 
nische Kon t inen t  his an  die Siidostspit~ze, bis auf die 
letzto Insel, mi t  immergrfinem Wald bestanden. D~- 
gegen s ind die Falkland~in~eln baumlos. Die polare 
Baumgrenze verlituft also zwischen diesen Inseln und 
dem Festland. Die Inseln zwisehen S~idameriki  and  
Afr ika  (Tris tan da Cunlm .und Diego Alvarez) liegen 
zwar noch "ira baumhaften Gebiete, kSnnen aber yon 
der polaren B~umgrenze nicht~ welt  en t fe rn t  se in . -Da-  
gegen li.egen die Inseln sfidlich you Afr ika  (Beaver-. 
Pr inz-Edward-  and  Marion-, Croset-Inseln) ]enseits der 


