
Sulla funzione gamma incompleta. 

Memoria di FRA~CESCO G. TRICOMI (a Pasadena~ California). 

S a n t o . -  Studio sistematico della funzione in  parola, ch'$ nn' importante easo partieolwre 
delle fuuzioni  ipergeometriche confluenti~ insisteudo particolarmente su alcuni nuovi 
lineamenti della ~eoria, p. es. su certi sviluppi in serie di fungio~i di Bessel e sullo 
studio deU'andamento nel eampo reale. 

§ 1 - Argomento  della M e m o r i a .  

l~ella redazione di  una  tKonografia su east part ieolari  delle funzioni  
ipergeometr iehe  confluent i  per  i[ Bateman Manuscript Project (:) ho avuto 
occasione di convineermi  c h e l a  funzione gamma ineompleta,  sol i tamente  
def ini ta  median te  l ' in tegra le  

(1) Y(a, ~) -- f e-~t~-~dt, 
o 

ha un ' impor tanza  maggiore di quel  che genera lmente  si r i t iene (2). F ra  l 'altro, 
questa  funzione consente uno sguardo d' ins ieme su di una  quantit/~ di fun- 
zioni :  integrale  degli errori~ integralsen% ' integraleoseno ed esponenzialinte.  
grale, in tegral i  di FRES~EL e loro generalizzazioni, eee., ehe a l t r iment i  si 
presentano sparpagl ia tamente  e vengono spesso trat tate in modi non del 
tutto eoerent i  f ra  loro. 

Mi ~ parso per tanto  oppor tuno assoggettare la funzione di cut Si diseorre 
ad uno studio pifi approfondi to  del solit0, de terminandone,  fra l 'altro,  il non 
semptice compor tamento  asintotico al Slmultaneo divergere di [ a t e [ w I (), 
il che non sembra  fosse state mat  fatto preeedentemente .  

• Nella presente  Memoria eonsidero taluni  al tr i  aspett i  della teoria della 
funzione gamma incomple ta  e p r inc ipa lmente  eerte sue nuove rappresentazioni  
integrali ,  certi  suoi nuovi  svi luppi  in serie, ecc. e studio det tagl ia tamente  
1' andamento  della funzione nel eampo reale, ciob per  valori  reali  di u e w. 

(i) Un ' in iz ia t iva  del California Inst i tute  of  Technology finanziata dall '  Office of  Naval  
Research degli U. S. A. 

(2) :ha sola trattazione un po' approfondita d ! questa funzione di cut io sia a conoscenza 
contenuta nel libro di P. E. BSHMER~ Differe~zenrechnung und bestimmte Integrale (Leipzig~ 

Koeler,  1939). 
(s) F.  TaICOMI, Asym1~totisehe Eigenschaften tier unvollstandigen Gammafunktion~ • Math. 

Zeitschrift  , ,  53 (1950), 136.148. 
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§ 2 - La f o n d a m e n t a l e  f u n z i o n e  7*(a, ~c). 
5Ton b oppor tune  fondare  la teor ia  del la  funzione  gamma ineomple ta  

su l la  r appresen taz ione  in tegra le  (1~, non  solo pel fat to t h e  l ' in tegra le  converge 
sol tanto se ~ a  > 0, ma sopra tu t to  perch/~ dal  p ro lungamen to  ana l i t ico  del la  (1) 
nasce  u n a  funz ione  non  un i fo rme  di x, che non b rea le  per  x nega t ive  e 
inol t re  ha  in f in i t i  ,poll nei  pun t i  :¢ := 0, - - 1 ,  - - 2 ,  . . . .  E prefer ib i le  p rende re  
inveee come base il r appor te  - -  che des igneremo con y*(% ~c) --  fra il  pre- 
cedente  in tegra le  e i l  prodot to  r(:c)x ~, che r i su l ta  u n a  funzione i n t e ra  sia di o: 
sia di x e che inol t re  b sempre  rea le  quando  a ed 00 sono tall. Questo rap- 
porto coincide  sos tanz ia lmente  con l a  funz ione  i p e r g e o me t r i e a  conf luen te  
di POCttHA~t~ffER-KU~MER nel ease a ~ 1. P r e c i s a m e n t e  si ha  

(2) y*(o:, x) ~ e -~ (I?(1. a -t- 1 ; x) (I)(a, a -I- 1 ; - -  00, 
r(~ + 1) - -  r(~ + 1) 

a r cade ,  in generale ,  po.sto (~) 
a oc a(a q-  1) 00 2 a(a + 1)(a + 2) ~ 

~)(a, c ; ~) - -  ~F~(a, c ; x) ---- 1 + c ~ + c(c -+- 1-----~ 2 ! + c(c + 1)(c + 2) 5--] + ... .  

La  funzione  ana l i t i ca  (2) - -  ovv iamente  un i fo rme  e sempre  reale  per  
ed x real i  - -  b inol t re  sempre  f in i ta  per  a ed 00 f in i t i  perch~ quando  a si 
avvic ina  ad u n  intero nega t ive  (i sell valori  pe r  cui  possono esserci,  a priori ,  

dei dnbbi)  si ha  
co ,~3 n co ~n  

(3) l im T*(a, x ) - - e  - ~  l im ~ r ( 0 ~ + n +  1) e -~  -----w" ~ - , ~  ~ ~ - "  ,~- o ~ -  ( n  - -  m )  ! ' 

(,,~ = 0, L ~, . . . ) .  

Noi ci baseremo d u n q u e  sul la  funz ione  ~'* def in i t a  dal la  (2) def inendo a 
par t i re  da  essa l ' u sua le  funzione  g a m m a  incomple ta  y(~, x) med ian te  la f o r m u l a  

(4) ~,(% 00)---- r (~)x~,*(~,  x),  

supponendo assunto  in essa il valor  pr inc ipale  del la  potenza wa, cio6 quel lo 
c o r r i s p o n d e n t e , a d  un  arg 00 eompreso f ra  - -7 :  e r:. 

Ta le  def in iz ione  6 in pieno accordo con la (1) f in tan to  che que l la  ha  un  

sense, ciob f in t an to  che ~ > 0. 
Ino l t r e  sari~ ta lvol ta  ut i le  r i fe r i r s i  a l ia  funz ion¢ g a m m a  complemenlare:  

(5) P(~, x)  = r ( a )  - -  y(~,  00) - -  P(:~)[1 - -  x~'~*(~, x)] 

nonch~ al ia  funz ione  
(6) v,(~, x) = r ( ~ ) x ~ v * ( ~ ,  - -  x )  

che, in certo sense, r impiazza  la funz ione  y(a, ~) sul  samiasse  rea le  negat ive,  

essendo ivi : 
(7) ~ ( a ,  - -  x + i 0 )  = e : ~ ' ~ ( a ,  x ) ,  (00 > 0).  

(~) ~ a  funzione ~(a~ c ;  x) ~ invece  denota ta  con /~(a~ e; x) ne l la  mia  ~ i e m o r i a :  
Sulle funzioni ipergeometriche confluenti~ in quest i  stessi Annali (~) 28 (1947) 141.175. Cambio 
la notazione per  met te r la  d ' acco rdo  con quel la  adottata nel  Bateman ~Project. 
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§ 3. - C a s i  p a r t i e o l a r i  n o t e v o l i .  

Come si dieeva dianzi, v i b  una quantit~t di funzioni speciali:  integrale 
degli errori ,  integralseno, etc.  the  si possono studiare da un punto di vista 
unitario considerandole come casi particolari  della funzione gamma incom- 
pleta. In  particolare questo accade per  le funzioni usualmente  introdotte 
mediante  le rappresentazioni integrali  seguenti  o altre l ievemente differenti  
(C denota la costante di EULEI~): 

f , f (8) Erf (x)  = e - t ' d t ,  Erfi@) = ~  lr, rf(ix) = et'dt 

(9) 

(lO) 

0 0 

Ei@) =- e- t dt Ei~ (x) = e- '  dt log x --  C --  
t '  t -  

oo O0 

Ci(x) i cos t  I t Si(x) l g_ f ~' - -  - - ,  - -  = s i n  t ~ .  
x w 0 

0 0  Oo 

- - f  f s i n t . t a - ~ d t ,  (~a  < 1) (11) C(~, ~) cos t.t~-~dt, S(a, x)-~- 

OCx) = V - ~  o V t ~, , cos (~')d~, 
(12) ~ o 

1 t" sin t dt /'-2 " 

\ o 

Tutte  queste funzioni possono r icondursi  d i re t tamente  o indiret tamente 
alla funzione y*(% x) e connesse mediante le formule seguent i :  

Erf(x) : l T [ 1 ,  x~\ ~/-~ ,{1 , , . (8') , , =--~-x~ ~,  

(9') El(x) = r(O, x), Ei,(x) - -  El(--  x) - -  i~: sgn (~x) 

(10') Ci(x) --  21 [Ei(ioc) + El(--  ix)], Si(x) : ~ [Ei(i@ -- Ei(- .  ix)] 

1 
C(:¢, x) "-  ~ [e-:~4 "~ F(o:, ix) + e:=i/~ r(a, - -  ix)] 

(11') 
i 

S(,¢, x) ---- ~ [ e - ~ / ~  r(% in) - -  e~ l~  r(a, - -  i~)] 

) , (12') c ( @ _ 2  v ~ c  x ,  ~(z) 2 V - ~ s  

AnnaZt di Matematica 34 
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Un altro notevole  caso par t ico la re  b il caso a----- n A- 1, (n --- 0, 1, 2,...) 
in  cui  si ha  

(13) y ( n +  l ,  x ) = n ! [ 1 - - e - ~ e , , ( x ) ]  con e , / x ) :  , ,--.  
• m . = O  fit] 

§ 4 - P rop r i e t~  f o n d a m e n t a l i .  
Le  propriet/~ fondamen ta t i  de l la  funz ione  g a m m a  incomple t a  sono espresse 

dal le  fo rmule  seguent i  che, essendo casi par t ico lar i  di cor r i spondent i  fo rmule  
sul le  funzioni  ipe rgeomet r iche  conf luenf i ,  non  r ich iedono special i  d imost ra ,  
zioni e de luc idaz ion i :  

a) Sv i lupp i  in  serie di potenze, ovunque  conve rgen t i :  

(14) 

(15) 

b) formule di rioorrenza : 

e - - x  

y*(~ - -  1, x) = xy*(~, x) + i~(~), y(~ ÷ 1, x) = ~y(a, x) ~ x~e -~  

c) formule di derivazione (~) ed equazione d i f fe renz ia le :  

3" T* 3" 
(16) 3W, - -  (--  ])"(~),y*(a ÷ n, x), 3x,~ [e~'w~y*(a, x)] = e~x~-"y*(~ - -  n, x) 

(17) (3y*~ : _ Ei(x) - -  log x 

(18) ~y" + (a ~- 1 + ~)y' + ~y = 0, y = -;*(~, x) 

d) Svi luppi  as in tot ic i  per  I x [ - - c < ~  ma l a[ l i m i t a t o :  

(29) " x" v*(~, x) ~ ~ - ~ -  r(a) ( - I ) "  ( l -  ~). 05n+1 
rt~0 

con l ' osse rvaz ione  t h e  se la par te  reale  di ~ b negat iva ,  la seconda formula ,  
cambiando  x in - - x  ed n in n -  1 pub pifi s empl icemente  scr iversi  

sin az: e - x  ~ r ( n  - -  :~) ( ~ x  > 0).  
(19') 7"(~, - -  x) c,z - - -  ~ x ~ ,  E 

(5) Qui  e ne l  soguito usiamo la eomoda abbreviaz ione  
r(~ + n )  

(~), -- ~(~ + l) ... (~ + n - i) -- r(~) 

in tendendo inol i re  che sia (:~)o--~ I .  

(n ---- 1, 2, . .) ,  



F. G. T~Ico~:  Sul~ funzione gamma incomp~eta 267 

~eno  sempliee 6 lo studio asintotieo della nostra funzione se si lascia 
eadere l ' ipotesi  che ] ~ I resti limitato. Ad esso 6 dedicato il ]avoro cir. (3) 
in eui si ~ rivelato decisivo il eomportamento del rapporto 

V ~  (20) z - -  

Se il modulo di tale rapporto reade a zero e i l  suo" argomento rimane, 
almeno da un certo punto in poi, compreso fra - -3~ /4  e 3T:/4, s i  trova che 

(~1) r(~ + 1, ~) ~ e - ~  ~ ~' ~ E(:)(0) 

essendo 
(22) F~(t) = e-~t(1 4- t) ~ 

eib che in pa r t i eo la re  implica (6) 

F~(0) = ~, F'~(0) = o, F:'(o) = - ~, F:"(0) = 2~, . . . .  

Se inveee il rapporto (2) non si avvicina a zero, eio6 se, posto 
1 

x - ~ + V ~  y, ~ -  
V ~ y '  

la quantit~t y resta limitata, si hanno due diversi tipi di sviluppi ~sintotici 
seeondo il segno di ~ a  In  particolare se ~ ed y sono entrambi reali, consi- 
derando i primi tre termini soltanto degli svilappi in parola, si hanno le 
semplici formule asintotiche (per :¢ > 0): 

(23) T(~-4-1" ~q-V2~aY 1 ~ 1 V-2- (~) 
F(~ 4- 1) ---- 2 -+- Erf(y) ~ ~ -~ (1 + y~)e-Y' + 0 

e 

(24) [ ' (~)y,(1-  %~÷ ~ / ~ y ) : = - - ~  eotg ~ 4- 2V~Erfi(y) -+- 2 ~/~ (l__y~)e~,,4_O(~)" 

Per  gli sviluppi eompleti, !e eonseguen~e relative agli zeri, eee, vedi il 
lavoro eit, (~), 

§ 5 - Rappreuentazioni integral i .  
La rappresentazione integrale (1 ~ soggetta alla forte restriMone ~ a  > 0. 

Inveee la eorrispondente rappresentazione delia funzione eomp|ementare  

r(a, ae)~ te-~t~-~dt (25) 

valida per ogni ~ ed ogni x del piano complesso x tagliato lungo il semi- 
asse reale negativo, pureh~ il cammino d~integra~ione eviti Fanalogo taglio 
nel piano t e vada all ' infinito in modo tale ehe su di esso sia lim A t - - - -~  ~a. 

(~J Le  de r iva t e  di ques ta  funz ione  pe r  t ~ 0 sono certi  in te ressan t i  pol inomi  in c¢ che 
vengono  s tudiat i  in un mio lavoro  in  corso di s t ampa  dal titolo : A class of non-ovthogonal 
polynomials re~atod to those of Laguervo. 
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Un' al tra ut i le  rappresen iaz ione  integrale,  stavolla della funzione y*, si 
ott iene dalla elassiea rappresentaz ione  integrale  della run , lone  ipergeometr ica  
eonfluente  m e d i a n t e ' u n  integrale  a laccio. Preeisamente ,  eseluso il solo caso 
di a intero positivo, si ha. cosi, con ben nora seri t tura,  

to + ) 
F(1 ~) 

(26) y*(~, ~) - -  e - ~  ~ e-~tt~-~dt 
2~i 

1 

In  particolare,  supponendo che il eammino  d ' in tegraz ione  si r iduea alla 
e i rconferenza [ t l --~ 1, con brevi calcoli si trova che 

--  ~ [ fe~¢°s°cos(~O ~sinO)dO]" (27) y*(~, x) F(1 - -  ~! e _ ~  e _ ~  i 

o 

Se la parte  reale di ~ ~ negativa,  la (26) pub anehe modif icarsi  in modo 
che l' in tegrale  r isult i  esteso alla ret ta  del piano t su cui ~ ~(xt):.~ O. Si 
ott iene cosi un 'u l t e r io re  nuova rappresentazione integrale di y* ehe assume 
un aspetto par t ico larmente  semplice allorehi~ ~ ed ~c sono ent rambi  reali e 
negativi. Prec isamente  in tale ipotesi si ha 

(28) y*(%x)--F(1--a)e-X~[e-~' / 'e- '~t ( i -+:i t )~- tdt]  = (a ~ 0 ,  x ~ 0 ) .  

o 

Fina lmente  not iamo l 'u l t e r io re  rappresentaz ione  

x~tu [ e-tta/9--1J~(2V~-t)dt, (~a > O, ~ x  > 0), (29) ~) 

o 

che si deduce dalla nora rappresentaz ione  integrale  delle funzioni  confluent i  
per  mezzo di funzioni di Bessel e l ' e l egan te  formula  

1 

1 f e-'xt~-~-'y*(~, x - -  tx)gt, (~¢ > ~ > --  1, ~ ~=: 0), (30) Y*(% ~ J ~ r ( a - - ~ )  
o 

che si deduce  faci lmente  da una formula  di ERD]~¥~ sulle funzioni conf luent i  (7). 

§ 6 - Sv i lupp i  in  seric  di f u n z i o n i  di Bessel. 
F in  dal 1941 ho r ipe tu tamente  r ichiamata  l ' a t tenzione suWimpor tanza  

di certi  svi luppi  del!e funzioni  conf luent i  in ser ie  di funzioni di Bessel, 
cominciando dal caso dei pol inomi di LAGU~:RRE e di H]~RMI~E (s) per  poi 
passare  al caso generale  (9). 

(~) ~ Quar te r ly  Journ .  of Math. ,, (Oxford), 10 (1939)7 176.189; form. (16) a p. 18l. 
(s) ~ Giorn.  ~stituto I tal .  ik t tuar i  % 12 (19~1)~ 1~-33. 
(~) Questi  Annali~ (4:) 26 (19~7), 141.175 e 283.300; (4) 28 (19~9~, 263-289. 
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I n t r o d u c e n d o  la spesso  comoda  abbrev iaz ione  (~o) 

o~ ( - -  1)" x"  
(31) E~(x,) = x-~/~J~(2Vx) ~-- ~ i~(v + n -t- 1~ n T' 

~ ¢ = 0  ° 

i p r ine ipa l i  r i su l ta t i  da  me  o t tenu t i  ~ella dire~ione ind iea ta  sono i due  sv i luppi  

e _ h X  co 

(39) F(c) O(a, o; x ) - -  ~ An(a,  c; h)m"Ee+,,_~(--am) 
~ - 0  

* 
(33) F(c) ¢(a,  c ; x)  == ~a A~ Ee+~_,(k$), k = ~ ~ a, 

, , : o  , 2)\2] 

dove h ~ 0  ~ un  pa rame t ro  a rb i t ra r io  ed i coeff ie ient i  sono de~erminat i  
r i spe t t i vamen te  del le  due  funzioni  genera t r i c i  

Oo 

(34) ~_j A . (a ,  c ; h)z" : e-a~[1 + (h - -  1)z]-a(1 + hz) a-c, (I z t < 1) 

(35) ~ ]  A*(k,  t)z ~ = -  e ~ ( i  - -  ~)~- ' ( i  + ~)-~-', (t z ! < l)  

the ,  fra  l ' a l t ro ,  impl icano le r i spet t ive  relazioni  r icor ren t i  

(n + 1)A n+~ ~ [(1 - -  2h)n - -  he]An -+- 
(36) 

+ [(1 - -  2h)a ~ h(h - -  1)(v q-- n --  1)]A,_~ - -  h(h - -  1)aA,~_~ 

(37) (n -q- 1)A*+I. = (n + 2l - -  1)A*_I - -  2 k A , _ 2 .  

•ei  lavor i  dianzi  e i ta t i  ~ d imos t ra to  t he  i due  p receden t i  sv i luppi  sono 
val idi  (con asso lu ta  eel un i fo rme  eonvergenza  del le  ser ie  a seeondo membro)  
almeno in cer t i  de i e rmina t i  in te rva l l i  del l 'usse  realey ma r eeen t emen te  (~) mi  
sono aceor to  che lo sv i luppo  (33) e val ido add i r i t t u ra  nelI ' intero p i a n o  com- 

plesso ~ e lo s tesso pub dirsi,  pe r  le s tesse ragioni ,  pe r  lo sv i luppo  (32), qua- 
l u n q u e  sia la cos tan te  h. 

• Nel  easo del la  funzione  g a m m a  incomple t a  dal la  (2) e dal la  (32) in cui  
sia posto  h : 0 ,  a - - l ,  v : : ¢ + l  si ha 

oo  

y*(% ~) = e -~ ~ A~x g ~ , , (  x), 
n - - 0  

(t0) La  funz ione  un i fo rme  Ev(x) ~ legata  alla h,~(x) in tabula ta  helle ben note  Eunktionen 
tafeln di ,]'AHNKE-~EMDE dalla re laz ione  

r(v + 1)E~(x) = A~('2VS) 
(tl) Ved i  il mlo lavoro  : ExpanSion of the hypergeometriv function in  series of  confluen- 

tes ones and application to the Jacobi polynomia~s~ in  eorso di s t ampa  in  ¢ Commentar i i  
Math.  He lve t i c i  ~. 
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essendo i coefficienti determinant i  dalla fun~ione generatr ice 

Z A~z" ---- e-~(1 --  z) - ~ - -  Z z"  Z ( -  1)~ 
~=0 .=0  a=0 h [ 

il ehe, servendosi della notazione (13), impliea 

(38) Am --- ~ ( -  1)~ h l  - - e ~ ( - - 1 ) ,  
h : 0  

e si ha quindi il formalmente sempliee e rapidamenge 

(39) 7*(a, x) - -  e - ~  ~ e,,(-- 1)~c"E,,+~(-- ~) 
n = 0  

nel cut us0 si terrh eonto che 

1 
e 0 ( - - l ) ~ l ,  e~(--1)-~0,  e2 ( - -1 ) - - :~ ,  

1 3 11 
e ~ ( - - 1 ) - - 3 ,  e 4 ( - - 1 ) - - 8 ,  e~(--1)=3--6, .... 

eonvergente sviluppo 

Cambiando x in - - x  la (39) assume, con le usuali  notazioni per le funzioni 
di Bessel, l ' aspet to  

co 

(39) y*(a, - -  x) - -  e~x -~/~ ~ ( - -  1)'e~(-- 1)x,'J~+~(2 \/~). 
n=0 

In partieolare ponendo a - - 1 / 2 ,  cambiando x in w'~ e servendosi della seconda 
delle (8') si ha 

f ~ 1)x ' J  + 1 (_  1)"e.(- (2x) (40) Erfi(x) ~ ~ et'dt : 2 ~=0 ½ 
o 

Ritengo che questa serie sia una  delle migliori per it caleolo numerico,  
al t r imenti  malcomodo~ .della funzione Erfi(x) (~). Per  esempio nel case x ~ i, 
considerando i termini  fine a n-----8, con un calcolo rapidissimo appoggiato 
alle tavole a lop. 740-743 delle Bessel  F u n c t i o n s  di G. N. ~vVATso~ (~3) si 
trova il valore per eccesso (~) 1,462655 mentre, aggiungendo ancora il ter- 

(t2) Tavole  del la  funzione  Erfi(~) sono ,race pubbl ieate  da ~ .  M. TEnRILL e L. SWEatY 
e t2a altri ,  cfr. A. ~LETOHER, J .  C. P. lVIILL~R, L. ROSEX~BAD, An Index ot MqthematicaI 
Tables~ (London, Scient i f ic  Comput ing  Serviee~ 1946). U n a  piccola tavola  del la  funzione in 
parola  t rovasi  anche in J-AHNKE-~]MDE. 

(t~) 2rid Ed, Cambridge~ U n i v e r s i t y  Press ,  i 9 ~ ,  Ta~Tole melee pifi ampie deite funzioni  
di  Besse l  (e altre) sCanuo pubbl icandos i  a ~ e w  Y o r k  a cura  del  National Bureau of Stan- 
dard. Nel  case in ispeeie ent rano in eonsiderazione le gi~ useite Tables of Spherical Bessel 
Functions. 

(t4) Si  t enga  conto che ia serie  r i sa l ta  a t e rmin i  di segno al terno.  
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mine  n = 9 ,  si t rova  il va lore  per  difet to  1,462654. Bas tano  d u n q u e  soli 8 
te rmini  (anzi 7 perehi~ e~ ~ O) per  o t tenere  in meno  di 5 minut i  Erfii(1) con 
6 dee imal i  e sa t t i !  

U n  diverso  sv i luppo del la  funzione gamma  ineomple ta  in ser ie  di fun- 
zioni di Bessel ,  pub o t teners i  pa r t endo  dal la  (33) con a =- 1, c ~--- ~ 4- 1~ 
k = (:¢ - -  1)/2 inveee ehe dal la  (32). In  tal ease i eoeff ie ient i  sono de te rmina t i  
dal la  funzione  genera~riee 

O~ e(~-~)~(i + z) 1-~ 
A*z" = e(~'-l)~(1 - -  z)-l(1 + z) -~ = 1 - -  z ~ 

n=0 

che  tenure  conto det  fat to che, per  una  no~a formula  sui pol inomi di L~- 
GUERRE~ 

OD 

~ n = O  

imp l i ea  la re laz ione r i e o r r e n t e s e m p l i f i e a ~ a  

, ( l--~-n) (41) A* -~ A~_2 + L,~ (1 - -  ~), (n =- 2, 3, ...), 

ehe un i t amen te  alle fo rmule  A0'* = 1, A* ==- 1, consen te  un  agevole  caleolo 
dei  coeffieien~i in parola.  Lo sv i luppo  

~a=O 

e pare  aneh ~ esso mol to  adat to  ai ealeol i  numer ie i .  
degno di nota  il fa t to  che nel  ease pa r t i eo la re  a == 1/2, ol t re  agli  svi- 

luppi  dei due  tipi preeedent i ,  ve  ne ~ anehe  un  terzo, formulmet~f,e anehe  
pifi semplic% che sembra  pecu l i a r e  di ques to  ease pa~.ticolare. P r e c i s a m e n t e  
s i -hanno  le due  fo rmule  

(43) Erf(x) = ~, (-- 1)["/'~]I,_,/~.(x~), Evil(w) = ~ ,  ( - -  1)[',/eff,+,/~(x ~) 
n = l  n = O  

dove [n/2] denota;  al solito, il mass imo intero eontenu~o in n/2 e i~ d~:~:~¢:,~a~ 
in genere ,  la run , lone  4i Besse l  mod i f i ca t a :  

Iv ( z )  = :  e-~'~/~J~(~'~/~)., 

L~ p r ima  del te  (43) (~) pub  essere  agevo lmente  ver i f ica t~  operando  con 
ta t ras formazione  di LAPLACE 

co  

~,[F(t)] - f e-,~F(t)dt. 
0 

(l~) I1 passaggio dalla pr ima alia seconda clelle (43) ~ quasi immediate  cambiando x in  i x .  
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Precisamente,  con una lecita integra~ione termine a termine e ponendo, per 
abbreviare 

8 - -  V 8  " ~  ]- ~ ¢Y 
si ha 

(-- 1)['~/'~ll,,_l/2(t) _~ ~.~ (-- 1)["/~];,[I~_l/~(t)] = [ ~ ( a : - -  1)]-1/~ ~ ( - -  i)[,~/~b - - -  
n=l n= i 

_-- [~(. _ i)]_,/~, z(1 -- z) 1 1 -- g ~.,[Erf(V{)] 
l q-~ --V2 sVs+ l 

ene consegue 

~_~ (-- 1 )I.f~t[,~_~ !~(t) = Erf(V -t), 

eguaglianza equivalente alla prim~ delle (43). 

§ 7 - Alcune al t re  .~ropriet~. 
Nelle mie ricerche (non ancora pubblicate) sulle funzioni ipergeometriche 

confluenti  per il Bateman Project ho, fra l 'al tro,  trovato c h e l a  seconda solu- 
zione W(a, c; ~) della relativa equazione "differenziale (~) ~ suscettibile degli 
eleganti sviluppi in serie di polinomi di LAOUERRE: 

1 ~ L ~ x  x -~ ~ o  L(~-~)(zc) 
W(a, :¢ -~- 1 ; x) = r(a) n + a ~ F(a ~ ~) n -+- a --  a '  

~ 0  

sempreeh~ la serie che si considera converge, cib che certamente avviene se 
x > 0 ed a < 1/2 oppure a > -- 1/2 r ispett ivamente per la prima e la seeonda 
serie. In ogni caso perb entrambe le serie sono sommabili col metodo di 

ABEL,  e la loro somma ~ quella indicata. 
Poichb 

(45) F(~, x) = e-~x~W(1, ~ + 1 ; x) 

dagli sviluppi precedenti  si deduce in particolare che 

L(~)(x) e-~ X~ L (J~)(x) 
(46) r(a, gg) e Z 

n + i - r(i - ~) ~% n + i - 

con le stesse osservazioni di cui sopra circa la convergenza. 
Il primo dei due precedenti  sviluppi pub considerarsi come il caso limite 

per y ~ 0 del gia noto (~7) pifi generale sviluppo 

n ! L~)(x)L (~(y) 
(47) r(~, ~,)v(~, y) = e-~-~(~y)~ ~ (x ~ y > 0). 

(is) Questa  funzione ~ ind iea ta  invece  con ~(a,  c;  x) n e l  mio l avoro  cir. (~) a cui 

r lmando  per  la sua precisa  definizione.  
(t~) W. MAGNUS, ~. OBERttETTINOER, Fo~'meln und S(ttze fi~r die speziellen Funklionen 

der mathematischen Physi/~, 2 Aufl.  (Berl in  etc., Spr inger ,  19~8). p. 1"26. 
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h l t r i  notevoli sviluppi in serie delle nostre funzioni sono il teorema 
d' addizione 

(48)  $(a ,  x + y)  = e - u  ~ (1 - -  ~ ) . y ( ~  - -  n, x) ( -  Y)---~ 

immediata  conseguenza dell '  analogo teorema per le funzioni confluenti,  e la 
serie di Nielsen (~8) 

5~ 

(49) 7(~, x-~- y) --~ ~'(~, ~) q- e-~0o ~-~ ~ (1 ~)~[I - -  e-~e,,(y)](-- x ) - ' ,  (I Y l < I ~ l) 
n=0 

spesso utile net calcoli numerici  (interpolazione), che facilmente si deduce dalla 
rappresentazione integrale della differenza fra due valori della funzione y:  

(5o) 

y 

f (  u, l ~,(% x -~- y) - -  y(a, x) - -  e-*00 ~-~ e-'* 1 q- ~) du, 
0 

che, a sue volta, ~ un ' immedia ta  eonseguen~a della (1). 
Anehe notevoli sono i rapporti  fra la funzione gamma incomplete e la 

trasformazione eli LAPLACE, p. es. le formule 

(51) ~ [ (1  + t)~-'] = e~x-~r(a,  x) ( ~  > O) 

(52) 2.~[v(~, kt)] - -  x(k + x)~ ( ~  > - -  1, ~ x  > 0, ~ k  > - -  ~ c )  

facili conseguenze di analoghe formule sulle funzioni confluenti, che rendono 
conto del fatto c h e l a  funzione gamma incomplet:~ si present% di regcla, 
ogni volt¢~ ehe c~/~ da ca.lcolare la t rasformata e l 'ant i t rasformata di LAPLACE 
di una funzione razionale. 

Ricordo infine ehe h o f a t t o  recentemente  vedere ((9) come ta norma, cio~ 
il quadrato del" modulo, della run, tone r(a, x) posse esprimersi  come la 
t rasformata di LAPLACE di una fun~ione ipergeometrica gaussiana. I?recisao 
men$e si ha ehe 

(53) P(2 -- 2a). F(% ix)F(~ - -  iw) = 2~[f~(t) ÷ ~(t)], 

dove 

f~(t)= t+t-~"~'F-i 1, 1 - - ~ ;  2 - - 2 ~ ;  ~ - ~  - - 2 ~ i F  1, 2" 

e la soprat ineatura denote, al solito, il coniugato. 

2 ~; t + 2 i  

(t8) Cfr.  ]3()HMER, Op. cir. (2), p. 128. 
(tg) ~ Boll .  U n i o n e  :Hat. I t ~ l i a n a  ~ (3) 4 (1950), 34:1.34:4. 

AnnaZi  di  Matemat i ea  35 
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§ 8 - Andamento nel eampo reale. 
Quando ~ ed a~ sono entrambi reali  (positivi o negativi) la funzione T*(~, ~) 

~, come si ~ gik osservato, aneh 'essa reale e sempre finita. Del suo generale 
andamento d~ una  suff ic ientemente ehiara  idea la figura qui appresso in 
cui sono tracciate alcune linee T*(a, x)--cost ,  nel piano delle due variabili  
reali ~¢ e x, per  valori della costante compresi  fra - - 6  e + 6. 

Queste linee sono state t raceiate  servendosi solo in piccola parte  delle 
tavole della funzione gamma ~ncompleta di K. PEARSON (~0) che, un i tamente  
alle formule di rieorrenza, avrebbero potuto teoricamente servire per coprire 
l ' in tero  semipiano x > 0, percb~ assai scomode per l 'uso.  CA siamo invece 
pr incipalmente  serviti del fatto t he  ia funzione y* si r iduee a funzioni ele- 
mentari  per ~ in tero:  

(54) T*(n + 1, x) = n ill - -  e-~en(~)], y*(-- n, x) = x ' ,  (n - -  0, t, 2, ...) 

e della eireostanza e h e l a  nostra funzione si pub agevolmente ealcolare anehe 
per  valori di :¢ differenti  per 1/2 da un intero, 
r ieorrenza le al tre 

associando alle formule di 

(55) Y*(~' m) - -  V ~  Erf(Vx--) y,(~, _ ~ )  -_ ,2VT:x, Erfi(V~). 

Fra  le particolarit/~ pih salienti della f igura  c'~ la presenza di coUi per  ~ _<20, 
colli di eui il p r imo:  quello sull' asse x, ~ 1' unico punto in eui r isulta 

- - E i ( . )  - -  l o g  x = 0 
~ l~_ o-- 

e eor r i sponde  a ~c ---- 0,6764 circa. 
Fuori  dei limiti della f igura la funzione y* si domina gih. bene per 

mezzo delle formule asintotiche e, in particolare,  possono cosi trovarsi, per 
la via indieata nel  lavoro cit. (~), buone rappresentazioni approssimate delle 

curve su cui ~ y*(:¢, x ) ~  0. 

§ 9 - Propriet~ di monotonia per ~ ed ~ non entrambi negativi.  
L'impostazione di una  tavola di valori numerie i  della funzione gamma 

incompleta non presenta  peeuliari  difficolt~t quando ¢¢ ed x sono entrambi 
positivi, lnvero se, come in sostanza f a i l  PEARSON, si pone 

(56) Y(~' ~) r(~) = g ( a '  x) 

(20) Cambridge,  U n i v e r s i t y  Press ,  1934. F r a  l 'al tro,  ta l i  tavole  eomprendono una  tabel la  
del  logar i tmo di una  eer ta  funzione I r {u, p), molto v ic ina  al la  nostra  7" (c¢, ~¢), pe r  va lo r i  

posi t ivi  di ~ ---- p + 1 e n ~ x/~/~. 
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ci si r iduee a considerare una  funzione monotona (cresccnte) di ~v i cut valori 
sono sempre compresi fra 0 ed ! the,  come tale, ~ molto adatta al l ' intabu- 
lazione. 

Inoltre  b facile convineersi ehe la funzione g(a, ~) dipende monotonica- 
mente anche da ~, e precisamente the  ~ una funzione deeresvente di % 
avendosi che 

x 0 

- -  t e-Uu~-~du]- > O. f d t [  e-a+u)(tu)~-i(logt - logu)du.[  ~ 2 
o 0 

Meno semplice appare inveee la cosa a priori, eonsiderando la f igura 
precedente,  negli altri  tre casi reali  possibili : 

a) : ¢ ~ 0 ,  x ~ O ;  b) a ~ O ,  x ~ O ;  c) a ~ O ,  x ~ O ,  

perchi~ sembra inerente  alla na tura  delle cose il  dovere avere qui a c h e  fare 
con funzioni pifi rapidamente  variabi]i. 

Mi sembra pertanto notevole il fatto che net due cast a) e b) rispettiva- 
mente  le due funzioni P(% x) e ~,,(% x ) p o s s a n o  ancora ricondursi,  e per 
mezzo di formule  es t remamente  semplici, a due c e r t e  funzioni G(a, x) e 
g~(:¢, x) che, al part  della precedente  g(a, x), sono monotone sia rispetto ad o: 

sia rispetto ad x e restano sempre comprese fra 0 ed 1. Precisamente  dico 

che posto 

(57) r(~, x) = - -  t e_~x~G(% x), (~ ~ 0, x ~ 0) 

e 

l x  a 
(58) y,(~, x) -~ - e ~ g,(~, x) (a ~_ 0, x :> 0), 

6¢ 

le due funzioni G(a, x) e g~(a, x). godono delle proprieti~ di monotonia .di  cut 

pih sopra, 
Infat t i  cominciando dal caso di G, essendo evidentemente 

oo  

G(~, ~) = - -  ~ (e-~'(1 + ~)~-1d% 

0 

con un ' in tegraz ione  per parti  si ha 

G(% x) = 1 - -  x ] e-~'(1 + ~)~d~ 
0 
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e n e  segue the  

(59) ~-~ = ~ e-~X1 + "O~-~d'~ < 0, 

o 

Inoltre  si ha evidentemente 

(60) G(~, 0 ) =  1. 
con la conseguenza ehe 

f = - - ~  e-~(1 

0 

+ ~)~ log (1 q- x)d~ < 0. 

G(~, c¢) = 0 

(61) 0 < G(a, x) ~ 1. 

Val la pena di notare ul ter iormente  che 

~G 
G(O, x) = O, ( ~  )~=o=--e~Ei(~). 

Passiamo era al case b)"in eui, analogamente a pifi sopra, si ha 

1 1 

0 0 
e ne segue ehe 

1 1 

(62) ~ = - - a  e - ' ( 1 - - ~ ) ~ - l ~ d ~ < 0 ,  0g, ~-~ = - -  ~v e - ~ ( 1  - -  -:)~ log (1 - -  ~)d~ > 0 .  

o 0 

Inoltre  si ha 
gd~¢, 0) = 1, g.(~, c~) - -  0 

con la conseguenza che 
(63) 0 < g,(e, x) ~ 1. 
F ina lmente  

(64) g,(0, x) = e - 5  \ ~a]~=~- 

e le due funzioni G e g~ risultano collegate dall' uguaglianza 

(65) gi(~, x) = G(~, -- x) + r(~ + l)e -~. 

§ 1 0  - I i  c a s o  i n  c u i  a ed  ~ s o n o  e n t r a m b i  n e g a t i v i .  

•el case o) non sembra facile r ieondurre  in mode semplice la funzione 
gamma incompleta ad una qualche funzione soddisfacente a cosi drast iche 
limitazioni come le precedenti  g, G e g~. Tuttavia ~ sempre notevole il fatto 
che, ponendo 
(66) y*(-- ¢¢, - -  ~) - -  r(a + 1)eXk(a, ~), (~ ~ O, x ~ 0), 

la funzione k(a, ~v) r isul ta  aneh'  essa mai superiore ad I in valore assoluto 
ed inoltre tale ehe, al var iare  di ~ (:¢ r imanendo fisso) si presentano uno o, 
al pii~, due massimi o minimi. 
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(67) 

Precisamente ,  avendosi che 

k(a, x) : s i n  au@(1, 1 - -  a;  - -  aD, 

~k s in  at: 

~x ~(~--1)7:  
• (2, 2 - -  :¢; - -  ~c) 

sin ~u 

il secondo fatto ~ una conseguenza immediata  del conteggio degli zeri posi- 
tivi o negativi della funzione eonfluente (I)(a, o; ~) eompiuto o per  meglio 
dire, perfezionato, in un mio re'cente lavoro (*~). Invero da uno dei grafiei 
contenuti  in detto lavoro r isul ta  che, per  w > 0, ~ ( - - a ,  2 -  a;  w) si annulla  
una  ed una sola volta se 0 < a ~ l  e due volte se inveee a, non intero, 
maggiore di 1. (Per a ~ 2, 3... si ha uno nero posit ive e uno nero nell '  origine). 

Resta  da dimostrare ehe I k ] ~  1 pel ehe oeeorre dis i inguere i ,due  easi 
0 < ~ < 1  e : ¢ ~ 1 .  

Nel 2 ° ease pub anzi dimostrarsi  ehe addir i t tura 

! y) 1 l) (6S) 

pereh~ dalla (28) si trae ehe 

1 
k(~, ~ ) - -~ :  ~[e~'~i/e~t(l + t)-~-~dt 1 

o 
e eonseguentemente  si ha 

o o  

t ÷ t ~) ~ dt  ~ 
7: ! 2 y ~  r(~f2 +- 1t2) 

0 

Ma la funzione a terzo membro ~, per ~ > O, una funzione decrescente,  

quindi sarh certo 

1 t ] 1 

Consideriamo era  il case 0 < a < 1 in cui k(a, x) ha, al variare di ~, 
uno ed un solo massimo o minimo in un eerto punto w - - - ~  tale che 
(I)(--:¢, 2 - - a : ; ~ ) =  0. ~fa se, pih generalmente,  eonsideriamo la funzione 

@(a, 2 - -  ~ ; x), (--  1 ~ a < 0) 

essa ha an  solo nero posit ive ohe b notor iamente  (.2.Q una funzione ereseente 
di a ;  dunque  deve necessar iamente  essere ~ > ~0, avendo indicate con ~o 

(el) F. TRICO~I, Uber die Abz~hlung der Nullstellen der konfluenten hypergeometrischen 
Funktio~en, ,, Math. Zeitschrift ~, 52 (1950), 669.675. 

(2-2) TSVETTKOFF, ~ Comptes Rendus (Doklad$) Acad. Sei. U. R. S. S. ~ 82, 10.12 e 88, 

290.291 (19~1). 
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l 'un ico  zero positivo della funzione 

0 ( - - 1 ,  2 - - a ;  ~ ) ~ 1  

eio~ deve neeessar iamente  aversi 

(69) ~ > 2 - -  :¢. 

g~ 

2 - - a  

D 'a l t ro  canto dalle formule di derivazione (17) segue subito che 

quindi il va[ore massimo 
tale the  

~k 1 
~-~,= (a - -  x)k . . . .  ~: sin ~rc, 

o nfinimo k* di k nel punto x - - ~  dovrlt esser 

1 
(~ - -  ~3)k* - -  - sin ~¢= 

e da cib, tenendo conto della (69), si trae che 

I s i n ~  , 1 sin:¢~ I 1 s i n ( 1 - - ~ ) ~  1 1 (70) lk*l= ~ @ ~ l  ~ 2 ( 1 - ~  = 2  (1--~),~ <~" 

Finalmento resta da considerare il punto ~v = 0 in cui si ha 

= Isin ~[ 
I k(% O) [ - - - ~  < 1, (0 < ~ < 1); k(O, O) = 1, (~ = 0). 

Se ne conclude the  ~ sempre [ k(a, w) T ~ 1 anzi addiri t tura [ k(~, x~) ] < 1 
se si eselude il punto x---~ ~ = 0 in cui b k--= 1. 

Notiamo infine che mentre k(a, x) considerato come funzione di x ha 
solo uuo o due massimi o minimi, la stessa funzione considera, ta come 
dipendente da :¢ ha sempre in f in i l i  m a s s i m i  e m in im i .  Cib risulta sen~'altro 
dalla precedente f igura ehe dimostra come la funzione y* (e quindi anche k) 
si annulli  infinite volte su ogni parallela a l l 'asse  a. 


