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Sur la multiplication 

s~r i e s  t r i g o n o m ~ t r i q u e s .  

(Par NIELS NIELSEN, ~ Copenhague.) 

¥ 
l l  est bien connu que M. PRINGSI-IEIM (*) a donn~, ii y a vingt arts ~ peu 

pros, un th~or~me concernant la multiplication, selon la rSgle de CAUCHY, de 
deux s6ries trigonom~triques aux coefficients positifs ou altern~s. Dans la 
Note que voici je me suis propos~ de g~n6raliser comme suit le th~or~me 
susdit de l '~minent g6om~tre al lemand: 

Supposons que les coefficients rdels ou comptexes des sdries trigonomdtri- 
ques convergentes 

/'t (x) = ,~1 a., cos n x, g, (x) -~ Z a. sin n x 
-- n=l 

n ~ O  n ~ O 0  

f,(x)--= .~=t= b. c o s n x ,  g~(x)---- ~--i= b. s i n n x  

sati~'fassent aux  deu~v conditions suivantes, savoir 1." 

s=n, - i 

lim Z ja.b .... 1-~0 (1) 

2. ° qu'une des qu~tre s&ies (~ termes positi fs 

soit converge~te ; tous les produits obtenus en multipliant une des quatre sdries 

f, (x), f, (x - ~.), g, (x), g, (x - =) 

(*) Mathemat ische  Anualek~, t. 26, p. 157-166; t885. 
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par u~e des quatre autres sdries 

[, (x), f~ ( x - -  r.), g~ (x), g~ (x - -  ~) 

peu, vent dire ddveloppgs d'apr~s la rOgle de multiplication de CAUCHY. 
Quant b~ la d~monstration de ce thSorbme, d~signons par 

--__ ~ -~  I 

deux s6ries convergentes, puis mettons 

ABEL (*) a d~montr~ que la rbgle de Caucm-, savoir 

n--t 

est appliquable, pourvu que la s~Srie infinie qui figure au second membre 
de (i~) soit eonvergente aussi, condition qui est n4eessaire et suffisante it la 
fois. 

On sait que M. PRINGSHEIM a d~montr5 son th~or~me susdit en prenant  
pour point de d~part la proposition d'ABEL; dans ee qui suit, nous avons 
/t appliquer une m~thode entibrement diff~rente. A cet effet, mettons darts (3) 

s = s . ÷ R , , ,  s~-=s ' , ,+R' . ,  

un calcul direct donnera 

= w,, ÷ R",, ,  (5) 

off nous avons pos6 pour abr6ger 

ce qui montrera que la condition 

lim JR". ]-~--0 

(6) 

(7) 

(~) Journal de (~relle, t. 1, p. 3[8;  1826. (Euvres, t. I. p. 226. 
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est aussi ~ la fois n6cessaire et suffisante pour l 'application de la r~gle de 
C A U C H Y .  

On sait, d'apr~s le th~or~me de M. MNRTENS (*) que la condition (7) est 
certainement satisfaite pourvu qu'une seule au moins des s~ries (3)soit  ab- 
solument convergente, ce qui n'est pas n~cessaire. 

Cela pos~, consid4rofis d'abord le produit  

nous aurons pour le terme de reste (6) cefte expression 

=~ a. eos s x b. cos n x -~ b._, eos (n - -1)  x -~ . -t- 

-~ b .... +~ cos (n - -  s --~ 1) x) ; 
/ 

supposons maintenant  convergente la s~rie 

(9) 

puis multiplions par 2 s i n ~  les deux membres de (9), nous aurons apr~s 

une transformation tr~s simple 

x 
2sin  -~ .  R, = A - - B - I -  C, 

off nous avons pos~ pour abr~ger 

A = b ~ s i n  n-+- x .  ~ a, c o s s x  

B =  ~ a~b .... +1. c o s s x . s i n  n - - s - ~  x 

8-----N 

a, cos s x .  + + - . .  + 

0fl il faut admettre dans C: 

U~----(b~--b,,+,) sin ( p +  l )  x, 

de sorte que la s~rie ~ termes positifs ~ IU .  Jes t  convergente. 

(~) Journal de Crelle, t. 79, p. 182; 1875. 
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Cela pos6, il est 6videmment possible de d~terminer un positif entier N 
tel que pour n >= N:  

IAl< , ICl<.  

ee qui donnera tinalement pour n :> N 

~ R",, 1 <:  

ee qui montrera qua le produit (8) peut toujours ~tre d6velopp5 d'aprSs la 
r~gle de CAUCHY, pourvu que x ne s0it pas un multiple de 2 r:. 

Supposons eonvargente la sSrie 

:Z i b,, + b,,+, 1, 
~t~----I 

nous avons 'h 5tudier de la m~me mani~re le produit 

2 R"~ cos -ff 

et ainsi de suite pour tous les  autres produits mentionn6s dans le th~or~me ; 
telle est la d~monstration complete de notre th6or~me 6none6. 

Supposons partieuli~rement positifs les deux suites de coefficients a,, et 
b.', puis supposons 

a,.+~ < a~, b,,+~ <__ b., lira a,, = 0, lira b. = 0, (10) 

il saute aux yeux que deux des quatre s6ries (~) sont eonvargentes et qua 
la condition (1) se r~duira i eelle-ei 

lim ~ a~b .... --~0; (11) 

c'est-i-dire que les deux sSries i termes altern~s 

n - - t  n=l 

multipli~es d'apr~s la r~gle de CAuc~Y, d'ofl la proposition peuvent ~tre 
suivante : 

Sul)posons mullil)licables d'a,pr~s la, r~gle de CAuc~Y les deux sdries aux 
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termes altdrnds ~ (--  l ) ' -* a,, et ~ (--  1) '~-~ b,,, tousles produits des sdries trigo- 
nomdtriques merdionndes darts le thdorbme gdndral peuvent ~tre ddveloppds d' apr~s 
la r~gle de C~_ucHY aussi. 

Dans ses recherches  aussi  p rofondes  qu ' ing~nieuses  sur  la mul t ip l ica t ion  
d 'apr~s la r~gle de CAUCHY de deux  s~ries non  a b s o l u m e n t  convergentes  
M. PRII~GSItEIM (*) a remplac6 la condi t ion  (11) par  ces deux  au t res  

l ima, , (b~-b~ ~ - . . . @ b , ) = O  i 
~=~ (1~) 
lira b,~ (a, -~- a~ @ . .  • ~- a,,) = 0 

qui son t  ~quivalentes  ~ (11) mais  plus  faciles 'h appl iquer .  
Posons  par  exemple  

1 1 
a,, n ~ ~ (n) b, n~ (13) 

off ~- et ~ d~signent  des n o m b r e s  positifs! tels que :~-[-~:> 1, tandis  que 
(n) est une  fonct ion posit ive de n qui  croit c o n s t a m m e n t  avec n, de 

sorte  que 

lim ~ ( n )  = quant i t6  finie. lira p (n) = oc, ~,=~ log n 

P o u r  Oud ie r  m a i n t e n a n t  les deux  condi t ions  (12), posons  p o u r  abr4ger 

1 ( 1  1 1) 
%-n~(n) V + N + " ' + ~  

( 1  1 
1 1~ ~ ~ ( u ) ÷ +  ' 

~'" - -  ~ ~,, ( 1 )  ~ , n ~ , , 

puis  app l iquons  l ' in~galit6 5vidente 

IlOUS a u r o n s  

I fd j  

n 

l j n 1-~-1 ~ 1 

~" < n ~ ~ (n )  " x-'~ g ~ < ? (n-----~ <= - - -  (~)  ' 
1 

(~) Mathematische Annale~b t. 21, p. 3~7-328; 1883. 
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q u a n t  'h ~',,, d6s igaons  par  p u n  posi t i f  ent ier  qui  dev iendra  in f in imen t  g r a n d  
avec n mais  de sor te  que  

l im (19. n-#) ----- O, 
~ t " - ¢ o  

n o u s  au rons  

, 1 1 . . . @ ~ ) _ ~ _ n ~ ? ( p ) ( ( p ~ _ l )  _~_ - - ~  . - -  

d~o5 sans  peine 

, P n 1-~-13 

c 'es t4-dire  que les condi t ions  (1°2) sont  rempl ies  dans  ce cas. 
P r e n o n s  c o m m e  second exemple  

1 1 
a . - -  , b . = - - ,  (14.) 

(n) n 

oh ~ (n) est  du  m8me caract~re que  dans  (13) mais  telle que  nous  ayons  ici 

lira ~ (n) ~ (n) = O, (15) 
,~=~ 1 ~ - - - -  ~ '  lim,=~ log n . log ( logn) 

nous  ve r rons  par  le mSme proc~d~ que les condi t ions  (1~), sont  rempl ies  dans  
ce eas aussi. 

C o m m e  troisi~me exemple  s u p p o s o n s  eonvergen te  la s6rie 

a l  bl -I- as  b~ -t- as  bs -I-" • " (16) 

nous  au rons  de no t re  p ropos i t ion  susdi te  pr6cis~ment  le th6or~me 6nonc~ 
de M. PR~aSHEm. 

R e m a r q u o n s  en pas san t  avee M. PRINaS~IEL~ (*) que la convergence  de 
la s~rie (16) est suffisante mais  poin t  de tou t  ndcessaire pour  la nmltipliea- 
t ion d 'apr~s la r~gle de CAru'cI~Y les deux  s~ries ~ te rmes  al terngs en ques- 
tion, e o m m e  le m o n t r e n t  e la i rement  nos  s~ries part icul i~res (13) et (14) du  
reste. 

l~tudions m a i n t e n a n t  p lus  a m p l e m e n t  nos  p rodu i t s  des  s6ries tr igono- 

(~) Mathematische Annalen, t. ~21, p. 3~9, t. 26, p. 165. 
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m~triques, nous verrons que la condition relative g la convergence de la 
s~rie (16)joue un r61e essentiel pour la transformation des produits susdits. 

]~tudions d'abord le produit  

nous aurons un d~veloppement de la forme 

f, (x)f~ (x)= u , +  u~ + u ,  ÷ ~ + .  . . ,  07) 

o~ nous avons pos6 pour abr6ger 

d'o5, en mettant 

U o =  ~ < b  .... c o s s x c o s ( n - s ) x ,  

,v~ ~---- ct, b._t -P- a2 b,,_2 + " . -~ a,,_l b, , (is) 

nous aurons apr~s une simple transformation 

5~  
1 1 ~ (a~b .... + b ~ a . ~ ) c o s ( n - - ~ s ) x .  U , , - - - - ~ - w , , e o s n x ÷ ~ - -  = (19) 

Posons ensuite 

L ( x ) g ~ ( x ) =  U'.~+ U ' ~ +  U ' , +  U ' ~ + . . .  

~, (x) g: (x) = u" " + " " . . .  

(~0) 

(~) 

nous aurons de m~me 

< u  
1 1 = ~  

U ' . - - ~ w ~ s i n n x + ~ .  ~ ( a . b ~ _ o . - - a ~ _ , : b . ) s i n ( n - - ° - s ) x  
&...~ 1 

(e2) 

< :  74 

1 1 = e  
,, "i" (a~b. .... q-a, ,  ~ b ~ ) c o s ( n - - 2 s ) x ;  (~3) U , , - -  w.  c o s n x + w  • _. 

2 

dans (19) et (23) l 'accent fix6 au signe de sommation indique qu'il faut 
prendre la moiti~ du terme qui, pour n pair, correspond 'g 2s = n. 

Les formules (17), (20), (21) sont appliquables pour  les sdries trigonomd- 

triques considdrdes da~s notre thdor~me gdndral. 

Am~ali di Matematica, Serie III,  Tomo XIII.  41¢ 
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O r d o n n o n s  m a i n t e n a n t  se lon des fonct ions  t r igonom~tr iques  des multi-  
ples de x les t rois  s~ries en quest ion,  nous  au rons  formellemertt, en p o s a n t  
p o u r  abr~ger  

A. = b~ a,,÷, -[- b~ a,,+~ ~-- b~ a,,+~ --t-" • • 

ce qui  d o n n e r a  phr t i cu l ig rement  

Ao = Bo ----- a~ bl + a~ b~ + a,  b~ + . . . .  (a5) 

ces d~ve loppements  

Ao -t- 
~t~O0 

(w. + A,, + B,,) cos .r~ x 
1 

~t~CO 

f~ (x) g~ (x) = -~ • ~--1 (w. --  A,, + B.) sin n x 

g, (x) g~ (x) = ~ Ao + -~- • ~l= ( -  w,, + A,, + B,,) cos ~ x, 

off il faut  adme t t r e  wl = 0. 
Cela pos~, les formules  formeIles (26) d o n n e r o n t  cette p ropos i t ion  remar-  

quable  et nouvel le ,  je le crois :  
Supposons multiplicables d'apr~s la r~gle de CAucI~Y deux sdries trigono- 

mdtriques, le produit ainsi obtenu ne peut pas gdrtdralement dtre ordortrtd selort 
des cos et sift des multiples de x, savoir dtre trartsformd /ormellemertt darts urte 
sdrie trigonomdtrique ordirtaire. 

C'est  p r6c isement  cette p ropos i t ion  qui  m o n t r e  c la i rement  le r61e essen- 
tiel qui  joue  dans  ce probl~me la condi t ion  de M. PltINGSHEIM. 

En  effet, s u p p o s o n s  positifs les coefficients a,, et  b,, et  convergen te  la s6rie 
(16), tou tes  les s6ries A.  et B .  d6iinies par  (24) son t  ~v idemment  conver- 
gentes  aussi ;  de plus  n o u s  au rons  faci lement  

A.+, <= A., B~+~_<_ B,, i 
l im A. = l im B .  = O, 
W'--O0 N ~ O 0  

(27) 

ce qui  m o n t r e r a  c la i rement  [a cortvergertce des trois s6ries t r igonom6t r iques  
qui f igurent  aux  seconds  m e m b r e s  des formules  (26). 
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Cela pos~, il est tr~s facile de d~montrer  r igoreusement  dans ce cas les 
trois formules (26). En effet, nous n 'avons qu'~ t ransformer de la mani~re 
susdite les n premiers termes des s~ries qui figurent aux seconds membres  
de (18), (20), (2t), la convergence des s~ries A. et B.  et les forn~ules (27) 
nous  condui ront  au but  apr~s une  recherche non  difficile des termes de reste. 

Ces r~ductions faites, nous  avons d~montr~ cette autre proposi t ion in- 
t~ressante : 

Parmi les sdries trigonomdtriques ~ coefficients positifs ou alternds qui sont 
multiplicables d'apr~s la r~gle de CAucRY, celles considdrdes par M. PRINGSHEIM 
sont les seules, dont les produits ainsi obtenus peuvent dtre transformds for- 
mellement dans des sdries trigonomdtriques ordinaires. 

Copenhague, le ~0 novembre 1906. 


