
Sur les  6 q u a t i o n s  l in6a ire s  
aux diff6rences finies. 

(Par M. WALTER B. FOaD, ~ Ann Arbor.) 

Cortsiddrc~tio~s prdliminaires. 

1. P e n d a n t  plusieurs ann6es M. DINI a publi6 dans les Annali une 
s~rie de M~moires int6ressants sur  les 6quations diff~rentielIes. Toutes  ses 
reeherches se groupent ,  en dernier  lieu, au tour  une expression qui se trouve 
dans le premier  M6moire (janvier, 1899) pour  l'int~grale g6n~rale d 'une 6qua- 
tion diff~rentielle lin6aire du n. ~'~ ordre ;  eette expression a la forme d ' u n e  
s6rie intinie dont  le ,m ~'~ terme est une int6grale d~finie m4uple qui d6pend 
non seulement  des coefficients de l '~quation donn~e, mais aussi de n fone- 
t ions arbitraires. Pour  un  ehoix eonvenable de ees fonetions il peut  arriver 
que l'int~grale g6n~rale prendra une forme qui fair voir direetement  ses pro- 
pri~t~s les ptus importantes  at e'est ainsi, an partieulier,  que dans son 
deuxi~me M~moire (avril, 1899) M. DIN~ trouve que sa m~thode s 'applique 

l'~tude des int6grales de eertaines 6quations diff6rentielles lin~aires quand  
on eonsid~re ees int6gcalas pour  des valeurs trSs grandes de la variable in- 
d6pendante.  De eette mani~re, il arrive /t un  th~or~me g~n~ral qui donne, 
eomme consequences sp~eiales, beaueoup des r~sultats importants  de M. PorN- 
CAR~ (*) publi6s en 1885, ainsi que eertains r6sultats plus r6eents de M. K~E- 
SEa (**). Mais, ee n 'est  pas iei le lieu d '~num~rer routes les applieations et 
t o u s l e s  r6sultats nombreux  que M. DINI a trouv6 dans eette s6rie de M6- 
moires; il suffit de remarquer  que sa In~thode est tout  "~ fait originale et 

(~) Sur  les dquations lindaires aux diffdrentielles ordinaires et aux diffdrences finies 
American Journal of Mathematics, Vol. VII. 

( ~ )  Untersuchung und asymptc.tische Darstellung tier Integrale gewisser l inearer Diffe- 
~entialgleichungen bei grossen reellen lVerthen des Arguments;  Journal de Crelle, t. 120, 
pp. 267-975 (i899). 
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qu'elle ne laisse rien tt d~sirer au point  de vue ni de sa g6n~ralit~ ni de la 
valeur des applications que l 'on peut  en faire. 

Le earaetgre de eette m~thode d'~tudier les ~quations diff6rentielles ainsi 
que 1 ana l%m biea eonaue  entre la th6orie de telles ~quations et la th6orie 
des ~quations aux differences tinies nous porte h. croire que l 'on peut  adapter  
la m~thode ~ l '6tude des int~grales des 4quations de cette derni~re esp~ee, 
et e'est eette quest ion que nous nous proposons  dans le Mgmoire actuel. 
D'ailleurs, i l y  a deux considerat ions sp~eiales qui nous  semblent  ajouter  
un  int6r~t suppl~mentaire ~ cette recherche. Autant  que l 'auteur  en saehe, 
il n'existe dans la l i terature aetuelle sur le ealcul des differences finies aueun  
th~or~me analogue ~ eelui que nous  avons signal6 plus hau t  relatif aux in- 
t4grales de certaines ~quations diff(~rentielles lin~aires eonsid~r~es pour  les 
valeurs trgs grandes de l ' a rgument .  Pour  ~tre plus pr6eis, si l 'on a une 6qua- 
tion lin6aire aux differences finies sous la forme 

Ao (x) V (x + n) + A~ (x) y (x ÷ ~ - -  ~) + A (x) y (~ + +~ - -  ~) + - . .  

. . . .  +- & (x) y (x) = o 

off le coefficient A,.(x), r - - 0 ,  1, 2,... n tend vers une limite, bien d6ter- 
min6e quand  x = oc, il n'existe aucun  th6or~me qui exprime d 'une  mani~re 
explicite l 'allure de l'int6grale g@6rale y(x)  quand x prend des valeurs tr~s 
grandes. I1 est vrai que M. POINCAI~, duns le M6moire cit6 plus haut,  d6- 

montre  sous les m6mes hypotheses  Fexistence de la limite lira y ( x +  1) =_-= y ( x )  , v ( ~ )  

4tant une int~grale quelconque de l 'Squation donnSe, et il t rouve la valeur 
de eette l imite;  reals, le but  que nous nous proposons  est plut5t  de d~ter- 
miner  le caract~re de l'int~grale y(x) eIle-mdme, de sorte que les propri~t~s 

du rappor t  y ( x + l )  bien qu'elles ne soient pas le but  de nos recherehes, 
v (~) ' 

en r~sultent comme consequences sp6ciales (*). En second lieu, un  th~or~me 

y (x + 1) (+) De t '6gatit6 lira . . . . . . .  lv---~.une va leur  ddterm, inde on peut  seulement  conclure 
~__~ y (x) 

que, pour les vMeurs assez grandes de x, i l  existe une retation de la forme 

y (x + 1) + [t ( x ) - - k ]  y (x) = 0 

off lime (x)= 0. Quant ~ la fonction y (x) elle-mSme, nous obtenons en effectuant l'int6gra- 
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tel que nous  venons  de l ' indiquer  pour  les 6quat ions aux diff6renees finies, 
une  fois obtenu,  aurai t  une appl icat ion direete ~t l '6tude de la convergence 

des fractions a lg6briques  continues.  En  effet, si l 'on repr6sente  par  PÈ (w) 

la n ~'~ r6ituite d 'une  que leonque  des fract ions a lg6briques  cont inues  qui  cor- 

r e sponden t  ~ une s6rie donn6e de pu i s sances :  

ao + a~ x + a~ x ~ + .  • •-4- a,, x "~ -4- .  • • ( r  ~-- r a y o n  de  c o n v e r g e n c e  >= O) 

on sait  bien (*) que  ehaeun  des po lyn6mes  ,:P. (x), Q,, (x) eonsid6r6 pour  une  
valeur  fix6e de x, satisfait  /~ une  6quat ion tin6aire aux  diff6renees finies du 
second ordre par  rappor t  /t la variable  n, de sorte qu 'en se servant  d 'un tel 
th6or6me on pour ra i t  6tudier la convergence de la fraction pour  la valeur  
donn6e de x :  ee qui veu t  dire, 6tudier  l 'existenee et la valeur  de la limite 

tim P" (x) 

C'est done un  th6or~me de ee earaet~re sp6eial que nous  avions en rue  
et nous  eroyons  l 'avoir t rouv6 dans notre  Th6or~me III, aussi  bien que dans 
le Th6orSme I. Nous  comptons  publ ier  plus  tard  les appl icat ions les plus  
impor tan tes  de ees deux Th6or~mes,  su r tou t  les app l i ca t ions / t  la ques t ion  de 

la convergence des fractions alg6briques con t inues .  
Enfin, avant  d ' aborder  les consid6rat ions  d6taill6es des pa ragraphes  sui- 

ran ts ,  l ' au teur  se fait un  devoir  d 'expr imer  ici sa profonde  grat i tude 
M. DIN1. En comparan t  les pages  qui  su ivent  avec les deux premiers  M6- 

moires  m ent ionn6s plus  haut ,  on verra  sans  peine tout  ee qu'il lui doit, et 
que les pr6sentes  reeherehes eussent ,  en somme, 6t6 impossibles  sans l 'aide, 

la direction que lui iburnissai t  ainsi l '6minent  math6mat ic ien  italien. 

tion de cette 6quation par les m6thodes bien connues (voir par exemple Boons, A treatise 

on the calculus of  finite differences, London, 1860, pp. 101, 10~) 

y (x) = c [~ (x -- l) -- k I [~ (x -- ~) ---k] [, (x ....... 3) -- k ] . . .  [, (r) I k], 

r 6rant une valeur queleonque fix6e de x, et c 6tant la valeur de y (r). Mais, cette expres- 
sion a la forme d'ua produit dans Iequel le hombre des facteurs crolt ind6finiment avec x, 
et par eons6quent elle ne s'adapte pas, au moins en g6n6ral, /~ l'6tude de la question que 
nous avons pos6e. 

(~) Voir par exemple la th~se de M. PAD~: Sur  la reprdsentation approchde d'une fonc- 
tiot~ p a r  des fractions rationnelles. Annales de l']~cote Normale sup6rieure, 3 i6me s~rie, t. 9, 
suppl6ment, p. 43 (189~). 
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2. N o u s  r~sumons ,  d ' abord  que lques  re la t ions  g6n~rales du  calcul des 
diff6rences finies. 

Rep r6sen tons  par  y (x) une  fonct ion  (r~elle ou eomplexe)  de la variable  
r~elle x et s u p p o s o n s  que  cette fonc t ion  soit  dSiinie (*) au  moins  p o u r  tous  
les ent iers  positifs x }>= u n  cer ta in  ent ier  :¢ ~ 0. Alors, la n ~'~ difference 
~,"y (x) de y (x) est  d~finie par  la formule  

~ (~  - -  1) 
2 y (w ÷ n - -  9) . . . .  ÷ ( - -  1)" y (x) 

(1) 

et, avec les hypothSses  indiqu~es cette diffSrence c o n s t r u e  (~videmment une  
fonct ion  d~iinie c o m m e  y (x) au tnoins pou r  t o u s l e s  ent iers  positifs x ~  :~. 

C o m m e  r4sul ta t  sp6cial de cette d~iinition, nous  r e m a r q u o n s  tou t  d ' abord  
l 'exis tenee des express ions  ~ " y ( x + n - - r ) ;  r = O ,  1, 2, . . .  n lo rsque  x ~ a .  
De plus,  p o u r  les m~mes  va leurs  de x les trois re la t ions  g~n~rales ex is ten t :  

y (x  + n - -  r) ~ -  y (.::~ + ~ )  - -  r A y (x  ÷ .  - -  1) ÷ 

÷ r  ( r - -  1) A~ ( X ÷ ,  2) 
2!  Y . . . . . .  

• . - + ( - - I ) " A " y ( x  i - ~ - - - r ) ;  r~ - -0 ,  1 , ~ , . . .  ~. 

a" y (x -i- n - -  r) -~ a" y (x) ÷ (~ - -  r) ~"+~ y (x) + 

_~ (n  - r )  ( .  - r - -  1) ~,.+~ y (x)  + 
2~ 

+ . . . + A " y ( x ) ;  r = 0 ,  1, %.. .  n. 

(3) 

A~y(x) -~ A" y ( x - F - n - - r ) - - ( n - -  r) A"+~y ( x - ~  n - -  r - -  1) ÷ 

_~ ( n - - r )  (n - -  r - - 1 )  ~,.+~ ( x - } - n - - r  2) 
9! Y - -  - -  

. . . .  + ( - 1 ) o - ' A ~ y ( x ) ;  r = 0 ,  1, ~,.. .  ~. 

(+) 

En effet, ces re la t ions  r~sul tent  d i r ec t emen t  q u a n d  on subs t i tue  pou r  les 
diffSrences diverses leurs  va leurs  d~termin(~es pdr  l '~quat ion (1). 

(~) Nous employons toujours le mot ddfini dans le sens ~ d~fini d'une mani~re unique ~). 
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Les fo rmules  (~), (3), @) nous  p e r m e t t e n t  de faire les observa t ions  sui- 
van tes  qui  nous  se ront  uti les dans  ce qui  va suivre. 

En  nous  b o r n a n t  tou jour s  aux  valeurs  de x qui sont  des ent iers  posi- 
tifs, s u p p o s o n s  que p o u r  x ~  ~ la fonc t ion  y (x) existe et satisfasse ~t une  
~quat ion  lin~aire aux differences finies de la ib rme o rd ina i r e :  

% (x) ~"y (~) + ~.~ (x) ~"-~ v (~) + % (x) A"-~ v (~) + . . .  + ~. (~) y (~) = o (5) 

dans  laquelle  les coefficients ~ son t  des fonct ions  donn4es  (r~elles ou  com- 
plexes) de x, c'est-~-dire, q u a n d  x ~  la fonct ion y (x) existe et par  con- 
s4quent  auss i  routes  les fonct ions  Ay(m),  A ~ y (x), . . .  A"y(x)  et  p o u r  les 
m~mes valeurs  de x l '~quat ion (5) se v~ritie. Alors, il rSsulte de ce que nous  
venons  de dire que les express ions  

y (x .~  ~,), ~ y (x ÷ n ....... l), o Y (x ÷ n - -  ~) , . . .  a"-' y (x + 1), ~*" y (x) 

exis tent  q u a n d  x ~  ~ el, d'aprb~s la formule  (~) il r~sulte auss i  que p o u r  les 
m~mes  valeurs  de x ces express ions  sa t is font  h une  ~quat ion  de la fo rme 

~0 (x) ~"v (~) ~-  < (x) A"-' v (x + l)-+- a~ (~) ~'--" y (x ÷ u) ~ . . . .  + 1 
+ a,,_~ (x) ~ y (x + u - -  l) + a,, (x) y (x + n) = 0, t (6) 

les coefficients a~ 6tant  des fonct ions  lin~aires des coefficients ~ et 6tant  
d~termin~s par  la formule  su ivan t e :  

( - t )  ...... [ n !  ( . - 1 ) !  ( , ~ - 2 ) !  
r ! ~ ( n  - -  r )  1 %  - -  (re --- r - -  1) ! ~'~--~ - ~  ( n  - -  r - - - 2 )  ! ~':-~ . . . .  

• " + ( - - l )  ° - °~!  ] ~ . ~  ~,. , r = 0 ,  1 ,  2 , . . . ,  n .  

(7) 

R~c iproquement ,  si l 'on a u n e  fonct ion  y (x) qui existe p o u r  x >  ¢¢ et 
satisfait  '£ une  ~quat ion (6) darts laquelle  les a~ sont  d~termin~s en t e rmes  
des fonct ions  donn~es  ~ par  les re la t ions  (7) cette fonct ion  satisfera '~ l'& 
qua t ion  (5) p o u r  tou tes  les va leurs  indiqu~es de x. En  effet, il r~sulte de la 
re la t ion (1) que les express ions  y.(x), • y (x), A ~ y (x), . . .  A" y (x) exis tent  p o u r  
x_>_~ et en mSme temps ,  ia re la t ion (3) nous  pe rme t  d'~crire l '~quat ion 
donn~e  (6) sous  la forme 

¢o (~) ~° v ( * ) ~ ' ,  (~) A"-I y (x) + . . .  + ¢ .  (~) y (x) = o 
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off les coefficients ~'~ sont  d6termin6s par  les 6quat ions 

1 [?~ n ,  ( n - - l ) ,  . r ,  ] £" = ~.t a.~ -~-~ )! a._~ -t-.  • - -I ( r +  1)I 
tt - -  r)!  (rt - -  r - -  1 1 ! a,.+, + 0-[ a~ , 

r =  O, 1, ~,. . .  n. 

lesquelles suivant  les relat ions donn6es (7) se r6duisent  a.ux au t res  ~'~ = ~ .  
Ainsi, on peut  toujours  remplaeer  une  ~quation lin~aire aux diff6renees 

finies, ayan t  la forme usuelle (5) par  une  aut re  de la forme (6) de mani6re 
que lorsque la fonetion y (x) est une  int6grale de l 'une pour  x > ~ elle sera 
aussi  une  int~grale de l 'autre. 

Plus g6n6ralement,  on peut  d6mont re r  au  moyen  des relat ions g6n6rales 
(1), (2), (3) et ($) que si l 'on a une 6quation lin~aire clans n ' importe  quelle 

des formes suivantes  

% (~) ~" y (~) + ~.~ (~) ~ - '  y ( ~ ) +  ~ (~) A ,,-~ y (~) + . . .  + 

+ ~, (~)  y (,x) - o 

ao (x) t,. y (x) + a, (x) a "=' y (x + 1) + a~ (x) ~"-'~ y (x + o.) + . . .  + 
(8) 

+ a,, (x) y (x + n)  = 0 

A o (x) y (x + n) -I- A, (x) y (x + n - -  1) + A~ (x) y (x + n - -  ~) - k ' - - - k  

+ & (x) y (,~) = o 

il est possible de t rouver  une 6quation ayant  l 'une ou l 'autre  des deux autres  
formes et telte que si y (x) est une  int6grale de l 'une lorsque x > ~ elie sera 
de m~me une  int6grale de l 'autre  pour  les m~mes valeurs  de x. 

Le premier thdor~me (*). 

3. Cela pos6, nous  allons nous occuper  de l '6quation de la deuxi6me 

des formes (8): 

ao (x) ,~'~y (x) + a~ (x) A "-~ y (x + 1) + . . . . .  ~-~,, (x) y ( x - I - n )  = o (:~) 

(~) On trouve t'6nonc~ du thb, or6me dans le § 8. 
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en s u p p o s a n t  que  les coefficients a son t  des fonct ions  co n n u es  (r~elles ou 
complexes)  de la variable r~elle x. E n  nous  b o r n a n t  . toujours ( comme il suffit 
p o u r  les appl ica t ions  usuel les)  aux  va leurs  enti~res posi t ives  de x, suppo-  
sons  que  les coefficients a so ient  d~finis p o u r  t o u s l e s  ent iers  positifs x ~  
un  cer ta in  ent ier  ~ ~> 0. 

S u p p o s o n s  auss i  d ' a bo rd  que la fonct ion  y (x) qui  joue  le rble d'int(~- 
grale soit  donn~e et soit  d4finie (comme les coeffmients a) p o u r  tou tes  les 
valeurs  de x ~ ~. 

Chois issons  m a i n t e n a n t  u n e  fonct ion  arbi t ra i re  z (x) qui  est aussi  d~finie 
pour  x ~  ~. P o u r  tou tes  les va leurs  de x_~  ~ -~  1 nous  p o u v o n s  donc  dcrire 

~ = ~  z ( ~ , )  [no (xl)  Ao y ( ~ )  + ~1 (x,)  E'-'  y (~, + l)  + . . .  + ( lo)  

+ a,, (~,) y ( ~  + n ) ]  = 0 , 

off la s o m m a t i o n  a r appor t  (de la mani~re  ordinaire)  aux  ent iers  x~ qni  se 
t r ouven t  entre  ~ et x -  1 (~ et x - - 1  compris) .  Nous  al lous consid6rer  d ' abord  
cer ta ines  t r ans fo rma t ions  qui  son t  possibles p o u r  le t e rme  

~(x , )c~ , . (x , )A ... .  y ( ~ + r ) ;  r = o ,  1, 2., . . .  ( ~ - i ) .  ( l l )  

Or, en gSn~ral u (x) et v (x) ~tant  deux  fonct ions  d6finies p o u r  x ~ :~ on  
peu t  5crire p o u r  tou tes  les valeurs  de x ~ :¢-~ i 

X l ,.~.~ X I ~ C ~  ~1~. ~ 

En  effet, ~vee ees hypo theses  on sait  que  les diff6rences A u (x), ~ v (aq 
exis tent  p o u r  x ~  ~ de sorte  que p o u r  les m~mes  valeurs  de x l ' express ion  
u (x) ~ v (x) ~- v (x + 1) ~ u (~) existe et q u a n d  x > ~ -4- 1 on p e u t  ~crire 

2~ [u (x,)  ~ ~ (x,)  - -  v (x~ + t) ~ u (~,)] = 

= ' ~ - ~  [u (xl + i )  ~ (x~ + t) - u (x,) ~ (xO] = 

[ )]- = ~ (~) v (~) - u ( #  ~ (~) = u (~,) ~ (~, 
Xl~Ot 

Mais, cette io rmule  est, en effet, la fo rmule  cherch6e (12). 

f ~ b  (*) Nous posons toujours [ (x)]~__a = f (b) - -  f (a)  et [ f(x)]~--a = f (a). 
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Cela pos6, r e t o u r n o n s  au  t e rme  ( i l ) .  Avee les hypo theses  aetuel les  pou r  
m (x) et  z (x) la fonet ion  z (x)a,. (x) sera  d~finie p o u r  routes  les va leurs  de 
x > :~ et, su ivant  la d~finit ion (1) telle sera auss i  l ' express ion a ~-'-~ y ( x ÷ r ) .  
Par  consequent ,  n o u s  p o u v o n s  app l iquer  la fo rmule  (12) au  t e rme  (11) en 
p r e n a n t  u (x) = z (x) a.~ (x), v (x) := A ...... ~ y (x ÷ r). Nous  ob tenons  ainsi  p o u r  
routes  les valeurs  de x ~> ~ ÷ 1 

z (x l )  a,. (x , )  A'~-'" y (x ,  ÷ r) = 
g~l,---O$ 

[ "s _-= z ( x O a , . ( x , ) A " - " - ' y ( x , - ~ . r  ) - -  A " - " - ~ y ( x , ÷ r m l ) A I z ( x ~ ) a , . ( x , ) } .  
93i~0t 

Mais, on  p e u t  de n o u v e a u  app l iquer  la formule  (12) i la sommat ion  qui se 
t rouve  dans  le second m e m b r e  de eette derni~re ~quat ion,  de sorte  qu 'on  
a auss i  

OSr~X - - I  

~--- z (x,)  a,. (xt)  A ....... ~ y (x~ ÷ r) - -  5 { z (x~) a,. (x~) } a "-''-~ V (x,  ÷ r ÷ 1) ÷ 
= 

Apr~s n - -  r appl ica t ions  pareil les de la formule  (12) nous  ob tenons  pour  
routes  les valeurs  de x >  ~ ÷ 1 la re la t ion 

off 

z (xd  a,. (x,) ~ ..... y (x~ ÷ r) - P,, (xd  ÷ 

021~X--1 

÷ ( - - 1 ) ' - "  ~t=~ y ( x ~ ÷ n )  A .... t z ( x , ) a > ( x , ) l ,  I 

(r ==0, 1, 2, . . .  n - - l )  

p ,  (x)  = ~ (x)  ~ ,  (x )  a . . . . .  1 ~ (x  ÷ r) - 1 
! 

- -  ~ [ z (x)  ct,. (x)  I a~-"-~" Y (x  ÷ r + 1) ÷ . - .  

) ÷ . . . . .  ~ ( - -  1) ~ '- ' -~ ~ ...... ' { z (x )  a,. (x )  } y ( x  ÷ n - -  1). 

0 3 )  

( l+)  

Enfin,  en do rman t  i r ses valeurs  successives O, 1, 2, . . .  ( n - - 1 )  et en 
~.ous se rvant  de la re la t ion (10), nous  ob tenons  la re la t ion  su ivante  p o u r  les 
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valeurs de ~ > ~ - 4 - 1 :  

Po (x,) 4- P~ (x~) 4 - . . -  ~-- P,,_~ (x~) -?  

4- y (x~ 4- n) [z (x~) a. (x~) - -  ~ {z (x,) a,,_, (x,) } 4- 

+ a~{z(x,)a,_~ (x,)} . . . .  4 - ( - -  1)" a"{z(XOao (x0}]----0. 

(15) 

Mais, suivant la d6finition (14), nous trouvons imm6diatement que 

Po (x) -4- P, (x) 4 - . . .  4- P,,_~ (x) = P o (x) A"-~ y (x) 4- p, (x) ~"-"- y (x 4-1) 4 - . . .  4- 

-+- p ._ ,  (x )  y (x  4 -  n - -  l ) 

off les expressions Po (x), pL (x),,.. p,, (x) sont d~termin~es par les ~quations 
suivantes : 

po (~) = ~ (x) a,o (~) 

p~ (~) = ~ (x) a~ (~) + ~, ,, I ~ (x) ~o (~) J = z (~) a~ (x) - ~ po (~) 

p~ (~) ~ (x) ~ (~) + ~, ~ {~ (~) a ,  (x) 1 + ~, {~ (~) ~o (x) l 

= z (x) ao (x) - ~ p, (x) 

p°_,  (x) = z (x) a,,_, (x) 4 -  ~, ~ {z (x) a._~ (x) l ÷ " "  + 

4 -  ~,,., ~"- '  { z (~) ao (x) } = z (~) a,_~ (x) - A p,,_~ (x) 

a v e c  ~,. = ( - -  1)'. 
Par cons6quent, si nous posons encore 

(•6) 

p .  (x) = ~ (x) a .  (x) 4 -  ~ ~ {z (x) a ._ ,  (x  I + .  • • + t (17) 
4 -  ",~ ~" {z (x) ~o (x) I = z (x) ~,, (x) - A p,;_~ (x) 

l '~quation (•5) prend la forme 

off 

et 

po (x) A--, y (x) 4 - p ,  (~) ~"-~ y ( x ÷  1)p,  (x) ~"-~ y ( x 4 -  ~) 4 - . . .  4-  

4-p,,_~ (x) y (x 4 -  n - -  1) = 

XI~--I 
= y (x, 4-  .,) z (x,) 4 -  

z (x,) = - p,, (~) 

= [po (x) ~"-' y (x) + p ,  (x) ,~"-~ y (x 4-  i)  4 - . . .  4- p,~., (x) y (x 4-  ~-t - -  1)],._ o 
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4,. La fornmle  (18) une  lois 6tablie, co mme  eons6quenee  n6eessaire 
exp r iman t  une  "relation entre  les fonet ions  donn6es  a0 (x), a~ (x) , . . .  a .  (x) et 
la fonet ion  ehoisie z (x), prof i tons  m a i n t e n a n t  de l 'arbi t ra ire  qui  existe darts 
le ehoix de eette fonct ion z (x). Ainsi, en d~signant  par  zL (x), z, ( x ) . . .  z,, (x) n 
tetles fonet ions  z (x) et pa r  p,,o (x), p,., (x) , . . . ,  p,,,~_, (x), Z,. (x), ~,. respective- 
m e n t  les fonet ions  po (x), p, (x), . . . ,  19,,_, (x), Z (x )  et la eons tan te  - c qui cor- 
r e s p o n d e n t  ~t la fonct ion z, (x), nous  au rons  le syst~me su ivant  d '~quat ions  
pou r  toutes  les valeurs  de x > ~.-5-1: 

p,,o A"-~ y (x) ÷ p , , ,  ~"-" y (x + 1) ÷ . . . . .  ~- 

aTt~___2-- I 

+ p ,  .... , y ( x ~ - - n - - l ) =  Z Y ( ~ , ~  ~)Z,(x~)+c, 

p~,o x ' - '  y (x) -I-p~,~ a "-'~ y (x + 1) + . . . .  +- 

X = . r ~ [  

+ p ~ , , , ~ , y ( x + ~ - l ) =  " ~  y ( x ,  ~-~Oz.~(x , )+c. , .  (2t)  

o • . . . .  o . o o o o , o o o , • o , . o , o 

p,,,o A ''-~ y (x) + p,,,~ ,v ~-~- y (x  ÷ 1) + . . . .  ~- 

÷ - p  ...... , y (x + n - -  1) = ~ y (~e,-~-n) z,, (x,) + e,,. 
8ffl~O~ 

Par  cons6quent ,  nous  n ' avons  qu 'h  suppose r  que les fonct ions  z, (x) a ient  
6t6 choisies de sorte que pou r  routes les valeurs  de x_> ~. % 1 le d6 t e rminan t  

P (x)  = P ~ . o  P ~ , l  • • • P 2  . . . . .  1 

, o , . . . .  , , , , • . 

P , , , O  P , , , I  • . • P . . . . . .  1 

(22) 

est  diff6rent de z6ro, pou r  6erire (en part iculier)  t ou jour s  pou r  les m6mes  
valeurs  de x ~ ~ -[- 1, 

y (x @ n --- 1) - -  P" (x) (23) 

off P .  (x) repr6sente  le d6 te rminan t  ob tenu  de (22) en y r empla§an t  les 616- 
merits de la derni~re eo lonne  par  les seconds  m e m b r e s  eo r r e spondan t s  des 
6quat ions  (21). 

La re la t ion  (23) une  fois ob t enue ,  cons id~rons  en plus  de d6tail Ies pro- 
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priSt~s du d6terminant (~). Nous avons d'abord 

• ' ( ¢  = 
z,~ao(X) z2a~(~)-t-¢~A{Z~ao(~)} 

zo a~ (x) + ~ a {z~ c~, (~) I + ~ a 2 / ~  a.  (x) I. • • 

• . • • • • , , • • • o , • . , ° , . , • , • 

~,, C~o (X) ~ a~ (x) + ~ ~ {.., ~o (x) I 

Mats, d'apr~s la formule ggn~rale bien eonnue 

~"Iu ¢ )  ~ (x) 1 = A '~ ~ (x) u (x) + n ~ - ~  v (x + l )  A u (~) + ) 
[ (~-~) 

+ n (n -- 1) A,,_~ (x + ~) ~ . ~! ~ u ¢ )  + . .  + v (x + n) ~" u ¢ )  
/ 

e e  

o~ 

d6terminant prend direetement la forme 

P ¢ )  = ~, ~, ~ . . .  ~,_~ ao (x) ao ¢ + 1) ao (~ + ~ ) . . .  ao (~ + n - -  1) Q (x) 

Q (~) = 

¢'t A Z l  A s z l  • . • A " - I z l  

Z~ AZ2 A ~z~ . . . A ' - I Z 2  

• , • . . . , • . . • • • . o • . 

Z,, AZ~ A ~z, ,  . . . h " - l ~ .  

(e6) 

De la m~me manibre, nous obtenons pour le dgterminant-P,, (x) la forme 

1~,, ( x )  = ~, ~o ~.~ . . . 

Q,, ( ~ ) =  

~,,_,. C~o (x) a.o (x + t) a.o (x + e ) . . .  ao (x + n - -  e) g,~ (x) 

Xl~ff* 

• . . ~ ' - "  ( x , + n ) Z ~  ( x ~ ) + c ~  z~ az.~ h ~z.2 z~ ~ y 

. "- '~ (~, + n) Z,, ¢ , )  + c,, z .  A z .  A ~z,,  . h ~ .  y 
Xl~¢# 

Comme consequence premiere de l'~quation (~5), on peut remplaeer la 
condition introduite plus haut relative an d~terminant P (x), par ta suivante: 
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le coeffmient ao (x) de t'~quation donn~ (9) avec le d~terminant Q (x) (qui 
ue d~pend que des fonctions z,.(x)) ne dolt s 'annuler pour aucune valeur 
de x ~ ~. ÷ 1. De plus, l'4quation (23) prend maintenant la forme 

y (x  ÷ n - -  l )  = ~,,_~ 

Ou, si nous posons 

A (~) = 

et 

(~, ~,) = 

Q,, (x) 
ao (~ ÷ u - ~) Q (x) 

Z 1 A Z l  A : z l  . • • A ~ ' - ~ Z l  62 

h 2 & ' -  Z e AZ,~ Z~ . . . Ze Oe 

• • , • . . , • . . o , ° , . . • . . 

Z,, 4 Z .  A 2 . . . h ' -  

z, a z , . . .  a"-~z, Z,(x,)  

~.~ A z ~ . . .  A"-~z~ &(x l )  
• , . o . . . . • , • • . . • • • , 

~,, ~ , , . . .  A"-~,, z,,(x~) 

(~7) 

(~s) 

nous aur(ms pour toutes les valeurs de x ~ ~ ÷ 1: 

ao (x ÷ n - -  1) Q (x) ÷ 

Enfin, apr~s la transformation x- -1- - - -x ' ,  cette 5quation devient 

y (x q-n) = <,_~ A (x-k l) 1 
C~o (x ÷ u) Q (x ÷ 1) ÷ 

t (29) 
} 

Cette derni~re formule a ~videmment une relation ~troite avec la formule 
importante (~6) du susdit premier M6moire de M. D~N~ efnous  allons l 'employer 
pour 5tudier les in%grales y (x) qui peuvent exister sous des hypotheses 
donn&s pour une ~quation (9). Cependant, nous remarquons que jusqu'~ 
ce point ta signiilcatiou precise de cette formule est celle d'une relation n& 
cessaire entre les coefficients donnSs ao (x), at (x),... a. (x), l'int~grale y(x) 
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consid~r4e comme donate  et une suite de n fonctions arbitraires z~ (x), 
z~ (x),... z. (x) quand on suppose, en r~sum~, que 

a) chacune des fonctions ao (x), a, (x),... a. (x); z~ (x), z~ (x),... z. (x) 
est d~finie pour routes les valeurs  enti~res de :v ~ un certain entier a ~ 0, 

b) la fonctioa y (x) est une int~grale donn~e particuli~re de l'~quation (9) 
pour routes les valeurs de x ~ ~, 

c) le coefficient ao(x) ne s'annule pour aucune ~aleur de x:> ~ ÷ 1 ,  
d) on choisit les fonctions z~ (x), z~ (x ) . . .  z.(w) de mani~re que le 

d~terminant Q (x) d4fini par l'~quation (26) ne s'annule pour aucune valeur 
de x ~  ~ ÷ 1 .  

5. Revenons alors ~ la formule (29). Ea rempla~ant l 'expression y (~  ÷ n )  
qui se trouve sous le signe de sommation par sa valeur d~termin~e par la 
mSme formule, nous obtenons la nouvelle relation pour les valeurs de x ~ ~: 

~._, A (x ÷ 1) 
y ( x ÷ n ) - ~  ao ( x ÷ n )  Q ( x ÷  1) + 

De la m~me manibre on obtient maintenant 

÷ 

~,,_~ A (x ÷ l) 
Y (x ÷ n) - -  ao (X ÷ n) Q ( x - ~ l )  t- 

ao (x + n) Q (x ÷ 1) ao (x~÷ ~) Q (x~+l) 

En g4n~ral, apr~s m applications pareilles de la formule (29) nous arri- 
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vons au rgsultat suivant dans lequel, comme dans les deux pr@Sdents, on 
suppose toujours que x => ~: 

y (x -4- n) = ~,,_~ A (x -5- I) 
ao (x -f- n) Q (x + 1) ÷ 

~:_, ~ A ( ~ , + l ) ~ ( ~ + t ,  ~ )  

{- {- 
• + , . • • , • • , , , , • + , , , . o • o ~ - -  

+ 
ao(X.-yn)Q(x+l) 

~ ( x + i ,  x,) ~r, ~, i i (x~+t ,x~)  
ao(x~@n)Q(x~@l) i~:  ao(X~@n)Q(xo-~-l) 

oh 

ao(x,,,-,--bn)"~Q(x,,,-~@t) ~'~,=a ao(m,,~4:-n)Q(x,,,~, l) 
+ R,,, (x) 

R :  (~) = 
~r+: = 

ao(~+~)o (~+ l )  ~'~ ~(~+t' ¢~) ~'~ ~(~'+~' ~) a o ( ~ - T ~ 4 ( ~  ~ ~) a o (x~ + ~) Q (~ + 1 ) 

(30) 

Par cons6quent, nous arrivons au r6sultat suivant:  si les fonctions 
z~, z~, z~,.., z. (qui doivent satisfaire aux conditions d6j5 sp6cifi6es au § ~) 
sont telles qu'on a lim R,,, (x) = 0 pour routes les valeurs de X > ~., alors la 

formule (30) fournit le moyen d'exprimer explicitement sous la forme d'une 
s6rie infinie eonvergente les valeurs que l'int~grale y (x) doit avoir pour les 
valeurs x ~ ,. + n de x. 

De plus, il n'est pas diffieile de montrer  que eette derni~re condition se 
pr(Ssentera dans tous les cas off l'on peut @rire, pour un ehoix donn~ des 
fonctions z 

- t d - -  une em)stante ind@endante  ) 
q ( x 4 - l ,  x~) l < d ' Q l  (*) t de x et x , ,  ~ (e) 

ao (~ ,z ;-) 0i~:;- ~), = ) x > ~ ,  x , > ~ .  

(*) Nous indiquons toujours par If[ la valeur absolue ou le module de f suivant que f 
est r@l ou complexe. 
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E n  effet, la va leur  de x 6tant  ehoisie, r epr6sen tons  par  ?,. la va leur  ma- 
x i m u m  de l ' express ion  y (x, q - n )  lo rsque  :¢ < x~ =<x. Nous  p o u r r o n s  done  
6erire p o u r  la m6me vateur  de x 

}R,,, (x) ! < ;~ d '~+' K,~ (x) , 
off 

(31) 

K.~ (~ )  1. (3~)  

Mais, pou r  cette express ion  K,,, (x) nous  p o u v o n s  d g mo n t r e r  l '~quat ion 
su ivante  : 

I 
K,,, (~) = (m + 1) ! (x  - -  ~ + m + 1) (~ - ,. + m ) . . .  (~ - -  ~ + 1). (33) 

En effet. (en su ivant  le proems d 'une  induc t ion  math6mat ique)  on a d ' abord  
l '6quat ion 6vidente 

Ko ( ~ )  = o: - -  ~ + 1 (3~)  
tandis  que si l 'on pose 

K,, ,_,  (x)  = ;~;~1 (x  - -  ~. + ~,,) ( x  - -  ,. + m - -  t )  . .  ( x  - -  ~. + l)  (35)  

on obt ient  

K,,,(x) = Z K,o_, (~ )=  -~  Z ( < - -  ,. + , , ~ ) ( <  - , .  p , , ~ - l ) . . .  ( ,~- -  , . + i ) =  
wl-~-a ~ ] g ,  x , = a  " 

. . . .  y ,  (y ,  _ j )  (y ,  _ . a ) . . .  (y ,  __  m + J), 

Ma.is, il existe ta formule  g6n6rale 

~ . v ,  ( v , -  ~) ( y , -  ~ ) . . .  (v ,  - ,,~ + t )  = 
y~=la 

' [ = 
- , , ~  + 1 y '  (v ,  - -  l )  ( w  - ~ ) . . .  (y~ - ,,~)1~' ~ 

J Y l = P  

c o m m e  on voit  en ~erivant  

y ,  (v ,  - -  1) ( w  - ~ ) . . .  ( v , -  m + ~) = 

1 
- , ,  + t [ (y '  -~- l )  y ,  (y ,  - -  I ) . . .  (y ,  - -  m 4 - 1 )  - -  y ,  (y ,  - -  ~ ) . .  (y ,  - -  "~)1. 
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Ainsi, l 'existence de la relation (35) nous permet d'~crire 

_ 1 ( ~ - ~ + , ~ + l ) ( x - ~ + m )  ( x - ~ + l ) ;  
(m + t) ! "'" 

en d'autres termes, d'apr~s l '6quation (3~) nous avons d6montr6 la formule 
d6sir6e (33). 

De la formule (33) nous avons maintenant  

K,~ (x) = (x - -  ~ + m + t) ! _ 
( x - - ~ ) ! m !  - -  

1 
- -  ( x - -  ~) t (x  - -  ~. + m  + i )  (~ - ~ + m ) . . .  (,~ + 1) 

de sorte que nous pouvons 6crire pour une valeur quelconque de x > ~. 

m~-¢+' t i (36) K~ (~) - ( ~ _  ~)! 11 + ~,,, (~) 

off lira ~ ( x ) =  O. 

Par cons6quent, en revenant t~ l'in6galit~ (31) et en nous rappelant que 
d %  i nous arrivons t~ l '6quation d~sir~e lira R., ( x ) =  0, x ~ ~.. 

6. Darts tout ce qui pr6c~de nous avons suppos6 toujours que la fonc- 
tion y (x) qui joue le r61e d'int6grale particuli~re de l'~quation (9) 6tait don- 
n~e, c'est-tt-dire, nous avons observ6 la condition (b) du § ~. Sous cette con- 
dition, les fonctions z,. (x) une fois choisies, les constantes ol, ~ , . . . ,  c,, qui se 
trouvent dans le d~terminant A (x) sont dStermin~es compl~tement par les n 
~quations suivantes : 

~ = [p,,o (x)  ~ - ~  v (~) + ~ . ~  (~) A "-~ v (x + 1) + . . .  
(37) 

. . .+p , . ,~_~(x )y (x+n- -1 ) ]~=~;  r ~ - l ,  2, 3,..., n. ) 

ind6pendamment  de tout ce qui pr6c~de, soit donn~e maintenant  une 
~quation (9) et une suite de n fonctions arbitraires z, (x), z~.(x),..., z,, (x). 
Supposons que les coefficients donn~s c~o, a~..., a,, et les fonctions z~, z~,..., z,~ 
satisfassent h la condition (a) du § $ et que les conditions (c) et (d) du m~me 
paragraphe soient satisfaites non seulement pour x ~ ~ + 1 mats aussi pour 
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x = :~. Enfin, supposons  qu ' i l  soit donn4 une  suite de n constantes  arbi- 
traires c~, c~, c~,..., c.. 

Alors, en ver tu  de l '6quation (25) le d4terminant  P (x )  d~fini par  l'~qua- 
tion (2t) ne s 'annulera  pas pour  x > :¢. En particulier,  on aura  P (~)=[= 0 de 
sorte que, les constantes  c. ~tant connues,  le syst~me (37) d~termine d 'une  
mani~re un ique  les valeurs  des quantit~s ~"-~ y (:~), a"-" y (~ + 1), . . . ,  y (~ + n - -  1). 
Par  consequent ,  d'apr~s la relat ion (1) on t rouve di rec tement  que, sous les 
m~mes conditions, les quantit6s y (a), y (~ ÷ 1),. . . ,  y (~/-~-n--1) seront  aussi 
d6termin~es et d6termin6es d 'une mani~re unique.  

Ceci dit, supposons encore pour  fixer les idles,  que la condit ion (e) du 
§ 5 soit satisfaite darts laquelle pour  les fonctions donn~es ao, a , , . . . ,  a . ;  
z~, z~,..., z. et pour  les constantes  donn6es c,, c~, c~,).., c., l 'expression 

q(x,  x~) est d6finie par  l '~quation (28). 
Sous ces conditions, nous  allons mont re r  que la s~rie infinie 

Y (x) ---- ~._~ A (x ÷ 1) 
ao(x÷n)  Q ( x ÷ l )  ~- 

÷ 
ao ( x ÷ n )  Q ( x ÷  i) 

A (x, ÷ 1) q ( x  ÷ 1, x,) 

÷ 
ao (x + n) Q ( x +  1) 

~ q(x ÷ 1, x,) A (x~ + I) ~(x, + I, ~ )  
ao (x~ ÷ n) Q (x~ ÷ 1) 

ao (x ÷ n) Q (x ÷ 1) a o (x~ ÷ n) Q (x~ ÷ 1) 

.~=~ ao (x~ ÷ n) Q (x2 ÷ 1) 
A (x~ ÷ 1)q  (x~ ÷ 1, x~) 

ao (x~ + n) Q ( x ~ + l )  ÷ 
. . . . . . . . .  . . . . . . . . . . .  

(38) 

convergera  pour  toutes les valeurs  de x ~  et sera telle que si nous po- 
sons y (x + n) ~ Y (x) ies valeurs  de y (x) ainsi d~termin6es darts l ' intervalle 
x > ~ ÷ n avec les valeurs  y (~ + n---  1), y (~ + n - -  2), . . . ,  y (6) d~termin~es 
par tes 4quations (37) const i tueront  une  int6grale de l '6quati0n donn~e (9) 
pour  toutes les valeurs  (enti~res) de x >  ~: c'est-it-dire, pour  une telle va- 
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leur de x les expressions ~ y (x), A "-I y (x + 1),..., y (x ÷ rt) existeront et 
v@ifieront l '~quation (9). 

A ( x ~ + l )  
Or, la valeur de x>_~  ~tant donn~e, la fonction 

ao (x~ ÷ n) Q (x, + n) 
consid@~e pour  les valeurs de xL dans l ' intervalle :¢ ~ xt <~ x aura  une  va- 
leur m a x i m u m  g.~ de sorte que le m ~'~ terlne de la s~rie donn6e, quand  on 
le consid6re pour  la valeur indiqu~e de x sera moindre  en valeur absolue 
que d ~-1 V.x I(,~ (x) off K., (x) a la d~finition (32). Aiusi, d 'apr6s la relation (36) 
le m~me terme devient moindre  en valeur absolue que 

~.~ d.,_, (m - - 2 y  -~+' ( x - - ~ ) !  11 + ~,,,_~ (x) }. 

Il s 'en suit que pour  toutes les valeurs de m plus grandes qu 'une certaine 
valeur mo et pour  routes les valeurs d6j~t indiqu~es pour  x le mOne terme 
est moindre  en va leur  absolue que G (x) d '~-~ ( m - -  ~)~'-~+~, G (x) ~tant ind~- 
pendante  de m, et puisque d ~  1 cette expression est le m ~'~ terme d 'une 
s~rie convergente. 

Pour  prouver  que la fonction indiqu~e y (x) est une int~grale de l'@iua- 
tion (9 i il suffit de supposer  que la s6rie (30) est convergente p o u r  x > ~ :  
c'est-i-dire, it n ' importe  pas si la condition sp~ciale que nous  avons signal6e 
est satisfaite. 

Or, la s6rie 6tant convergente pour  les valeurs de x ~ ~, on ~tablit di- 
rec tement  pour  les m~mes valeurs de x l'~galit~ 

¥ (x) = y (x + n) = ~_, A (x + 1) 
~o ( x + n )  Q ( ~ +  1) + 

y (x~ + ~) ~ (x + 1, x,) 
ao ( x ÷  n) Q ( x ÷  l) ~,=~ 

d'ofi on a pour  les valeurs de x___> :¢ ÷ 1: 

y (x + n - -  1) = ~._~ A (x) 
a0 (x + ~ - -  l)  q (x) ~ 

Par  cons~quer~t, en subst i tuant  pour  A (x) et q (x, x 0 leurs valeurs d~termi- 
n6es par  (27) et (28), et en nous  servant  de l '~quation (25), nous  arrivons i 

la relation 
y (x ÷ n - -  i) - -  P" (x) (x > ~ ÷ 1) (39) 

P (x) = 



a u x  d i f f d r e n c e s  f i f t i e s .  9.81 

off P(x) est le d~terminant  (~9), tandis  que P . ( x )  est le d~terminant  

P~,o P~,~ . . • P~,,-~ ~ - ' t - C ~  

• . , . . • . . . . . • . . . . .  • o 

P,,0 P,,,~ . . .  P .... ~ %-~-c,  
a v e ~  

¢,  (x) = y ( ~  + n) zr (x~) ; r = 1, 2,  3 , . . .  n. (¢0) 

Cela pos~, consid~rons le syst~me de n fonctions ~o (x), "~ (x),. . .  ~.-1 (x) 
dont  chacune  est d~finie (en ver tu  de nos hypotheses  actuelles, et d'~qua- 
t ion (25)) pour  routes les valeurs  de x :> ~ au  moyen  des n ~quations sui- 

vantes  : 

p~,0 "~._, (x) -q-P2,~ "~.-~ (x) -+-. • • -[-p~ .... ~ ~o (x) = H~ (x) -q- c~ (¢1) 
. . . . .  • . , . . . . . .  • , . . , • . . 

po,0 ~ . - ,  (x) + p.. ,  ~._~ (x) + . . .  + p  . . . .  , ~0 (x) = H .  (x) + ~. 

off H, ( ~ ) =  0 (r = 1, 2,... n) tandis  que pour  des valeurs  de x ~  ~.-q-I la 
m~me expressiofi H,. (x) est d6finie par  l '~quation H~ ( x ) =  % (x). 

Or, nous  avons d 'abord pour  la va leur  sp6eiale x = ~ les 6quat ions sui- 

vantes  : 

(¢2) 
~ (~) = ~ v (~ ÷ n - -  3 ) , . . .  ~._, (~.) = A"-' V (~). 

En effet, les quanti t6s y (~.), y (~ + 1),... y ( ~ + n - -  1) 6tant d6termi- 
n6es par  hypoth~se de sorte qu'elles satisfont aux  6quat ions (37) on v6rifie 
d i ree tement  les relat ions indiqu6es (¢~). 

D'ailleurs, en se bo rnan t  aux  valeurs  de x ~  ~ q - 1  on t rouve tout  de 

suite d'apr~s l '6quation (39) que 

~o (x) ~--- Y (x -~- n - -  I). (¢3) 

En m~me temps, nous  observons que toutes  les differences ~ ~ (x) (s ~ 0, 
1, 2,...  n - -  1) exis tent  lorsque x >  : ~ +  1 paree que si l 'on a en g6n~ral une  
fonction u (x) d4finie pour  les valeurs de x ~ ~ + 1 il r~sulte de la d6fini- 
t ion (1) que la diff6rence a u (x) existe pour  routes les m~mes valeurs  de x. 
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de 

il vient 

Or, la r ~"~ ~quation du syst~me (41) est 

p~,o '~,,-~ (x) + p~,~ ~,,_~ (x) + . . .  ÷ p,.._~ "~o (x) = H~ (~) + ~ .  

Par consequent, si l 'on prend la premiere diff4renee de chaque membre 
cette ~quation, en se rappelant en m~me temps la formule g~n4rale 

{ u (x)  v (x)  1 = u (x)  ~ v (x)  + • u (x)  ,, (~ + 1), 

÷ ap~,o ~._~ (x ÷ 1) ÷ ~p~,~ -~._~ (x + I) + . . .  ÷ 

+ ~ p~,._~ ~o (x + 1) = ~ (x  + n) z .  (x). 

De plus, si  nous observons que l '~quation (~3) nous permet d'~crire 

y , ( ~ + n )  = ~ o ( ~ +  1); (~ >__~) ( ~ )  

et si nous nous servons des d~finitions (t6), (17) et (19) cette derni~re ~qua- 
tion devient 

÷ . . .  ÷ [z,.a._~ - -  a p,.,._~] a~o (x) ÷ [z,. a. _ . A  p,.,._~] ~o ( x ÷  1) ÷ 

+ A p,.,o ~,,_~ ( x +  1) ÷ A p~,~ ~,,_~ (~ ÷ 1) + . . . ÷  ~ p,.,._~ "~o ( x +  1) ----0 

OU 

Oz, .÷O~ap, . ,o÷O~Ap~,t÷.- .÷O,,_,ap, . , ,_~---~O;(r-~l ,  2,..., n) (45) 
off 

0 = a° (~) a "4._~ (x)  + a~ (x)  ~ -~._o (x)  + . . .  + a._~ (x)  a "~o (x)  + a .  (x)  "~o (x  + 1) 

et 
01 --- -,._, (x  + 1) - -  a ~._~ (x)  

o~ =-~_~ (~ + 1) - -  ~ ~._~ (~) 

o . . . .  , ---- ..~+, (~ + 1) - -  a ~. (~) (46) 

. . . .  . ° . . . .  

0._~ =. ,~  ( x + l ) -  a-,, (x) 

0._, ----~ ( x + l ) - -  a-~o (x). 

Mais, en se servant encore de la relation h p  .... ~--~z~a~--p,,, on volt 



aux  diffdrences finies. ~ 8 3 '  

t ou t  de suite  que le d i sc r iminan t  du  syst~me d '~quat ions  (+5) se r6dui t  
~o_, P (x) 

ao (x) et, pa r  sui te  (d 'aprgs nos  hypo theses  relat ives ~ la fonet ion  P (x)) ne  

s ' annule  pas  pou r  x >= :~. 
Ainsi,  p o u r  tou tes  les vateurs  de x ~  :c nous  a u r o n s  n6eessa i rement  

0 : O~ : O~ . . . . .  0 ._~ : O. 

Apr~s ces pr6parat i fs  nous  s o m m e s  ~ m~me de d 6 mo n t r e r  la re la t ion 
g6n6rale su ivante  

A ~ (x) = A ~+' y (x -]- n - -  s - -  1) (s = 0, 1, 2 , . . . ,  n - -  1) (~7) 

En  effet, d 'apr~s les ~quat ions  (+2) et  (+3), n o u s  avons  tou t  d ' abord  

~o(X)=v(x+n- ~); ( ~ > ~ ) .  

Mais, i[ r~sulte de l~t (en r e m a r q u a n t  encore qu ' en  g~n6ral, lorsque  u (x) est 
d6finie p o u r  les valeurs  de x >= ~ la diff6rence a u (x) est  n6cessa i r emen t  de- 
finie aussi  p o u r  les m~mes  valeurs  de x) que 

~o (x )  = ~ y ( x  + n - l )  (x__> ~). (+8) 

Or, en su ivan t  le procgs de l ' i nduc t ion  ma th~mat ique ,  si nous  p o s o n s  

~_, (~) = ~ v (~ + n - s)  ; ( x  > ~) 

nous  avons,  en nous  r appe lan t  les ~quat ions  (+6) et 0._~----0, 

~ (x-~- 1) = A~ y ( x - l - n - - s )  

Par  consequen t ,  nous  p o n v o n s  Oerire 

~ (a~) - -  ~ y ( x  + n - -  s - -  1) 

(~ > ~). 

( x ~ e + 1). (+9) 

Mais, d 'apr~s les 6qua t ions  (42) nous  avons  auss i  ~ (~) = A s y (~ + n - -  s - -  1) 
de sorte  qu ' au  l ieu de la re la t ion (+9) il existe la re la t ion  p lus  g6n6rale 

-,~. (x )  = ~~ u ( ~  + ~, - -  8 - -  1) ( x  > ~).  

Cette re la t ion est  donc  6tablie auss i t6 t  qu 'on  se rend  compte  de l'eptta- 
t ion (+8). 

Mais, les re la t ions  (4~) et (+7) avec l '6quat ion  0 = 0 nous  d o n n e n t  le r~- 
su l ta t  d~sir6: c'est-h-dire, la fonct ion  y (x) ~tant  donn6e  de la mani~re  indi- 
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qu6e plus haut, les expressions a,, y (x), a ~-~ y (x -4- 1),... a y (x + n  N 1), 
y (x + n) existent pour x > ~ et satisfont i l '6quation (9). 

7. Tout en conservant les hypoth6ses du dernier paragraphe, suppo- 
sons maintenant  non seulement que les coefficients ao, a~, as,.., a .  satisfas- 
sent aux conditions y introduites, mais aussi que la fonction 

Ao (x) = ao + a, -4-" " + a,, 

ne s 'annule pour aucune valeur de x > ~.. Dans ces circonstances, nous allons 
montrer  que les raisonnements du m~me paragraphe nous permettent  de 
trouver non seulement des int6grales particuli6res de l '6quation donnge  (9) 
quand x >__ ~, mais aussi (les fonctions z~ 6rant une lois choisies) ils condui- 
sent i l ' int@rale g6n6rale. En effet, supposons qu'on donne aux constantes 
ci, c~,.., c,, les n syst6mes de valeui~s c~.,, c,.~,.., c~,~ (r = 1, 2 , . .  n) et que 
y, @), y~ (x),... y, (x) repr6sentent respectivement les int6grales particuli6res 
correspondantes pour 'x ~ ~ obtenues de la mani6re indiqu6e dans le § 6 et 
supposons que le d6terminant 

Ci,1 61,~ . • • 6 i , , ~  

O =  ~,~ ~.~ . . .  o~.~ (50) 
° • • • • , • • . , 

G . ,  1 ( 3 , , , ~  . . . ( } r a n  

air une valeur diffGrente de zdro. Nous pourrons alors d+montrer que toute 
intGgrale de l '6quation (9) pour les valeurs de x >__ ~ doit avoir la forme 

y (x) ~-~ k, y, (x) q- k, y~ @) + . . .  q- k. y. (x) (51) 

otl k~, k~,..., k. sont des constantes (ind6pendantes de x) et pas routes 6gales 
~t z6ro. 

Pour  prouver cela commenqons par rappeler encore que les int6grales 
y, @) satisfont aux 6quations (37). Ainsi, on trouve que le d6terminant  C 
p e u t  se transformer dans la forme 

c = v 1) 

off P (x) a la signification ordinaire, tandis que /)(¢t) est le d6terminant 

D = 
• ° • . • , . . . .  . • ~ • , o , 
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De plus,  ce dern ier  d~terminant ,  q u a n d  on subs t i tue  p o u r  les differences 
successives leurs  valeurs  d~termin~es pa r  la formule  (1) p r en d  la forme 

y~ (~ + ~ - 1) y,  (~ + ~ - -  ~ ) . . .  y~ (~) 

D(~) -~ - -  y ~ ( z + n - - l )  y . ~ ( z ~ - n - - e )  . . . y ~ ( ~ )  (52) 
• • * • o * • o * • • • • • • 

y , , (~+~- l )  yo(~ .+~-~) . . .y~(~)  
I1 r~sulte doric, d 'apr~s t 'hypoth~se  C =I=0 que nous  p o u v o n s  ~crire 

D (~)=J=0 off D (:~) est  d6fini par  l '~quat ion (51). 
Cela pos~, il convient  d 'Stabl ir  les deux  l emmes  g~n~raux su ivan ts :  
Lemme I :  Soil  donn4e  une  ~quat ion  lin~aire aux differences finies (9) 

daus  laquelle  tes coefficients no, a, .... a ,  son t  d~finis p o u r  routes  les va leurs  
(enti~res posit ives) de x ~ un  cer tain ent ier  :~ :> 0. Soil  auss i  y, (x), y~ (x), . . .  
y,, ( x ) n  int~grales part icul i~res de cette ~quat ion  p o u r  x : >  ~. Enfin,  suppo-  
sons que l ' express ion A0 (x) -~ a0 (x) -~- a~ (x) - ~ . . .  q-  a .  (x) ne s ' annu le  pas  
q u a n d  x ~ :~. Alors, la condi t ion  n~cessaire  et  suffisante p o u r  que  les int~- 
grales indiqu~es  so ien t  d~peadan te s  l in~airement ,  c'est-~-dire q u ' o n  ait  p o u r  
routes  les valeurs  de x ~  ~ la relat ion 

~, y~ (x) -~ )~ y~ (x) - ~ ° . .  q-  )~ y~ (x) = 0;  (~1,)~, . . .  ~, constantes) (53) 

est  que te d~ te rminan t  (52) n 'a  pas  la va leur  z~ro. 
Or, il r~sulte tou t  de suite  des propri~t4s  b ien co n n u es  des d~ te rminan t s  

que la condi t ion  indiqu~e est  n~cessaire .  P o u r  voir  qu'elle est aussi  suffi- 
sante  nous  observons  d ' abord  que,  en ver tu  des r e m a r q u e s  g~n~rales du  § 2 
l '~quat ion (9) peu t  s'~crire sous  la fo rme 

A o (x) y (x -~ n) -~ A, (x) y (x -]- n - -  1) -i- • • • -/- A. (x) y (x) = 0 (55) 

off les coefficients A sont  li~s par  une  rSlat ion lin~aire aux coefficients a et 
off, en par t icul ier  A0 -~ ao -~ a~ -~ a~ ~- • •. -]- a . .  

Or, si le d~ te rminan t  (52) est  ~gal ~ z4ro, nous  savons  b ien  qu' i l  existe n 
cons tan tes  ;~1, ;%,... ;% pas  routes  ~gales ~ z~ro de sor te  q u ' o n  a 

(55) 
5 { x - - ~ ,  ~ - k l , . . . ,  ~ ÷ ~ - - 1 ] .  

Mais, en g~n~ral, si l 'on peu t  ~crire 

tx~-~-p, p ~ - l , . . ,  p - ~ - n - - l l  ~ (56) 

t i' I 
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alors (en se rappelant que Ao (w)=1= 0, x ~ :~) on a la mfime relation aussi 
pour x----p @ n comme cela r6sulte de l'6quation (~) .  

Par cons6quent, en commen~ant de l'6quation (55)nous pourrons 6crire 
sous les hypotheses actuelles la relation d6sir6e (53). 

Lemme IL  Soit yl (x), Ys (x),...  y,, (x) r~ int6grales lin6airement ind@en- 
dantes de l '6quation (9) pour x :> ~. Alors, en supposant que les coefficients 
satisfont aux conditions du lemme pr6c6dent, route autre int6grale de la m~me 
6quation pour ces valeurs de x peut s'6crire sous la forme 

y (x) = k~ y~ (x) @ ks y~ (x) -Jr . . .  @ k,, y~ (x) ; (kl, ks,.., k. constautes). (57) 

En effet, consid6rons le syst~me de constantes k,, k~,.., k. dStermin~ 
par les 5quations 

y (~) = k, y, (~) + ks y~ (~) + . . .  + k,, y,, (~) t 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , ( s s )  
| 

y ( 7 . - ~ n - - 1 ) = k , y ,  (~ ~ -n - -1 ) -~ -k~  y~ (~. @n~--1)-~ - . .  .~-  1 
] 

Or~ le diseriminant de ce syst~me (qui n'est autre chose que le d~ter- 
minant (52)) est different de z~ro suivant notre hypoth~se, de sorte que 
ces constantes k existent et sont dSterminSes d'une mani~re unique. Mais, 
si l 'on substitue clans l'Squation (59) les valeurs de y (~), y (~ ~ 1 ) , . . .  
y ( ~ - [ - n - - I )  donn~es par les ~quations (58) il r~sulte directement d'apr~s 
la condition Ao (x)=1=0, x ~ ~ que 

y (~ + u) = k, y~ (~ ÷ n) + k~ y~ (~ + ,~) ~ . . . .  ÷ k,, yo (~ + J~). (59) 

Enfin, en employant les valeurs de y (~ @ 1), y (~ @ ~),... y (~-~ n) d~- 
termin~es par les ~quations (58), (59) on arrive h nn r~sultat correspondant 
pour l'expression y (~ ~-n-~-1)  et en continuant de la m~me mani~re on ar- 
rive ~videmment h, la relation d~sirSe (57). 

Revenons done aux remarques que nous avons faites au commencement 
du paragraphe, En rappelant qu'on a pour les int~grales y~ (x), y~ (x),.., 
y. (x) l'in~galit6 D (~)=I~ 0 off D (~.) est d~finie par l'~quation (52) il rSsulte 
du lemme I que les m~mes intSgrales sont linSairement ind@endantes dans 
l'intervalle x ~ .  De I/~, en appliquant Ie lemme iI, nous arrivons mainte- 
nant ~ l'6quation d~sir~e (51). 
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Enfin, nous observons que l'int~grale y (x) que nous avons obtenue duns 
le § 6 et qui contient les n constantes arbitraires c,, c~,.., c, repr~sentera 
elle-m~me l'int~grale g6u~rale pour les valeurs de x ~  :¢ lorsque (outre la 
condition indiqu~e plus haut relative fi l 'expression Ao (x)) les int~grales 
particuli~res y,, y~,.., y,, correspondant aux n syst&nes de valeurs 

1, O, O, 0 .... O; O, 1, O, 0,... O; O, O, I, O, 0,... 0 ; . . . ;  O, O, 0,... 1 

existent pour toutes les valeurs x darts le m&ne intervalle. En effet, d'apr~s 
ce que nous venons de dire, les mSmes intSgrales formeront un syst~me 
fondamental pour l'iutervalle x ~  :¢. De plus, quand on d~veloppe chacun 
des d~terminants A (x ÷ 1), A (x, ÷ 1),... A ( ~  ÷ 1) par rapport aux 41~- 
merits de la. derni&e colonne l'int~grale y (x) du § 6 prend la forme 

y (x) -~ k, y, (x) ÷ k~ y~ (x) ÷ . . .  ÷ k, (x), 

les constantes k ~tant arbitraires. 
8. En r~sum~, nous pouvons donc ~noncer le th~or~me g~n&al sui- 

vant : 
TH~On~ME I. Soit donnde l'dquation lindaire auw diffdrences finies 

a0 (x) a" y (x) ÷ a, (x) a"-~ y (x + 1) ÷ . . .  ÷ a.  (x) y (x + n) - -  0 

les coefficients dtant ddfinis au moins pour  routes les valeurs enti~res positives 

de x ~ u n  certain entier ~ ~ O, et le coefficient ao (x) ne s ' annu lan t  pour  au- 

cune des mdmes valeurs de x. 
Choisissons main tenant  urt syst~me quelconque de n fonctions z~ (x), z~ (x), 

z3 (x),  ... z,, (x) dont chacune est ddfinie au  moins  pour  toutes Ies vaIeurs en- 

fibres positives de x ~ ~ landis  que le ddterminant 

Q (~) = 

Zl ~ Zl A ~ • • . A ~ - * ~ l  

Z2 A Z ~  A ~ z ~  . . . A " - - l z ~  

• , o . . . . .  . • • • * • . • * 

~ A ~ .  A ~ z ~  . . . ~--I Z~ 

ne s 'annule  pour  aucune des mdmes valeurs de x. 
E n  mdme temps, choisissons u n  syst~me de n constantes arbitraires cl, c~, 

Annali  di Matematica, S e r i e  I I I ,  T o m o  X I I I .  38  
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c~,.., c, et formons les ddterminants 

A (x)  = 

Z 1 A Z ~  A ~ z i  . . . A ' - ~ Z l  0 1  

~ 2  A Z  2 A ~ z ~  . . . A ~ - ~ Z 2  0 2  

. . . . . . . . . . . . .  . . . , . , 

Z,, A Z~ A ~ z~ . . . A "-~ z. ¢~ 

o~ 

. . . .  , , , , , , . , . . . . . . ° . . 

z. Az. a~z .... a"-~z,, f.(x,) 

f,. (x) ----- z,. ~.- a I z,-a,,_, 1 ÷ a~ I z,. a._~ 1 +-, .-+- (-- I)" ~" { z, ao } ; 

et posons 

¢ (x, x~) = 

: r~- - -O,  1 , . . .  n 

~ ( x ÷  l, ~,) 
ao (x~ ~-  n) Q (x~ ÷ 1)' 

A(x~-~  1) q (x-V 1, x,) 
ao (x, ÷ n) Q (x, ÷ 1) 

Enfin, [ormons la sdrie infinie 

Y (~) - -  ( -  1) ,,-~ ao (x + ~) Q (x ÷ 1) [A (~ + l) ÷ u, (x) ÷ u~ (~) + . . .  + u., (x) + . . .  I 

o/~ 

**~ (~) ~- ( -  l).,<,,-,, 
Wl~a ~2~ct Xra~a 

®(x, x~)®(~,, x~)... 

et supposons que cette sdrie soil convergente pour toutes les valeurs de x >__ 

(ce qui a lieu en particulier si I q-(x + 1, xi) ao (x--~ n)) Q - ( ~ -  1) ~ d < 1 lorsque x ~ ~, 
X I 

x, ~ ~, d dtant une constante) 

Alors, le syst~me d'dquations 

c, = [p,,o ~'--' y (x) ÷ p , :  a '~-~ y (x  ÷ 1) ÷ . . .  ÷ p  .. . .  ~ y (x ÷ n - -  1)]~=~ ; 

r ~  t ,  2,... n 



aux  diffdrences finies. 289 

oi~ 

= (x) (x) - { (x) a._, (x) t ÷ . . .  + ( -  1)" ao (x) } 

ddtermine d'une mani~re unique une valeur pour  chaeune des expressions 
A "-~ y (:¢), a ~-~ y (~ ÷ 1),... y (~ ÷ n - -  1) et par  consdquent, pour  chacune des 

expressions, y (~), y (~ ÷ l) , . . ,  y (~ ÷ n - -  1) et la fonetion y (x) qui prend ces 
valeurs dans l'intervalle :¢ ~_ x < ~ ÷ n - -  I e t  les valeurs y (x) -~ Y (x - -  n) 
dans l' intervaUe x ~ ~ ÷ n sera une intdgrale de t' dquation donnde pour  toutes 

les valeurs de x ~ ~. 
De plus, cette intdgrale sera l'intdgrale gdndrale pour  les m$mes vaIeurs 

de x lorsque l'expression Ao (x) -~ ao (x) ÷ a, (x) ÷ . . .  ÷ a~ (x) ne s 'annule 
pour aucune des mdmes valeurs de x, tandis que les intdgrales particuli~res 
y~ (x), y~ (x),. . .  y ,  (x) qui correspondent aux  n syst~mes de valeurs 

1, O, O, 0, . . .  O; O, 1, 0, . . .  0;.. .;  O, O, 0, . . .  1 

des constantes e~, c~,.., c~ existent dans le sens indiqud plus  haut. 
Ce th~or~me, bien que compliqu~, a 6videmment une grande g~n~ratit6, 

surtout  parce qu'on peut choisir les fonctions auxiliaires z~, z~,.., z, d 'une 
faQon bien arbitraire. En effet, on peut ordinairement choisir ces fonctions 
d 'un nombre infini de mani~res, E chacune desquelles correspond une expres- 
sion de la forme indiqu5e pour l'int~grale g~n~rale de l '6quation donn6e (9). 
En m6me temps, il r~sulte de cette libert6 de choix qu'on peut obtenir sou- 
vent l'int~grale g~n~rale sous une forme sp~ciale, qui met en ~vidence di- 
rectement ses propri6t6s les plus importantes. 

Le deuxi~me thdor~me. 

9. En dehors du th~or~me du paragraphe pr6c~dent, nous d~sirons 
~tablir un autre th~or~rne g~n~ral qui se pr6te surtout h l'~tude des int~- 
grales d 'une 6quation (9) quand on les consid~re pour les valeurs tr~s grandes 
de l 'argument x. 

A cet effet, revenons b~ l'~quation (9) et posons encore les hypotheses 
du § 3 relatives aux coefficients no, al , . . ,  a .  et h l'int~grale y (x). D'ailleurs, 
ayant choisis l a  fonction z (x) comme dans le cas precedent, choisissons en- 
core un entier positif, arbitrairement grand ~. 
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Alors, nous  p o u v o n s  ~erire ~v idemment  pou r  tou tes  les valeurs  de x (x 
ent ier  positif,  e o m m e  tou jours )  darts l ' intervalle  :¢ =< x <= ~ -  1:  

+ , ~ - 1  z (x,) [ao (~) ~" y (x~) + a, (~,) ~"-~ y (x, + 1) + . . .  + 

+ ..,, (x,) y (x, + ~)J = o. 

C o m m e  dans  le eas pr~e6dent ,  eons id6rons  m a i n t e n a n t  le t e rme  

+~=~+LZ(Xya,.(X,)A'+-" y(X~ ~--r). 
X1~95 

Or, en g~n~ral, u (x) et v (x) ~tant deux  fonet ions  d~finies dans  l ' in terval  
< x < [~ on peu t  ~erire p o u r  tou tes  les valeurs  de x dans  l ' intervalle p lus  

pet i t  ~ < x < ~ - - l :  

[ ~=~-~ 
= v ( ~  ÷ 1) ~ u (x~). (60) 

En effet, sous  les hypo theses  indiqu~es,  ehaeune  des differences a u (x ) ,  
v (x) existe pou r  tou tes  les va leurs  de x dans  l ' intervatle :+_< x <_ ~ - -  1 et, 

par  eons4quent ,  il est de m~me p o u r  l ' express ion  u (x) A v (x) d-  v ( x - ~  1) a u (x). 
Nous  avons  done  p o u r  routes  ees valeurs  de x 

[++ (x,)  ~ v ( x , ) ~  ++, (~,, + ~) a ++ (x,)J = 
Xl--'__X 

= ~--~-~ [u (x, + 1) v (x~ + ~) - -  ++ ( ~ )  ~ (x,)]  = 
XI~7 

[+ t+ >v t+ t] 
d'ofl l 'on d~dui t  i m m ~ d i a t e m e n t  la formule  (60). 

Nous  ob tenons  done  dans  le eas ae tuel  p o u r  routes  les valeurs  de x 
dans  l ' intervalle  :¢ <: x < It - -  1 l '~quat ion 

-I- (--  1) ~-" ~--~-I Y (x~ -l- n) a'+-" l z (x~) a~ (x~) J; r = O, 1,. . .  n - -  1, 
XI-*" x 

l ' express ion P~ (x) 6tant  d6finie par  l '~quat ion (14). 
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Pa r  consequent ,  en suivant  encore  de proche en proche  les raisonne- 

ments  du § 3 nous  arr ivons  ~ la re la t ion 

Po (x) A"7I y (x) ÷ P l (x) ~,~-~ y (x ÷ 1) ÷ . - -  ÷ P._I (x) y (x ÷ n - -  1) ----- 

( ~ < x  < ~ - -  1) 

_ ~1=~-*-- y (x, ÷ n) z ( < )  ÷ Xi .':=3g 

les expressions Po, Pl , . . .  P.  et Z(x)  ~tant donn~es comme dans  le cas preciS- 
dent  par  les ~quations (16), (17) et (19) tandis  que pour  la constante  c on 

a ma in t enan t  

c - - - _ [ p o A " - ' y ( x ) ÷ p l A " - ~ y ( x ÷ l ) ÷ . . . ÷ p , , _ ~ y ( z c ÷ n - - 1 ) ] ~ = ~ .  (61) 

Cela pos6, r~p6tons les operat ions  du § 4, avec les modifications qui se 
pr~sentent  na ture l lement .  Ainsi, choisissons n fonctions arbi t ra i res  z,, z~,... 

z,, et consid6rons le systbme des n 6quat ions 

p,.,o A '~-~ y ( x ) ÷ p , . ~  N '-~ y ( x  ÷ 1) ÷ . . .  ÷ 

x t ~  -I 
+ p,-.,, ~ u (x + u - -  1) = - y (x, ÷ n) z ,  (x,) + <. 

r ~ 1, 2, 3,...  n. 

Supposons  ma in tenan t  que, les fonctions z ~tant choisies de la mani~re 
indiqu~e, le d~te rminant  P(x )  donn6 par  l '~quation (~2) ne s 'annule  pas 
lorsque x__> :~. Nous pour rons  donc ~crire (en particulier) pour  toutes  les va- 

leurs de x dans  l ' intervalle ~ < x < ~ -  1:  

P,, (x) 
y (~÷n-- 1) - -  P(x.) 

ou P ,  (x) repr~sente ma in tenan t  le d6 te rminan t  

xt~--i 
p,o p , ,  . . .  p~ .... ~ - -  y ( x ~ ÷ n ) & ( x , ) ÷ <  

x~--I 
t'~ ( x )  - -  iO~,o p~,,  • • • p~, .  ~ - ~,=~ y ( x ,  + n )  & (x~) + c, (62) 

po,o p , , . . . ,  p ...... ~ - - ~ ' = : ~ - * y ( x , + n ) Z . ( x , ) + ~ .  
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OU 

off 
P,, (x) = ~ ~ . . .  ~,,_, a° (~) ao (x + 1 ) . . .  ao (x + n - 1) Q. (x) 

xl~--I 

• ° . ° . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . .  ° • . . . . .  • • • • 

xi=i--t 

En ver tu  de l '6quat ion (25) on peu t  r emplacer  la condi t ion  P (x )= ]=0 ,  
x ~ ~ par  l 'autre  Q (x)=]=0, ao (x)~l= 0, x ~ ~ et si n o u s  posons  m a i n t e n a n t  

t~, ~ z ~ . . .  ~ -°~  z~(x,) 
I 

q(x ,  x~)~--~-- z~ h z , ~ . . .  A"-~z2 Z2(x,) (63) 
• . . . . . . . . . . . .  . . * . • 

nous  avons  m a i n t e n a n t  p o u r  les valeurs  de x dans  l ' intervalle ~ .~ x ~_ ~ - -  1: 

y (x 4-  n - - / )  = ~,,_, A (x) 4-  
a0 ix 4-  n - 1) Q (x) 

(6~) g~--i ~i"~ -I 
v (~, 4-  n) ~(~, .%) 

off les express ions  Q (x) et A (x) on t  tes significat ions signal~es dans  le cas 
precedent ,  c'est-h-dire, its ont  r e spec t ivement  les d~finit ions (~6) et (~7). 

La formule  (6~) peu t  s'4crire aussi  sous  la forme suivante ,  en s u p p o s a u t  
m a i n t e n a n t  que x est  dans  l ' interval le  ~ -  1 < x ~ ~ -  2:  

y (x 4-  n) ~--- ~ , , _ ~ A ( x + l )  , ) 
ao (x - t -n )  Q (x 4-1) 4- 

- f (65) 
4-cto(x4-n) e ( x 4 - 1 )  y(x,  4-n) q ( x 4 - 1 ,  x,). / 

Par  consequent ,  on obt ient  aussi  p o u r  routes  ces valeurs  de x :  

y (x ÷ ~0 = ~,,_, A (x ÷ l) 
a o (x ÷ n) Q (x 4- 1) 4-  

-:,~_, A (x, 4- 1) q (x 4- l, x,) 
-~ ~o ( x : ÷  n) g (x ÷ 1) C~o (x, 4- n) Q (x~ 4- 1) ~- 

~,~- 
~(~-j-:[, Xl) --.~x~i y (X~-q~-- .)q(3~l-~- 1 , Xu). ~ o ( ~ 1 ~ Q - ( ~ - 1 )  ~_-+1 ao(X+n)Q(x+l) 
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P lus  g~n6ralement ,  si n o u s  posons  

(x ~-  1, x,) , (x, xl) : A (xl %- 1) q (x -/- 1, x,) (66) 
¢ (x, x,) = ao (x, + . )  Q (x~ + 1) v ao (x~ + n) Q (x~ + 1)' 

nous  ob tenons  la ib rmule  g6n6rale ~uivante qui est  valable p o u r  routes  les 
va leurs  de ~ dans  l ' interval le  ~¢ -  1 ~ x ~ ~ ~ ~ :  

y ( x + n ) :  ~"-~ [ ~=i -1 a o ( X + n )  Q ( x + 0  A(x+l)+~._~ ~ , = ~ + ~ ( x '  x , ) +  

~'=~-~ ~= ~-~ .  (x, x,) ,v (x~, x~) + + . L  
-% ~_, ,1, (x, x,) ¢ (xl ,  x~) W (x~, x~) -~- (67) 

x~..=-- i x~=:e~q-I xa=x2+l 

+ ~-_, . . .  , (,~, ~ ) ,  (,~,, x~) . . .  

. . .  + (x.,_~, x _ , )  v (~,._,, x.,) +-~"_~ R,. (x)] 

~=~-' ~=~-' =4- ~..~_1~ • (~, ~,) • (xl, ~ ) . . .  %' 
wl=-'~'-{'-i x~=xl+l ~v~-I+1 x~+lz=x.q-.1 

. . . ,  (~_~,  ~,.) y (~.,+~ ÷- ~) q-(x,,, + 1, x.+,). 

En 6 tud ian t  ce r~sultat ,  il est  i m p o r t a n t  de r e m a r q u e r  Une diff6rence 
essentiel le ent re  cette derni~re re la t ion et la re la t ion co r r e spondan te  (30). 
Duns la re la t ion (30), on p e u t  d o n n e r  une  va leur  auss i  g rande  q u ' o n  veu t  
au  n o m b r e  m mais  cela n 'es t  pas  w a i  dans  le eas actuel.  E n  effet, la va leur  
de x ~tant  donn~e,  p o u r  caleuler  les diverses  l imites inf6rieures des somma-  
t ions  qui  se t r o u v e n t  dans  l ' express ion  plus  h a u t  il faut  d~ te rminer  u n  sy- 
sterne de valeurs  x , ,  x~,.., x,,,+l au  mo y en  des ~quat ions  

x , = x  + 1  

x~ = x~ + 1 (68) 
. . . . . .  o • • 

x.+~ = x~- / -  1 

et  en m~me t e m ps  on  doi t  avoir  

x.+~ ~ [~ - -  1. (69) 
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Ces relations (68) et (69) conduisent imm6diatement i la seule relation 
~ ~ - -  m -~ 2 relative aux quantit6s ~ et m de sorte que, ~ et x 6tant choisis, 

il faut prendre 

Cependant, la valeur de m sera sans restriction, comme dans le cas pr6- 
c6dent, si l 'on peut prendre dans tout ce qui pr6c6de ~ ~--oc, mais il est 
6vident qu'on ne peut  pas faire cela et en m6me temps ~tre assur6 que le 
second membre de l '6quation r~sultante (67) a i t 'une signification sans poser 
d'autres conditions sur les fonctions ao, a~,.., a~; z,, z~,.., z, et l'int6grale 
donn6e y (x). En m6me temps, il n'est pas important, dans le but  que nous 
poursuivons de sp6cifier ce que ces conditions doivent ~tre. En effet, la for- 
mule (67) une fois trouv6e comme c0ns6quence n6cessaire de nos hypoth6ses 
actuelles, elle ne fair mai~teuant qu'inspirer les consid6rations suivantes qui 
correspondent i celles' du § 6. 

9. Sans regard, alors, aux hypoth6ses sp6ciales des paragraphes pr~- 
c6dents, revenons ~t l '6quation donn6e (9). Supposons que les coefficients 
ao, al , . . ,  a ,  satisfassent aux conditions indiqu~es au commencement  du § 3 
et que ao (x) ne s 'annule jamais pour x ~  ~. Choisissons maintenant  un sy- 
sterne quelconque de n fonctions z~ (x), 

z,. (r - -  1,  

est d6finie pour toutes les valeurs de x 

z~ (x),... z~ (~) telle que 

n) 

~. tandis que le d6terminant Q (~v) 
d6fini par l '6quation (26) ne s 'annule pour aucune des m~mes valeurs de x. 
Enfin, soient donn6es n constantes arbitraires c~, a~,.., c,,. 

Sous ces hypoth6ses, les expressions A (x) et q(x,  x~) d6finies respecti- 
vement par les 6quations (27) et (63) auront  6videmment une signification 
lorsque x__> ~, ~ >= ~ de sorte qu'il en sera de m~me pour les expressions 

A ( x d - 1 ) ,  q ( x d - 1 ,  x~), (p(x, x~), T(x, x~) lorsque x>__~--1, xi~. 
Cela pos6, consid6rons la s6rie infinie suivante (qui se pr6sente natu- 

rellement si l 'on a 6gard aux r~sultats du paragraphe pr6c6dent) 

= 

off 

(70) 
ao (x d- n) Q (~-d- 1) 

(x)  = r 
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Les fonet ions  ao, a , , . . ,  a,~; z~, z~,.., z, et  les eons tan tes  o,, c~,.., e, grant  
ainsi  donn6es ,  s u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  que  p o u r  les valeurs  de x >= Wo ~ ~ -  1, 
xo 6tant  une  eons tan te  su f f i s amment  grande,  les condi t ions  su ivantes  soient  
satisfaites : 

a) chacun  des t e rmes  u,, (x) a une  s ignif ica t ion;  
b) la s~rie l u, (x) l q - l u ~  (x) l - + - . . . ~ - [ u , , ,  (x) l -~ - . . ,  converge vers une  

limite u (x) telle que  la s6rie 

converge  aussi.  
c) la s~rie Y(x)  (qui eonvergera  ee r t a inemen t  sous  les condi t ions  (a) 

et b)) est telle que ehaeune  des express ions  

( r =  1, %...  rt) 

a une  signification. 
Nous  al lons m o n t r e r  que sous  ces condi t ions  la fonet ion  y (x) d6finie 

p o u r  routes  les va leurs  de x ~ Xo %- n pa r  la formule  y (x) ~ Y (x - -  n) sera 
une  integrate  de l '6quat ion  donn~e (9) p o u r  routes  ces va leurs  de x. 

P o u r  le voir, n o u s  obse rvons  d ' abord  que l '~quat ion (70) nous  pe rme t  
d'~erire lo rsque  x ~ Xo, xl ~ x0 : 

Pa r  consequen t ,  en r ep r~sen tan t  pa r  p u n e  eons tan te  ~> xo nous  p o u v o n s  
~erire auss i  p o u r  les valeurs  de x > xo : 

Y + :l, = ,r (x, + 

x~ +1 n = 

Or, q u a n d  la quant i t6  p a u g m e n t e  ind~f in iment  le p remie r  te rme du  se- 
cond  m e m b r e  de cette ~quat ion  tend vers  la l imite ul (x). En  m~me temps ,  
le second  te rme  du  m~me m e m b r e  p rend  la forme d 'une  s~rie infinie double  
dans  laquelle  on peu t  in terver t i r  l 'ordre  des somrnat ions .  

A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a ,  Serie IIl,  Tomo XIII. 39 
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E n  effet, cette derni~re propr i6t4  r~sulte d ' u n  th~or~me b ien  c o n n u  (*) 
relat if  aux  s~ries.infinies, q u a n d  on observe que  sous  les hypo theses  aetuel les  
la s~rie 

converge  "h une  l imite I¢ (x, x~)lU(x, ) telle que la sgrie 

converge  aussi.  
Nous  au rons  donc  pou r  rou te s  les valeurs  de x :> xo 

q) (~, ~1) 
~1=~.14 m ,rl=x4-1 

= F_, ~o(X)=~._~ao(~+n)Q(x.+l) Y ( x ) - - A ( x + l )  

d'ofi il r~sulte encore que 

~°-1 ~+ Y(~) ~(~ + J ~) ; (~ > ~o) 
-}-ao(X-l-n) Q(x-~--1)~= t 

~.,_~A(x+l) t 
(71) 

Or, en posan t  y (x) = Y (a~ - -  n) ou  y (x -~- n) = Y (x) la re la t ion (71) 

nous  donne  

ao ( x - ~ - n - - l )  Q (x) -}- 

y (~, + n) ~-(~, x,) 
-~ ao(X-~-n--1) Q(x) ~=,: 

( X ~ o  + i) 

d'ofi, en  subs t i t uan t  p o u r  les express ions  A (w) et q (x, xl) leurs  valeurs  telles 
qu 'el les  son t  d~termin6es  par  les ~quat ions  (27) et (63) et en se se rvant  de 

(~) Voir par  exemple:  GOURSAT, Cours d'Analyse, tome I, p. 401 (Paris, 190~). 
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l'6quation (25) il vient 

v (~ + ~ - -  l )  - P~ (x) (x  > ~o + 1) (72) 
P (~) = 

l 'expression P(x)  6tant donn6e par le d6terminant (22) tandis que l'expres- 
sion P.  (x) est le d6terminant 

p~,o p ~ , l . . ,  p~,~_~-- y ( ~ + ~ ) Z ~ ( x ~ ) + ~  
03i~X 

• • • • ° * • • • . . . . .  ° • • • • 

X I ~ X  

qui a eertainement une signification quand x >Xo + 1 d'apr~s la condition (e) 
posse plus haut. 

L'6quation (72) une lois 6tablie, nous allons eonsid~rer (eomme dans 
le eas precedent) les n fonetions "~0 (x), -~ (x), . . .  "~_~ (x) dont ehaeune est 
d~finie (en vertu de nos hypotheses )quand  X > X o ÷  1 au moyen du sy- 
sterne suivant : 

p,.,o ~ _ ,  (x) + p~,~ ~,, ~ (x) + . . .  + p ........ ~ -~, (x) + p,.o_, "~o (x) = tI,. (x) + e~ 
(73) 

r ~ 1 , 2 , . . ,  n 
off 

H~ (x) = - -  ~ '~  y (~  ÷ n) z~ (~). 

Nous aurons d'abord 

~o (x) = y (x ÷ n 1) (x > Xo ÷ 1). (7~) 

En m~me temps, d'aprSs la d6finition (1) on peut dire que chacune des 
expressions h '~ (x)  existe quand x>=Xo ÷ 1 paree que les fonctions-~(x) 
elles-m~mes existent pour les m6mes valeurs de x. 

Prenons donc la premiSre diff6rence de chaque membre de la r i~'~ 
6quation du syst~me (73). Ainsi nous obtenons pour toutes les valeurs de 
x _> Xo ÷ 1 t'6galit6 

p~,o ~ -~o_~ (x) ÷ p~.~ ~ ~,,_~ (x) ÷ . . .  ÷ p . . . .  ~ ~ ~0 (~) ÷ 

÷ p , . , o ' ~ . , ( x ÷ l ) ÷ S p ~ , ~ ' ~ _ ~ ( x ÷ l ) ÷ . . ,  t a p  . . . .  x ' ~ o ( X ÷ l ) = y ( x ÷ n ) Z ~ ( x ) .  
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Mais, d 'aprbs l '~quation (7Q nous  pouvons  6t r i te  quand  v~ > Xo, 

y (x + n) = "~o (x + 1). 

Par  cons6quent ,  en rappelant  les d6finitions (16), (17) et (19) nous  avons 
ma in t enan t  pour  les valeurs  de x >  Xo.4. 1 

z,. ao a -~,,_, (,x) -4- [z,. a , - -  A p,.,o] a .~,,_, (z )  + [~,...~ - ~ p , . , ]  ~ -,,,,_~ (x)  -~- 

+ . . .  -4- [z,. a,,_, . -  a p , , , , - d  a "~o (x )  -4- [z, a,, - -  A p~,,_~] "~o (x ÷ I) -4- 

÷Ap,.,o'~,,_~(x-~-l)÷Ap,.,,'t~,_=(x)÷... ÷ A p,.,,_~ ~o (x -[-1) --~ 0 

O U  

Oz,.÷O~Ap,.,o÷~,ap,.~÷.-.÷O,,_l Ap,..,_~=O, 1 
t r = 1, 2,. . .  n, (75) 

X > ~ o ÷ l .  

ott 

0 = ao (x) a ",~,_~ (x) -4- a ,  (x) a -,~,_~ (x) ÷ . . .  + a,,_, ~ "~o (x) ÷ a,, (x) "~,o ( x . 4 .  1) 

et 
o, = -a,,_, (~  + 1) - -  ~x .~,,,., (x)  

, . • . . • • • * . . . . . . .  . • • * 

0 . . . . .  ~ = -~,.+, (x  -4- 1) - -  ~ -~,~ @) 

0,,_~ =-~ ,  ( x ÷  1) - -  A'~o (x). 

Mais, en se servant  encore  de la relat ion Ap,.~_l =z.a~--p,.~, il vient 
S " (comme dans  le cas pr6c6dent) que le d iscr iminant  du ~ysteme (75)ne s'an- 

nule  pas lorsque x > x o . 4 .  1 de sorte  que pour  tes retirees valeurs  de x on 
a n6cessa i rement  0 = 0~ ---- 0~ . . . . .  0,_1 = 0. 

Cela pos6, nous  atlons d6mont re r  la formule  

~ ( x ) = h ~ y ( x . ÷ n  - s - - l ) ;  X > X o ÷ s ÷ l .  (76) 

E n  effet ,  si n o u s  p o s o n s  

~ - 1  @) = A~--I y (x  -4- n - -  s),  

nous  ob tenons  

A "a~-~ (x) ~--- A" y (x -+-re - -  s) ,  

X~Xo÷S 

X>~o÷S 
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et pu i sque  0 . . . .  ~ = 0 nous  p o u v o n s  6crire aussi  

-~ (x + l)  = a ~ y (x ÷ ~ - -  s) ; x => Xo ÷ s 
ou 

. ~ ( x ) = a ~ y ( x ÷ n - - s - - l ) ;  x ~ x o ÷ s ÷ l  

ce qui  est la formule  indiqu6e  (76). Cette fo rmule  sera done  d6mont r6e  aus- 
sitSt que n o u s  p r e n o n s  en  6gard l '6quat ion (74). 

En  part icul ier ,  il suffit de p r en d re  x ~ x o  ÷ n p o u r  6crire 

A ' G ( x ) = - - A ~ + ~ y ( x ÷ n - - s - - l ) ;  s---~0, 1, 2, . . .  ( n - -  1), 

de sorte que,  en ver tu  de l '6quat ion  0 ~ 0, on a p o u r  tou tes  les valeurs  de 
x ~ x0 ÷ n la re la t ion d6sir6e 

~o (x) a"y (~) + ~, (~) a "-1 y (~ + 1) + . . .  + a,, (x) y (x ÷ n) = o. 

10. S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  rempl ies  n o n  s eu l emen t  les condi t ions  du  
dern ie r  paragraphe ,  mais  encore  la su iv an t e :  la fonct ion  

Ao (~) - -  ~ (~) ÷ ~., (~) + . - .  + ~,, (x) 

ne s ' annule  pou r  aucune  va leur  de x :> une  cer ta ine  va leur  fix6e Xo. Avec 
ces hypoth6ses ,  nous  p o u v o n s  d 6 mo n t r e r  (les fonct ions  z~, z~,.., z~ u n e  lois 
choisies) que si I 'on choisi t  n sys t6mes de va leurs  c~,,, %~,... %. (r~--1,  2, 
3, . . .  n) p o u r  les cons tan tes  c~, c~,... G de sor te  que le syst6me par t icul ier  
G,1, c,.~ , . . .  cr,~ co r re sponde  ~t l ' int6grale y,. ( x ) ( x ~  Xo,~ ÷ n) et si en m~me 
t emps  le d6 te rminan t  (50) est  diff6rent de z6ro, alors les n int6grales y~ (x), 
y~ (x), . . .  y,,(x) cons t i tuen t  u n  systSme fondamen ta l  d ' int6grales  pou r  routes  
les valeurs  de x ~ X o ,  Xo 6tant  une  quant i t6  quelconque ,  fix6e et au  moins  

aussi  g rande  que la plus  g rande  des quant i tds  Xo,, ~- n, Xo,~ q- n , . . .  ;Co,,, ÷ n, Xo. 
P o u r  p rouve r  cela, il sufflt 5v idemmen t  d 'apr6s les deux  l emmes  du  § 7 

de m o n t r e r  qu' i l  existe une  va leur  fix6e Xo qui satistkit  aux  condi t ions  in- 
diqu6es plus h a u t  et en out re  est telle que le d6 te rminan t  

y i (Xo÷n- -1 )  y ~ ( X o + n - - ~ ) . . ,  y,(Xo)  

y~(Xo÷~-- l )  y ~ ( X o ÷ ~ - - ~ ) . . ,  y~(X0) 
• . * . . . . . . . .  o • • • ° • • 

s o ( X o + ~ - - l )  y o ( X o + n - - ~ ) . . ,  y,,(Xo) 

est  diff6rent de z6ro. 
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Or, d'apr~s les considerat ions du dernier  § on sait que pour  x ~ w0.~ ÷ n 
l 'iat~grale y, (x) est telle qu 'on a les n ~quations suivantes :  

c~,,. -~ p~,o h"-' y,. (x,) ÷ p,,, A'-~ y, (~c ÷ l ) ÷ . . . -4- 

÷ p ~  .... , y,. (x  ÷ n - -  l )  ÷ ~ y  (x,  -*- n) z ,  (x , )  

% ,  = p~,o ~"-~ y,. (x)  + p ~ , ,  a,,-~ y~ (x  ÷ l )  ÷ . . .  ÷ 

• • . • . . . . . . .  ~ . . . . . . . .  . • , • • • 

%,.--p,,oA"-~ y , (x)÷p, ,~A'~-~ y , ( w ÷  l ) ÷ . . . ÷  

÷ p  ...... ~ y , . ( x ÷ n - - 1 ) ÷  y ( x , ÷ n )  Z . (x , ) .  

1 

Mats, en donnan t  duns ces ~quations h x une valeur suff lsamment grande,  
chacune des sommat ions  qui s'y t rouvent  devient aussi petite qu 'on veut  en 
valeur  absolue:  cela r~sulte, en effet, de l 'hypoth~se que nous  avons f a re  
relative ~ t 'existence de ces somnmtions.  Par  cons6quent,  en prenant  x suffi- 
s amment  grand, le d~terminant  C qui est dStinie par  (50) diff~re aussi peu 
qu 'on veut  du d~terminant  obtenu de (50) en y rempla~ant l'41Onent % par 
l 'expression 

p.o,o A,,-, y , (x)  ÷p~.,  a "-~ y,. ( x ÷  t )  ÷ . . .  + p  ..... , y ( x ÷ n - -  1). 

En d'autres termes, pour  x suff isamment  grand nous pouvons  ~crire 

C -~ P (m) D (x) -t-~ (x) (77) 

o0 P ( x )  a la signiiication usuelle et D (m) est ]e d6terminant  

~'-~ y~ (x)  A ''--~ y ,  (x ÷ 1) . . . y ,  (x  ÷ n - -  t )  

D (x)  = a"-~ y~ (~) a"-~ '~': (x  + 1 ) . . .  ,j~ (~ ÷ ~ - l )  = 
. . . . . . . . . . . . . . . .  , , , , 

a"--' y,, (x)  a '-~ y,, (x  ÷ 1) . . . y,, (x  ÷ n - -  1) 

y ,  (,x ÷ n - -  1) y ,  ( x  ~- n ---  2) . . . y ,  (x)  

y ~ ( x + ~ , - - t )  y ~ ( x ÷ n - - ~ ) . . ,  y . (x)  

y , , ( x ÷ ~ - - l )  y , , ( x ÷ n - - 2 ) . . ,  y, ,(x) 

(x) = O. et off l 'expression ~ (x) est telle que lira 



aux  diffdrences finies. 30i 

Cela pos~, d o n n o n s  ~ x une  va leur  Xo plus  g rande  que  n ' impor t e  queue  

des quant i t~s  Xo,1-~-n, Xo,~ ~ - n , . . .  Xo,.-~ n, xo et en m~me t emp s  telle que 
It (Xo) I ~  C. Alors, non  s eu l emen t  n o u s  se rons  assures  que routes  les fonc- 
t ions  y,. (x) son t  des int~grales de l '~quat ion  donn~e  (9) lo rsque  x ~ Xo et 
p o u r  les m~mes  valeurs  de x que Ao (w) =1= 0, mais  encore  nous  aurons ,  d'a- 
pros l '4quat ion  (77), 

(Xo) ] )  (Xo) : M 

off M est  une  cons tan te  diff~rente de z4ro. 
Ainsi, en r appe lan t  que  ia quant i t~  P (Xo) est  finie, nous  avons  D (Xo) =t = 0 

de sorte  que nous  ar r ivons  au  r~sul tat  indiqu& 
Enfin, on peu t  r~p~ter ici les cons ide ra t ions  qui  se t r o u v e n t  ~ la fin du  

§ 7, except~ qu 'on  remplace  m a i n t e n a n t  l ' interval le  x ~ a par  l 'autre  x ~ X o .  
Les r~sultats  des trois dern iers  p a r a g r a p h e s  nous  p e r m e t t e n t  d '~noncer  

le th~or~me g~n~ral su ivan t :  

11. TH]~OR~ME II. Soit donnde l'dquation lindaire auw diffdrences finies 

ao (x) a" y (x) -~ a, (x) N '-~ y (x -~ 1) -~: • • • ~- a .  (x) y (x ~-  n) = 0 

les coefficients dtant ddfinis au moins pour toutes les valeurs enti~res positives 

de x ' ~  un certain entier a ~ O, et le coefficient ao (x) ne s 'annulant  pour  au- 
eune des mdmes valeurs de w. 

Choisissons maintenant  un  syst~me quelconque de n fonctions z~ (x), 

z~ ( x ) , . . .  z. (x) dont chacune est ddfinie au moins pour  toutes les valeurs en- 
ti~res positives de x ~ tandis que le determinant 

Zl A z  1 A ~ ' Z l  . . . A " - l z ~  

Q(x)-~-- z~ Az~ A ~z~ . . . A "-*z. 
. . . . . . .  o * . . . . . . . .  

z. A z .  A"z .  . . . A "-~z. 

ne s'annule pour aucune des mdmes valeurs de x. 

En  mdme temps, choisissons un syst~me de n constantes arbitraires cl, c2, 

c3,.., c,, et formons les ddterminants 

A = 

Z l  A Z l  A ~ z l  • . . A " - ~  z l  Cl 

z~  A Z 2 A ~ Z.z • • • A " - ~  Z~ C2 

. . . . .  o . . . . . . . . . . . .  . 

Z~ A Z,, A 2 z  n . . . A ' - 2 Z n  C~ 
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o,k 

(x, ~,)= 

z, ~z: A'z . . .  J - ' z ,  f:(x:) 

. . . . . . . .  . . . . . . .  • * • . • • . 

f , .(x) = z , . a , , - - . ~  Iz,.a,~-, l +  ~'' lz , .a , , - ,}  . . . . .  ÷ 

+ ( - 1 ) , , ~ , ~ ! ~ , . a o l ;  ( r = O ,  1,... ~), 
et posons 

~(x, x~)= ~(x  ÷ 1, x~) 
ao (x, + n) Q (x~ ÷ 1) 

,v (x, ~,) = A (x, -t- 1) q-(x -i- 1, x~) 
ao (x, ÷ n) Q (x, ÷ i) 

Enfin,  formons la sdrie infinie 

(__i)  o-' 
r (~)  = ~o (~ + n) Q ('~ + i~ [A (x + : ) +  u~ (x) ÷ u~ (x) + . . .  ~ u,,, (~) + : . . ]  

o/t 

=~ +(x, x,)® 0~,, x O . . .  

. . .  ® (xo,_,, x~._,),v (xo,_,, xO. 

On peut  dire main tenant  que si une valeur fixde Xo ~ :¢ e~isle telle que 

pour  x ~ xo : 
a) ehacun des termes u,~ (x) a une signification, 

b) la sdrie 

x~=_-_-_-_-_-_-_-_-_-~-i 

converge vers une limite U (~c) telle que la sdrie 

~Z~ I ® (~, ~)1 ~ (~) 
converge aussi, 

c) la sdrie Y (x) (qui convergera certainement lorsque x ~ xo d' apr~s les 

conditions (a), (b)) ddfinit une fonction de x teIle que chaeune des expressions 

XI~O0 

Z Y (x:) f~ (x,) (r = 1, ~, n) 

a une significcdion, 
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alors, la fonction y ( x ) ~  Y (  x - - n )  sera une intdgrale de l'dqualion donnde 

pour routes tes valeurs de x ~ xo-~  n. 
De plus, cette intdgrale sera l'intdgrale gdndrale pour Ies mdmes valeurs 

de x lorsque l'expression Ao (x) -~ ao (x) -~ a~ (x) - ~ . . .  -~ a~ (x) ne s'annule 
pour aucune des m~mes valeurs de x, tandis que les intdgrales particuli~res 
y~ (x), y~ (x) , . . .  y.  (x) correspondant aux  n syst~mes de valeurs 1, O, 0,. . .  O; 
O, 1, 0 , . . .  O; O, O, 1, 0 , . . .  0 , . . . ;  O, O, 0 , . . .  O. 1 des constantes c~, c~,.., c. 

existent dans le sens indiqude plus  haul lorsque x ~ Xo--~ n. 

Applications des thdor~mes prdcddents ~ des dquations 
de types speciaux. 

1~. Nous allons consid~rer, au moyen du th~or~me du dernier paragraphe 
quelques propri4t~s importantes des int~grales d 'une ~quation (9) lorsque 
l 'argument x prend des valeurs tr~s grandes. Dans ce but, il convient tout 
d'abord de faire quelques observations g~n~rales relatives aux d4terminants 

Q (x), A (x) et q(x,  x~) (qui jouent  un r61e essentiel dans tout ee qui pre- 
cede) quand on d6termine les fonctions auxiliaires z~ (x), z~ (x), . . .  z~ i x) de 
mani~re & satisfaire h une 4quation lin~aire aux differences finies d u n  ~m~ 
ordre, ayant des coefficients constants. 

Ainsi, supposons que ces fonctions z forment un syst~me fondamental 
d'int~grales de l '~quation 

les quantit6s ~ ~tant constantes (ind~pendantes de x) avec ~0 =l= 0 et 
= ( -  l)  (*). 

Or, on peut obtenir sans difficult~ un syst~me d'int~grales fondamentales 
pour t '~quation (78). En effet, en suivant les indications du § 2 on peut 
~crire cette ~quation sous la forme 

Aoz ( X - ~ n ) - ~  A1z (x ~- n - -  l ) - t - - -  .~-  A, ,z(x)  =O,  (79) 

(*) Nous avons introduit les quantit~s ts dans les coefficients de l'~quation (78) pour 
~crire cette ~quation sous une forme adapt~e aux considerations qui suivent. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XlII. 40 
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oh les coefficients A sont des constantes  d~terrnin~es par  les ~quations 

[,~ (,~- ~)~ (~-~)~ (,~- r)I O! I t A, . - - (n  ~:r)![rf% + ( r _ _ l ) ! ~ - ~ - ( r _ _ 2 ) ! % + ' " - k  ~, ; 

r = 0 ,  1, . . .  n. 

(80) 

Mais, il est bien eonnu  (*) que les fonctions 

z~ (x) = . ~ ,  --~ (x) = m ~ , . . .  ~ (~) = .~:  (81) 

oi~ les quanti t6s m~, m~,.., m,, sont les racines (r6elles ou imaginaires)  de 
l '~quation alg6brique 

( ' 0  = A , , , r ÷  A, ,~"-~ + . . . - +  A,, = 0 (82) 

const i tuent  un syst~mo fondamenta l  d'int~grales de l '~quation (79) pourvu  
que ees raeines soient distinctes. 

Supposons  done que l '~quation (9) aussi que l 'fiquation (78) ~tant don- 
n~es, on forme l '6quation alggbrique (82) et que routes ses }~ raeines soient 
distinctes, st prenons  pour  les fonetions auxil iaires z, (x), z~(x),.., z.(x) 
les n fonetions (81). 

I1 r~sulte d i ree tement  que A"z~ = (m~--1)"m~; I 
r ~ 0 j  1, 2 , . . .  
s = 1, 2,..'. n de sorte 

que le d0terminant  Q (x) se rSduit ~t (m~ m~ m ~ . . . m . )  ~ q, q ~tant le produi t  
n,.,~ ( m , . -  m,) de toutes les differences m ~ -  m. qnand  r > s. De plus, il r~- 
sulte de nos hypothgses que q =1= 0. Ajoutons ma in tenan t  l 'hypoth~se ult~- 
r ieure qu ' aucune  des racines m~, m~,. . ,  m,, n 'est  5gale ~t zgro. 

Alors, le d~terminant  Q (x) ne s ' annulera  jamais  et on aura  

off 

Q (x) = ~ q (83) 

~o 0~o 
(~o -/- ~ -t-. , . ~-+- ~,,3. 

Quant  aux d6terminants  A (x) et q-(x, x~), prenons  la d6finition (63) de 

q-(x, x~) (en nous  bornan t  ainsi au  th6or6me II) et d6veloppons ehaeun  des 
m6mes d6terminants  par  rappor t  aux 6t6ments de la derni~re eolonne. Nous 

(~) Voir, par exemple : BOOLE, A treatise on the calculus of  finite differences, p. I06 (Lon- 

don, 1860). 
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obtenons  ainsi 

(x, ml) -~ ~._~ Q1 (x) L (x,) ÷ ~._~ Q~ (x) f~ (x,) ÷ . . .  ÷ ~0 Q. (x) f. (x,) (84) 

off Q. (w)est  le mineur  du d6terminant  Q (x) par rapport  au r i ~  ~l~ment de 
ta derni~re colonne, et off f. (x) a la signification usuelle : 

f~ (x) = z~ (x) ~ (x) + ~, ~ I z~ (x) a~_~ (x)] + . .  + ~ ~" l z~ (~) ao (x) I- (85) 

D'ailleurs, en posant  pour  faciliter l 'analyse a.---- - - ,  nous avons 

x 

off_ 
q 

q" = ( m ,  - , ~ , )  ( m , . -  , ~ )  • . -  ( , ~ .  - ~ _ ~ )  ( m . + ,  - m ~ )  . . .  ( too - -  m ~ )  = - -  

Ainsi, les formules (8~) p rennen t  les formes 

A (~) ~0 q ~,- ?. (~)  

De plus, d'apr~s l '~quation (85) nous  pouvons ~crire 

OU 

n 

o o m~ 

de sorte que 

off 
o ~ F  (x) 

Cela pos~, nous  allons consid6rer les expressions 

¢ (x, x,) --- ~ (x ÷ 1, x,) ao(Xl÷n) Q(x~÷l )  et ~ ( x ) =  
A ( x , +  l ) ~ ( x +  I, xl) 

ao (xl ÷ n) Q (x, ÷ 1) 

(s6) 

(ST) 

(ss) 

(s9) 
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don t  les propri6t6s  j o u e n t  u n  r61e essent ie l  lorsque  on d6sire app l iquer  le 
th6or~me II. 

D'apr~s les 6quat ions  (83), (86), (87), (88) et (89) et la re la t ion  ,m~-- 
6" r 

nous  avons  clans le cas aetuel  les re la t ions 

= "°  q ® ( <  0<)  - i' (90) 
~,, ~, q ?, '!, ~, a~. *-x') op+' '!, 1 

don t  la derni~re en ver tu  de l '6quat ion z, ~u, / peu t  p r end re  aussi  la 

f o r m e  

(91) 

Ainsi, chaque  fois que nous  aurons ,  out re  l '6quat ion (9) encore  une  6qua- 
t ion (78) pou r  d6 te rminer  les fonct ions  auxiliMres, pou r  s ' assurer  si le th6o- 
r~me II peu t  ~tre appl iqu6 il suffit de s ' assurer  si les condi t ions  (a), (b) et (c) 
d,u m~me th6br~me sont  satisfaites, les 4, (x, a¢~) et w (x, x,) ~tant donn6s  
par  les 6quat ions  (90) et (91). 

13. Apr~s ces observat ions  g6n6rales nous  al lons consid6rer  les 6qua- 
t ions  (9) dour  les coefficients ao, a , , . . ,  a ,  (outre qu' i ls  so~t  d6finis p o u r  les 
valeurs  de x ~ )  t e n d e n t  vet's les l imites ~o, < , . . .  % re spec t ivemen t  lo rsque  
x = c~. S u p p o s o n s  aussi  que ~0 =1=0, ao ÷ ~-~ ÷ "  • • -F- ~,-I  = 0 et d6 te rminons  
les fonct ions  z, (x), z,~ (x),.. .  z,, (x) de la mani~re que nous  venons  d ' indiquer ,  
les quant! t6s  ~0, 0q,... ~,, de l '6quat ion (78) 6rant m a i n t e n a n t  ces m~mes va- 
leurs  limites.  En  d 'au t res  termes,  su p p o so n s  que l '6quat ion donn6e  (9) air 
la forme limite 

lorsque  0~ = <x~ et chois issons  e o m m e  fbnct ions  auxil iaires  z~ (x) les in%grales  
fondamen ta l e s  de la forme m ~ (m ~ cons tan te  i nd6pendan te  de x) de I'6qua- 
t ion aux diff6rences t imes f,. (x) = 0 qui co r respond  h la m6me  5quat ion  (91). 
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Alors les quant i t~s  a . -  :~ qui  se t r o u v e n t  dans  l ' express ion  F.,, (x) ten- 
de ron t  vers  la l imite z6ro to rsque  ~ = o¢). En pa~:ticulier, s u p p o s o n s  que  p o u r  
tou tes  les valeurs  de x plus  g randes  q u ' u n e  cer ta ine  va leur  fix~e Xo on  air 

l a~ - -  % I < ~ (x_____)), (93) 

-: (x) ~tant une  funct ion  posi t ive de x telle que la s~rie infinie 

1 1 1 
converge ;  par  exemple,  ~ (~) ----- x ~ , (log x) ~+~ ' log 0¢ (log x) '+~ "'" avec ~ :>  0. 

Enfin,  out re  la suppos i t ion  que ~o =]= 0, ~0 + ~, -4--'-" -~- ~. =[= 0 et que 
les racines  m~, m~,.., m, de l '~quat ion alg&brique (8~) sont  dis t inctes  (de 
sorte  qu 'on  puisse  employer  les r~sultats  du  pa rag raphe  p r e c e d e n t ) c o m m e n -  
~ons par  suppose r  que  tou tes  ces rac ines  ont  le m~me m o d u l e  ~. 

Avec ces hypo theses  diverses,  cons id6rons  t ou t  d ' abord  l ' express ion  
F.,~ (x) qui  est  d~finie pa r  1 '~quation (89). D'apr~s ta formule  (25) nous  avons  

.... [(a~ - -  ~-,0 " ~ ,  = "~,'. ~ - ~  [(a~ (x)  - -  ~ ) ]  + n  (m, , - -  1) ~ ~ . . . . .  ' [a~ (~ + 1) - -  ~ ]  + 

n (,, - -  1) ( m , . -  l )  ~ ~ ~ . . . . .  ~[a~ (x  + ~) - ~o] + . . .  

+ ( m , . -  t )  .... , ¢  [ ~  (x -+- , )  - -  ~] .  

D'ail leurs,  lo rsque  x ~ xo n o u s  p o u v o n s  ~crire, d 'apr~s les formules  (1) et (93), 

I zY ( a ~ -  ~ . ) l <  2~ - ~ - )  de sor te  que  la derni~re ~quat ion  nous  d o n n e  p o u r  

ces m~mes  valeurs  de w 

I ~ .... ( ~  - -  ",) n~ I < ("'t,. - -  1) ..... u¢  ~ ..... , (x) < 2~,, (,,,~,. __ 1)" m~ -L(x--) • 
X 

et 

Pa r  c o n s ( ~ q u e n t ~  n o o s  & r o D s  

i ~.~ (~) t < 2"-" (~ + t) '~ ~ (x)  

( x ) .  "7. 
(~ > ~o) (9¢) 

n~ 6rant une  cons tan te  (d~pendan t  s eu l emen t  de n e t  ~). 
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Ceei dit, eons id6rons  l ' express ion  * (x, x~) qui  est d6finie par  l'~qua- 
t ion (90). Pu i sque  I m~ ] = ~ nous  avons  ¢~ = ~"-~ i,., i,. 6 tant  une  quant i t6  don t  
le modu le  est ~gal ~ u n .  Nous  au rons  done,  avee les hypo thbses  aetuel les  

~ ~ O~ 0 ~'l, 
i (~  - -  :vl ) "~'t 

.~,. ~, (.~,.) Z~o F~,~ (~)  

ou, en r appe lan t  l '~quat ion (%) et la re la t ion l im ao (x, -V n) =-- l im ao (x~) = %, 
Q?I~O0 Xl~O0 

(95) 

off pou r  tou tes  valeurs  enti~res de x et pou r  les va leurs  de x, _>_Xo (Xo suf- 
t i s a m m en t  grand) 

IM (~, x~) I < ~ "~ (~ '~) ; fl~ = eons tan te  i nd6pendan te  de x et x , .  (96) 

De la .m~me manibre,  nous  p o u v o n s  6erire pou r  l ' express ion  ~ (x, x~) 

• ' D l  r trx+ o- Ct 
(97) 

~Ib r d'ofi, en  obse rvan t  que ~ =-1  il v ient  

IlJ (X, /O~l) = ~(n--1)(a'-~-l) iV-(~,~, Xl) (98) 

off, pou r  routes  les valeurs  enti~res de x et pou r  les valeurs  de x, >= Xo (Xo 

su f f i samment  grand)  

g¢1 
a., = eons tan te  ind~pendan te  de x et x~. (99) 

Ainsi, nous  ar r ivons  g t la  formule  

* (x ,  x , )  ® (a~l, x ~ ) . . .  * (x,~, ~, x, , ,_l),v (x,,,_l, x,,,) = ~ (tOO) 
= F - '~x+" p ( x ,  x~, x~ , . . ,  x, , j  t 

off, p o u r  tou tes  les valeurs  enti~res de x et p o u r  x,. > x,~_~ >_~_..- ~ x ,  ~ X o ,  
nous  p o u v o n s  ~erire 

= (Xl) : ( x ~ ) . . .  = (x,o) 
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La formule (100) une fois ~tablie, les condit ions (a) et (b) du th6or~me II 
seront  remplies d i rec tement  dans  le eas actuel. En  effet, la condit ion ( a ) e s t  
remplie paree que nous  avons lorsque x >Xo 

off 
. . .  ¢ (~,,,_~, x,,,_,) ,F (x .  ~, x°,) 1 < ¢"-"(~+" a t - '  a~ w (x) 

Xt=X-[ 1 Xt  X~ = ~-~-I  ~2  Oem~Xm'~'Jg "I ~r'm 

et il r4sulte de nos hypothgses que eette expression W(x) a une signitica- 
tion pour  routes les valeurs  indiqu6es de x. 

De plus, si nous  posons 

-,=~ ~(x~) 
~ ( x ) -  Z 

xl=='=~-{-i X 1 

de sorte que ~:~ (x) devient  aussi petit qu 'on veut  en p renan t  x suf l isamment  
grand,  nous  pour rons  ~erire aussi  

off 
u,o (x) - ¢ ~ - " ( ' ÷ "  v,. (~) 

! ~5. (x) i < nr- '  ,.~ [~, (x)] ' ;  x ~ Xo. 

(101) 

(10e) 

Par  consequent ,  en prenant  x0 suff isamment  g rand  il r~sulte la relat ion 

I u., (x) ] < ¢"-"('+" ko, k = constante (ind~pendante de x) < I, 

d'ofl on conclut  que la s~rie t ul (x) I -~ lu~  (x) I - + - ' " ~ - I u - , ( x )  1 - ~ " "  con- 
k 

verge e t a  une somme U(x) = 0 (x) p(~ 1)(~+1) telle que 0 (~c) < 1 - -  k lorsque 

~ o  • 

Enfin, quant aux expressions j * (x, x,) l Y(xd et Y(x,)  f~ (x,) (qui se 
t rouvent  dans  les condi t ions (b) et (c) du th(~or~me lI) d'apr~s les ~qua- 
tions (88), (95), (95) et (96) ces expressions p rennen t  les formes respeetives 

o, (~, ~,) ¢',-.(-÷., ~ (~' r) [A (~, + i) p~ o~ (~,)¢"-',(-~+.+',] 
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off pour toutes les valeurs de X ~ X o ,  on a 

0t (x, x~)<: ~ ~ (x~___))(~ ~ const, ind. de x et x~), 

En m~me temps, d'apr~s les 6quations (83) et (86) le module de chacun des 
A (xl 4- 1) ~ ~(~-1)(~+~)+~ 

, reste toujours fini. Ainsi, on volt que les quotients Q (xL ÷ 1) Q (x~ ÷ 1) 

expressions ]¢(x,  x~)t U(x~) et Y(x,)L.(xl)  poss~dent les propri6t6s d6- 
sir6es. 

I1 r6suIte ainsi sous les hypoth6ses actuelles relatives ~ l '6quation (9) 
et aux racines de l '6quation alg6brique (82) que routes les conditions que 
nous avons pos6es dans le th6or~me II sont remplies. 

Nous allons consid6rer la forme de la s6rie Y(x) qui se pr6sente dans 
le cas actuel. 

D'apr~s les 6quations (83) et (86) il vient 

~-o ~ c,. z~ +~ 
Y (x) ---- ~,,_~ ao (x ÷ n) o ~'+~ ~ y' (m,.) ÷ 

~ (x) ] u , (x)  t - ' " ÷  ( x ÷ . ) ~ ~ ÷ ~  ÷ . . . .  
-t a0 (x ÷ n) ,/+~ q ao q 

--" [I '~ ~'" ao(X+m)- -~o  "~ ~" l 
- -  °°-1 " ~' (m,,) m~ +~ ao (x  ÷ n) " ~' (m~,) m~; +1 ÷ 

u~ (x) ÷ " ' - ~  u,, (x) ÷ . . . ] .  
] 

Mais, en vertu de nos hypotheses relatives aux diff6rences a, ( x ) -  ~ nous 
avons au moins pour routes les valeurs de x ~  X o - - n  

I a,o (x + n) - -  ~o I ~ ~ ~ + n  (~ + '~) ~ ~ ' ~  ~ (~') ~ (x). x~=x-]-i ggl 

Par cons6quent, en nous rappelant les 6quations (101) et (102) nous pou- 
vons 6crire pour toutes les valeurs de x ~ Xo : 

o'1 ÷ c'~ c',, :. (~ )  
Y ( x ) =  mT+~---T mF~ ÷ " "  ÷ m~:~l ÷ ~+1 
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off c,. - -  ?, (m,.) et ot~ ~ (x) est  u n e  fonct ion  de x qui  t end  vers  zero c o m m e  

v~ (x) lorsque  x = oc. 
E n  a p p t i q u a n t  le th~or~me II, nous  avons  doric la fo rmule  su ivan te  p o u r  

l ' int6grale particuli~re y (x) que nous  avons  ob tenue  q u a n d  on la consid~re 
au moins  pour  les valeurs  de x ~ x0 + n 

y (x) - Y (x  - n) - - -  ~"° ~ (~) (103) m~ ~'~ 

od c",.-~ m~-' c',. et oi~ ~ (x), c o m m e  la fonct ion  ~ (x) employ6e plus  haut ,  a 
la forme ~ ( x ) ~  g ~ (x), g ~tant une  fonct ion  de x don t  le modu le  ne d~- 
passe j amais  une  cer ta ine  constante .  De plus,  en observan t  que l 'existence 
de la cond i t ion  :¢o-i-:¢~ + ' "  + ~ =I=0 d e m a n d e  que l 'express ion 

A o (x) ---- ao (x) + a~ (x) + . . .  + a,, (x) 

ne s ' annu le  p o u r  a u c u n e  va leur  de x plus  g rande  q u ' u n  cer ta in  n o m b r e  fixe, 
il r4sulte du  m~me th6or~me II que l ' int~grale gSn6rale de l '~quat ion donn~e (9) 
a u r a  la forme (103) pou r  t o u t e s  les valeurs  de x qui  d6passen t  un  cer tain 
n o m b r e  fixe. 

Nous al lons consid~rer  cer tains  r6sul tats  ana logues  qui  out  l ieu lorsque  
tou tes  les racines  de l '~quat ion (82) n ' on t  pas le m~me module  5 

Supposons ,  en  effet, que m~, m~,.., m~,(h % n) so ient  les racines  d o n t  le 
modu le  est un  m a x i m u m  5 et, au lieu de consid6rer  c o m m e  arbi t ra i res  routes  
les cons tan tes  c~, c~,.., c,~ posons  c~+~ ~ c,,+~ . . . . .  c,, = 0, les au t res  cons tan tes  
c,, c~,.., c~, ~tant  arb i t ra i res  c o m m e  auparavan t .  Ces hypo theses  signifient  
6v idemmen t  que nous  nous  b o r n o n s  h cer ta ines  int~grales part iculi~res au  
lieu de l'inL~grale g~n~rale. 

D'apr~s l 'Squat ion (91) nous  avons  m a i n t e n a n t  p o u r  l ' express ion ,v (x, x~) 
la formule  

m, v' (m,) ¢' (m,) 0 

dans  laquetle,  p o u r  tou tes  les valeurs  possibles  de r et t nous  avons  

~{~ g ? .  Quan t  h l ' express ion  • (x, x,) nous  avons  encore  la forluule (90) 

mais dans  le cas ac tue l  t z , . l<o  ''-1 au  lieu de I z , . l - - : " - '  

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 41 



312 M. W a l t e r  B. Ford :  Sur les dquations lindaires 

Par consequent, er~ posant les mSmes hypotheses  comme auparavant 
pour les differences a,~--~.~ nous arrivons encore aux formules (95) et (98) 
dans lesquelles les fonctions M(x,  xl), N(x,  xi), bien que diff4rentes des 
fonct[ons M(x,  x~), N(x, x,) du cas precedent, 0n t  les propri~t~s indiq~::'es 
par les 4quations (96) et (99) respectivement. Mais, cela suffit, comme dans 
te cas pr~c6dent, pour nous assurer que le th~or~me II est applicable. 

Par consequent, pour toutes les valeurs de x plus grandes qu'un certain 
nombre tixe nous pouvons 6erire 

P' 0 " ~  # ~,  _ _ _  o ,,, _ ~ (x_) 

off c",. = f (m,) et off ~ (x) a l e s  propri~t~s signal~es plus haut. 

Avant de r~sumer nos rSsultats actuels sous la forme d'un th~or~me 
g~n6ral, il convient de ~'aire quelques observations g~m~rales. 

Ainsi, supposons pour le moment  qu'au lieu de commencer par une ~qua- 
tion de la forme (9) on ait une ~quation sous la deuxi~me des formes (8), 
c'est-h-dire 

Ao (x) y (x -~- n) ~- A~ (x) y (x + n - -  1) + . . .  + A~ (x) y (x) = 0. (104,) 

Supposons que le coefficient A,. (x) soit d6fini pour t o u s l e s  entiers positifs 
x >  un certain entier ~. > 0 et qu'il tend vers la limite B,. lorsque x = c~ 
de sorte que la diff6rence A,. ( x ) -  B,  consid6r6e comme un infiniment petit, 
satisfait aux conditions que nous venons de poser pour l 'expression 
~, (x) - ~ . .  

Or, .suivant  les indications du § 2 on peut relnplacer l'6quation ac- 
tuelle (I04`) par une autre de la forme (9), tes coefficients a,. (x) 6tant donn6es 
par la formule 

~'"  [nl A (n- -1) !A, ,  (x)-~- 
a,  (x) ( n -  r)!  t r y  " (x) + ( r - -  1) ! -' I 

, ] I  (1°5) ~_ (n - e)!  ( . - -  r ) .  A ... .  (x) • 
(r - - 2 ) !  A,,.~ (x) -+-...  -[- O! 

Mais cette formule montre que les coefficients de l'~qtiation indiqu~e (9) sa- 
tisferont h routes les conditions que nous avons toujours pos~es dans l'~- 
tude d'une telle ~quation, pourvu que Ie coefiicient A~ (x) (qui ne diff~re 
de ao (x) que par le facteur ~,) ne s'annule pas pour les valeurs de x >  :~ et 
qu'on air lim A,, (x) = B,, =g~ 0 et lira [ao (x) + a~ (X) q - ' "  q- a,, (m)] = Bo =I-- O. 
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D'ailleurs, quand  on a une 6quation (9) dont  les coefficients sont  d6ter- 
min6s au  moyen  des relat ions (105) l '6quation (79) pour  d6terminer  les 
fonetions auxiliaires z,. (x) devient  

B,,z  (x-q-n)-q-B,,_~ z ( x - 4 - n - -  l ) - q - . . ,  q - B o z ( x )  = 0 .  

En effet, d'apr~s la relat ion (105) on a 6videmment  

..... I n ,  ( n - - l ) !  (n:--r)' ] 
~ " - - ( n - - - r ) !  r~. B " +  ( r - - l ) ! B ' ~ - ' q - ' " q -  O! " B .... . 

de sorte que les 6quations (80) se r6duisent  d i ree tement  aux autres 
A,. = ~,~ B,,_~.. Par  eons6quent,  l '6quat ion alg6brique (82) pour  d6terminer  les 
'racines m~, m~,.., m, devient  ma in tenan t  

B .  m" -F B,,_~ m "-~ + . .  • + Bo ~ 0 

I I I 
de sorte que les quantit&s --, -- ,... sont les 

6quation 
Bo m" -4- B ,  m '~-' - F  " • + B,.  == O. 

racines de l 'autre 

Enfin, il suffit d 'observer  qu 'en  p renan t  ~ suf t isamment  grand  la condi- 
tion A,~ (x) =i= 0, x >  ~ est satisfaite d'elle-m~me d'apr~s l 'autre condit ion 
B,,-I= 0 pour  6noncer le th6or~me suivant  : 

THeORY:ME III. Soit donnde une dquation lindaire aux  diff&enees finies 
sous la forme 

Ao (~) y (x + n) + A~ (x) y (x + n - -  i) + 

+ & (x) y (x -+ n - -  .o) + , . .  + A,, (x) y (x) = O, 

les coe/fieients A dtant ddfi~is au moths pour routes les valeurs enti&es posi- 
tives de x ~ u~ eertair~ entier ~. ~ O. De plus, supposons que le coefficient A,. (x) 
ten,de vers lc~ limite B~. torsque x - ~  ~x~ de sorte que la diffdrence A,. (x) - - B ,  
devient un  infiniment petit d'urt ordre aussi grand que cehd de l'e~pression 

z (x),  v (x) dtant une fonctiort positive telle que la sdrie 
X 

x~=~ ~r(Xl ) 
S 

1 1. 1 
converge, par  exemple v ( ~ ) ~  x~ ,  (logx)~+ ~, logx(log2 x) '+~ .... avec v~O.  
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Enf i~  supposons que Bo =t= 0, B ,  =!= 0. 
Alors, si  l 'on ddsigne p a r  ),1, ;%,... ;~,, les racines (rdelles ou imagi~aires)  

de l'dquation algdbrique 

on a l e s  rdsultats suivants  pourvu  que toutes ces racines soient distinctes : 
a) s$ routes les racines ;%, ks,... ;~,, oJ~t le ~n~,me module k l'inlggraIe gg- 

ndrale de l 'gquMion donnge, quaJ~d on cot~sidbre cette intggraIe pour  los valeurs 
entibres de x p lu s  grandes qu 'un  certai~ nombre fixe, prertd la forme 

y (x,) = c1 ~: -+- c~ "A~ + . . .  -+- ~,, J,7, ÷ ),~ ~ (x,) 

oit les quanti t@ c,, c~,.., c,~ sont des constarttes arbitraires, tandis  que l'expres- 
s ioJ~ ~ (x) est une fonctior~ de x qui  lorsque w -~ cx~ devient urt infinimerd petit  
d 'un  ordre aussi  grand  gue celui de l'expressiort 

b) ~i les racines ~ ,  ),~,... ~ n 'ont  pas  le m~me ~wdtde et si ~ ,  ~ , . . .  
;~,, (h < u) sont celles dont le ~wdule a lc~ valeur m i n i m u m  ~, il existe une it~- 
tdgra, le particuli6re de l 'dquation donnde qtd, quand  on la cousid~re pour  les 
valeurs enti~res de x p lus  grandes qu 'un  certain nombre fixe, prend  Ia for,me 

y @)  = ~1 ~,~:-+- c~. ~,~ ÷ . . .  ÷ c,, ;~7, -4- 9,~ ~ (x) 

oh c~, c~,.., c~ sont des constantes arbitraires, tandis  que l 'expression z (x) ct 

lct signification indiqude p lus  haut. 
1~. Nous  al lons g6n6ral iser  le th6or~me pr6c6dent  en s u p p o s a n t  qua 

les racines  9,1, ;%, ),~,..., ),~ ne sont  pas  routes  distinctes.  
Dans  ce but ,  r e t o u r n o n s  aux  cons id6ra t ions  des §§ 12 et 13 et  suppo-  

sons  ( eomme clans le cas pr6c6dent)  que les coefficients ao, at ,  a~,. . . ,  an de 
l '6quat ion  donn6e  (9) soient  d6finis p o u r  {ous les ent iers  x >  un  certain 
ent ier  ~ > 0 et t e nden t  vers  les l imites  ~o, ~.~, ~.~,..., ~,~ r e spee t ivement  lorsque  
x = ~c, off ~o =]= 0, ~o -t- ~, -/- ~ - 4 - ' "  ~ ~,~ @= 0. En  outre,  q u a n t  aux racincs  
m~, m~, m~,. . . ,  m~ de l '6quat ion  alg6brique aetuelle~ s u p p o s o n s  que m~, 
'~a,.. . ,  m~ ( p < n )  soient  dis t inetes ,  tandis  que  ~, ~, "[,..., ;~ repr6sen ten t  re- 
spec t ivement  leurs  degr6s de multipliei t6,  de sorte que 

~ -i-~ ÷ 7 + . . . - t - 9 ,  = n. 

Entin,  me t tons  w ~°~ = 1, v¢ ° = ~  (x - -  1) (x - -  ~ ) . . .  ( z - -  t-l-  1), ( t >  1); alors, 
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il est  b i en  c o n n u  que  sous  nos  h y p o t h e s e s  les n fonc t ions  s u i v a n t e s :  

z~ ~ m~, z~ ~ x (" m~,  z~ ~ x (~) m~ , . . . ,  z~ ~ x (~-" m~ 

Z a ÷  1 ~--- ~ b ~  ~ Z a ÷ ,  ~ ~ -  X / °  ~ t t*  ~ Za~_ ~ . . . . ~ Z a +  ~ 

• * • • • ° , • • • , * • • • . * * * • • • • • ° • 

cons t i t uen t  u n  sys t~me f o n d a m e n t a l  d ' in t6gra les  de l ' e q u a t i o n  (78) ou  (79). 
Cela pos6, cho i s i s sons  ces n fonc l ions  c o m m e  les fonc t ions  auxi l ia i res  

z, ,  z~, z~,. . . ,  z. de no t re  6qua t ion  (9). Nous  a l lons  d~ t e rmine r  d ' a b o r d  la  va- 

leur  c o r r e s p o n d a n t e  du  d 6 t e r m i n a n t  Q(x).  

Or, n o u s  avons  en  pa r t i cu l i e r  z,. ----- x°'-! ) z , ,  1 < r < ~. P a r  cons6quent ,  

en  n o u s  s e rvan t  de la re la t ion  g6n6rale  (25), n o u s  o b t e n o n s  

v z~ = v x ( ' - "  zl ÷ s A~-I ( x  + 1) ('-1) a z l  ÷ 

s ( s - -  1) ~_~ (x + 2) ° -"  ~ zl + - - -  

+ . . -  + s a (x + s - -  1) ° - "  ~ - '  z, + (x + s) ('-') ~ z, ; s = O, I,  2 , . . .  

Mats, n o u s  voyons  d i r e c t e m e n t  que  

A ~ x " ) - ~ t ( t - - 1 ) ( t - - ~ ) . . . ( t - - s + l ) x ' - ~ ;  ( s ~ t )  

a" z, = (ml - -  1) ~ m~" =":~., roT", t~ = m~ - -  1 

de sor te  que  l ' 6qua t ion  (106) p e u t  s '~crire sous  la fo rme  

A ~ z~ ~--- mf  [ ( r - -  1) ( r - -  2 ) . . .  ( r - -  s) x ('-~-') + 

-1- V-1 s (r - -  1) (r - -  2 ) . . .  (r - -  s -~- 1) (x -/1)( '-~) q - 

+ ~ s (s  - 1) (~ _ i )  (~ - °2) ( r  - s + ~) ( x  + 2) " -~+"  + , 

• . .  __.~-2- ~ , - ,  s (r  - -  1) ( x  - / s  - -  1) ('-~) - i -  g-: ( x  + s ) (~ - ' ]  • 

( 1 < r < ~ ) .  

(I06) 

De la m~me  mani6re ,  il r6sul te  p lus  g6n6 ra l emen t  que si l 'on  pose  
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F., ~ ,m~ - -  1 on  p e u t  ~crire 

a~z,. -~ m~p,.~ (F-,) ; (1 <: r < n)  

off t ~ 1 lo r sque  1 ~ r ~ ~, t ~ 2 lo r sque  ~ -]- 1 ~ r ~ ~ -k  ~, . . . ,  t ~ p lo r sque  
n - - ; ~ - k l ~ r ~ n ,  et  off 

p,.,~ (,%) = g: (x ~-  s) (~-1) ~-  s (r  - -  I) ~-1 ( x +  s - -  1)("-2) -~ - 

~ s  (s . ~  l )  ( r  - -  1) (r  - -  2) F.:-~(x -?  s - -  2) ('-~) - ? . . .  
2 

+ s (r - -  1) (r --- 2 ) . . .  (r - -  s -~- l )  ttt (x  -{- l )  (''-~) -[- 

+ (r - -  1) ( r -  2 ) . . .  (r - -  s) x ('-~-'). 

Ainsi  le d~ te rminan¢  Q (x) p r e n d  la fo rme  

off ~,, es t  u n  d ~ t e r m i n a n t  d ' o rd re  n d o n t  les ~. p r e m i e r e s  l ignes  ho r i zon ta l e s  
son t  

P,-,o(71) P,.,~(~I) P,.,~(g'~)...P,..,,-~(F-~); r = l ,  2 , 3 , . . . ,  ~, 

t and i s  que  les (~ - t -1 )  io'~, ( ~ - + - 2 ) ~ ' % . . . ,  (~- t -~)~"~ l ignes  son t  

p,.,o (~,~) p,.,l (,%) p,.,~ ( l ~ ) . . . p , , , , - ~  (l~,~); r = 1, 2, 3 , . . . ,  ~, 

et  ainsi  de  suite, les ). de rn iSres  l ignes  ~ tant  

P,.,o (F-~,) P,.,, (F-~,) P,.,~ (:J-~)... P,.,,-~ (7-~,) ; r = 1, 2, 3 , . . . ,  ~. 

Mais, si l 'on  obse rve  la re la t ion  

p~.~. (~ ,) - -  (r  - -  1) (x  ÷ s - - r - t -  2)(') p,._~,.~ (,~.,) ÷ 

÷ ( r - -  1) ( r  - -  2) ( x  ÷ s - -  r - -  3) (-0, p , . ~  (~,.,) -~ . . . . .  + 
2 

+ ( -  ~),"-~)(r - ~) (x  + s - ~ ) ( " - " )p .  (~.,) + ( -  t )  ~-' (~ + 8)("-~'~,,,~ (~,) = 

-=  s (s  - -  1) (s  - -  . * ) . . .  (s  - -  r + 2) V.~"+l 

ce d 6 t e r m i n a n t  A,, peu t  se t r a n s f o r m e r  d i r e e t e m e n t  dans  u n  a u t r e  don t  les 
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premieres  l ignes hor izonta les  son t  

( r +  1) l ( n - - 2 )  l ,_~_,. 
0 0 0 . . . 0  ( r - - l ) !  r!?.l 2" [z~... ( n _ _ r _ l ) ! V .  , , r--~-!, 2 , . . . ,  

t andis  que  les (~- t -1)  ++'~e, (~-+  2)++"~,. • • (~ + ~)++"+ l ignes son t  

0 0 0 . . . 0  ( r - - l ) !  rl~t~ ( r + l ) !  ( n - - 2 ) l  ~,_,._, • 2 ~"~"" ( n - - r - - l ) !  '"-' ; r - - - - l ,  2 , . . . ,  

et ainsi  de suite,  les X derni~res  l ignes 6rant  

o o o .  o ( v - l ) !  v ! ~  ( r + l ) !  ( ~ - - 2 ) !  "" 2 ~'~"" ( n - - r - - 1 ) !  ?g-'-~; r =  I, 2 , . . . ,  ),. 

Ainsi, en se r appe lan t  la re la t ion ~,.+- u.~ = m , -  m~, on arrive ~ la va- 
leur  su ivante  pou r  le d6 t e rmin an t  A,: 

off 

to = 1 t 2l  3 ! . . .  (~ . - -1)!  I I ~! 3 ! . . .  ( ~ - - 1 ) ! . . .  1 t 2! 3 I . . . ( ) , - - 1 ) !  (107) 

Pa r  cons6quent ,  si nous  posons  a --~ m? m~ m ~ . . .  m~ nous  avons  dans  le 
cas actue!  

Q (,z) ---- ~+ q, (108) 

q 6taut  une  cons tan te  par  r appor t  '~ x et q =1= O. 

Cela pos6, nous  a l lons  cons id6rer  (en su ivan t  la marche  du  § 12) le 
d6 t e rminan t  Q,. (x) qui se r encon t re  dans  les re la t ions  g6n6rales (84) en sup- 
posan t  d ' abord  que i < r <  ~. 

Ce d~terminant ,  c o m m e  le d6 te rminan t  Q (x) que nous  venons  de con- 
sid6rer, p e u t  se t r ans fo rmer  d ' abord  dans  la forme 

Q++(x) ---- a,,_, 

off A,+, est  ie d6 te rminan t  d 'o rdre  n - -  1 tel que ses ~ - -  1 p remieres  l ignes 
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horizontales sont 

(r, -}- i )  ! 
0 0 0 . . . 0  ( r , - - l ) !  r , ! # ,  " ~2 t~#""  

( ~ -  2 ) !  .... ,_, 
• "" ( n  - -  r ,  - -  1) f ~ "  ; r ,  ~ 1, 2 , . . . ,  r - -  1 

p~-,,o(7.,) p~.,,,(,~.,) p~.,.~(~,).., p,.~,,,-~(7,); r, = r + i ,  r + ~ , . . . ,  ~. 

tandis que ses n - - ~  autres lignes sont ~gales respectivement aux lignes 
correspondantes du d~terminant A,, quand on y n~glige les 614merits de la 
derni~re colonne. 

D'ailleurs, d'apr~s la relation 

• ~ ~.~, p,...~-~ (:~.,) . . . .  + 

+ (-- 1)'-' s t<- 'p , . , ,  (t,.,) + ( - -  1) ~ t,:,p~,,o (t,.,) = 

(r-- l)! 
- - ( r - - s - -  1) !  t~'~ x( . . . . . .  5 

ee dernier d6terminant se transforme direetement dans un d6terminant dans 
lequel les ~.--1 premieres lignes sont 

r l  - -  1 

0----0~'..'_ 0 ( r , - - 1 ) !  0 0 0 . . . 0 ;  r , - - - - - 1 , ~ , . . . , r - - 1  

I x°a ( r , r ' !  r l !  - -  I ) !  m ,  x ( ' ' r - ' )  (r ,  - -  ~) ! m~ x ( ' " - ' 2 ) ' "  r,  ! r o T , - '  x 

r~---r, r - t - l ,  r -4-2 , . . . ,  ~ 1 .  

r , !m?  0 0 0 . . . 0 ;  

tandis que les n -  :~ autres lignes sont d~terminSes respectivement par les 
formules suivantes dans lesquelles v~ ~ m~--m,  

0 0 0  0 (r~--l)' r,I,~ ( r~ -~ l ) !  (n--2)! 

r ~ l ,  ~, 3, . . . ,  ~, 

0 0 0 .  0 ( r~ - - t ) !  r,!v~ (r ,-+-l)!  ( n - - 2 ) !  
"" °2 ~ " "  (n --  r, - -  1) ! "V~"-' ; 

r, ~ 1, 2, 3,.. . ,  T, 
. . . . . . . . . .  , . , o . . . .  , • • , , o • . 
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o o o . . . o  ( r , - 1 )  ! 
• ~ g " "  ( n - - r , - - i ) I  " ~' 

r l  = l ,  ~, 3 , . . . ,  X. 

Ainsi ,  le d 6 t e r m i n a n t  A~_~ p r e n d  la f o rme  

1 t 2 ! 3 ! . . .  (:¢ - -  1) ! m~a_~(~_,) A._,.+, 
a._, = ( r -  1) t 0 o 9 )  

off  A ,.+~ 
p r e m i e r e s  l ignes  sont  

est  le d 6 t e r m i n a n t  d ' o rd r e  n - -  r + 1 

~,! (¢ , - -1)!  (r , - -2)!  
~n~- 1 030) 

r~--~l, 2, 3,..., (~ - - r )  

d a n s  l eque l  les ~ - - r + l  

m?  0 0 . . .  O; 

t and i s  que  les n - - ~  a u t r e s  l ignes  son t  r e s p e c t i v e m e n t  

(r  - -  1) ! r ! v;_q+ , 
( r - - r , ) !  v'~-''~ ( r - -  r ,  + 1)! 

( r + l )  t ~ 7 , . + ~ . . .  
( r - - r ,  -4- 2) l 

( n  - -  2)  
(n _ r !t) i ~-"~- ' ;  

r , - - l ,  2, 3 , . . . ,  ~, 

( r - - -  l )  [ .... 
( r  - - r , ) !  ~ ' 

r !  
(r - -  rl -4- !) ! v~-",+' 

( r + l )  l ,V,.+~. '" 
(r-~- r ,  %- 2) l 

(n  - -  2 ) !  
(n - - r ,  - - 1 ) !  v'~-''-' ; 

r~ = 1, 2, 3 , . . . ,  y ,  

(r - -  1)! ~;;_,~ 
(~.__-~ 

r ! (r, ,+, i )  ! 
( r  - -  r ,  -+- 1)!  ~;-"~+~ ( r  - r ,  - / 2 ) !  ~- ' "+~ ' " " 

r ,----1,  2, 3 , . . . ,  x. 

(n  - -  2) ! 
(rt _ r __ 1) i~-~"-~; 

Mais, on  voi t  d i r e c t e m e n t  que  les : ¢ -  r + 1 p r e m i e r e s  l ignes  de A ..... +, 
donn6es  p lus  h a u t  p e u v e n t  se r e m p l a c e r  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  ces au t r e s  

r l  - -  1 (• + r l  - -  1) roT, -1 
m? 0 0 . . .  0 

0 0 0 . . . 0  r l  

r~ = 1, ~, 3 , . . . ,  ~ - - r .  

Ainsi ,  en  d6ve loppan t  ce d 6 t e r m i n a n t  ~ ..... ~_, pa r  r a p p o r t  aux  m i n e u r s  

Annali  di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 4~ 
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d 'ordre  ~ ~ r + 1 qu i  se t r o u v e n t  d a n s  ses  ~ -  r 4 - 1  p r e m i g r e s  l ignes ,  o n  

a r r i v e  it l ' 6 q u a t i o u  

off ~,.,~ r e p r 6 s e n t e  u n e  p u i s s a n c e  c o n v e n a b l e  de  - - 1  e t  D.  (x,  m , )  e t  E~ s o n t  

de s  d (~ t e rminan t s  d ' o r d r e s  ~ - -  r,  n - -  ~ + 1 d~f in is  c o m m e  il su i t  : l e s s  pre-  

mi~wes l i gnes  d u  d 6 t e r m i n a n t  D.~ (x, m 0 s o n t  

r - -  t (x  --~ r~ - -  1 ) !  m ? - '  
,n~ 0 0 0 . . .  0 

6 o  657o 
r~ = 1, % 3 , . . . ,  s 

e t  ses  ¢ -  r -  s a u t r e s ,  l i g n e s  s o n t  

m~, +~ 0 0 0 . . .  0 

de  s o r t e  q u e  

r~==s, s + l ,  s + ° 2 , . . . ,  ~ , - - r - - 1  

(~-r)(a--r+l) 
i x  ÷ s - l y "  

¢), (x ,  ~n d  = m~ 
s i  

( i l l )  

t a u d i s  q u e  les  l i g n e s  d u  d 6 t e r m i n a n t  E~ s o n t  

( r  + s - -  1) ! ~,+.~_,., = ! ,~_,,+~ 
F ( r  -~- s - -  r~ -~- 1 ). ~ 1" (~ - -  r~) 

(~ - ?  1) ! 
r (~. - -  r ,  + 1) ' ~ - " + ~  " " " 

(n  - -  2) i ,_,, _, 
• . -  ~,~ ~ " r ~ = l ,  2,  3 , . . . ,  

F (n - -  r,) 

( r  ÷ s - -  1) ! ,,U,~_,~ ~ ! _. 
v ( r  + s - -  r~ + t )  v (~. - -  r , )  r ( ~ . - -  r~ + I )  "'" 

( n  - -  ~)  v ... .  . - ,  
• ~ ~ ; r , = l , ~ ) , 3 , . . . ,  Y 

r (~  - r~) 

( r - ~ -  s - -  1) I ~ _ , .  
V ( r  + s - - r ~  + 1) '~' r (~. - -  r ,)  ~U"+'  

( ~ + l ) !  

(n  - -  2) ! . . . .  .,_~ 
• . . v ( n _ r d ~  ; r ~ - - - - 1 , 2 ,  3 ,  .... , ).. 
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Enfin, pour  la valeur  sp6eiate s = ~ -  r (pour laquelle il suffit dans  le 
bu t  que nous  avons en vue d '6valuer E , ) i l  r6sulte sans difficult6, d 'apr~s la 
relat ion v, = m~ - -  m , ,  que 

E,_,. = to [ ( , - .  - m , ) - - ' ] ~  [ (m~  - , , , , ) - - '  ( , ~  - , , ~ ) ~ ] ' , . . .  
1 ! 2 !  3 ! . . .  ( ~ - -  1)! 

. . .  [(% - . ¢ j ~ - '  ( m .  - -  ,~)~. . .  (,t~, - ,~,,_,)@ 
1! 2! 3 ! . . .  ( ~ - -  1)! 

(1 t~) 

off to est d6fini par  l '6quation (107). 
Par  eons6quent ,  en se rappe lan t  les relations (110) et (112) et en obser- 

vant  que %~_,.----1, on arrive h l '6quati0n 

(a--r)(a-V+l__) 

A,,_,.I., ---- ( x  ÷ ~. - -  r - -  l y  ~:'') E~_,. m ,  
(~ - -  r )  ! m ~ '  l + ( x - l -  ~ - -  r - -  1 ) ( ,> - t -  

",% "t~e~_r ] 
÷ ( x ÷ ~ . - - r - -  1) (~)+'" "-I ( x ÷ ~ - - r - -  1) (~-') 

off "a,, "~, -a~,..., r,~__, repr6sentent  des quanti t6s i nd@endan tes  de x. 
D'aprbs les 6quations (109) et (110) nous  pouvons  done 6erire 

oh 

Q,. ( x ) ( x - l - ~ r  1)(~-") ( ~@h-)~ = _ _ q,,(~); (1 d , , ~  ~.) 

1 
q, (x) == ( r _  l) ! ( z _  r) ! 1 ! 2 ! 3 ! . . . ( ~ . - - 1 ) ! 1 ! 2 ! . . .  

( ~ - r ) ( ~ + r + )  

. . .  (f~-- 1) ! . . .  1! ~ ! . . .  ( ; ~ - - / ) !  m, ~ X 

• . .  [ ( % -  , , , ) ° - '  ( %  - - , ~ ) ~ . . .  ( - , , , -  , , , , , -~)~1 ~ X 
"r,~ "r,2 _ ~ _  . . . 

X 1 - + - ( x _ ~ _ ~ _ r _ l ) ( , + ( x _ _ ~ _ _ r _ l V ~ )  + 

@ ( x - - ~ - - r - -  I 

(113) 

les quanti t6s ":,,, -~, . . . ,  ":.a_,. 6rant i n d @ e n d a n t e s  de x de sorte que 
lira q,, (x) = k,, = uJ~e constc~nte =[= 0. 
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De la m6me mani~re on peut d~montrer une relation analogue pour 
l 'expression Q,. (x) lorsque ~ -t- 1 ~ r ~ y, lorsque y -~- 1 ~ r ~ ~ , . . . ,  lorsque 

Z-H 1 < r ~),.  Par cons6quent, en posant ~,.--~ et en se servant des re- 

lations g~n~rales (8~) on peut ~crire 

A (~) = ~ r~,  ~' (x  + ~ - -  ," - -  t ) ( ' -")  q,. (,~) + 

÷ ~ ~ ÷ ~ - -  r - -  lye-') q~+~ (x) ÷ 

r =  7 
÷ z~ ~ ~+~+,. (X ÷ ~r - -  r - -  1) ('-'') q~+~+,. (X) + . . .  -~- 

+ ~ ~ o,,_~+,. (x  + ), - -  r - lye- ' "  q,_~÷,. (x)  

(1~¢) 

off les expressions q,. (x), t < r ~ n sont relies que lira q,. (x) ~-- k,. = co~st. =.J: O. 

En m~me temps, on obtient une expression analogue pour la fonction 

q(x, x~) en rempla9ant les constantes c,, c~,... ,  c,. de l'expression (115) par 
les fonS tions /'1 (x,), f~ (x~),..., f~ (x~) respectivement. 

Cela pos~, repr~sentons par 0 le plus grand des nombres ~, ,~, 7,. . . ,  )'. 
Nous pouvons alors ~crire 

A (x) ---- (~ -~ 0 2) °-~ ~, c,. o),. (x) + ~ c~+,. ~+,. (x) - ~ - . .  ~-- 
r ~ t  

,._-~ (115) 
+ ~; ~Z=, c,,-~+,. ",,-~+,. (x) 

et  

~ (x, x , )  = (x + ~ 2)0-' ~ ' 
• - ~, ~ f~ (~,) ,,~,. (x)  + 

v__.--fl 
-4- ~.~ ,.~t f~'+" (x,) o~+~ (x) -+-... ÷ 

• r,:=,~ I + ~ ~i= L-~.+,. (x,) o~,,_~+,. (~) , 

(116) 

les expressions ~, (x), ~,)~ ( x ) , . . . ,  o), (~) ~tant des fonctions de x qui tendent 
vers certaines limites ~ ,  ~.~,..., ~n respeetivement lorsque x ~  ~ .  De plus, 
une au moins de ces limites est diff~rente de z~ro. 
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Mais (comme dans  le cas precedent)  nous  avons 

~ = 0  

, ~ = ( -  l )  ~ , 

de sorte que nous  pouvons  ~crire daas  le cas actuel  

$:?t  n--8 

- - - x ( " - ' m ~ ( a - - ~ ) g , . ( x ) ,  l ~ r ~ .  

= x (''-" m~ (a - -  ~) g~+,. (x), 1 ~ r ~ 

, . . • , • , . o • , . . . • • . , . . . • . , • 

~o f,,_~÷,.(x) = x<" - " -C.  ~o~. ± .... [("~' - ~') x(~'-') "~]  - -  ~ =  ~B ('-i) ~; 

= ~ " - "  . , ;  ( ~ -  ~)g,,_~+,. (~), l = < r = < ~  

(1~7) 

o~t a - - ~  repr~sente la plus grande des valeurs  a~--~,. ,  O ~ s < n  consid6- 
r6es pour  une valeur donn6e de x et ot~ g,. (x), 1 = < r <  n est une  fonction 
de x qui tend vers une  l imite bien d~finie lorsque x ~ ~ .  

Ainsi, l 'expression q(x,  xl) p rend  la forme 

I r~o$ 
~ (x, x,)  = ~,, (x + o - 2yo- ,  [c~ (x~) - ~] o; roT, "~' ("-" 

O U  

r~--2 1 
r xaa~Xl '~'q ~(r--1) I ÷ ,~ ,,o~ ~=,~ 9, g,,_~+,, (x,) ~,,_~+,. (~) 

t.----p 

(x, x~) = x ~-' [c~ (x~) - ~] x ?  -~ 2; ~ roT, h, (x, x , )  
t := i  

( l J s )  

oh la fonction h,(x,  x~) consid6r~e pour  toutes  les valeurs de x et x, suffi- 
s ammen t  grandes  est telle que L h, (x, x~) I <  h -~ const, ind6pendante  dc x 
et ~1. 
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De plus, la formule (115) nous permet d'6erire 

A (x) = x0-, t~t 67 j ,(x) (119) 

oh la fonetion j, (x) eonsid6r6e pour toutes les valeurs de x suffisarnrnent 
grandes est telle que Ij,(x)]<j-----const. iud6pendante de x. 

Par eons6quent, dans le eas aetuel les expressions 

q @-+-1, ~,) 
¢(x,  x , ) = a o ( x l ÷ n ) Q ( x  _4_l ), tv(x, x , ) = A ( x , ÷ l ) ¢ ( x ,  x,) 

qui jouent un rble essentiel dan~ le th6or~rne II, peuvent s'exprirner sous 
les forrnes suivantes: 

¢ (x, x,) = (z + 1)0=1 [a (~1) - -  ~] x o-1 ~x ~:-~, h, (x ÷ 1, x,) (1~o) 
ao @1 ÷ n) q ~ m, ' 

tIS (x, x,) = (x ÷ 1 )  °-1 [a (x , ) - -  ~.] x~ °-' (xl ÷ 1) °-' 
~o (x,, + n) q. (121) 

En se servant des propri6t6s des fonctions h, (x, x,) et j , (x)  il r6sulte 
rnaintenant que si l 'on suppose que chacune des diff6rences a~(x) - -a . ,  
0 < s g  n devient un infiniment petit d'un ordre aussi grand que celui de 

l'expression z(X) off • (x) a l e s  propri6t6s indiqu6s duns les paragraphes ~20-1 

pr6e6dents, alors, en supposant aussi que toutes les raeines m,, m,, m~,..., m~ 
ont le m6rne module ?, on peut 6erire 

( ~ ' l  o-' 
¢ @, xl) = t x, ] F'- ' ) ' -~,  > x1¢ @, x , ) ,  ( 1 ~ )  

'r" (x, x,) ----- x °-' ?o,-,><:.+,> N(x, x,), (123) 

les fonctions M(x, xl), N(x, xl)6taut telles que pour toutes les valeurs de x 
et xl suffisarnrnent grandes les relations suivantes existent:  

1 Iv(x,  ~ , ) l  < m  ~ ( x ' ~ )  
~t 

( .o ,  f~ consts, ind6pendantes de x et x,) ( l ~ )  
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Ainsi, on petit 6crire aussi 

=xe-1  P("-'~+'P(X, x~, x2,..., ~..) 

off P ( x ,  x~, x~, . . . ,  x.,) a l e s  propri6i6s de la fonction P ( x ,  x~, w~, .... , x,~) 
de l '6quation (100). 

I1 r6sulte maintenant,  comme darts le cas du § 13, que pour toutes les 
valeurs de x suffisamment grandes la s6rie infinie (qui se trouve dans l'6- 
nonc6 du th6or~me I1) ]ul (x)  l - ~ ] u 2 ( x ) [ + . . . - t - l u , , ( x ) [ - t - . . ,  converge et 
a uue somme U(x) de la forme U(x) = 0 (x) xo. -~ ("-~)(~+" off 0 (x) ~ .Q, = const. 
ind6pendante de x. De plus, d'apr~s la relation (119) on peut 6crire aussi 

i¢ (~, x,)[ ~(x~) = ~0-1 p(.-,(~+,, 0 (~, x,) (1~5) 

off pour toutes les valeurs suffisamment grandes de x et x~ on a 

0 (x, x ~ ) ~  ~ ": (x , ) ,  ~ = const, ind6pendante de x et x, 

de sorte que cette expression a tes propri6t6s demand6es par le th6or~me II. 
En m~me temps,' il r6sulte que 

---~ a-o (x, -i- n) [Q (xl + 1) ~- Q (x, --}- 1) 

off pour toutes le valeurs de x~ suffisamment grandes on a ]0, (x,)]=< 1. 
Mais, d'apr~s notre hypoth~se relative aux diff6rences a ~ -  ~. et les re- 

lations (117), on volt que pour une valeur quelconque de r, 1 < r < n  on 
peut 6crire 

L (x,) = 0, (~, r) f ' - -  

] O~ (x~, r)] <= ~ ~(x~), a~ : const, ind6pendante de x,,  

x~ 6tant su~samment  grand. Par cons6quent, le produi t  Y (x~) [ . (~ )p rend  
la forme 
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et eette expression a l e s  propri6t6s signal6es dans le th6or~me II, ce qui r6- 
sulte imm6diatement des 6quations (108) et (115) puisque les expressions 

x0, -~ Q ( x ~ ÷ l )  et ! Q ( x , + l )  l 

consid6r6es pour toutes les valeurs de x~ sufllsamment grandes ne d6passent 
jamais certaines valeurs constantes. 

Toutes les conditions demand6es par le th6or6me II sont donc remplies 
en prenant  nos fonctions actueiles z,, z~,..., z~ pour fonctions auxiliaires e t  en 
adoptant  notre hypoth6se actuelle sur les diff6rences G - -  :~, s = 0, 1, ~,.. . ,  n. 

Nous allons consid6rer en plus de d6tail la forme de la s6rie actuelle Y (x). 
Ii r6sulte directement des 6quati0ns (108) et (114) qu'on a 

Y (x) - ~¢+, ,~, c, (x + ~ - r) (~-') q, (x + 1) + 

1 
m,+ , _,.(m ÷ ~ - -  ry~ -') q~+,. (x + 1) ÷ . . .  ÷ (1~6) 

+ i ,.=z 
~=2; c~_~+,. (x + ), - -  ry ~-'~ q._~+,, (~ + 1) ÷ ~ (~) 

o4 

~ ( x ) = - - a ° ( x ÷ n ) - - ~ ° [  1 ~--~i 
ao (x-+-n) ~+~ ,._ c" (x ÷ ~ --  r)(~-") q" (x ÷ l) ÷ 

l ~ e  c~+,. (x ÷ ~ - -  r)(~ -') q~+,. (x ÷ 1) ÷ . . -  ÷ -+- m~+' ~=, 

1 ¢=z ] 
÷ m  r r=~ ~ G_~+, (x -4"- ;~ - -  r)(~-')q~_~+,.(x ÷ 1) ÷ 

÷ 1 
q ao (x ÷ u) ~'+* [u, (m) ÷ u~ (x) ÷ . . .  ÷ uo, (~) ÷ . . . ]  • 

Mais, d'apr6s ce que nous avons dit des termes u, (x), u~ (m),..., u., (x),.. . ,  
de la s6rie Y(x )  nous avons u,,, (x)--=-x 0-1 ~('~-I)(x+" V~ (x) off V.,(x) satisfait 
• a la relation (102). Ainsi, en vertu de notre hypoth6se relative aux diff6- 

x0-' ~, (o~) o4 
renees a s - - ~ ,  nous voyons que la fonetion ~ (a~) a la forme ~..+~ 

-~ (x) devient un infiniment petit d 'un ordre aussi grand que eelui de 

lorsque x = ~ .  
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De plus, en nous rappelant  que l 'expression (x - -  ~ - -  r) (~-') q,. (x + 1) est 
un polynSme de degr~ ~ -  r e n  x nous voyons que le premier terme du 
second membre de l '~quation (126) a la forme 

m ~  ~ ~__c,.= 

d, ,  d~,..., c'~ 6rant des constantes arbitraires. De la m~me mani~re, le deu- 
xibme, troisi~me,. . . ,  p~"~ termes du second membre de l '~quation (1~6) ont 
respectivement les formes 

1 ¢T4 ~ , 1 ~ 1 ~=~ 

m~+ ~ ~.__~ ~'.-~+,' g~-~, 

c'~+,, c'~+~,..., c'. ~tant des constantes arbitraires. 
Pour toutes les valeurs suffisamment grandes de x nous pouvons done 

~crire 

- 
1 ~.=7 , ,.-~ l_.i__ ¢~..~l c '+ ,  x"-' 

-L 1 ~=r_~ I 
, m~+----r = c'o_~+,, x "-~ -4 

.. ( x )  

~+~ 

( leT) ) 
les constantes c'~, c'~,,.., c',, et la fonction"~ (x) ayant les propri6t6s donn~es 
plus haut. 

Nous avons donc 6tabli l '~quation (1~7) en supposant que toutes les 
racines m~, m~,..., m~ ont le m~me module ?. Si cette condition n'est pas 
remplie et que m., , . . . ,  m~, m,, (h ~ p )  repr~sentent celles de ces racines dont 
le module est maximum, on trouve directement l'~quation analogue 

1 r=~ x ''-~ 1 ~ 
- -  ~ c ~ , . x  + . . . +  

1 ~=~ x"-' x°-' ~ (x) 
+ m~+---~ ~ c~+~+...+,~,. + ~+, , r-----1 

les constantes c'1, c'~,..., c'~+~....+~+; et la fonction "~ (x) ayant les propri~t~s 
signal~es plus haut. En effet, il suffit pour ~tablir cette relation de suivre 
encore la marche de la recherche analogue du § 13. 

Ainsi, en appliquant le th~or~me II et en faisant encore les observations 
relatives ~ l'~quation (104~) nous arrivons au r~sultat g6n6ral suivant:  

Anna~i di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 43 
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THI~OR~ME IV : Si,  darts le thdor~me I H ,  les racines  ),1, X.~,..., ),, de l'dqua- 

tion algdbrique 
Bo ~"' -~- B~ ;~"-~ -~- . . . @ B .  = O 

ne sont  p a s  distinctes, la racine x~ se r@dtant  ~. fois~ la racine  ~2 se r@d- 

tant  ~ l o i s , . . . ,  la racine ~, se rdpdtant o) lois  : (:¢ @ ~ -~  "{ @ • • • -~  o) -~ n)  ce 

thdorOme (les autres  condi t ions  dtant les toO,rues) reste encore v ra i  p o u r v u  qu 'en  
p o s a n t  0 - ~  le p l u s  g r a n d  des hombres  ~., ~, "( , . . . ,  co, on remplace l 'express ion 

. . . .  ~ !x )  v (x)  p a r  ~ (v (x)  a y a n t  la m~me signi f icat ion q u ' a u p a r a v a n t )  et qu 'on  rem- 
X 

place les formes  

y (~)  = cl ~ ÷ c~ ~ + .  • • + c,, 9,~ + v ~ ( x )  

p a r  ces autres  

i y (~) \ 

! v (~) 

respeetivement,  les quant i tds  )~1, k s , . . . ,  :% ( h ~ p )  dtant celles des racines  

~1, )~ , . . . ,  ~ dont  le module  est m i n i m u m  et les constantes c,, c~, . . . ,  c,, grant 

encore arbi traires .  

Am~ Arbor, Eta ts -Unis ,  ddcembre, 1906. 


