Sur les équations linéaires
aux différences finies.

(Par M. Wavter B. Forp, & Awnn Arbor.)

Considérations préliminaires.

1. Pendant plusieurs années M. Dix1 a publié dans les Annali une
série de Mémoires intéressants sur les équations différentielles. Toutes ses
recherches se groupent, en dernier lieu, autour une expression qui se trouve
dans le premier Mémoire (janvier, 1899) pour l'intégrale générale d'une équa-
tion différentielle linéaire du n”e ordre; cette expression a la forme d’une
gérie infinie dont le m#me terme est une intégrale définie m-tuple qui dépend
non seulement des coefficients de 'équation donnée, mais aussi de » fonc-
tions arbitraires. Pour un choix convenable de ces fonctions il peut arriver
que lintégrale générale prendra une forme qui fait voir directement ses pro-
priétés les plus importantes et c’est ainsi, en particulier, que dans son
deuxiéme Mémoire (avril, 1899) M. Dinr trouve que sa méthode s’applique
a Pétude des intégrales de certaines équations différentielles linéaires quand
on considére ces intégrales pour des valeurs trés grandes de la variable in-
dépendante. De cette maniére, il arrive & un théoréme général qui donne,
comme conséquences spéciales, beaucoup des résultats importants de M. Poin-
CARE (*) publiés en 1885, ainsi que certains résultats plus récents de M. Kng-
SER (**). Mais, ce n'est pas ici le lieu d’énumérer toutes les applications et
tous les résultats nombreux que M. Dint a trouvé dans cette série de Mé-
moires; il suffit de remarquer que sa méthode est tout a fait originale et

() Sur les équations linéaires aunx différentielles ordinaires et aux différences finies
American Journal of Mathematics, Vol. VIL

(**) Untersuchung und asympiotische Darstellung der Infegrale gewisser linearer Diffe-
rentialgleichungen bei grossen veellen Werthen des Arguments; Journal de Crelle, t. 120,
pp. 267-275 (1899).
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264 M. Walter B. Ford: Sur les équations linéaires

qu'elle ne laisse rien & désirer au point de vue ni de sa généralité ni de la
valeur des applications que l'on peut en faire.

Le caractére de cette méthode d’étudier les équations différentielles ainsi
que T'analogie bien connue entre la théorie de telles équations et la théorie
des équations aux différences finies nous porte & croire que P'on peut adapter
la méthode & I'étude des intégrales des équations de cette derniére espéce,
et c’est cetle question que nous nous proposons dans le Mémoire actuel.
Drailleurs, il y a deux considérations spéciales qui nous semblent ajouter
un intérét supplémentaire a cette recherche. Autant que l'auteur en sache,
il n'existe dans la litérature actuelle sur le calcul des différences finies aucun
théoréme analogue & celui que nous avons signalé plus haut relatif aux in-
tégrales de certaines équations différentielles linéaires considérées pour les
valeurs trés grandes de 'argument.” Pour étre plus précis, si 'on a une équa-
tion linéaire aux différences finies sous la forme

Ao(w)g(m—%-«%)#ifll @ylx+n—D+ A (@)yle+n—2)+ .
A, (@) y(x)=0

ou le coefficient 4,(x), r=0, 1, 2,... » tend vers une limite bien déter-
minée quand @ = oo, il n’existe aucun théoréme qui exprime d’une maniére
explicite l'allure de l'intégrale générale y(x) quand « prend des valeurs trés
grandes. Il est vrai que M. Poincarg, dans le Mémoire cité plus haut, dé-

. TR 1

montre sous les mémes hypothéses U'existence de la limite lim g—(j—(:)—) s 4 ()
pacle

étant une intégrale quelconque de I'équation donnée, et il trouve la valeur

de cette limite; mais, le but que nous nous proposons est plutot de déter-

miner le caractére de Uintégrale g () elle-méme, de sorte que les propriétés

du rapport ye+1)

y ()

en résultent comme conséquences spéciales (¥). En second lieu, un théoréme

» bien qu’elles ne soient pas le but de nos recherches,

(*) De l'égalité lim Y2 ==k =une valeur déterminde on peut seulement conclure
p pemmste o y
que, pour les valeurs assez grandes de w, il existe une relation de la forme
y (@ +1)+[s (@) —F]y (@) =0

oft lim (%) =0. Quant & la fonction y (x) elle-méme, nous obtenons en effectuant l’intégra-
ATZO0
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tel que nous venons de lindiquer pour les équations aux différences finies,
une fois obtenu, aurait une application directe & I'étude de la convergence
P, ()
Q. (x)
la n#me réduite d'une quelconque des fractions algébriques continues qui cor-
respondent & une série donnée de puissances:

des fractions algébriques continues. En effet, si Pon représente par

o+ a4 a, 0 a1 - (r=rayon de convergence > 0)

on sait bien (*) que chacun des polynémes P, (x), @, (x) considéré pour une
valeur fixée de «, satisfait & une équation linéaire aux différences finies du
second ordre par rapport a la variable », de sorte qu’en se servant d'un tel
théoréme on pourrait étudier la convergence de la fraction pour la valeur
donnée de x: ce qui veut dire, étudier I'existence et la valeur de la limite

lim P, @)
n=o0 @, ()

(C’est donc un théoréme de ce caractére spécial que nous avions en vue
et nous croyons l'avoir trouvé dans notre Théoréme III, aussi bien que dans
le Théoréme I. Nous comptons publier plus tard les applications les plus
importantes de ces deux Théorémes, surtout les applications a la question de
la convergence des fractions algébriques continues.

Enfin, avant d’aborder les considérations détaillées des paragraphes sui-
vants, l'auteur se fait un devoir d’exprimer ici sa profonde gratitude &
M. Dixi. En comparant les pages qui suivent avec les deux premiers Mé-
moires mentionnés plus haut, on verra sans peine tout ce qu’il lui doit, et
que les présentes recherches eussent, en somme, été impossibles sans laide,

la direction que lui fournissait ainsi I’éminent mathématicien italien.

tion de cette équation par les méthodes bien connues (voir par exemple BooLr, 4 freafise
on the calculus of finite differences, London, 1860, pp. 101, 102)

y@)=cle(w—1)—Fkj[e(@w—2)—Fk]{e(@—3)—F]...[e(r)—F],

r étant une valeur quelconque fixée de », et ¢ étant la valeur de y (v). Mais, cetle expres-
sion a la forme d’un produit dans lequel le nombre des facteurs croit indéfiniment avee x,
et par conséquent elle ne g'adapte pas, an moins en général, & I'étude de la question que
nous avons posée.

(*) Voir par exemple la thése de M. Papt: Sur la représentation approchée d'une fonc-
tion par des fractions rationnelles, Annales de V"Ecole Normale supérieure, 3idme gérie, t. 9,
supplément, p. 43 (1892).
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2. Nous résumons, d’abord quelques relations générales du calcul des
différences finies.

Représentons par y (x) une fonction (réelle ou complexe) de la variable
réelle x et supposons que cette fonction soit définie (*) au moins pour tous
les entiers positifs > un certain entier « > 0. Alors, la nime différence
A"y (x) de g (x) est définie par la formule

8y @)=y @-+n)—ny@+n—1)+

L 1 v

et, avec les hypothéses indiquées cette différence constitue évidemment une
fonction définie comme y () au moins pour tous les entiers positifs x> «.

Comme résultat spéeial de cette définition, nous remarquons tout d’abord
Pexistence des expressions A"y (x+n—1r); r=20, 1, 2,... » lorsque ® > «.
De plus, pour les mémes valeurs de x les trois relations générales existent:

ye+n—r)y=ye+n)—raytc+n—1)4 \
+~(—9~3, D, Y@ +n-—2)— | (2)

o (= Ay(er—r); v=0,1,2,...n

Ny @ n—r) =8y @)+ (o) WJW%+2
+W"”%j‘”MPJ@ ®)
e Ay (x); r=0,1, 2, }

ANMy@)y=Aa"y@+n—r)—m—ryaty@+n—r—1)+
+~m¢_7) (g’— —1)A"+2y(m+1zwr~9)— (&)

——e (= 1yTAy () r=0,1, 2,... n

En effet, ces relations résultent directement quand on substitue pour les
différences diverses leurs valeurs déterminées par I'équation (1).

{*) Nous employons toujours le mot défini dans le sens « défini d’une maniére unique ».
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Les formules (2), (3), (4) nous permettent de faire les observations sui-
vantes qui nous seront utiles dans ce qui va sulvre.

En nous bornant toujours aux valeurs de x qui sont des entiers posi-
tifs, supposons que pour x>« la fonction y (x) existe et satisfasse & une
équation linéaire aux différences finies de la forme ordinaire :

w (1) 8"y () 42, () A"y (@) - (@) A"y (@) -+, @)y (@) =0 (5)

dans laquelle les coefficients «, sont des fonctions données (réelles ou com-
plexes) de «, c'est-d-dire, quand x>« la fonction y (x) existe et par con-
séquent aussi toutes les fonetions Ay (x), A%y (®),... A"y (x) et pour les
mémes valeurs de » I'’équation (5) se vérifie. Alors, il résulte de ce que nous
venons de dire que les expressions

y@—+n), Ayle+n—1), Sy@+n—2),... A" y(x+1), 8"y (@)

existent quand x> « et, d’aprés la formule (4) il résulte aussi que pour les
mémes valeurs de x ces expressions satisfont & une équation de la forme

o (@) 0"y (@) - a0 (@) 8" y @+ 1)+ an @) Sy @2 )

6
G, (@ Aay@e+n—1)+a, (@) y(@+n) =0, (6)

les coefficients @, étant des fonetions linéaires des coefficients «, et étant
déterminés par la formule suivante:

(— U] n! (n—1)! (n—2)!

o= [(n_r)z““”(n_r_1)x°‘"‘-‘ (n—r 15

" ™
DT ] =01 2

Réciproquement, si 'on a une fonction y (x) qui existe pour x>« et
satisfait & une équation (6) dans laquelle les a, sont déterminés en termes
des fonctions données «, par les relations (7) cette fonction satisfera a I'é-
quation (5) pour toutes les valeurs indiquées de x. En effet, il résulte dela
relation (1) que les expressions y (), Ay (x), A’ y (x),... A"y (x) existent pour
x>« et en méme temps, la relation (3) nous permet d’éerire I'équation
donnée (6) sous la forme

oy (w) 8"y (@) +- o'y (@) A"y () +- - -, () y (@) =0
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ol les coefficients «’, sont déterminés par les équations

;1 ! {(n— 1! (r+1)! #!
=0T {@T‘W @, —+ =5 —1)1 Byt T G T ar:! ,

r=0,1,2,... n

lesquelles suivant les relations données (7) se réduisent aux autres «/, = a,.

Ainsi, on peut toujours remplacer une équation linéaire aux différences
finies, ayant la forme usuelle (5) par une autre de la forme (6) de maniére
que lorsque la fonction y (x) est une intégrale de 'une pour @ > « elle sera
aussi une intégrale de l'autre.

Plus généralement, on peut démontrer au moyen des relations générales
(1), (2), (3) et (4) que si 'on a une équation linéaire dans n’importe quelle
des formes suivantes}

oy () 8" () + %, (2) 4% () 2, (@) 4"y @) 4+ -
o, (@) g ) = 0

y (@) 8" (1) + @, () 8" g @+ 1)+ a0 (@) 8 y (@ +2) - -+
o, @)y @-+n) =0

Ay (@) y (@ )+ A4 @)y (@0 — 1)+ A, @)y (@ n—2)
—+ A, (x) y (0) =0

(8)

il est possible de trouver une équation ayant I'ane ou l'autre des deux autres
formes et telle que si y () est une intégrale de 'une lorsque « = « elle sera
de méme une intégrale de l'autre pour les mémes valeurs de .

Le premier théoreme (*).

3. Cela posé, nous allons nous occuper de I'équation de la deuxiéme
des formes (8):

o () A"y (@) a () Ay (e - a, (@) y (2 +n) =10 (9)

{(*) On trouve ’énoneé du théoréme dans le § 8.
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en supposant que les coefficients a sont des fonctions connues (réelles ou
complexes) de la variable réelle . En nous bornant toujours (comme il suffit
pour les applications usuelles) aux valeurs entiéres positives de x, suppo-
sons que les coefficients o soient définis pour tous les entiers positifs x>
un certain entier « > 0.

Supposons aussi d’abord que la fonction y (x) qui joue le role d’inté-
grale soit donnée et soit définie (comme les coefficients @) pour toutes les
valeurs de x> a.

Choisissons maintenant une fonction arbitraire # (x) qui est aussi définie
pour x> «. Pour toutes les valeurs de > 2 -1 nous pouvons done écrire

x=mre—1

;néa 2 (xx> [Obo (391) A"y (wl) -+ (wl) A"t Y (ml —+ I) . (10)
| +a, (wl) y(wx -+ ’n)] =0

ol la sommation a rapport (de la maniére ordinaire) aux entiers x, qui se
trouvent entre « et @ — 1 (« et ®—1 compris). Nous allons considérer d’abord
certaines transformations qui sont possibles pour le terme

=1

Y z@)a, (@) "y @, +-r); r=0,1,2,.. (n—1) (11)

zm=a

Or, en général u (x) et v (x) étant deux fonctions définies pour » >« on
peut éecrire pour toutes les valeurs de o>« +1
a1 ey = =i

3 u@so)=[u@)v@)| —"F @+ nau@ o 19

@ = 2 =0 o)==

En effet, avec ces hypothéses on sait que les différences A u (x), A v (x)
existent pour @ > « de sorte que pour les mémes valeurs de x l'expression
u (@) A v (x) + v (x4 1) Au(w) existe et quand > 2+ 1 on peut écrire
D7

Py

1[u () b o (@) —v (@, +1)au(®)] =

wl=w—1

=3 D o @ 1) —u @) v (@)] =

ez

2=

— @) 0 @) —u ()0 ()= @) o @)

=

Mais, cette formule est, en effet, la formule cherchée (12).

(*) Nous posons toujours {f (x)}zzz-:f By — f{a) et | f{®)e=a = [ (&)
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Cela posé, retournons au terme (11). Avec les hypothéses actuelles pour
o, (x) et z(x) la fonction z (x)w, (x) sera définie pour toutes les valeurs de
@ > « et, suivant la définition (1) telle sera aussi 'expression A" y (x—7).
Par conséquent, nous pouvons appliquer la formule (12) au terme (11) en
prenant u (x) = 2 (x) @, (x), v (@) = A" y{x -+ r). Nous obtenons ainsi pour
toutes les valeurs de &> a1

2ymme—1
2 () a, () A"y (2, +7) =
p=r  rEmr—1
= [z (@) a, () A7y (2, + z«')] = Z ATy (e v afa(e) o, ()]

Mais, on peut de nouveau appliquer la formule (12) & la sommation qui se
trouve dans le second membre de cette derniére équation, de sorte qu’on

a aussi :
2oy —1
Y z(@)a(w) 8y (o 4r) =
— [Z (@) 0, (o0) A" gy (@0 - 7) — Bl2(@) @, (@) ] a7y (2, 41+ 1)]%”‘%
wz=e—1
Y aty @+ 2) 8 (2 () @, ()]

Aprés » — r applications pareilles de la formule (12) nous obtenons pour
toutes les valeurs de « >« -1 la relation

oy r—1 oy s
x;_:a z(x)a,(e) A" 7"y (e, + ) = [P,‘ (acl)L . -
ppmp—1

DTS e s s e )

(r=0,1,2,... n—1) !

ou

P, (@) =2 (@) a, (@) & y (1) — )
—Aflz@a, (@) 2" Fyl@e+r+1) 4 (14)

e (=1 T 2 @) 0, (@) g (@ — L), S

Enfin, en donnant & r ses valeurs successives 0, 1, 2,... (n—1) el en
wus servant de la relation (10), nous obtenons la relation suivante pour les
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valeurs de @ > a--1:

[Po (ma) -+ Py (ml) B P”“l (wl)]:1:x+
"3 | (15)
4+ 3 Y@t n) @) e @) —Alz@) 6, @)+ s

4 8% {2 (@) ey (@) ) — - A (= 1) 4" {2 (@) @ (@) )] = 0.
Mais, suivant la définition (14), nous trouvons immédiatement que

Py(@)+ P ()4« + P, (@) =p, (%) A" y (@) +p, @) A"y (@+1) + -+
+ Py (@) y (2 -+n—1)

ot les expressions p, (%), pi(x),... p, () sont déterminées par les équations
suivantes :

Do (%) = 2 (%) a, ()
P (@) =2 (@) a, () + ¢, a{z (@) a, ()| =2 () a, (x) — A p, (%)
s (@) =2 (®) a; (%) ¢, 8 [2(2) @, (®) ]+ 2, 4% (2 (@) @, ()] =
=z (@) &, () — A p: () (16)
Doy (@) =z2(@) 0o, ()t A{z(X)a,., (@)} -+ -+
e A 2 (@) 4y (@) =% (@) 0y (@) — AP (@)
avec g, = (— 1)

Par conséquent, si nous posons encore

p,(x) =2 (@) a, (®)+adlz@a, (@ + -+

b oan
ot (2 (1) @, (@) | = 2 (2) 0, (5) — A pys @)

I'équation (15) prend la forme

Po (@) A"y (@) +p (@) APy (@4 1)p, (@) A" Py (e +2) +- -+ 2

+f),.—_l(w)y(w+n—-—1):= (18)
— ;zsa y (x, 4+ n) Z () +c S
ot l
Z(x,) = —p, (%) (19)
et

c=[po(@)a" " y(@) +p, (@) VFy @+ )+t p @ y@+n— Do (20)
Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XIIL 36
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4. La formule (18) une fois établie, comme conséquence nécessaire
exprimant une relation entre les fonctions données a, (%), a, (x),... a, (%) et
la fonction choisie 2z (x), profitons maintenant de I'arbitraire qui existe dans
le choix de cette fonction z (x). Ainsi, en désignant par z. (), 2, (%) ... 2, () n
telles fonctions 2 (x) et par p,, (x), p,, (®),..., P (&), Z. (x), ¢, respective-
ment les fonctions p, (x), p, (@),..., p._, (x), Z(x) et la constante ¢ qui cor-
respondent & la fonection 2z, (), nous aurons le systéme suivant d’équations
pour toutes les valeurs de @ >« 1:

Pio Ay () + pi, Ay (1) \
x=x—1
S (LL' t-n— 1) = Z; Yy (wl -+ n) Z, (.’L’l) -+ ¢,
Pao Ay (@) 4o, APy (0 + 1‘) SR

A G

-
+ Py @t+n—10= Y yx +nr)Z®)+ec, i (21)

p=—1

Puo &y (@) +p, APy (1)

—%{_p?ms-l y ('Cc + W — 1) = 12

2=

1 .
y (e, +n)Z,(x,)+c,.

Par conséquent, nous n’avons qu’a supposer que les fonctions 2, (x) aient
été choisies de sorte que pour toutes les valeurs de o >« 41 le déterminant

Pie P v o Pt
P(m) _ Pro Pt + - Popems (9%)

.............

l _pn,o pn,l LA pn,nml

est différent de zéro, pour écrire (en particulier) toujours pour les mémes
valeurs de @ > a -1,

y(ac-i—n——i):%) (23)

ot P, (x) représente le déterminant obtenu de (22) en y remplacant les élé-
ments de la derniere colonne par les seconds membres correspondants des
équations (21).

La relation (23) une fois obtenue, considérons en plus de détail les pro-
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priétés du déterminant (22). Nous avons d’abord

2, 0 () 200 (€) 5, Al 200, () ]

2, 0y (1) +c, {2, 0, (@)} <, A 2,0, (@)} ...
2y (o (%) 2, 000 () -2 A 2; @ (20) ]
P(x) = 2,0y () e Al 2o, (1)} 45, A {20, (@)} ... |

2,0, (@) 2,0, @) +c Afz,0,()}
2, 0 (@) 42 8 (8,0, (@) ]+ e A7 {2, 00 (@) ] -
Mais, d’aprés la formule générale bien connue
A {u (@) v (@) ) =Aa"v (@) u(r) +na " o(@@-+1)du o)+ 2

420D s @ Y au@) o u@)

(24)

ce déterminant prend directement la forme

P@)=c¢ees. .6y O (@) @+1)a(0+2)... .0 @+n—1)Q(x) (25)

N

ol
2, Az, Az ... ATz
2, Az, &%z, ... Az
Q (%) — 2 2 2 2 (QG)
2z, Az, Az, A g,

De la méme maniére, nous obtenons pour le déterminant-P, (x) la forme

P,(x)=ct,28... c,s 0, (B) O (& + 1)t (x+2)... a; (@ +n—2)0Q, (%)
olt

z, Az, Az ... Az ¥ y@ +n)Z ()t
o=
) w1=.7€——1
2, Az, Az ... ATz, Y ylxid-n)Z, (x)+c
Qn (w) == 2=
a1
g, Az, A'z,. .. Az, 3 ylax,+nZ (o)+ec,
por=21

Comme conséquence premidre de équation (25), on peut remplacer la
condition introduite plus haut relative au déterminant P (x), par la suivante:
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le coefficient a, (x) de !'équation donné (9) avec le déterminant @ (x) (qui
ne dépend que des fonctions z, (x)) ne doit s’annuler pour aucune valeur
de x > a -+ 1. De plus, I'équation (23) prend maintenant la forme

0@
", (e n—1) Q (x)

yle+n—1)=:

Ou, si nous posons

2, Az, Az ... &'z ¢
A(m)z 2, Az, ATz, ... A2z, © (27)
2, Az, Az, A"tz e,
et
2, Az A"tz 7 (‘171)
— 2, Az, A e, Z,(w,
R S - @)
z, Mg, AP, Z, (%)
nous aurons pour toutes les valeurs de x> a—1:
' . £,y A () i
yetrn—l = o
c w;=xr—1 .
s 2, +n) q(x, o)
T w2 Y@t @ @)
Enfin, aprés la transformation @ — 1 =2/, cette équation devient
. . oy A (x+1)
Y@ = e T o) )
i (29)
+ ot JyE+nqe+1, ) (®=a), S

Ca (2 -n) Q (e 1) 2

Cette derniére formule a évidemment une relation étroite avec la formule
importante (26) du susdit premier Mémoire de M. Din1 et nous allons I'employer
pour étudier les intégrales y (x) qui peuvent exister sous des hypothéses
données pour une équation (9). Cependant, nous remarquons que jusqu’a
ce point la signification précise de cette formule est celle d’'une relation né-
cessaire enire les coefficients donnés «a, (x), a, (x),... a, (x), intégrale y (x)
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considérée comme donnée et une suite de » fonctions arbitraires z, (x),
z; (x),... 2,(x) quand on suppose, en résumé, que

@) chacune des fonctions a, (x), a, (),... @, (®); 2 (®), 2, (®),... 2, (@)
est définie pour toutes les valeurs entiéres de > un certain entier « >0,

b) la fonction y () est une mtegrale donnée particuliére de l’equatlon (9
pour toutes les valeurs de x> a,

¢) le coefficient a, (x) ne s’annule pour aucune valeur de > « 1,

d) on choisit les fonctions #, (%), 2. (x)... 2, () de maniére que le
déterminant Q (x) défini par 'équation (26) ne s’annule pour aucune valeur
de = o+ 1.

5. Revenonsalors & la formule (29). Enremplacant 'expression y (x, -+u)
qui se trouve sous le signe de sommation par sa valeur déterminée par la
méme formule, nous obtenons la nouvelle relation pour les valeurs de > «:

€ A (x4 1)
TR CER Y e |

e, g A+ g1, @)
adm+m0w+4n%aa@n+m0wr%0

y(e+n)=

—+

+

6L, s g1, m)  wEm
t T 0T B i 0T W Y @ e, ).

De la méme maniére on obtient maintenant

gy A (@ 1+ 1)
a, (- n) Qx—+1)

&2, m—wA(m-%ann+4.%)+
%@+m9@+nﬁmauw+m0@l 1)

y@—+n) =

+

i, = q(x—+1, @) nz® A (we+ 1) q(m1 “+1, x,)
a/a (33' -+ '”f) Q (w -+ 1) w=a o (931 +%) Q (m1+1) et/ 73 (xz —+ n) Q ({132 —+ 1)

+

gy & (w +1, mx)
a;o (¢ + n) Q (w -+ 1) wizme Do (m1+ n) Q (w ( 1+1)

= g q (e, + 1, ;) ma—,
wyme (o (962+ n) @ (@, +1) 4 u

y (05 +m) ¢ (. + 1, ).

En général, aprés m applications pareilles de la formule (29) nous arri-
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vons au résultat suivant dans lequel, comme dans les deux précédents, on
suppose toujours que x> «:

e A1)
yEtn) = e T om )
n - ”%”A(wp%«l)ﬁ(m—i—l, m1)+
ay, (CE—}—%)Q(Q?-—}—i) ;qh—_lex 42 (m1+%)Q(€61+1)

" 5 g1, @) ”ﬁixiA(wz+1)§(wx+1,we) n

o (1) Q(e—+1) 28 ao (2, 4-1) Q(e,+1) 020 a0 (0, +n) Q.+ 1) %0
O (30)
+ enti wgr q@dtw)  wgn qwtle)

o (@~+1) Q(x—+1) &y ao(xi+n) Q@+ 1) 2a a0(w,+n) Q1)

T Gm=s ‘ a (wm——Q + 1 ) mmo—l) Em=Fm=1 A (m”'[ +w 1 )6 (wm—-l + 1 ) wm)

Ky =2 ) a’() (wm—d -§_%)jQ (mm-i + 1) Xyl a’ﬂ (m;)z+%) Q (wm + 1) + f
. + Rm (x) /
ou
R, () e wy_ qletl, @) egh g, @)

= o, @—1) Q@—-1) =, ay(@+n)Qle, +1) 2, (@, +n)Qw,+1)

s ‘X’mz.;‘\?m‘1 g(wm-— 1 + 1 y mm) xm’irm

w e, OL(, (w¢;z+n) Q (mm+1) 2yt y (wni+1 + %) q (wm + 1) a”pi--H).

Par conséquent, nous arrivons au résultat suivant: si les fonctions

%1, %2y 25,... 2, (qui doivent satisfaire aux conditions déja spécifiées au § 4)

sont telles qu'on a lim R, (%) =0 pour toutes les valeurs de @ > «, alors la
W00

formule (30) fournit le moyen d’exprimer explicitement sous la forme d’une
série infinie convergente les valeurs que intégrale y (x) doit avoir pour les
valeurs @ > o +n de .

De plus, il n’est pas difficile de montrer que cette derniére condition se
présentera dans tous les cas ot 'on peut écrire, pour un choix donné des
fonctions z

T ) d = une constante indépendante ?
g1, » r<d<1 *) de x et x,, e
aEimoE ey SISO g Ledn, y

(*) Nous indiquons toujours par |f]| la valeur absolue ou le module de f suivant que f
est réel ou complexe.
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En effet, la valeur de « étant choisie, représentons par 2, la valeur ma-
ximum de l'expression y (x, +n) lorsque « <, <. Nous pourrons done
écrire pour la méme valeur de o

} Rm (a}) ! < }\»T d’"+1 Km (w) ’ (31)
ol
Km (ﬁ}) = wza MZU: BN ;’X :. 1 (3(2)

Mais, pour cette expression K, (x) nous pouvons démontrer I'équation
suivante :

K,n(m)=T@-——w—.(mma—{—m—}—1)(m_q+w,@)...(w_a+1)_ (33)

En effet (en suivant le procés d’une induction wmathématique) on a d’abord
I'équation évidente

Ky(x)==o—a«+1 (34)
tandis que si I'on pose

K, (r)=— (m —am)(@-—a-+m-—1) . (c—2+1) (35)

on obtient

K, (x) = mlir K, (x)= i (2w, -z bm—1) .. (- 1) =

= m ! o=

1 ]h:)&—‘a—}»m

y, (e — )y —2) ... (y, — m -+ 1),

m! S

Mais, il existe la formule générale

n=1 ) )
00—V —2.. . (g —m+1)=

U=

¥i=q

1
o A et U N
comme on voit en écrivant
v @ —Dy—2.. (g —m+1)=

m+1 (D=0 =)=y @ —D.. (y—m)
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Ainsi, Pexistence de la relation (35) nous permet d’écrire

1 y==a— o1
Kmmzm[ 1""‘“1...’1“‘"’} ]
( ) (’m’ -+ 1) Y (?j ) (!/ ,'n) yi=m
1
—mimi@— et @E—atm.. @—at1);

en d’autres termes, d’aprés équation (34) nous avons démontré la formule
désirée (33).
De la formule (33) nous avons maintenant

(—a4-m—+4-1)1

K, (v) = (@—o) !

_—_(_a-g—_im(m—a—}—m%-l)(w—a+17z)...(4n+1)

de sorte que nous pouvons écrire pour une valeur quelconque de x>«

et |

I{m (w) fred m }

{+e, () % (36)

ott lim e, () = 0.
=00

Par conséquent, en revenant & 'inégalité (31) et en nous rappelant que
d<<1 nous arrivons & I'équation désirée lim R, () =0, x> a.

M=
6. Dans tout ce qui précéde nous avons supposé toujours que la fone-
tion y (%) qui joue le role d’intégrale particuliere de équation (9) était don-
née, c’est-2-dire, nous avons observé la condition (b) du § 4 Sous cette con-
dition, les fonctions z, () une fois choisies, les constantes ¢, ¢,,..., ¢, qul se
trouvent dans le déterminant 4 (x) sont déterminées complétement par les »
équations suivantes:

¢ =[P (@) 8"y (@) + P @) Ay o+ 1) 4

[ @)
Do (@) g @ 1 — D] r=1,2 3,.., n |

Indépendamment de tout ce qui précéde, soit donnée maintenant une
équation (9) et une suite de n fonctions arbitraires z, (x), 2. (x),..., 2, (®).
Supposons que les coefficients donnés a,, a;..., a, et les fonctions #,, 2,..., 2,
satisfassent & la condition (a) du § 4 et que les conditions (c¢) et (d) du méme
paragraphe solent satisfaites non seulement pour @ >« -1 mais aussi pour
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x = «. Enfin, supposons qu’il soit donné une suite de » constantes arbi-
traires ¢,, ¢, Cgyeeny Gy

Alors, en vertu de I'équation (25) le déterminant P (x) défini par I'équa-
tion (22) ne s’annulera pas pour > «. En particulier, on aura P («)=|=0 de
sorte que, les constantes ¢, étant connues, le systéme (37) détermine d’une
maniére unique les valeurs des quantités A" 'y («), a"* y(a+1),..., y (2 -+n—1).
Par conséquent, d’apres la relation (1) on trouve directement que, sous les
mémes conditions, les quantités y (), y (2 +1),..., 4 (¢-—n—1) seront aussi
déterminées et déterminées d’'une maniére unique.

Cecl dit, supposons encore pour fixer les idées, que la condition (e) du
§ b soit satisfaite dans laquelle pour les fonctions données a,, a@,..., a,;
2y, %y..., 2, et pour les constantes données ¢,, ¢,, ¢,..., ¢,, I'expression
q (», x,) est définie par Péquation (28).

Sous ces conditions, nous allons montrer que la série infinie

ey A+ 1)

Y@ = arme@ LD

+

& “5* A +1)g(w+1, o)
@y (w -+ %) © (m -+ 1) az=a B (%1 -+ n) Q (wl -+ 1)
€y

o, (@ —+n) Q (x+ 1)

xi‘” é(m +1, @) wgh A (e, 4 1) é‘(w‘ + 1, @) -+ (38)
Xy=re (428 (9&'1-—}— %) Q (m1_§‘ 1) Ltk @y (m2 + n) Q (mﬂ + 1)

+

+

+

" s "5 gzl w)
@ (2 +mn) Q@+ 1) o2 a, (2,4 n) Q (w,+ 1)

o -d (9(7: +1, :132) rig A (m?» -+ 1);(9‘02 +1, »,)
KHy==0t Ay (wz '% %} Q (wz + 1) Lgm=or Ay '(xa -IL_ n) Q (9&‘3 ’“}— 1)

+

convergera pour toutes les valeurs de x> « et sera telle que si nous po-
sons y (x +n) = Y (x) les valeurs de y (x) ainsi déterminées dans l'intervalle
x> a-+n avec les valeurs y (x +n—1), y (a-Fn — 2),..., y (x) déterminées
par les équations (37) constitueront une intégrale de I'équation donnée (9)
pour toutes les valeurs (entiéres) de x> a«: c’est-a-dire, pour une telle va-

Annali di Matematic, Serie ITII, Tomo XIII. 37
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leur de « les expressions A"y (x), A"y (x +1),..., y (® -+ n) existeront et
vérifieront I'équation (9).
4@, +1)

@ (@i =) Q (&, +n)
considérée pour les valeurs de x dans lintervalle « < 2 < @ aura une va-
leur maximum p., de sorte que le m*" terme de la série donnée, quand on
le considére pour la valeur indiquée de @ sera moindre en valeur absolue
que d"'p, K, (x) ot K, (x) a la définition (32). Aiusi, d’aprés la relation (36)
le méme terme devient moindre en valeur absolue que

‘ . Qyr—att
p. A™ (mv—j)a_)'_ {14-¢,_; (%))

Or, la valeur de > « étant donnée, la fonction

Il s’en suit que pour toutes les valeurs de m plus grandes qu’une certaine
valeur m, et pour toutes les valeurs déja indiquées pour x le méme terme
est moindre en valeur, absolue que G (x)d"~' (m— 2)""**, G (x) étant indé-
pendante de , et puisque d<C1 cette expression est le m#™¢ terme d’une
série convergente.

Pour prouver que la fonction indiquée y (v) est une intégrale de I'équa-
tion (9) il suffit de supposer que la série (30) est convergente pour x = a:
c’est-a-dire, il n’importe pas si la condition spéciale que nous avons signalée
est satisfaite.

Or, la série étant convergente pour les valeurs de x> «, on établit di-
rectement pour les mémes valeurs de o l'égalité

Y@ =yt = e
T (m—}—%—(‘g (@ +1) zgj?/(ml+7&) q(e+1, @)
d’ott on a pour les valeurs de x>« +-1:
votn—0 = e
T w L :;: D Q@) m:g: y (%, + n) q(w, @)

Par conséquent, en substituant pour 4 (x) et g (%, @) leurs valeurs détermi-
nées par (27) et (28), et en nous servant de I'équation (25), nous arrivons a

la relation
yetrn—=18  @zat (39)
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olt P(x) est le déterminant (22), tandis que P, (x) est le déterminant

P1yo Py o o v Pra—s P
I)n (w) — pZ‘O p?.l A p?m—? ®2+C2
pn,o pml L pn,n—? q).n_i-cn
avec
wy=xr—1
o, (@)= 3 y@+nZ®); r=1,2 3,..n (40)
=0

Cela posé, considérons le systéme de » fonctions =, (), 0, (%),... n.—, (%)
dont chacune est définie (en vertu de nos hypothéses actuelles, et d’équa-
tion (25)) pour toutes les valeurs de > « au moyen des » équations sui-
vantes : ”

P10 Ny (9‘7) ~+ D11 Nues (96) e TJF”'p1,n—1 Ny (w) = I, (w) —+ ¢,
Do Ny ({L’) “+ Po,s Nyes (w) e Py N (50) = H, (30) —+ Gy (4‘1)

Povo Na—r (m) ‘“}*pm Np—s (90) + e +pn,n-—1 o (m) - Hn (m) +cn

ot H,(«)=0 (r=1, 2,... n) tandis que pour des valeurs de >=z-1 la
méme expression H, (x) est définie par I’équation H, (x) = @, ().
Or, nous avons d’abord pour la valeur spéciale @ = « les équations sui-
vantes:
() =y e+n—1), 0 (x)=A2y(+n—2),

2)
—02(@):A2y(a+%~—~3),... ﬂ”"l(“):An"y(tx)_

En effet, les quantités g («), y (x4 1),... y(z—+n—1) étant détermi-
nées par hypothése de sorte qu’elles satisfont aux équations (37) on vérifie
directement les relations indiquées (42).

D’ailleurs, en se bornant aux valeurs de #>a-+1 on trouve tout de
suite d’aprés I'équation (39) que

ny () =4 (€ —+n — 1). (43)

En méme temps, nous observons que toutes les différences A, (x) (s =0,
1, 2,... n—1) existent lorsque « > « -+ 1 parce que si 'on a en général une
fonction w (x) définie pour les valeurs de « >=» -1 il résulte de la défini-
tion (1) que la différence Awu (x) existe pour toutes les mémes valeurs de «.
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Or, la r#me équation du systéme (41) est
pr,o .nn—l (w) +,pr,1 7],,_2 (m) —l— e + _pr,n—l 7]0 (w) = Hv (w) + Gr .

Par conséquent, si 'on prend la premiére différence de chaque membre
de cette équation, en se rappelant en méme temps la formule générale

Afu(x)v (@) =u(x)sv(@®)+Au(x)v(x+ 1),
il vient
pr,o ANy (w) ’1"1%1 A Np—s (w) + M —+~pr,n—1 A Ny (m) +
AP, N,y ({I} 4 1) e AP,y Byes (m e 1) —+-
F AP o (@t 1) =y (@ + n) Z (2).
De plus, si nous observons que I'équation (43) nous permet d’écrire
y,(@+n)=mn@+1); (@=e) (44)

et si nous nous servons des définitions (16), (17) et (19) cette derniére équa-
tion devient

2, 00 A,y (@) 1+ [2, 0, — AD,o] A, () +[2, 0y — AP, ] A,y ()4
AR, —AD,L ) AN (@) (2.0, — AP, ]n (1) +

F APt (1) A, 0, (@14 Ap,, n (1) =0
ou
bz, +0,ap,,,+0,Ap 1 +---7F06,.,8p,,..=0;(r=1,92.., n (45)
ol
6= a, (@) An,_1 (@) +a(x) An,_, (@) 4+, (&) An, () +a, (@) 1, (1)
et
0, =un,,(@+1)—An_, (@)
b =, @+1)— A0, (@)
eu—s-l = 7}3—{—1 (m + 1) — A .ng (m) (46)
b,., =mn, (@+1)— Awn (x)
0, =mn, (@-4+1)— An, (@)

Mais, en se servant encore de la relation Ap,,.,=2.a,—p,, on voit
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tout de suite que le discriminant du systéme d’équations (45) se réduit &
80 ()
@, ()

s’annule pas pour x> a.

Ainsi, pour toutes les valeurs de x>« nous aurons nécessairement
6291262:"'2971«”1:0»

Aprés ces préparatifs nous sommes & méme de démontrer la relation
générale suivante

et, par suite (d’aprés nos hypothéses relatives & la fonction P (x)) ne

An () =&Yy +n—s—1) (s=0,1,2,..,n—1) @n
En effet, d’aprés les équations (42) et (43), nous avons tout d’abord
@ =y@tn—1); @>aq.

Mais, il résulte de 1a (en remarquant encore qu’en général, lorsque u (x) est
définie pour les valeurs de # > « la différence Au (x) est nécessairement de-
finie aussi pour les mémes valeurs de «) que

Ang (@)= Ay (x—+mn—1) (x = =) (48)
Or, en suivant le procés de Iinduction mathématique, si nous posons
An,_, () =Ay@+n—s); (> «)
nous avons, en nous rappelant les équations (46) et 6,., =0,
n@+)=py@tn—s (@2
Par conséquent, nous pouvons écrire
@) =ANy@x+n—s—1) (= a+1). (49)

Mais, d’aprés les équations (42) nous avons aussi n, («) =A°y (e +n—s—1)
de sorte qu’au lieu de la relation (49) il existe la relation plus générale

@ =ty@tn—s—1) (@)

Cette relation est donc établie aussitot qu’on se rend compte de Vepua-
tion (48).

Mais, les relations (44) et (47) avec 'équation § = 0 nous donnent le ré-
sultat désiré: c’est-d-dire, la fonction y (x) étant donnée de la maniére indi-
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quée plus haut, les expressions 4,y (x), A" 'y (@ -+1),... Ay(@x-+n—1),
y (¢ +n) existent pour x>« et satisfont & ’équation (9).

7. Tout en conservant les hypothéses du dernier paragraphe, suppo-
sons maintenant non seulement que les coefficients a,, a,, a,,... a, satisfas-
sent aux conditions y introduites, mais aussi que la fonetion

Ao(m)xao“,f"a/l“*“‘"'"*_an

ne s'annule pour aucune valeur de # > «. Dans ces circonstances, nous allons
montrer que les raisonnements du méme paragraphe nous permettent de
trouver non seulement des intégrales particulieres de I'équation donnée (9)
quand x> «, mais aussi (les fonctions z, étant une fois choisies) ils condui-
sent & l'intégrale générale. En effet, supposons qu'on donne aux constantes
€1y Cyy... C, les n systémes de valeurs ¢,,, ¢..,... ¢, (r=1, 2,... n) et que
Y (@), ys (©),... y, (x) représentent respectivement les intégrales particuliéres
correspondantes pour ‘x>« obtenues de la maniére indiquée dans le § 6 et
supposons que le déterminant

Cia Gy o+ v Gy
¢ Cop « « « Co,

O — 2,1 2,2 2y (50)
cn,l cn,‘z L Gn,n

ait une valeur différente de zéro. Nous pourrons alors démontrer que toute
intégrale de 'équation (9) pour les valeurs de @ >« doit avoir la forme
y@ =ky (@) +k g (@) ...+ kv, (@ (1)
ol k,, k.,..., k, sont des constantes (indépendantes de x) et pas toutes égales
a zéro.
Pour prouver cela commencons par rappeler encore que les intégrales

¥, (x) satisfont aux équations (37). Ainsi, on trouve que le déterminant C
peut se transformer dans la forme

C=P(x) D ()
ol P(x) a la signification ordinaire, tandis que D («) est le déterminant
Aty (e) APy e+ . Ly (e+n—1)

D (“) — A1 Y (a\} A"-2 Ys (g(——§— 1) e Y (Ot—f'—% J— 1)

At Y. (OC) i Yo (05 + 1) v e Yy (OC + nw — 1)
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De plus, ce dernier déterminant, quand on substitue pour les différences
successives leurs valeurs déterminées par la formule (1) prend la forme

patn—1) gatn—9 ...y @
D (a) = Yo (x+n—1) yg(z%—n_‘-% ..y,,.(oc). . (52)

yn(ot—l—n——i) yn(x+n '2) e gn(“)

Il résulte done, d’apres Vhypothése C ==0 que nous pouvons écrire
D (2)=]=0 olt D (=) est défini par I'équation (51).

Cela posé, il convient d’établir les deux lemmes généraux suivants:

Lemme I: Soit donnée une équation linéaire aux différences finies (9)
dans laquelle les coefficients a,, @,... a, sont définis pour toutes les valeurs
(entieres positives) de @ > un certain entier « > 0. Soit aussi y, (x), ¥, (®),...
. (x) n intégrales particuliéres de cette équation pour x> «. Enfin, suppo-
sons que l'expression 4, (x)=a, (x) -+ a, (x) +- -+ a, (x) ne s'annule pas
quand @ > «. Alors, la condition nécessaire et suffisante pour que les inté-
grales indiquées soient dépendantes linéairement, c¢’est-d-dire qu’on ait pour
toutes les valeurs de x>« la relation

My (@) Ay (@) Xy (@) =05 (A, A,... X, constantes) (53)

est que le déterminant (52) n’a pas la valeur zéro.

Or, il résulte tout de suite des propriétés bien connues des déterminants
que la condition indiquée est nécessaire.. Pour voir qu’elle est aussi suffi-
sante nous observons d’abord que, en vertu des remarques générales du § 2
I'équation (9) peut s’écrire sous la forme

d@y@t+n+4 @y@t+n—1)+ 4@y @=0 (54
ol les coefficients 4 sont liés par une rélation linéaire aux coefficients a et
ol, en particulier 4, =a, +a, +a,+ -+ +a,.
Or, si le déterminant (52) est égal & zéro, nous savons bien qu’il existe »
constantes %,, %,,... 2, pas toutes égales & zéro de sorte quon a

My @)+ 2y, (@) 4 -4+ 2, 9, () =0
(w=a, 2+ 1,..., 2+n—1].
Mais, en général, si 'on peut écrire
My @)+ Ay (@) Ay, (@) =0 2

\e=p, p+1,... p+n—1| (56)
P2 }’ )

[
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alors (en se rappelant que 4, (x)==0, > «) on a la méme relation aussi
pour « =p -}-n comme cela résulte de I'équation (54).

Par conséquent, en commencant de I'’équation (b5) nous pourrons écrire
sous les hypothéses actuelles la relation désirée (53).

Lemme II. Soit y, (x), y, (x),... y, (@) n intégrales linéairement indépen-
dantes de P'équation (9) pour @ > «. Alors, en supposant que les coefficients
satisfont aux conditions du lemme précédent, toute autre intégrale de la méme
équation pour ces valeurs de x peut s’écrire sous la forme

y@) =k y (@) +ky @+ - +ky (@®; (k,k,... k, constantes). (b7)

En effet, considérons le systéme de constantes %, k,,... k, déterminé
par les équations

y(@)=ky («)+ky ()4 - +ky (2

yla+D=ky z+1¥+ky(a+1) -+ -+ ky (a+ 1)

yr+n—0)=ky (ec+n—10)+ky (a+n—1)4+.- .+
+k,y(a+n—1).

Or, le discriminant de ce systéme (qui n’est autre chose que le déter-
minant (52)) est différent de zéro suivant notre hypothése, de sorte que
ces constantes & existent et sont déterminées d’'une maniére unique. Mais,
si 'on substitue dans I'équation (59) les valeurs de ¥ («), ¥ (x +1),...
Y (2 +mn — 1) données par les équations (58) il résulte directement d’aprés
la condition 4, (x)==0, @ >« que

yla+n)=k y (a+n)+ky, («+n) 4 -+ k,y, («+n). (59)

Enfin, en employant les valeurs de y(«-+ 1), y («+2),... y(«+ n) dé-
terminées par les équations (58), (59) on arrive & un résultat correspondant
pour l'expression y (x+ - 1) et en continuant de la méme maniére on ar-
rive évidemment & la relation désirée (57).

Revenons done aux remarques que nous avons faites au ecommencement
du paragraphe. En rappelant qu’on a pour les intégrales y, (x), . (x),...
Y. (x) U'inégalité D («x) =~ 0 out D (=) est définie par I'équation (52) il résulte
du lemme I que les mémes intégrales sont linéairement indépendantes dans
Pintervalle @ > «. De 13, en appliquant le lemme 1I, nous arrivons mainte-
nant a I’équation désirée (51).
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Enfin, nous observons que I'intégrale y (¢) que nous avons obtenue dans
le § 6 et qui contient les » constantes arbitraires ¢,, ¢,,... ¢, représentera
elleméme Dintégrale générale pour les valeurs de x>« lorsque (outre la
condition indiquée plus haut relative a Uexpression A4, (x)) les intégrales
particuliéres y,, ¥,,... ¥, correspondant aux » systémes de valeurs

1,0,0,0,..0; 0,1,0,0,...0; 0,0,1,0,0,...0;...; 0,0,0,..1

existent pour toutes les valeurs x dans le méme intervalle. En effet, d’aprés
ce que nous venons de dire, les mémes intégrales formeront un systéme
fondamental pour lintervalle > «. De plus, quand on développe chacun
des déterminants 4 (e -+1), 4 (¢, +1),... 4 (x,~1) par rapport aux élé-
ments de la dernidre colonne l'intégrale y (x) du § 6 prend la forme

y @)=k oy (@ +ky @+ +k @),

les constantes k& étant arbitraires.
8. En résumé, nous pouvons donc énoncer le théoréme général sui-
vant:
TatoriME I. Soit donnée Véquation linéaire aux différences finies

a, (@) 8"y @)+, @) ¥y (@ 1) -+ a, @)y @+ n)=0

les coefficients élant définis au moins pour loutes les valeurs entiéres positives
de ©> un certain enlier >0, ef le coefficient a, (x) ne s’annulant pour au-
cune des mémes valewrs de .

Choisissons maintenant un systéme quelconque de n fonctions z, (), 2, (x),
2, (@), ... 2,(x) dont chacune est définie aw moins pour toutes les valeurs en-
tieres positives de x> « tandis que le délerminant

z Az Az ... A"y

2, Az, Az, ... ATz
Q (@) =

» A 2 A2 An——l

£ n Z, zn

ne s'annule pour aucune des mémes valeurs de w.
En méme temps, choisissons un systéme de n constanies arbitraires ¢,, c,,

Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XIII. 38
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Cyye.. C, € formons les déterminants

2, Az, Az ... A%z ¢
A (@) — g, Az, Az,. .. A%z ¢, ’
z, Az, Az, A%z, o,
z, Az Ag APz fi(ey)
(o, @) — — Zy Az Az ... ATz [ ()
2z, Az, Az, Az, f.(xy)
ot
foley=z0,—A4lz,a, | +Alza, )+ -+ (— D8z 0a,);
r==0,1,... n
et posons
v m)=g, (w(f (ij@; éj(iiﬁ o (@ @) = on(jc(le—:)n% géﬁifi) '
Enfin, formons la série infinie
Y @) = s gD A @+ D+ @ @ o @)
ot
@) = (= 7 F T T, @) 0 @, @)

R (5] (Q’}m~2 ) wm_g) ¥ (x'm—l b mm

ef supposons que cetle série soil convergente pour toutes les valeurs de x> «

Q—tw—i_la w‘)
@y (€ +n) Q (1)

(ce qui o liew en particulier si

< d<T1 lorsque x> «,
x, > «, d élant une consicmte) .

Alors, le systéme d’équations

6, =[P 8" Ty +p, A yle+1) 4+ Py @+ —1)],n;

r=1, 2,... »n
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o
D=4, (@) a, () — Az, @) a._, @)+ -+ (—1) &2, (%), (x))

détermine d’'une manidre unique une valeur pour chacwune des expressions
Ay (w), APy (e +-1),... y(x+n—1) ef par conséquent, pour chacune des
expressions y («), Y (« - 1),... y(a+n— 1) et la fonction y (x) qui prend ces
valeurs dams Vintervalle « <o <a-+n-—1 ef les valeurs y (®) = Y (x —n)
dans Uintervalle x > « +n sera une intégrale de Uéquation donnée pour toutes
les valeurs de > «.

De plus, cetle intégrale sera Uintégrale générale pour les mémes valeurs
de x lorsque Uexpression A, (x)==a, (x)+a, @)+ - +a,(x) ne sannule
pour aucune des mémes valeurs de ®, tandis que les intégrales particuliéres
s (@), o (@),... ¥, (®) qui correspondent aux n systémes de valeurs

1,0,0,0,. 0,0, 1,0,.. 0;..;0,0,0,. 1

des constantes ¢, ¢,,... ¢, existent dans le sens indiqué plus haut.

Ce théoréme, bien que compliqué, a évidemment une grande généralité,
surtout parce qu'on peut choisir les fonctions auxiliaires z,, #,,... #, d'une
fagon bien arbitraire. En effet, on peut ordinairement choisir ces fonctions
d’un nombre infini de maniéres, & chacune desquelles correspond une expres-
sion de la forme indiquée pour Iintégrale générale de I'équation donnée (9).
En méme temps, il résulte de cette liberté de choix qu'on peut obtenir sou-
vent l'intégrale générale sous une forme spéciale, qui met en évidence di-
rectement ses propriétés les plus importantes.

Le deuxiéme théoréme.

9. En dehors du théoréme du paragraphe précédent, nous désirons
établir un autre théoreme général qui se préte surtout & I'étude des inté-
grales d’'une équation (9) quand on les considére pour les valeurs trés grandes
de l'argument w.

A cet effet, revenons & I'équation (9) et posons encore les hypothéses
du § 3 relatives aux coefficients a,, a,,... a, et & l'intégrale y (x). D’ailleurs,
ayant choisis la fonction z () comme dans le cas précédent, choisissons en-
core un entier positif, arbitrairement grand .
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Alors, nous pouvons écrire évidemment pour toutes les valeurs de « (x
entier positif, comme toujours) dans lintervalle a <w <p—1:
wr——'ﬂ‘«l
éx 2 (1) [@o () 8" g (1) + 0 () 8y (@ + 1)+ -+

“+a, (x,) y (e, -+ n)] =0.

Comme dans le cas précédent, considérons maintenant le terme

=

1
ﬁ 2(x)a, (o) A7y (e, + ).
X=X
Or, en général, u (x) et v (x) étant deux fonctions définies dans I'interval
«<a <P on peut écrire pour toutes les valeurs de « dans lintervalle plus
petit e <w <P —1:
= £17

— ﬁ_lv(«,vﬁ‘—i)Au(ml). (60)

g
2= o=x

x=f-—1 -
ﬁ wix)dv(x)= {u {w) v (wl)J
=0

En effet, sous les hypotheses indiquées, chacune des différences A u (x),
Awv (x) existe pour toutes les valeurs de « dans lintervalle 2 <o <P —1 e,
par conséquent, il est de méme pour Uexpression u (w) A v (@) + v (@4 1) 4 u (x).
Nous avons donc pour toutes ces valeurs de «

%zﬁal [ee (o) Aw () +v (e +1)Au ()] =

:m‘z: [ (@00 1) v (@, 1) — u (@) v ()] =
—u @) —u @ @) =[u@ v@)|

d’ott 'on déduit immédiatement la formule (60).
Nous obtenons donc dans le cas actuel pour toutes les valeurs de «
dans lintervalle « <o < — 1 'équation

“ﬁ=ﬁ"“1 2 (@) @, () &7y (@ +7) = [P,. (ml)]xﬁﬂ +

KL= 0=

oy w1
A (— 1) ﬁ y (o, +n)d" {2 (x) o, (2,) }; r=0,1,... n—1,

Foe=s7

I'expression P, (x) étant définie par I'équation (14).
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Par conséquent, en suivant encore de proche en proche les raisonne-
ments du § 3 nous arrivons & la relation

P (@) A y (@) +p, () A Fy@+ )+ o @y +n—1)=
(esxLp—1)

=1
Ryt Z(@) o
Ly 7=
les expressions p,, p.,... p, et Z(x) étant données comme dans le cas précé-
dent par les équations (16), (17) et (19) tandis que pour la constante ¢ on
a maintenant

=[P Ay (@) +p, APy @+ D)+ Fpy@tn—1)],.  (61)

Cela posé, répétons les opérations du § 4 avec les modifications qui se
présentent naturellement. Ainsi, choisissons »n fonctions arbitraires z,, ,,...
z, et considérons le systéme des » équations

Pro N Ty @)+ P Ay (1) 4

=1
N%_ pr.nwl y (w ...%& w— 1) - Z y (ml + n’) Z" (m‘) + G"

2=

r=1,2 35,... n.

Supposons maintenant que, les fonctions z étant choisies de la maniére
indiquée, le déterminant P (») donné par l'équation (22) ne s’annule pas
lorsque « >« Nous pourrons donc écrire (en particulier) pour toutes les va-
leurs de « dans lintervalle s <@ <f—1:

y@+n—1) = 7

ou P, (x) représente maintenant le déterminant

xE=f—1

Pio Pii - -+ Piyos — X Y (wl -+ W/) Z, (w1) —+¢
=%
xi:;$;~1

P, (OG) — Peo Pop - - o DPowes — “, Y (wl -+ T’b) Z, (901) ) (6@)

mI:“—i

pn 0 p’1,1 _:pn,n—-—2 - ?/ (ml + n) Zz (wl) + cn
Zy=2




292 M. Walter B. Ford: Sur les équations lindaires

ou
. P (x)y=c¢8...5, .0 @) a, (x+1)...a,(x+n—1)0Q, (x
ol
2 w1=ﬂ‘—1
2, Az, Az oo AT — X yl(x,+n)Z (6,) 4o
x =
a 11’1—19‘
0. (@) — 2, Az, Az ... AT, — é Y (e, 1) Z, () + ¢,
@Xy=, —1
2, Az, Az Ay, — ﬁ y (o, +n) Z, (2,) + ¢

En vertu de l'équation (25) on peut remplacer la condition P (x)==0,
o >a par autre Q () =|=0, a, () ==0, x> 2 et si nous posons maintenant

2, Az, ... ATz Z (%) l
. : n—32
e ISR @
zn A zn L A”A2 Zn Zn (ml)
nous avons maintenant pour les valeurs de « dans Uintervalle « <a <p—1:
. L L (.’B)
yetn—l =i —no@ " ,
£ =l 1 — ((,)4‘)
+a0 (x4 n; 1) Q () %w i (e, +n) q (, @)

oli les expressions @ (x) et 4 (x) ont les significations signalées dans le cas
précédent, c’est-a-dire, ils ont respectivement les définitions (26) et (27).

La formule (64) peut s’écrire aussi sous la forme suivante, en supposant
maintenant que x est dans U'intervalle « —1 < <8 —2:

“_144.(%—’—1)
. %%jMQ@+” (65)
- (&0(.’:6—{ ;3}:}(3&*—%1) aﬁ:-g J(ﬁf1+%)q(m+1 @)

Par conséquent, on obtient aussi pour toutes ces valeurs de w:

L g, A (x—+1) v
y(m—kn)- a, (x + n) Q(m+1)

s i ”i—gml A (e, 1) q e 41, @)
wo (+n) Qe+ 1) S a, (@ +n)Q (v, +1)

e gt w)
ao(w-irn)Q(w—l—ﬂ oy L CI/O(UG ~{~n)Q(w —{_1) Xp=xy+1

+

Lon) q (@, 1, o).
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Plus généralement, si nous posons

"ii (41, o) o A (2, + 1)6 (x+1, @) (66)
@ (2, +n) @ (2, + 1) T o (e +m) Q (@ + 1)

nous obtenons la formule générale suivante qui est valable pour toutes les
valeurs de « dans lintervalle « —1 < <f — 2:

@ (, ) = < W (e, o)

o sn—-—l Y -t
y (m+n) - “0 (% +%) Q(w+ 1) [A— (m+ 1) +E’n—l w1:g+1 v (w, 9.’/'1) +
\ o= ‘_1 wgﬁml
- &ae %:,%*_1 %:%;1 @ (2, ) ¥ (@, 2;) +
n =P 1 wp=fel wg=F-—1
E‘?‘wl ) ¢ ’ 1 @ 1 v 29 s
wp=al sl =1 (50 @ ) (93 902) (m v ) + (67)
+ -+
. wyz=f—1 wpz i1 ' ,Jc.,.:i—l
-em Y D (e, 1) P (2, ). ..
L=l wpmmrp By =Lyt (ﬁ? ) ( ! 2)
. q) (wm—2 7‘ wm—l) ‘F (wm—l ] wm) +“ Ez‘—l -Rm (m)} /
ou
w=f—1 oppzzf1i =01  Cme=f—1
R, (x) = . ﬁ 123 @ (1, ,) © (2, X)...

=+l wp=aeH1 ' Dol Loty =L
@ (mm—l ? w'm) y (wm+1 H]—« %) &(w7r» + 1’ wm-{-l)‘

En étudiant ce résultat, il est important de remarquer une différence
essentielle entre cette derniére relation et la relation correspondante (30).
Dans la relation (30), on peut donner une valeur aussi grande qu'on veut
au nombre m mais cela n’est pas vrai dans le cas actuel. En effet, la valeur
de « étant donnée, pour calculer les diverses limites inférieures des somma-
tions qui se trouvent dans 'expression plus haut il faut déterminer un sy-
sttme de valeurs w,, @,,... #,,, au moyen des équations

o, =x +1 )
X, =x, +1 (68)

et en méme temps on doit avoir
wm-{—l é ﬁ - 1' (69)
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Ces relations (68) et (69) conduisent immédiatement 4 la seule relation
x < § — m+ 2 relative aux quantités £ et m de sorte que, § et « étant choisis,

il faut prendre
mLp—ax+2

Cependant, la valeur de m sera sans restriction, comme dans le cas pré-
cédent, si 'on peut prendre dans tout ce qui précéde § = oo, mais il est
évident qu’'on ne peut pas faire cela et en méme temps étre assuré que le
second membre de I'équation résultante (67) ait’une signification sans poser
d’autres conditions sur les fonctions a,, a,... a,; 2, #,... 2, et l'intégrale
donnée y (). En méme temps, il n’est pas important, dans le but que nous
poursuivons de spécifier ce que ces conditions doivent étre. En effet, la for-
mule (67) une fois trouvée comme conséquence nécessaire de nos hypotheses
actuelles, elle ne fait maintenant qu’inspirer les considérations suivantes qui
correspondent & celles’ du § 6.

9. Sans regard, alors, aux hypothéses spéciales des paragraphes pré-
cédents, revenons & l'équation donnée (9). Supposons que les coefficients
Oy, Gy,... @, satisfassent aux conditions indiquées au commencement du § 3
et que a, (x) ne s'annule jamais pour x> «. Choisissons maintenant un sy-
stéme quelconque de » fonctions 2z, (x), 2, (x),... 2, (v) telle que

2. (@) (r=1, 2,... n)

est définie pour toutes les valeurs de «> « tandis que le déterminant @ (x)
défini par I'équation (26) ne s’annule pour aucune des mémes valeurs de .
Enfin, soient données n constantes arbitraires ¢, ¢;,... ¢,.

Sous ces hypothéses, les expressions 4 (x) et ¢ (%, »,) définies respecti-
vement par les équations (27) et (63) auront évidemment une signification
lorsque ®>a, @, >« de sorte qu'il en sera de méme pour les expressions
A1), get1, @), ¢ (@, ®), ¥ (2, o) lorsque w>a—1, 2, >«

Cela posé, considérons la série infinie suivante (qui se présente natu-
rellement si I'on a égard aux résultats du paragraphe précédent)

€

@, (m 1 nw)_é (@ + 1) (A (w’f“l)_f"“x(m)‘{‘“ue (w)‘f*“'“*‘%n(w)‘f‘“'] (70)

Y (o) =

Y

ou

=m0 200 Fm=oo
w, (@) =¢r, X xf} X e(m x) b (@, @)

wy=x41 oyt X gy

Ny (wmwe H wm—l) v (wmml y wm)'



295

aux différences lindaires.

Les fonctions a,, a,,... a,; 2, 2,,... 2, et les constantes ¢,, ¢,,... ¢, étant

ainsi données, supposons maintenant que pour les valeurs de © > @, >« — 1,
x, étant une constante suffisamment grande, les conditions suivantes soient

converge vers une

satisfaites :

@) chacun des termes u,, (x) a une signification ;
b) la série |w, (@) |+ u, (@) |+ |, @) ] -

(=200 1 1

*y
¢) la série Y (x) (qui convergera certainement sous les conditions (a)

converge aussi.
et b)) est telle que chacune des expressions
(r=

5 Y (@) 2, ()

ml;zm-l—'i

a une signification.
pour toutes les valeurs de @ > x, -+ n par la formule y (x) = Y (x — n) sera

une intégrale de I'équation donnée (9) pour toutes ces valeurs de .

Nous allons montrer que sous ces conditions la fonction y (x) définie
Pour le voir, nous observons d’abord que l'’équation (70) nous permet

=00

d’écrire lorsque x> x,, @, > %, :
Y(@)g@—+1, o) =e W@ a) e Y (@)@ o).

Par eonséquent, en représentant par p une constanie >, nous pouvons

écrire aussi pour les valeurs de x> w,:
Ly==p — T=p
Z Y(ml) q (w +- 17 wl) =€, 4 z v (Qﬁ, 661) -+
P PR
=00

X o, (x,) @ (x, ).

48,4
==l m=1

& ?p

Or, quand la quantité p augmente indéfiniment le premier terme du se-

cond membre de cette équation tend vers la limite «, (x). En méme temps,
le second terme du méme membre prend la forme d’une série infinie double
39

dans laquelle on peut intervertir I'ordre des sommations.

Annoli di Matematica, Serie III, Tomo XIII.
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En effet, cette derniére propriété résulte d’un théoréme bien connu (¥)
relatif aux séries infinies, quand on observe que sous les hypothéses actuelles
la série

00

mé‘i | (1) @ (2, @) | ou | @ (@, @) Hi=00

2 |t (@) |

converge 4 une limite | ¢ (@, «,)| U(x,) telle que la série

TR0

2; C!) a@x (}3{ 3}’ :”I

Nous aurons donc pour toutes les valeurs de x>,

L£=200

Y 1 q 1; Ly} ==y e NS @x,) ®{w, 1) =
mpzx_” (@) g1, v)=1u, ()¢ ’m2=‘1 wir_%—f_iu(x) (e, @,)

méi U (X) = 8,1 W (@ +n0) Q@+ 1) Y (@) —A(x+1)

d’otr il résulte encore que

o tad@l)
Y(ﬂc)‘ao(W~{~")Q(9G+1)+ ) 1)
T @D iy L@@ @05 @z )

Or, en posant y(x) =Y (@ —n) ou y(x+n)=7Y (x) la relation (71)
nous donne

. €, A ()
yetn—D = 0@

sﬂ—l
MACES S IC)

Y y@rni@e) (<ot 1)

d’otl, en substituant pour les expressions 4 (x) et ¢ (x, «,) leurs valeurs telles
qu'elles sont déterminées par les équations (27) et (63) et en se servant de

(*) Voir par exemple: Goursar, Cours d’Analyse, tome I, p. 401 (Paris, 1902).



aux différences finies. 297

Iéquation (26) il vient

y@x+n—1)= f—;"(g) (e=>x, 4 1) (72)

Pexpression P (x) étant donnée par le déterminant (22) tandis que I'expres-
sion P, (x) est le déterminant

BE=00

Do Pis o+ v 191,n..2 - z @}(%1 + n’) ZI (06,) + O

Ty=x

2,==00

Pn ({D) . Pro Poa -+ » Pawes — m1§m Ul (ml —+ n) .Z2 (ml) - 6,

2 =00

Duo Dot - -« Puwes — X Y (@, 4+ n) Z, (@) + c,

X)=

qui a certainement une signification quand « >, + 1 d’aprés la condition (c)

posée plus haut.

L’équation (72) une fois établie, nous allons considérer (comme dans
le cas précédent) les »n fonctions =, (x), =, (x),... 4,_, (x) dont chacune est
définie (en vertu de nos hypothéses) quand « > «, +1 au moyen du sy-
stéme suivant:

o ot ) B s ) D 1 @) B 0 @ =H @) 6 )

. r=1,2,... n
olt
H, (1) = — :Z y (@, -+ n) Z, ().
Nous aurons d’abord 1
no (@) =y (- n—1) (x =2y + 1). (74

En méme temps, d'aprés la définition (1) on peut dire que chacune des
expressions A, (x) existe quand @ >, +1 parce que les fonctions =, ()
elles-mémes existent pour les mémes valeurs de .

Prenons donc la premiére différence de chaque membre de la riéme
équation du systéme (73). Ainsi nous obtenons pour toutes les valeurs de
x> x, + 1 Pégalité

Pro D0, (@) 0o A, o (@) 4 - = P, A, () +
+ Profa (90+1>+Apr,l'nn_2 <m+1)+ o —‘_Apr,n_l'”o(m’“i_i) = J(w+77f) Zr(w)
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Mais, d’aprés 1’équation (74) nous pouvons écrire quand x>, ,
Y (@0~ n) =1, (x+1).

Par conséquent, en rappelant les définitions (16), (17) et (19) nous avons
maintenant pour les valeurs de @ >, +1

zr a’O A .ﬁn—l (w) + [za' a’l - A‘pr,o] A nu-—-l (w) "}_ [zr a’2 - A pr,!} !'\ 7’11—3 (w) M%w
'Jf“ e + [zr an~1 - A_pv',n—2] A "‘o (w) —I'_ [zr an - A_prm.d] 'no (w —}_ 1) +
+A_p1',0 .nn—l (m + 1) + A_pr,l 71,,,,..2 (w> + st + A ,pr,n-—-l 710 (w _'— 1) zO

ou
b Z, + 31 A pr,o ‘TL Ql A pr,l + e + a@s-——l Apr.ﬁ-—Z = 03
r=1, 2,... n, (75)
x> w, + 1.
oll

O =a, (@) An,_, (@) + a, (@) Ah,_, (&) + - T a,_, Aa, (@) -+ a, (&) 5, (24 1)
et
by=mn,_ (@ 1) — A, , (@)
9 N,y (@ + 1) —An,_, ()

....................

|

....................

b, =mn(c+1) —Ana(x).

Mais, en se servant encore de la relation Ap,, , =2 a,—p,,, il vient
(comme dans le cas précédent) que le discriminant du systeme (75) ne s’an-
nule pas lorsque >x,+1 de sorte que pour les mémes valeurs de « on

a nécessairement =8, =8, —=...=<4§,_, =0,
Cela posé, nous allons démontrer la formule
(@) =Ay@+n —s—1); x>x, 4 s+ 1. (76)

En effet, si nous posons

Ny (@) = Ay (& + 1 — 8), x>, + 8
nous obtenons
Aq,_ (@)=A"y(x+n—s), x>, 48
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et puisque 9, . , =0 nous pouvons écrire aussi

@+ =Ay@+n—s); x>0, 48
ou
@) =0ylx+n—s—1); o>, +s+1

ce qui est la formule indiquée (76). Cette formule sera donc démontrée aus-
sit6t que nous prenons en égard I'équation (74).
En particulier, il suffit de prendre o >, + » pour écrire

Ad, () =A0""y@x+n—s—1); §=0,1, 2,... (n—1),

de sorte que, en vertu de I’équation 9 =0, on a pour toutes les valeurs de
x = x, +n la relation désirée

0, () A"y (@) + a, @) &y @+ 1)+ - 4 a, (@) y (@ + 1) =0,

10. Supposons maintenant remplies non seulement les conditions du
dernier paragraphe, mais encore la suivante: la fonction

Ay () = @, () 4+ a (@) + - -+ a, ()

ne s'annule pour aucune valeur de #> une certaine valeur fixée »,. Avec
ces hypothéses, nous pouvons démontrer (les fonctions 2,, 2,,... 2, une fois
choisies) que si 'on choisit » systémes de valeurs ¢,,, ¢,,... ¢. (r=1, 2,
3,... n) pour les constantes ¢,, ¢,,... ¢, de sorte que le systéme particulier
Crty Crgyeer Gy corresponde a lintégrale v, (x) (x>, +n) et si en méme
temps le déterminant (50) est différent de zéro, alors les » intégrales y, (x),
. (@),... ¥, (x) constituent un systéme fondamental d’intégrales pour toutes
les valeurs de »> X,, X, étant une quantité quelconque, fixée et au moins
aussi grande que la plus grande des quantités a,, -+ n, €., +n,... &, + n, X .

Pour prouver cela, il suffit évidemment d’aprés les deux lemmes du § 7
de montrer qu’il existe une valeur fixée X, qui satisfait aux conditions in-
diquées plus haut et en outre est telle que le déterminant

Yy (Xo —+n— 1) Yy (Xo +n— Q) e (Xo)
Y2 (Xo -+ n-— 1) Ya (Xo +n— Q) s Yo (Xo)
Y (Xo+n—1) 9, (X +n—2) ... y.(Xo) i

est différent de zéro.
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Or, d’apres les considérations du dernier § on sait que pour « > x,, +#»
Pintégrale y, (x) est telle qu'on a les » équations suivantes:
o]

Crp = Pio A" Y, (@) + 0 APy (A1) 4
=00
+pl,ar—1 yr (w+ n— 1)+Z y(wl - "’) Z‘ (wl)
Cop=Poo Ay, @)+ po, APy (@ + 1)+ -+

F Pt @t — 1)+ Xy @+ n) Z ()

Hy=E

Cop == Puo D7 9, (@) +po A"y (@ A+ 1) A1 - -
=00
+ Pous Yo @ +n— 1)+ 3 y(@ +n) 2, (2,)
o=
H
Mais, en donnant dans ces équations & « une valeur suffisamment grande,
chacune des sommations qui s’y trouvent devient aussi petite qu'on veut en
valeur absolue: cela résulle, en effet, de I'hypothése que nous avons faite
relative & Vexistence de ces sommations. Par conséquent, en prenant « suffi-
samment grand, le déterminant C qui est définie par (50) differe aussi peu
quon veut du déterminant obtenu de (50) en y remplacant I'élément c,, par
Pexpression

Pap Ay (@) APy (1) s pa y (60— 1),

En d’autres termes, pour x suffisamment grand nous pouvons écrire

C =P (x) D (x) + ¢ () (77
ot P(x) a la signification usuelle et D (x) est le déterminant

Ay () NPy e+ ... gy (@w4+n—1)

D (@) — Ay, () AT e+ L0 e+ —1)

Ay, () APy e+1) ... gy (etn—1)
yowt+n—1) yl@t-n—2) ... y (@
lmetn—1) ypet+n—2 ... @
Vo lo+n—1) g (@+n—2) ... Y., ()

et ot expression ¢ () est telle que lim & (x) =0.
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Cela posé, donnons & x une valeur X, plus grande que n’importe quelle
des quantités wx,, +n, @,, + n,... ©,,+n, @, et en méme temps telle que
|e (X,) | << 0. Alors, non seulement nous serons assurés que toutes les fone-
tions g, () sont des intégrales de I'équation donnée (9) lorsque x> X, et
pour les mémes valeurs de @ que 4, (x)==0, mais encore nous aurons, d’a-
pres I'équation (77),

P(X)D(X)=M

ou M est une constante différente de zéro.

Ainsi, en rappelant que la quantité P (X,) est finie, nous avons D (X,)=|=0
de sorte que nous arrivons au résultat indiqué.

Enfin, on peut répéter ici les considérations qui se trouvent a la fin du
§ 7, excepté qu'on remplace maintenant I'intervalle >« par l'autre w =>X,.

Les résultats des trois derniers paragraphes nous permettent d’énoncer
le théoréme général suivant:

11. Tukorime II. Soit donnée Uégquation lindaire aux différences finies

@y () A" y () -+ a, (@) A" g (@ 1) + - -+ a, (@) y (@ + 1) =0

les coefficients étant définis au moins pour toutes les valeurs entiéres positives
de ¥'> un certain entier a >0, et le coefficient a, (x) ne s’ annulant pour au-
cune des mémes valeurs de w.

Choisissons mainienant un systéme quelconque de n fonctions z, (x),
2 (),... 2, (x) dont chacune est définie an moins pour toules les valeurs en-
tieres positives de x> = tandis que le determinant

2, Az, A%z ... A"'g
0 (@) — 2, Az, Az, .. A”’l.zf
2, Az, Az At g

ne s’annule pour aucune des mémes valeurs de x.
En méme temps, choisissons un systéme de n constantes arbitraires c,, c,,
Csy... C, ef formons les déterminants

2, Az, Az ... A%z ¢

A () = 2, Az, Az, ... A"z ¢, ’

...................
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z, Mz, Az o .. Az fi(wy)
Q@ ) — |7 Y Ma. ATE @)
g2, Nz, ‘'z, e, (@)
ot
file)==z0a,—blz.0 |+ 220 }—  +
S (=) aizanl; (r=0,1,.. n),
el posons
ol oy Gl a) A D) g1, ®)
b )= e G ew D T N m e e+
Enfin, formons la série infinie
N (1 , ,
Y@ = o mrweernA @D tu@rnle b @)t
o

u, (@) = (— 1= 3 3 S @) (e, @)

@yl wom=ar ==L

. P (wm~~2 ’ wm—l) ¥ (mm"-*l 9 wm)'

On peut dire maintenant que si une valewr fiwée a, > existe telle que
POUT L >0yt
a) chacun des termes w, (x) o wne signification,
b) la série

2=00

2 |, ()]

2ol

converge vers une limite U(x) lelle que la série

fyEm00

3 0@ @) | V@)

. =
converge ausst,
¢) la série Y () (qui convergera certainement lorsque x 2 @, &' aprés les
conditions (a), (b)) définit une fonction de x telle que chacune des expressions

€2;7=00

S Y@ (@) (=12, m

=}

a une signification,
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alors, la fonction y (x) =Y (x —n) sera une intégrale de Uéquation donnée
pour toutes les valeurs de x> x, -+ n.

De plus, cette intégrale sera Vintégrale générale pour les mémes valeurs
de x lorsque Vexpression A, (x)=a,(x)+ a,(®) -+ -+ a,(®) ne s'annule
pour aucune des mémes valeurs de w, tandis que les intégrales particuliéres
¥, (@), 9 (®),... 9, (@) correspondant aux n systéimes de valeurs 1, 0, 0,... 0;
0,1,0,...0;0,0,1,0,...0,...; 0,0, 0,... 0. 1 des constanles ¢,, ¢;,... C,
existent dans le sens indiquée plus haul lorsque x = x, — n.

Applications des théorémes précédents & des équations
de lypes speciauw.

12. Nous allons considérer, au moyen du théoréme du dernier paragraphe
quelques propriétés importantes des intégrales d'une équation (9) lorsque
'argument 2 prend des valeurs trés grandes. Dans ce but, il convient tout
d’abord de faire quelques observations générales relatives aux déterminants
Q(x), 4 () et q (x, @) (qui jouent un rdle essentiel dans tout ce qui pré-
céde) quand on détermine les fonctions auxiliaires z, (%), 2, (x),... 2, () de
maniére A satisfaire & une équation linéaire aux différences finies du wn*me
ordre, ayant des coefficients constants.

Ainsi, supposons que ces fonctions z forment un systéme fondamental
d’intégrales de I'équation

a, A"z () -5 0, A" 2 (@)t AT 2 () - - e, 2,2 (1) =0, (78)

les quantités « étant constantes (indépendantes de «) avec «,==0 et
g, = (— 1) (%)

Or, on peut obtenir sans difficulté un systéme d’intégrales fondamentales
pour 'équation (78). En effet, en suivant les indications du § 2 on peut
écrire cette équation sous la forme

Aoz(m+%)+A,z(x+n-~1)+~--+A,,z(a¢):0, (79)

(*) Nous avons introduit les quantités & dans les coefficients de I’équation (78) pour
éerire cette équation sous une forme adaptée aux considérations qui suivent.

Annoli di Matematica, Serie III, Tomo XIII. 40
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ot les coefficients 4 sont des constantes déterminées par les équations

& et (n—1)! (n—2)! (n—n)! .
A" (n—r)llrla°+(r—1)!a’+(r——%)!a2+."+ 0"!—"—“ O(f], (80)
r=10, 1,... n
Mais, il est bien connu (*) que les fonctions
zoy=m%, z,(x)=mi,... 2, (x)=m] (81)

ot les quantités m,, m,,... m, sont les racines (réelles ou imaginaires) de
Iéquation algébrique

o(m) = d,m" Aom™ o4, =0 (82)

constituent un systéme fondamental d’intégrales de l'équation (79) pourvu
que ces racines soient distinctes.

Supposons donc que 1'équation (9) aussi que I'équation (78) étant don-

nées, on forme Péquation algébrique (82) et que toutes ses # racines soient
distinctes, et prenons pour les fonctions auxiliaires z, (x), 2, (®),... 2, ()
les » fonctions (81).
P g desorte
que le déterminant @ (x) se réduit & (m, m,m,...m,)"q, ¢ étant le produit
m,, (m, — m,) de toutes les différences wi, — m, quand r>s. De plus, il ré-
sulte de nos hypothéses que ¢ =}=0. Ajoutons maintenant I'’hypothése ulté-
rieure qu'aucune des racines m,, m,,... i, n'est égale & zéro.

Alors, le déterminant @ (#) ne s’annulera jamais et on aura

Il résulte directement que A"z, = (m, — 1) w5 ;

Q(x)=70"¢q (83)
ol
G == N, My Wy . .. M, = E”OCA” = —;— (oo 0ty -+« e,

Quant aux déterminants 4 (x) et ¢ (x, #,), prenons la définition (63) de
g (x, %,) (en nous bornant ainsi au théoréme II) et développons chacun des
mémes déterminants par rapport aux éléments de la derniére colonne. Nous

(*) Voir, par exemple: BoOLE, 4 treatise on the calculus of finite differences, p. 106 (Lon-
don, 1860).
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obtenons ainsi
A (m) =e, , 9. (w) 6 ¢, Qs (%‘) Gy -+, Q, (w) C.,
Q_(W, 951) =€, , ¢ (w) fi ((1}1) ¢, 5 Q, (90) 1 (wx) G e Q. (w) fa (wl)

ot @, (x) est le mineur du déterminant @ (x) par rapport au r#me élément de
la derniére colonne, et ol f,(x) a la signification usuelle:

fr@ =2z (@) 0o, @+ Az, @0, (@) = 0%z (x)a, (x)]. (85)

. s a
Drailleurs, en posant pour faciliter I'analyse o, = .~ Dous avons

'

Q, (x) = o7 q,

ol
_ q — an—s ao q .
- (m, — m,) (m, — my) - - - (M, — m,_;) (W, —m,) ... (10, —m, o (m,)
Ainsi, les formules (84) prennent les formes
v 0%
A (m) == % q %" o (m) ’ (86)
- %‘ O',’.; fr (ml)
— ) 7 7 . 87
7, m) == q 3 TEE (87)
De plus, d’aprés 'équation (85) nous pouvons écrire
H
e, fr () = ;s e, Az a,)
ou

v, 4 [(“a - a‘@) m:]

n
e [, (@) = ;»J‘_‘. s A [(a, — &) 2,] = mF %} g, —
z

de sorte que

fo@) = m: 3 P, @) (88)
olt
F., (x) =-¢, A" [(a, — «,) my] . (89)
me
Cela posé, nous allons considérer les expressions
(0, ,) = q@+1, z) et m‘(m)zA(m‘+1)Q(m+1’ x,)

@ (&, +-n) @ (x, + 1) a, (@ +n)Q (2, +1)
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dont les propriétés jouent un rodle essentiel lorsque on désire appliquer le
théoréme IL

D’aprés les équations (83), (86), (87), (88) et (89) et la relation i, =

nous avons dans le cas actuel les relations

S, “0 »n (Jc—x,)

@ @)= T n) 4 X, m, o (m,) 2‘8 ’

¢, ofv /
[ (fneft) (
£, o2 (] n I ¢, 6 r(a: 24} Gan: \

I e S A\l A\l
Ty (T n) %’" %" m, v (m,) o (m) % 2‘8 e (1)

W, @) =2, q P (X, x,) Dt — (90)
T

. . . G, M, .
dont la derniére (en vertu de léquation ¢, = JW) peut prendre aussi la
¢

forme

m, \itt
24~ ”
g alg G & O o (m ) 2
¥ {a, 5(5;) I - S V ; { ¢ ) ZS .. (991) (’9]}
t) O

by (2, 1) <" 44 m, 4 (i) o (e

Ainsi, chaque fois que nous aurons, outre I'équation (9) encore une équa-
tion (78) pour déterminer les fonctions auxiliaires, pour s’assurer si le théo-
réme II peut étre appliqué il suffit de s’assurer si les conditions (a), (b) et (¢c)
du méme théoréme sont satisfaites, les @ (x, x,) et ¥ (x, «,) étant donnés
par les équations (90) et (91).

13. Aprés ces observations générales nous allons considérer les équa-
tions (9) dont les coefficients «,, a,,... a, (outre qu’ils sont définis pour les
valeurs de x> «) tendent vers les limites «,, #,,... «, respectivement lorsque
@ = co. Supposons aussi que «,==0, a, + 2, -+ 4 «,=|=0 et déterminons
les fonctions 2, (x), # (x),... 2, (x) de la maniére que nous venons d’indiquer,
les quantités «,, «,,... «, de I'équation (78) étant maintenant ces mémes va-
leurs limites. En d’autres termes, supposons que l'équation donnée (9) ait
la forme limite

WA y () o0, N y(e+ 1)+ e,y +n—1)=0 (92)

lorsque x = oo et choisissons comme fonetions auxiliaires z, (x) les intégrales
fondamentales de la forme m® (1w = constante indépendante de x) de I'équa-
tion aux différences finies f, (x) =0 qui correspond a la méme équation (92).
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Alors les quantités @, — =, qui se trouvent dans I'expression F,, (x) ten-
deront vers la limite zéro lorsque # = oo. En particulier, supposons que pour
toutes les valeurs de x plus grandes qu'une certaine valeur fixée x, on ait

a,— o, | < 2D 93)

""_"“m 3
v (x) étant une fonction positive de = telle que la série infinie

=00 T'(mx)

wo=x41 €,

1 1
w’ (logx)™’ logx (logax)™
Enfin, outre la supposition que «,=}=0, «,+«, +---+«,==0 et que
les racines m,, m,,... m, de I’équation algébrique (82) sont distinctes (de
sorte qu'on puisse employer les résultats du paragraphe précédent) commen-
¢ons par supposer que toutes ces racines ont le méme module p.

converge; par exemple, © (x) = - avee v>0.

Avec ces hypothéses diverses, considérons tout d’abord I'expression
F.,(x) qui est définie par I’équation (89). D’apres la formule (24) nous avons

A" (@, — o) mE = mZ N {(a, (x) -— o) ]| +n (m,— V)mE A [a, (@+1) —a,] 4

L ()zgj:__ll (m, — 1) m2 A [0, (@ 4 2) — 2,] - - - -

—+ (m, — 1)"° mZ [a, (€ + §) — 2,).
D’ailleurs, lorsque « > 2, nous pouvons écrire, d’apres les formules (1) et (93),

TAX) | I 2 :
[ A" (@, — ) {<2’~5(}w) de sorte que la derniére équation nous donne pour
ces mémes valeurs de »

AT (o, — o) E | < (e, — 1) a2 20 :—gi) <2 (m, — 1)" mZ ':5(;7—) .
Par conséquent, nous avons

@) <2+ 1y T
et

()

@) <o, 79(0”); @=w)  (94)

1 %L:s F,. () (<92“ (1) (p+ 1) *

Q. étant une constante (dépendant seulement de » et p).



308 M. Walter B. Ford: Sur les équations linéaires

Ceci dit, considérons l'expression @ (®, x,) qui est définie par I'équa-

tion (90). 6, =""4,, i, étant une quantité dont
le module est égal & un. Nous aurons donc, avec les hypotheses actuelles
c o 7,(‘” xy) 7%
& x. —_ LA (Jl 1)(.t~a'1) _Z;‘ITQ @€
(@, ) ay (@, +n)° 21 m, ¢ (m,) ;s o ()

ou, en rappelant I'équation (94) et la relation lim a, (x, +n) = lim a, (x,) = «,,

=00 x=00
@ (, o) ="V M (e, x,) (95)
ol pour toutes valeurs entiéres de « et pour les valeurs de @, >, (%, suf-

fisamment grand)

| M (2, a,) | <<Q, igc—‘) ; Q, = constante indépendante de w et ;.  (96)

H

De la ‘méme maniére, nous pouvons écrire pour Pexpression ¥ (x, «,)

)
. w Ce
¥ (w0, @) == (Z%G—%C:’Tl) gl et gr iz o ; (m;n(;, ) ;L‘s F,, (@) (97)
d’oli, en observant que ‘ Zz“ =1 il vient
¥ (@, @,) =" VY N (w, x,) (98)

o, pour toutes les valeurs entiéres de a et pour les valeurs de o, =, (%,
suffisamment grand)

N(x, o) |<<Q, RACAY Q, = constante indépendante de x et @, . (99)
o p

’
1
Ainsi, nous arrivons & Ja formule

(I) (x, ml) (D (wla mZ) A q) (mmf‘l) wm—l) ¥ (wm‘19 wm) == ) (100)
— e P (@, @y, @gy... @) s

o, pour toutes les valeurs entitres de = et pour @, 2 ®, = - 2% Z %o,
nous pouvons écrire

- (wl) < (‘7‘}2) ve T (mm)

2Ly ...,

| P(a, x, €y,... )| QPO
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La formule (100) une fois établie, les conditions (a) et (b) du théoréme II
seront remplies directement dans le cas actuel. En effet, la condition (a) est
remplie parce que nous avons lorsque x>,

XERCO 200 o =00
0 AN

S & (. 2D {x,. ©.)...
aei:;;-f-i wz:zxj—}oi Wm:a",:-l l (7 1) (ly 2)

e ¢ (mm-——2 ) wm—«l) ¥ (mm—la wm) ] < P(“Nl)(x_}—l) Q;"~1 Q3 W (‘,'c)
ou

W)= 3 - (@) %E‘” Tl ST (@)
= 1 TN S R C=togm Al Lo

et il résulte de nos hypothéses que cette expression W(x) a une significa-
tion pour toutes les valeurs indiquées de .
De plus, si nous posons

wg (@)
T (m) — :xq:;%-[-i ""9'31—

de sorte que =, (x) devient aussi petit qu’on veut en prenant « suffisamment
grand, nous pourrons écrire aussi

W, (@) = " VTV (x) (101)
ol
V@ <oroln@F; @2 (102)

Par conséquent, en prenant @, suffisamment grand il résulte la relation

(1) {@4-1) § X z Lo »
[ () [ <Zp . | k= constante (indépendante de )<,

d’ott on conclut que la série |u, (@) ]|+ |u, (®)|+-- 4|, (@) |+ con-
verge et a une somme U (x) =10 (x) " V™ telle que & (x)<T 1—«% lorsque

© = m,.

Enfin, quant aux expressions | (w, x,)| U(x,) et Y(x)f, (@) (qui se
trouvent dans les conditions (b) et (¢) du théoréme lI) d’apres les équa-
tions (88), (94), (95) et (96) ces expressions prennent les formes respectives

B, (33, :}") [A (.GG, —t 1) P"’: 63 (wl) 9{71—1)(wi_§_1)+x1]
@ (@ +mn) | Q@ +-1) Q{1+ 1)

$ n—1j{z4-1)
01 (9’/’, -’B;) \3“ =+ s
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ol pour toutes les valeurs de x >x,, on a

T(w

01 (¢, @,) << Q ) (€, = const. ind. de = et x,),
1

(””1)( 1,9, 0) et |6 (@< (@)

|8, (,, )| <<Q,

En méme temps, d’aprés les équations (83) et (86) le module de chacun des

Afw, 1)@ gt

Qi +1) Q@ +1)

expressions |®(x, «,)| U(x:) et Y (w,)f. () possédent les propriétés dé-
sirées.

I1 résulte ainsi sous les hypothéses actuelles relatives & I'équation (9)
et aux racines de 'équation algébrique (82) que toutes les conditions que
nous avons posées dans le théoréme II sont remplies.

Nous allons considérer la forme de la série Y (x) qui se présente dans
le cas actuel

D’apres les équations (83) et (86) il vient

reste toujours fini. Ainsi, on voit que les

quotients

Gw—-l—l
Y (@) =2 [a,o (x + n) ¢*+ ;r ¢’ (m, )
RN C) . y () —
H{.ao(w“l"‘n)"a.+lq_}_ +a0(m_{_n)0m+lq+"']m
EEER-N c, g (A-m) — ey $ ¢,
ol { ! 4" o (m,) m2t o {( + 1) ;T o' (m,) met +
ui ()

N SIS S

a, (& +n)“ q o (6 -+ m) 6™ q

Mais, en vertu de nos hypothéses relatives aux différences a, () —«, nous
avons au moins pour toutes les valeurs de x >x, —n

Par conséquent, en nous rappelant les équations (101) et (102) nous pou-
vons écrire pour toutes les valeurs de x>, :

¢ AL C.))
Y(w) ma;+1 + ,)n:c-.l 4+ ,'n:c-]q _'—F




aux différences finies. 311

N\ 7 Sygc- h . s -
ol ¢, = 7 (‘m—“) et ot n (x) est une fonction de @ qui tend vers zéro comme
1 r

T, () lorsque @ = .

En appliquant le théoréme II, nous avons done la formule suivante pour
Pintégrale particuliére y (w) que nous avons obtenue quand on la considére
au moins pour les valeurs de » > x, +n

# 17

ENIS B (103)

] ms e ¢

y (@) =Y (@—n) =

ol ¢, =m*'¢', et ol ¢ (x), comme la fonction = (x) employée plus haut, a
la forme ¢ (%) =g (%), g étant une fonction de x dont le module ne dé-
passe jamais une certaine constante. De plus, en observant que l'existence
de la condition o, + «, -+ 4 «,==0 demande que 'expression

A, (@) = a,(x) + a, ()4 - +a, ()

ne s’annule pour aucune valeur de « plus grande qu’'un certain nombre fixe,
il résulte du méme théoréme II que intégrale générale de I'équation donnée (9)
aura la forme (103) pour toutes les valeurs de @ qui dépassent un certain
nombre fixe.

Nous allons considérer certains résultats analogues qui ont lieu lorsque
toutes les racines de I'équation (82) n’ont pas le méme module p.

Supposons, en effet, que m,, m,,... m, (B <) soient les racines dont le
module est un maximum p, et, au lieu de considérer comme arbitraires toutes
les constantes ¢,, ¢y,... ¢, POSONS ¢, ==¢, ., =--=c¢, =0, les autres constantes
Cyy Cs,... ¢, étant arbitraires comme auparavant. Ces hypothéses signifient
évidemment que nous nous bornons i certaines intégrales particuliéres au
lieu de lintégrale générale.

D’aprés 'équation (91) nous avons maintenant pour 'expression ¥ (x, x,)
la formule

® 41
¢, oot m,
L%q oy T \m 3

V@ @)= G ¥ g ) m)

s _F,.'s (ﬂ’);)

dans laquelle, pour toutes les valeurs possibles de r et ¢ nous avons

Mm,

“m,

mais dans le cas actuel |6.| <p""' au lieu de lg, | =¢
Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XIII. 41

1—59. Quant & 'expression @ (x, ,) nous avons encore la formule (90)

N 1
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Par conséquent, en posant les mémes hypothéses commnie auparavant
pour les différences @, —«, nous arrivons encore aux formules (95) et (98)
dans lesquelles les fonctions M (w, «,), N (x, @), bien que différentes des
fonctions M (x, ®,), N (x, «,) du cas précédent, ont les propriétés indiqu’es
par les équations (96) et (99) respeectivement. Mais, cela suffit, comme dans
le cas précédent, pour nous assurer que le théoreme II est applicable.

Par conséquent, pour toutes les valeurs de « plus grandes qu'un certain
nombre fixe nous pouvons écrire

G h g€ (@
Y @)= s
o g,_gm e, . ceis s ,
ol c’,.zw_)——’ et ol ¢(x) a les propriétés signalées plus haut.

Avant de résumer nos résultats actuels sous la forme d'un théoréme
général, il convient de Taire quelques observations générales.

Ainsi, supposons pour le moment qu’au lieu de commencer par une équa-
tion de la forme (9) on ait une équation sous la deuxidéme des formes (8),
c’est-d-dire

Ay (@) y @+n)+ A @y @t+n—1) 4+ 4, @y @=0 (10§
Supposons que le coefficient 4, (x) soit défini pour tous les entiers positifs
x> un certain entier « >0 et qu’il tend vers la limite B, lorsque o= occ
de sorte que la différence 4, () — B, considérée comme un infiniment petit,
satisfait aux conditions que nous venons de poser pour I expression
a, () —a,.

Or, suivant les indications du § 2 on peut remplacer 'équation ac-
tuelle (104) par une autre de la forme (9), les coefficients a, (x) étant données
par la formule

@, ({)’}) (_},,_.;)‘ [7‘ ] n ( ) - g }g i An 1 (iB) _i" 2
9)

(105)

Mais cette formule montre que les coefficients de I'équation indiquée (9) sa-

tisferont & toutes les conditions que nous avons toujours posées dans 1'é-

tude d'une telle équation, pourvu que le coefficient 4, (x) (qui ne différe

de a, () que par le facteur ¢,) ne s’annule pas pour les valeurs de x>« et

quon ait lim A4, (w) = B, =~=0 et im [a, (®) +a, (@) 4+ -+ a, (®)] =B, -~ 0.
K ITZO0

H=00
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D’ailleurs, quand on a une équation (9) dont les coefficients sont déter-
minés au moyen des relations (105) I'équation (79) pour déterminer les
fonctions auxiliaires z, (x) devient

B, zx+n)+B,.,2(x+n—1)+..- -+ B,z (x)=0.

En effet, d’aprés la relation (105) on a évidemment

&, [m! (n—1)! (n—mr)!

&, = (n— ;5‘; [}T B, + (—,r“‘:i“)j B, «+- -+ o1 B,
de sorte que les équations (80) se réduisent directement aux autres
d,=¢,B,_.. Par conséquent, I'équation algébrique (82) pour déterminer les
racines w, , M,,... w, devient maintenant

Bw +B,_ w4+ B, =0

| 1 1 . ,
de sorte que les quantités » — ... — sont les racines de lautre
Wy My m,

équation
Byw' 4+ B, w4 ... B, =0.

Enfin, il suffit d’observer qu’en prenant « suffisamment grand la condi-
tion A, (x)==0, x>« est satisfaite d’elleméme d’aprés lautre condition
B, =[=0 pour énoncer le théoreme suivant:

TrEoriME III. Soit donnée wune équation lindoire aux différences finies
sous la forme

A, )y @e+n)-+ A4 (x)y@@-+n—1)4+
Ay (@) y @t n— Q) A, @)y (@) =0,
les coefficients A étant définis aw moins pour loutes les valeurs entiéres posi-
tives de @ > un cerlain entier o >0. De plus, supposons que le coefficient 4, (x)

tende vers la limite B, lorsque x =00 de sorte que la différence A, (x) — B,
devient wn infiniment petit d'un ordre aussi grand que celui de Vexpression

Tf), T () étant une fonction posilive lelle que la série
Lm0 (.’,C )
V 1
Q?L=‘?+1 &,
1 1 1

converge, par exemple t{(x)= — seee avec v>>0.

v (loga)™’ loga (log, z)™+
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Enfin supposons que B, =|=0, B, =}=0.
Alors, si Uon désigne par X, %,... X, les racines (réelles ou imaginaires)
de Véquation algébrique

By A"+ B W - B . - B, =0

on o les résullats suivants pourvu que toufes ces racines soient dislincles :
a) si foules les racines Ay, hy,... X, ont le méme module 1 Vintégrale gé-

nérale de Véquation donnée, quand on considére cette intégrale pour les valeurs

enticres de x plus grandes quw'un certain nombre fixe, prend la formne

Y (@) =€, N -Gy B -+ - 4 0, 15+ 1" e ()

od les quantités c,, ¢,,... ¢, sont des constantes arbilraires, tandis que Uexpres-
sion ¢ (x) est une fonction de x qui lorsque x = oo devienl un infinimment petit
d’'un ordre aussi grand que celui de Vexpression

=g T (™)

wZwl Ly

b) si les racines X, Ag,... X, wont pas le méme module et si ki, %,,...
% (b <<n) sont celles dont le module a la valewr minimuin X, il existe une i
tégrale particuliére de Véquation donnée qui, quand on la considére pour les
valeurs entiéres de x plus grandes quw'un certain nowmbre fice, prend la forme

y(m)=017‘f+027‘§+"'+0h 52 e (@)

0it 1, Cy,... C, SONL des constantes arbitraires, tandis que Iexpression ¢ (x) a
la signification indiquée plus haut.

14. Nous allons généraliser le théoréme précédent en supposant que
les racines A, s, Xgy..., A, ne sont pas toutes distinctes.

Dans ce but, retournons aux considérations des §§ 12 et 13 et suppo-
sons (comme dans le cas précédent) que les coefficients a,, a,, a,,..., a, de
I'équation donnée (9) soient définis pour tous les entiers @« > un certain
entier « >0 et tendent vers les limites =, «;, %,,..., «, respectivement lorsque
x =00, oll «,==0, ¢y a,+ a4+ +2,=[=0. En outre, quant aux racines
W, Wy, Wg,..., W, de équation algébrique actuelle; supposons que m,,
Ws,..., m, (p<<m) soient distinctes, tandis que «, §, v,...,  représentent re-
spectivement leurs degrés de multiplicité, de sorte que

at+B4v+- - Fr=mn
Enfin, mettons @ =1, " =wx(x —1) (€ — 2)... (@ —1t4+1), ({=1); alors,
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il est bien connu que sous nos hypothéses les » fonctions suivantes:
2, =m?, 2, = &' m¥, Zo=aPmE, ..., o= mF

Bapr =MF,  Zara =0 mF, 2= M, .., 2oy, =xF " m]

—_ e 1 o 2) — =1
Bugps =MZ, Z,_ =2V M5, 2, ,=a""mg,..., 2, =x%"" m2

constituent un systéeme fondamental d’intégrales de Pequation (78) ou (79).
Cela posé, choisissons ces » fonclions comme les fonctions auxiliaires
21, 2, Z,..., 2, de notre équation (9). Nous allons déterminer d’abord la va-
leur correspondante du déterminant @ ().
Or, nous avons en particulier z, =" V2, , 1<r <« Par conséquent,
en nous servant de la relation générale (24), nous obtenons

N2, = a0 g, 8 87 (@ 1) 8

BTLI | DS

(106)
+fsA(@ s —DITVAT g (@ 882 s =0, 1, 2,...
Mais, nous voyons directement que
Nl =tt—1)(l—2)...¢0—s+La™; (sZ1)
g =0; (s>1)

Az = (m, — 1) mi=ypim; pi=m, —1
de sorte que I'équation (106) peut s’écrire sous la forme
A2, =} {(r — 1) (r—2)...(r—s)x""
A+P<18(V—-1) (r—2)...(r—s-+1) (@4 1)+
s S(SEL)«(V— Dr—2)...(r—s—+2) (@+2)0 ...

cdwts(r—D (s — 1)U b pd (24 8)<f_1>J :
(1<r<a).

De la méme maniére, il résulte plus généralement que si T'on pose
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p.=m,—1 on peut écrire
Mg, =mip, (p); (1<r<n)

o t=1 lorsque 1 <r<a, t=2 lorsque e« +1<r<a+L,..., {=p lorsque
n—r+1<r<m, et ol

P (1) = 3 (@ 80 5 (r — 1) pi~* (5 — 1)+

+28 D ey — g s — g
+s(r—1)(r—--2)...(r —s+p, (@+1)"
4 —Dr—2)...(r—s)x""
Ainsi le déterminant @ () prend la forme
Q@) = (me memz... miy s,

ol A, est un déterminant d’ordre »n dont les « premieres lignes horizontales
sont

Pro (V1) Pei () P () er Prwcs ()5 r=1,2,3,.., %
tandis que les (@ - 1)iéme  (x —- )ieme | (« B)me lignes sont
Dro () Dra(P2) Do () o Poues ()5 =1, 23,.., B,
et ainsi de suite, les A derniéres lignes étant
Pro () Do) Pra (). Prasa(v); r=1,2 3., %

Mais, si 'on observe la relation

pr,s (\Ut‘) - (lr - 1)(56‘%“ § MQ‘—}—_ Q)(l)pl‘—l.ﬂ (k{}'f) +
O B )

—+ (—‘" 1)("'-2) (7- — 1) (a’; +§— 1)@-2)17” (V-t) . (_ 1)r—1 (90 + 8)(,._,)1)!’8 ({M) _
:8(8*1)(8———9}_ ._(g_ﬁy_*_g)y‘:»w}-l

ce déterminant A, peut se transformer directement dans un autre dont les «
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premiéres lignes horizontales sont

— N
000..0 (r—1)! #lu, Q—%ﬁly?.‘.%—!yf”“‘; r=1, 2., @

tandis que les (x— 1)#éme, (- 2)me . (x4 f)4me lignes sont

| —- !
000..0 (r—1)! rlp, Q—Eiy.m—(%u- r—1,2,.,8

et ainsi de suite, les % derniéres lignes étant

{ — Nt
000...0 (r—1)! #ly, (figy—p @%T%_)T)" g r=1, 2, A

Ainsi, en se rappelant la relation p,— po = m, —m., on arrive  la va-
leur suivante pour le déterminant A,:

A, =1, [(m, — m ) 1R [(my— m,)* (i, — m,)E]7 . ..

o [y, —m ) (m, — my)B L (e, — m, )P

(N

ou
bo=112131.. . (x— 11112131, (B—1)1...112131...0—1)! (107)

Par conséquent, si nous posons & ==m? mf m? ... m} nous avons dans le
cas actuel

Q (@) =10"g, (108)
¢ étant une constante par rapport & « et ¢==0.
Cela posé, nous allons considérer (en suivant la marche du § 12) le
déterminant @, () qui se rencontre dans les relations générales (84) en sup-
posant d’abord que t<r < «.

Ce déterminant, comme le déterminant @ (x) que nous venons de con-
sidérer, peut se transformer d’abord dans la forme

0.@) = () o

olt A,_; est le déterminant d’ordre n — 1 tel que ses « — | premigres lignes
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horizontales sont

. 1
000...0 (r—11 rtg, DL

(n - Q), P T I —
' m#l » ro=1, %,..., y—1

Do (1) Dot 1) Pre (1) oo v Dops (21); ri=r41,r+2,.., «

tandis que ses » — « autres lignes sont égales respectivement aux lignes
correspondantes du déterminant A, quand on y néglige les éléments de la
derniére colonne.

D’ailleurs, d’aprés la relation

P (1) = 8 1 Do (1) + 2 (s Qﬁv Drscs () — -

A+ (=17 s u P () () D () =

(r—1)!

{#tmg=—1}
(’)"—-—- § — 1)' Px &L ’

ce dernier déterminant se transforme directement dans un déterminant dans
lequel les «—1 premiéres lignes sont

/ 7, — 1
g 6F€f7)@¢~nxooou.m ryo=1,2,..,r—1

A r !
8 209 =171 w, Y =9 'ml e w7 e r w000, 0;
1

rn=v, r+1, r-+2,., «a—1,

tandis que les n — « autres lignes sont déterminées respectivement par les
formules suivantes dans lesquelles v, =m, — m,

OOQHO(n*D!rJugi%ﬂha“@ggggﬁqrﬁ

ro=1, 92 3,..., B,

PREY 1 (7‘1 1)‘ M i
000...0 (r,—1)! rlv Vi - Cm—r Do

9“33 Y
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000...0 (r—1)! rly, @%#ﬂﬁu.mﬁifﬂ—wﬂ%-

ro=1, 2, 3,..., A

Ainsi, le déterminant A,_, prend la forme

A lrerst. @—1n!
-t r—1)1

mEeD AL (109)

ot A,_,.., est le déterminant d’ordre » — r-+1 dans lequel les a —r—+1
premiéres lignes sont

—1) —2)

x"? m, " m? '
r!l (=D =1

rn=12 3,..., (x—1)

mi e m 00...0;

tandis que les n — « autres lignes sont respectivement

(T - 1) ! r ! r—r+1 (r + 1) ! Vr—'.ﬁ‘g (n - Q) ! v"'—"i_‘ .

r—7

r—r)!? FT—r 1) r—r+21" T m—r—117 "
'rt=17 9) 31'"7 ﬁ’
(r—1! ... rl T (e o ) L I o= .

1

T m=r,—11r

r—r)1 r—r 101" r—r )
)
rn=19 3,., 7,

(/r - 1)..}“ Nt r ! B (T’F"h 1) ! YR (n — 2) ! Yyl
Camres Y A g ¥ IV S conyesrnto) ¥ IV SRR oy ¥ S

rn=1, 9 3,..., A

Mais, on voit directement que les « —r -1 premiéres lignes de A,_,.,
données plus haut peuvent se remplacer respectivement par ces autres
r, 1 (@ 1y — 1) mp™?
T o R
000...0 r

mr 00,..0

r.=1,2 38,..., « —r.

Ainsi, en développant ce déterminant A, .., par rapport aux mineurs

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XIII. 49
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Lordre « — -1 qui se trouvent dans ses « — 4+ 1 premiéres lignes, on
arrive & P'équation
foeeds St

A= X ¢.,D (x, m)E, (110)

§=0
ou ¢, représente une puissance convenable de —1 et D, (x, m,) et E, sont
des déterminants d’ordres a —r, n— « 1 définis comme il suit: les s pre-
mieres lignes du déterminant D, (x, m,) sont

— e — ot
r—1 (¢ ~—r, — 1) ] w0000

e Nt nxl

000...0 7y

ro=1,92 3,...,s
et ses « — » — ¢ autres, lignes sont

r, — 1 (-7 mp "
PR WL E A T 000... 0
000...0 r, 1

ri=s, s+1, s+2,..., a—r-—1
de sorte que

{g—r}a—pr--1} . -
D, (@, m) =m, ° ‘E—‘Ui-z-?—i)« : (111)

tandis que les lignes du déterminant E, sont

(r+s—1)! v @l yar (o~ 1)1 p—y

I‘(r—i~8—~7'1—}—1) T (e —r,) re—r, +1)*
: F(’fn_i) A =1, 2 B, B

s DU al e DL e

V{r-+s—r +1) U{e—wr) * T{e—r 41)°
1?/—-—‘2 ‘ t"' 1. ) 2

(rs—D! . 3 NP (1 o2 VLI S

v(r+s—r +1)7° r'(z—mr,) " I‘(v——¢1—{~1)‘“
(n—2)!

vty =1, 2, 3,...,
l(n—r) » 1 b4 3 b ?
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Enfin, pour la valeur spéciale s =« — » (pour laquelle il suffit dans le
but que nous avons en vue d’évaluer E,) il résulte sans difficulté, d’apreés la
relation v, =m, — m,, que

B, =

to [(m0g — m,)* |8 [(w0g — a00,)* ™" (g — am,)EY7 . ..
1rer3t.. (a—1)! ()

o[y, — m ) (my, —m,)B L L (e, — e, )P \
112131 (e — 1! /

(119)

ol ¢, est défini par I'équation (107).
Par conséquent, en se rappelant les relations (110) et (112) et en obser-
vant que ¢.._, = 1, on arrive & 'équation

(@ —r){@ —ri1)

Eo_,m 2 o
. e ANy P Tl !
Ay =@+ 2—71—1) — 1) Tme [1 -+ 7P —— 1)m+
fis T,
+(m—}—rx_——7‘——~1)(2)+’"+_(m+aw7—1)(“_’)}

OU iy, Ny, Ngyee., ha_, Ueprésentent des quantités indépendantes de .
Dapres les équations (109) et (110) nous pouvons done écrire

0@ =@+a—r—1 [V g@: (=r<a
ol
. 1 . |
R e N re=r LEIEIOT GRS IR TE IS \

(o —r)(a-rt-1)

LE—=Dr e = Dtm,  ? X
X [(71?/2 — ?}31)4—1]{3 [(’&?23 — ) (’31‘2«3 o ‘ﬂlg)ﬁ}'f o
o[y, — ) (e, — mg)E L L (i, — )X (113)

P

‘{‘1 | n2 ! « s
><[1+(_w—l—a—r——-1)(‘>T(x—f/.——1"~—-1\‘2’_'_ +

Ny .,
+ - |

P p—— T

les quantités =#,, n,,..., 7z, étant indépendantes de « de sorte que
lim g, (x) = k, = une constante==0.

X200
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De la méme maniére on peut démontrer une relation analogue pour
I'expression @, (x) lorsque f+ 1 <r<y, lorsque y-+1<r<3d,..., lorsque

” G
7+ 1< <\ Par conséquent, en posant s, = P et en se servant des re-

'

lations générales (84) on peut écrire

A (@) = a7 5 o (+a—r—1)"q, () +

re=f
o Y Cop (@B —r — 1) oy, (@) +
i (11%)

=Y
—+ 67 7;_,1 Cayfy, (m -+ Y — 1)&*-”') Qoifir (m) NI

pemd

+65 % 0 (@A — 7 — 107 g @) |

ol les expressions ¢, (x), 1 <7 <n sont telles que lim g, (x) = k, = const. - 0.

En méme temps, on obtient une expression analogue pour la fonction
q (x, ®,) en remplacant les constantes ¢,, ¢,,..., ¢, de 'expression (114) par
les fonctions f, (x,), f. (@.),..., f.(%,) respectivement.

Cela posé, représentons par 0 le plus grand des nombres «, &, v,...; A
Nous pouvons alors écrire

r=o =0
A (@) = (s -+ 0 — 2~ % 3 0,0, (8) -+ of 3 0ns e, @)+

— (115)
o 3 0000 @)
et
q (@, @)= (x-+0— 2" g fogz f. (@) o (x) +
r==pf
-+ 6 rzl foyr (@1) Oaye (@) + -+ -+ (116)

pe=ld
—+ o Tg‘i forps (8)) 0,54, (2) { ,

les expressions o, (x), o, (%),..., o, (x) étant des fonctions de = qui tendent
vers certaines limites £,, £,,..., £, respectivement lorsque = oo. De plus,
une au moins de ces limites est différente de zéro.
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Mais (comme dans le cas précédent) nous avons

=n

€. fr (m) == 82‘358 A [(a’s - QS) zr] y &= (_‘ 1)87

de sorte que nous pouvons écrire dans le cas actuel

_ s=n AP [((I/ — ) Py ”f] \
e [, () = &7 my séo & 77T ;njf o= \
= "V m® (a, o oc) g, (gc), 1 ;; r g v
. s=n A" g — g m("“l) me
g, f“*}-r (‘f‘v) = 33< K ”&;} Z‘oss [( Sw(r_l}s/i)nw 2] -
= 2
(17

PN me M oy, (.’,C), 1 5 r 5 g

_ s=i A" g — a ) 2 “&x]
e (@)= oy Fo, ALl

=" mg (a - Ot) Guitr (w)7 1 g r g A /

oll @ — « représente la plus grande des valeurs a, — «,, 0<<s< n considé-
rées pour une valeur donnée de x et ol g, (x), 1 <r<wn est une fonction
de x qui tend vers une limite bien définie lorsque = == oc.

Ainsi, Pexpression g (w, #,) prend la forme

. B — r=cx
(@, ) = (00— 200 [a @) ]| st S a0 g, (m) 0, @) +
S
~+ 6% i 2,1 2 Goy, (2,) Oay, () - - -
=

pa=l
_I_ Gg f]n‘;l 2 m(l"‘l) gn—)-{—r (wl) mn—l—l-r (w) s
r=1
ou
— - t=p
q(x, o) =a"" [a(x,) —z] 2" ¥ ?mi h,(x, x,) (118)
=1
ou la fonction &, (x, x,) considérée pour toutes les valeurs de = et x, suffi-

samment grandes est telle que |k, (x, x,)|<<h = const. indépendante de =
et ;.
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De plus, la formule (115) nous permet d’écrire
=
A (@) = 2 t}j: 5% j, (x) (119)

ol la fonction j, (x) considérée pour toutes les valeurs de a suffisamment
grandes est telle que |j, ()| <<j= const. indépendante de .
Par conséquent, dans le cas actuel les expressions

gle+1, @)
a, (@, —+n) Q (e, 1)

qui jouent un role essentiel dans le théoréme II, peuvent s’exprimer sous
les formes suivantes:

(4 10" [a (,) — o] 20 RF 6t h (o1, wl)

P (x, @) = ¥(x, ®,) =A4 (@, -+1)® (x, z,)

@ (@, @)= a, (x, +n)q ﬁl m, (120)
(@17 [ () — <] ot w4 1)1
¥ (, 2,)= a (@ Fn) g (2
ISP NP . m, |t
A Al -1 t .

En se servant des propriétés des fonctions &, (x, «,) et j, () il résulte
maintenant que si l'on suppose que chacune des différences a, (x) —«,,
0 < s<n devient un infiniment petit d’'un ordre aussi grand que celui de

7 (1)

Pexpression 21 O ol 7(x) a les propriétés indiqués dans les paragraphes

précédents, alors, en supposant aussi que toutes les racines m,, s, a,,..., 0,
ont le méme module p, on peut écrire

g1
o (e, 0) = (o) oM (@, ), (122)
1

¥ (2, ) =0 "I N(w, ), (123)
les fonctions M (@, @,), N (x, x,) étant telles que pour toutes les valeurs de »

et «, suffisamment grandes les relations suivantes existent:

| M (2, ,) | <<Q, (w‘)

(Q,, Q; consts. indépendantes de x et x,) (124)

v (o) )
,

| N (o, 2,) | << Qs
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Ainsi, on pett écrire aussi
um (w) = (I’ (xﬁ xl) q) (mi b m2) e d) (wm—2 b wm-—l) ‘p (wm—J) wm) ==
=gt~ oTVETD P, @y, @gyeeny )

ol P, @, @,,..., ®,) a les propriétés de la fonction P(x, @, %5,..., )
de I'équation (100).

11 résulte maintenant, comme dans le cas du § 13, que pour toutes les
valeurs de « suffisamment grandes la série infinie (qui se trouve dans I'é-
noncé du théoréme I1) |u, (@) |+ | u, (®) |+ -+ |, (@) |+ --- converge et
a une somme U (x) de la forme U (@) = 0 () 2" "+ ol § (w) < Q, == const.
indépendante de x. De plus, d’aprés la relation (119) on peut écrire aussi

| (@, @,)] U(w,) =™ "4 0 (2, @) (125)

ol pour toutes les valeurs suffisamment grandes de « et @, on a

< (@)

&Ly

0 (x, x,)<<Q, » Q, = const. indépendante de x et «,

de sorte que cette expression a les propriétés demandées par le théoréme II.
En méme temps, il résulte que

Y @)l @) =1 @) 3 w.@)=

_ _ =) [A__(wﬁn 0, (@) i ~" po et
T a0l @ A1) @+ 1)

ol pour toutes le valeurs de @, suffisamment grandes on a |0, (x,)| <1

Mais, d’aprés notre hypothése relative aux différences a, — «, et les re-
lations (117), on voit que pour une valeur quelconque de », 1 <r <% on
peut écrire

fr (wl) = 64 (mu 7') "Q{QT ’

|0, (2, )| <0 T(;‘) » Q= const. indépendante de x,,
1

@, étant suffisamment grand. Par conséquent, le produit Y (x,)f. (x,) prend
la forme

64(5‘\317 ’3”} [ A($1+1)PT‘ -+

93 (wl) ‘o(n—-i}(a'{f—l)»f..ri
a, (@, +n) {287 Q (x, 4 1) }

Q (x, + 1)
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et cette expression a les propriétés signalées dans le théoréme II, ce qui ré-
sulte immédiatement des équations (108) et (115) puisque les expressions

A1), e
o@D * (e D]

considérées pour toutes les valeurs de @, suffisammment grandes ne dépassent
jamais certaines valeurs constantes.

Toutes les conditions demandées par le théoréme 1I sont donc remplies
en prenant nos fonctions actuelles z,, z,,..., 2, pour fonctions auxiliaires et en
adoptant notre hypothése actuelle sur les différences o, —«,, s=0,1,2,..., n.

Nous allons considérer en plus de détail la forme de la série actuelle Y (x).

Il résulte directement des équations (108) et (114) qu'on a

o

e - et
xf

r=o

. 1 .
Y (x) = prre éi ¢, (4o —r)e"q (x+ 1)+

1 7= .
+ ;1 Cap (@ — 1) oy, (@ 4+ 1)+ + (126)

1 '1/‘:':,}-
i & Ot @ A=) g @+ 1)+ (@)
. r=
ou
O (@Am) — [ 1§ =
5 (m) T 228 (w + %) [/m’f_H 12—;1 o <w + " T)( ) qw (w + 1) +

-+ ;,&%;:g ijj Cop (@ 4L — 1) qay, (1) 4 -+

1 7'==‘l ] -
Ry 2 G (@ 2 — )3 gy, (2 - 1)]+
»

r=1

! 7~+1W1(W)—{—u2(a;)—}~~--——{—um(gc)q_...].,

q & (x4 n)d

+

Mais, d’apres ce que nous avons dit des termes u, (), ¢, (%),..., #,, (€),...,
de la série Y (z) nous avons u, (x) =o' (" DV () ol V,(x) satisfait
4 la relation (102). Ainsi, en vertu de notre hypothése relative aux diffé-

_ ()
rences a, — «,, nous voyons que la fonction £ (x) a la forme —-— ol

)

7 (x) devient un infiniment petit d’'un ordre aussi grand que celui de

e Sagl (991)
T, () —= e
! ( ) aq:;a:%»l €y

lorsque « = .
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De plus, en nous rappelant que 'expression (@ — « — 7)™ g, (x -+ 1) est
un polynéme de degré « —# en x nous voyons que le premier terme du
second membre de I'équation (126) a la forme

¢y, €5,..., Ca étant des constantes arbitraires. De la méme maniére, le deu-
xiéme, troisiéme,..., p*”¢ termes du second membre de ’équation (126) ont
respectivement les formes

1 riﬁ Cayp, @ 1 z ¢ x! ri‘z ¢y, &1
Tl [ 4 Y o s I — 9
m,;p-}-l Py e » mén+l A o 4+Bs preey m:+1 L O " 3

Catry Cataye.., €, étant des constantes arbitraires.
Pour toutes les valeurs suffisamment grandes de « nous pouvons donc
écrire

1 T::x , s 1 Jram , .
Y (@) = 4,00 o vauﬁw [REPpNE )

(127

PRANEREanis iy

i m;g+ 1

les constantes ¢, ¢5,,.., ¢, et 1a fonetion = (@) ayant les propriétés données
plus haut.

Nous avons donc établi 'équation (127) en supposant que toutes les
racines m,, ms,..., m, ont le méme module p. Si cetie condition n’est pas
remplie et que m,,..., m,, m, (h<p) représentent celles de ces racines dont
le module est maximum, on trouve directement I'équation analogue

r=a

Y (w) = ,mx;-x rzic x4 mx+1 Zﬁ Ga+¢ A R

re={ -1

= 1 1 ()
o E CotBioeefe X -~
)

les constantes ¢';, ¢;,..., C'arpiiesz €t la fonction = (x) ayant les propriétés
signalées plus haut. En effet, il suffit pour établir cette relation de suivre
encore la marche de la recherche analogue du § 13.

Ainsi, en appliquant le théoréme II et en faisant encore les ohservations
relatives & Péquation (104) nous arrivons au résultat général suivant:
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TutiortMe IV : Si, dans le théoréme III, les racines X, , k;,..., A, de Uéqua-

tion algébrique
B07\”'+B1 Am«l _{_._._‘}__Bn:O

ne sont pas distinctes, lo racine ), se répélant = fois, la racine L, se répé-
tant P fois,..., la racine ), se répélant o fois: (a4+P+y+--+o=mn)ce
théoreme (les autres conditions étant les mémes) reste encore vrai pourvu qu’en
posant § = le plus grand des nombres «, B, v,..., o, on remplace Uexpression

T ( T\L . ) .
»—(9—0—2 por %0_); (= (%) ayant lo méme signification quw’ auparavant) et qu’ on rem-

place les formes
y(@) =, 24 M+ -0, 2+ 2" e ()

Y (@) =, N e N4 -6 A+ 2 (@)
par ces autres

= ==

’ P P

g g @) =2 ¥ A Ny, @ 405 N G, @ - x0T A e ()
=1 r=1 =

3 r=a . r=4 . 1'=1§ - .

[’y (y=21 XY o2 + 'Aj‘,_)Jl I e LY Z1c¢+p+...+g+,w’ —+d 7 A e ()

A r=1 = =

respectivement, les quantités i, Xg,..., %, (R<p) élant celles des racines
Ay Rgyerry A, dont le module est minimum ef les constantes ¢,, ¢,,..., ¢, étant

encore arbilraires.

Ann Arbor, Etats-Unis, décembre, 1906.



