
Un problema sui 
coniugate  e sulle 
Laplace.  

s istemi di l inee fra loro 
re lat ive  trasformazioni  di 

(J0/~ PASQUALE CALAPSO, a Palermo.)  

Ano studio delle equazioni  l ineari  alle derivate parziali della forma 

O u 3 v  _ _  ~,~ Ba~,, ~ x  - - A ~ - u +  ~v  (l') 

si eollegano seeondo LAPLACE due t rasformazioni  L, L - '  deiinite rispettiva- 

mente  dalle formole 
1 0 x  

x~ ----- x - -  ~-  0 u  (3') 

Applicando al l 'equazione (1') o l 'una o l 'altra di queste trasformazioni,  
la (1') si cambia  in una  ,luova equazione della medes ima  forma. 

Rieordiamo il significato geometr ico di queste  trasformazioni.  Siano x,  
y, z, tre soluzioni della (1') e in terpre t iamo queste  come coordinate  carte- 
siane or togonat i  di un punto  P dello spazio ; at var iare  di u e v il punto  P 
de~crive un  s is tema coniugato.  

Applicando alle funzioni x, y, z la t rasformazione L, queste si cambiano 
in eert 'al tre funzioni x , ,  y, ,  z~; il punto  P dello spazio si cambia .in un  
punto  P1 e quest 'ul t imo al variare di u e v descrive un  nuovo sis tema con- 
iugato. 

Similmente appl icando alle funzioni x,  y,  z la t rasformazione L -~ il 
punto  P s i  cambia  in un  punto  P~. il quale al var iare  di u e v deserive a 
sua volta un  nuovo sis tema coniugato.  

Lo scopo della presente  Memoria  ~ la r icerea dei sistemi coniugati ,  per  
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cut entrambi i sistemi derivati con le trasformazioni L,  L- '  risultano or- 
togonali. 

Ogni sistema coniugato che gode di questa propriet~ lo chiameremo 
brevemente un sistema coniugato (G). 

Per la trattazione del problema conviene giovarsi di due teoremi di Gu~- 
CHARD (*) che possono enuuciarsi nel modo seguente:  

I) U~ sistema coniugato parallelo c~ un sistema coniugato (G) ~ ar~cor 
esso u~ sistema coniugato (G). 

ll) Per ogni sistema coniugato (G) esiste sempre u~ sistema coniugato 
ad esso parallelo che ammette gl'invarianti uguali. 

Q uesti teoremi permettono di limitare la ricerca alla formazione dei si- 
stemi coniugati (G) a invarianti uguali;  l 'equazione di LAeLACE relativa a uu 
siffatto sistema coniugato ~ in tal caso della forma 

~ '~x ~ x  ~ ~ x  (4') 

e la determinazione della funzione ? dipende da un'equazione differenziale 
alle derivate parziali di $o ordine. 

Nota la funzione ~ per avere defiuitivamente le funzioni x, y, z occorre 
integrate un sistema di RICCATL 

Per le varie questioni relative al problema proposto ~ molto utile in- 
trodurre l 'invariante H dell 'equazione (¥) definito dalla formola 

H--~ 
~ u ~ v  ~ u ~ v "  

Si pub allora domandare a c h e  condizioue deve soddisfare una funzione H 
affinch~ si possa assumere come invariante per un'equazione della forma ($') 
relativa a un sistema coniugato (G). 

La funzione H ~ caratterizzata dal fatto che le due equazioni nella fun- 
zione incognita ~ 

~u  ~v ~ s e n %  
(5'i 

debbono ammettere una soluzione comune. 

(~) S u r  les rdsec~ux qui, p a r  la ntdthode de LAI*LACE, se t ransforment  des deux c6tds e~t rd- 
seaux orthogonaux [Comptes Rendus, anno 190l, vol. 132, pg. ~49]. 
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Si riconosce frattanto una soluzione particolare del probtema; invero 
possiamo soddisfare alle precedenti porendo 

~ 0 ,  

~ log H 1. 
H ~ - - H  D u ~ v  = 

Quest'ultima col porre H ~  e °, assume la forma 

u 0-------v -~ 2 senh o. (6') 

Simihnente possiamo soddisfare alle (5') ponendo 

~ log H _ 
H ~ - -  H ~ u O v  . 

Quest'ultima col porre H =  e °, assume la forma 

- -  - -  2 cosh o. ( 7 ' )  
~ u ~ v  

Dopo le ricerche da me esposte in una precedente Memoria (*), sappiamo 
che le due equazioni (6'), (7') sono quelle d a  cui dipende la ricerca delle 
asintotiche virtuali di un paraboloide qualunque a punti  iperbolici. 

Iutorno a queste equazioni e alle varie questioni geometriche che vi si 
connettono, possediamo ormai le recenti Memorie del BIASCHI (**), in cui 
l'illustre geometra ha portato la teoria al massimo grado di sviluppo; per 
questa ragione non insistiamo su questa soluzione particolare del problema. 

Escludendo d'ora innanzi questi casi, per ottenere l ' invariante incognito H, 
elimineremo quest 'ultimo fra le (5') ed avremo per la funzione ~ l 'equazione 

(~) Sulla deformazione delle quadriche [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 
anno 1902, t. XVI, pg. 297]. 

(~)  rntorno alle superficie applicabili sui paraboloidi ed alle loro trasformazioni [Atti delia 
R. Accademia delle scienze di Torino, anno 1903, vol. XXXVIII, pg. 515]. 

Sullce deformazione dei pceraboloidi [Annali di Matematica, anno 1904, serie III,  vol. IX, 
pg. 247]. 

Sullc~ deformazione dei paraboloidi [Atti della Reale Aceademia dei Lineei, anno 1905, 
serie V, vol. XIV, pg. 359]. 
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differenzia le  d i $ . o  o rd ine  

b" log o) 1 = cot o, o" o~ (8') 
a u a v s e n  co a u ~ , ;  + ,sei~ o, a u ~ v a u a v 

D e t e r m i n a t a  nel  m o d o  pier genera le  u n a  so luz ione  (.) di ques t a  equaz ione  

se ne d e d u r r h  i m m e d i a t a m e n t e  l ' i nvar ian te  hmogn i to  p o n e n d o  

( * a- eV 
H= sefio, auav) " 

Qui ~ i n t e r e s san t e  r i solvere  il p r o b l e m a  seguen te  : 

Determ, ina, re tutti i sistemi coningati (G) ce invar ian t i  ugua, ti, da.to che. aict 
l ' invariante.  

Per  q u a n t o  sopra  abb i a mo  det to  a s segna re  l ' i nvar ian te  H ad n n  s i s t ema  

eon iuga to  (O), ~ q u a n t o  a s segna re  la so luz ione  o~ de l l ' equaz ione  differen- 

ziale (8'). 
Per  avere  a l lora  la funz ione  ? re la t iva  Ml ' equaz ione  (¥) del s i s t ema  con- 

iugato  (G), oeeorre  i n t eg ra t e  it s i s t ema  c o m p l e t o :  

~'-" ,o. _ a (n + 0 4 [cot  

" _ F n->~, an 9 ~ o. a (fl - -  co) cot  
a v "° a v [ °2 a v 

~ ~ sen 
~ u ~ v cos w - -  cos .Q 

a u  

~v  

4 W ~ = ( c o s ~ - - c o s O )  

~ u  ~ u t ° g  s e n o ) ~ u ~ v  q-  

2 W  ( 1 9~,~ ~-~ ~o* 
-~ g~-+-o~ s e n o ) ~ u g v J  9 u  ~' 

s e n  . . . . . . . . . . .  

q-  log' s e n o ) ~ u g , v  q -  

S e l l  . . . . . . . . . .  
2 

a (fl q-  co) a (9. - -  o,) __ sen  gt a s co 
9 u a v sen o~ a u  a v 

* a ~" o, a ( f i : h o , ) _  a ( a  - -  o,) _ 
s e n  ~ a u a v  a u  a v  

( *  °_' ? 
- -  (cos o , - -  cos a)  ~" sen  o, a u a v) ' 

i a ( a - o , )  } 
s e n  

2 W 02 ~ v 
\ 

1 ~-+- ~o a (~ +, , , )  1 
s e l l  . . . . . . .  

02 W 02 ~ u  

(9') 

(io') 

0 1 ' )  
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Dopo di che si conoscer~t la funzione ~ deiI'equazione (4:), e integrando 
un sistema di RlCCaTI si avranno definitivamente le funzioni x, y, z. 

L'integrazione introdurr~ manifestamente tre costanti arbitrarie. Possiamo 
dare altresi un procedimento,  mediante il quate si possono dedurre, da un 
noto sistema coniugato (G) ad invarianti uguali, intiniti sistemi coniugati (G), 
dipendenti da tre costanti arbitrarie, i quali hanno ill comune col primo 
l ' invariante; e sembra assai notevole che questo procedimento non richieda 
che soli calcoli algebriei e di derivazione. 

Per esporre con chiarezza questo procedimento, chiameremo superficie ~t 

ogni superficie di c u i l e  linee di eurvatura si possono far derivare mediante 
la trastbrmazione L da un sistema eoniugato (G) a invarianti uguali;  pari- 
menti chiameremo superficie ~. ogn[ superiieie di eui le linee di curvatura 
si possono far derivare mediante la trasformazione L -1 da un sistema con- 
iugato (G) a invarianti uguMi. 

Ora per le superficie ~L e -2~ sussiste il seguente teorema- 
L'inversione per  raggi  vettori reciproci ( trasformazione I )  t ras forma una  

superficie ~ in infinite nuove superficie ~ , e t ras forma par iment i  una  super- 

ficie ~ in  infinite nuove superficie ~ .  
Se ne deduce facilmente il procedimento in diseorso, cio~: 
Da u n  nolo sistema coniugato (G) a invar ian t i  uguali,  applicando la tra- 

s formazione L I L  'q (o la trasformazione L -~ 1L) ,  si hanno infiniti  sistemi 

coniugati (G) a invar ian t i  ugual i  dipendenti  da tre costanti arbitrarie. Tall 

sistemi coniugati  (G) avranno  in comune cot sistet~wt coniugato iniziale l'in- 
wtriante. 

Risoluta coli'integrazione del sistema completo (9'), (10'), (11') la que- 
stione di determinate tutti i sistemi coniugati (G) che ammettono un asse- 
gnato invariante, riteniamo fare un passo verso la soluzione definitiva del 
problema eollo stabilire una trasformazione per l'invariant.e, ossia una tra- 
sformazione per gl'integrali dell 'equazione differenziale di 4~.o ordine (8'). 

Tale trasformazione si riassume nel seguente teorema: 
Sec,) ~ u n a  soluzione della (8'), il sistema detle equazioni (9'), (i0') ~ illi- 

mitatamente integrabile ; si avr~ dall"integrazione una  funzione .q con tre co- 

stanti a, rbitrarie che sar~ una  nuova soluzione dell'equazione differenziale di 
4. ° ordine (8'). 

Completeremo infine il risultato ottenuto con-un'ul t ima proposizione la 
quale pub enunciarsi nel modo seguente:  

Se x, y, z sono le coordinate d 'un  punto  che descrive un  sistema coniu- 
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gato (G) a invarianti  uguali, ponendo 

( 

] 

si avranno per quadrature tre funzioni ~, "~, ~ che sono le coordinate di un 
punto che descrive un nuovo sistema coniugato (G) a invarianti  eguali. 

Ora supposto il sistema iaiziale (G) ottenuto partendo da una soluzione o) 
della (8') e integraudo il sistema completo (9'), (10'), (11') l ' invariante di (G) 
sarh 

en o) ~u-~v  ' 

e l ' invariante del nuovo sistema coniugato sar~ dato da 

H, = se~ ~ ~ . )  

Le formole (12') d~mno adunque per quadrature una trasformazione per 
i sistemi coniugati (G) a invarianti uguali che chiameremo trasformazione C; 
mediante la quale la funzione o) si cambia in f l e  l ' invariante H in H~. 

Frattanto rimane stabilito un metodo di trasformazioni per i sistemi coniu- 
gaff (G) a invarianti uguali che consiste nel comporre la trasformazione L I L - '  
(o la trasformazione L- '  I L )  colla trasformazione C. 

Sembra assai notevole che l'applicazione suceessiva,ed iltimitata di questo 
metodo di trasformazioni richieda soltanto successive quadrature. 

I. CONDIZIONI CABATTER1STICHE PER I S1STEMI CONIUGATI (G). 

i. Riferiamo una superficie S a d  un sistema coniugato di linee, e siano 

x = ~ ( u ,  ~), y = y ( u ,  ~)i ~ = ~ ( u ,  ~), (1) 

le coordinate correnti di un puuto della superficie. 
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Conservando le eonsuete notazioni,  porremo 

) ~=E, Z a ~ - - x = F ,  Z~av; G. (~) 

Denoteremo altresi con X, Y, Z i eoseni direttori della normale,  essendo 
le linee u e v conjugate si dovdt  avere :  

0% a-~ ~--- a--v 0% = 0. (3) 

In t rodur remo inoltre le funzioni 

D = - ~ a~ a_x D"= - ~ a x ax (I,) 
a u a u '  a--v a-~ ' 

sieeh~ le due tbrme fondamental i  delia superiicie sa ranno:  

E d u  ~ + 2 F d u d v - + -  G d v  ~, 

D d u2 -+- D" d v ~. 

(5) 

(6) 

In t rodur remo infine per la pr ima di queste forme i simboli di CHRI- 

Le funzioni x, y, z, X, ¥, 2; delle variabili u e v soddisfano al sistema 
s imultaneo : 

a ' x  t l 1 

a~x t 1 2  
a u a v - - i  1 

a~x 1 2 2  
a v= --i 1 

t ~ x +  t 1 t t a X + D x ,  
i a u  i ~ i a%  

!a_xq_ t  1 2 l a x  
t a ,, t ~ g-v ' 

~-u + ~-v + D"X, 

(7) 

a x  - - D  ( ax  F a x t  
a u - - E G - - F  ~\ u a v ] '  (8) 

ax D" (ua  ax) 
~ v - - E G - - F ~  ~ u - - E ~ - - v  ' (9) 

colle analoghe in y e z, che ~ i l l imitatamente integrabile in forza delle re- 
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lazioni 

aa Dv -- t 11~2 I D -- l " l f~ l I D "' (11) 

au--laD" ~l~{D,,_} I zi, (t~) 

ehe sono, corn'5 noto, neeessarie  e sufficienti. 
Con queste  notazioni le due t rasformazioni  di 

espresse r ispet t ivamente  dalle formole :  

LAPLACE .L~ +L -1 so r lo  

1 a x (13) 
m,=a~ ! l ~ l a v '  

I 1 ! 

1 a m (14) 
x 2 = x  l l ~ l a u ,  

eolle analoghe in y e z. 
2. Per  stabilire le eondizioni earat ter is t iehe per un  sistema eoniu- 

gato (G), eonviene derivare le (13) e (14) rispetto ad u e v, e l iminando per  
mezzo delle (7) le derivate delle funzioni x, y, z d 'ordine superiore  aI primo. 

Avremo eosi : 

~+~ ~ (~,o+I,~+ ,~+I) ~+ 

aa,1 i aX÷D,, 

~,~+++ I '  I~I I) ~+ t e 

(15) 
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0x~ 1 (~vlog~t I 21 i I 2 t ) 0 x  
~ - 1 1 ~ I .  2 t - t  i t ~-u'  

~x~ i 121 Ox DX)q- 

b ~ l  2 [~-~log i 122 111 122 ~)x , ~ l  l-I l+l I )  

(16) 

Donde, ponendo : 

, ,  I ) ° - , .  l~-I I.. 
t 1 2  11  t l l l E  ' 

si ricava : 

~ u  ~v -- I I 2 !~ log ~ l -1  ~e~l) M' 

Y.~u~v t12 u !--I 1 .N. 

Escluderemo dalle nostre considerazioni il caso in cui si annulla l'espres- 
sione : 

~ log i 112 2 I-I ~ 

perch6 in tal caso la superficie generata dal pu-nto x,, y,, z, si riduce a una 
curva; escluderemo del pari il caso in cui si annulla l'espressione :- 

~ lo~l~ I ,1~, 
Le condizioni caratteristiche per un sistema coniugato (G) sono dunque 
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date dall'annullarsi delle quantit'a M ed N; saranno cio~: 

( ~ l o g l  I 2 12  , 2 2  , ',+' I ~ i  t l  I e' 
(klog I i22 {+} I 2 2 I)E~-~I 1111Eq-I  1 i ,  2 I F" 

Queste a eausa delle identitgt 

22{ }a.~{ t a g  
1 F q -  2 G - - 2  av  

t 1 1 E q -  F - -  2 ? u  t :t 
si possono scrivere pi• semplieemente come segue: 

81og\G a log} 112 112 

u --~-~log 12~ q- 2 ~" (18) 

H. SEMPLIF[CAZIONE DELLE EQUAZIONI CARATTERISTICHE. 

3. Volendo esprimere questo risultato sotto forma pifl sempliee eon- 
viene introdurre come incogaite principal[ Ie funzioni ? e ~ definite rispet- 
tivamente dalle formole 

a~ I * 21 a~ t i 2 I 09) 
a--~--t 1 i '  a u - - t  2 i" 

[n questo modo le (17) e (18) integrate d'anno: 

....... a 9  log v G = log Sv -1- ? -q- X (u), 

log v E ~- log ~ q- ~ q- > (v), 

essendo ),(u) funzione della sola u e ,,. (v) funzione della sola v, 
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D'altra parte dalle (19) la funzione ~ ~ definita a meno di una funzione 
arbitraria della sola u, e parimenti la ~ ~ definita a meno di una funzione 
arbitraria della sola v; ond'~ ehe senza ledere la genera lit'h possiamo porre: 

log ~/0--~ log g-~ -b % 

e per eonseguenza 

a+ 
log v/E-= log ~ -I- q~, 

--  ~+ --  ~¢ 
(so) 

Cib posto ricorriamo alle identitk 

I ~ E  , l S ,  1 1 2  I 

, a G _ ~ ' ~ I ~ +  1 l S S l e .  

Queste permettono di esprimere la F per mezzo delle fimzioni ~ e ~ in 

due m°didifferenti;  inver° s°stituend° pe r le  quantitfil 1S  1 1  ' 1 ' 1 ~I~ le 

espressioni (19) e per le funzioni E, G 
zione si ottiene: 

F = e ~  9 u ~ v  

le espressioni (SO) dopo semplifica- 

u ~ v ~ v 3 u)  " (SS) 

Ne deriva tra le funzioni ~ e ~ la 

=e~V y u ~ v -  ~ u ~ v  

relazione fondamentale 

~V 
¢23) 

che in modo pih compendioso potremo scrivere 

0 u] ~ v) 
(s4) 
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§. I I [ . [  TEOREM[ DI GUICHARD. 

$. Per ]a trattazione det problema proposto giovano due teoremi di 
GUmHAHD, ehe nel presente paragrafo enuneieremo e dimostreremo diret- 
tamente. 

[ due teoremi in diseorso possono enuneiarsi sotto la forma seguente:  
:¢) Un zistema coniugato parcdlelo a un  sistema coniugato (G) ~ ancor 

esso un, sistema co Jdugato (G). 
~) Per ogni sistema coniugato (G), esiste sempre un  sistema coniugato 

ad esso parallelo che a mmette gl ' invarianti  uguali. 

Per la dimostrazione assumiamo anzitutto un sistema coniugato (G) per 
il quale conserverema le notazioni dei paragrali preeedenti. 

Un sistema coniugato ad esso paralMo 6 definito dalte equazioni : 

~ . - - 6 b  , - - ~ 6 b  , 

(25) 
~ ~ x  D'a b o y  ~'~ b ~Z ~-~ = b ~-~, a-~ = ~-~' a--~ = -~--~' 

in cui a e b soddisfano al sistema 

a ( b - -  a) ~ 9 ~ b __ (a - -  b) ~ ~ (26) a-7 ---- g~; '  a u  E i ;  

Sulla superficie luogo det punto ,, ~ "~, ~ l 'equazione di LAPLACE del si- 
sterna eoniugato assume la forma 

a~g b a ~ a ~  a a + a ~  
~ u O v  - -  a ~v  ~u -~- b Ou ~v  

e intradncendo per ht nuova superficie 

a V F e l l l O  : 

te quanti[h 

I i l ~ l '  I I 2 ', , E ' ,  G', 
l t 2 i  

r E '  = a V'E, v'G' = b CG, (27) 

~ I 2 t' _ b i  1 2 t t 1 2 ( ' = a i  1 2 ~ , (28) 
t 1 ~ a t  1 ~ t 2 ~ b t  2 t 
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Da queste per derivazione si rieava: 

log ~ /~  
3v 

ossia per la (17) 

log ~/G-~ ? log b 
~ v  9v 

log b -I- ~ log V O 
Ov 9v ' 

e~log I l l~l+ I lie I, 
Aneora derivando la prima delle (28) si ricava: 

log!  1 2 i' ~Iogb +~V__0 log~! 112 I log a 
~v 

ossia per la prima delle (26] 

9 log. ! 1 2 (' Dlogb 
~-; i i i -  ~v e~ l°gt~2t 1 il+(1--2-)l)lei' 

e per eonseguenza 

si ha quindi 

~,o~,J~ -~o~ 1°~' ~ ~ [ i  , +I '~t', ! 
Simihnente si dimostra aver luogo la relazione 

171 I': 3log V ~  ~ log + , 
O u  ~ u  

ed 5 cosi dimostrato il teorema I. 
Per la dimostrazione del teorema II osserviamo che in forza della (2~) 

esiste una ffmzione ~ che soddisfa al sistema simultaneo 

~ u  - -  ~ u  ~ u  

v eV-+ - -  ~ - ~ - -  ~ v  

(29) 

Assumendo una soluziane z di questo sistema, potremo soddisfare alle (26) 
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ponendo 

L'equazione di LAPLACE relativa al eorrispondente sistema eoniugato 
in tal caso 

ed ha per la (24~) gl'invarianti uguali. 

IV, I SISTEMI CONIUG~T[ (V) A INVARIANTI UGUALI. 

5. Dopo questi [eoremi limiteremo le nostre considerazioni ai sistemi 
coniugati (G) the ammettono gl'invarianti uguali; le formole relative si ot- 
terranno da quelle dei paragrafi I e i[ ponendo q , = ~ ;  si avr'~ quindi:  

- -  ( 3 o )  

e la (2~) risulta verificata identicamente. 
Le trasformazioni di LAPLACE saranno rappresentate analiticamente dalle 

formole 

O01 ~ X  
I Ox 

Ov 

1 Ox 

~_2'+ ~ u ' 
Ou 

(31) 

colle analoghe in y e z; la superficie luogo del punto x~ yl z, sar~ da noi 
detta superiieie ~ ,  e la superticie luogo del punto x~ y~ z~ sar~ da noi detta 
superficie ~ ; in altri tecmini ehiameremo superfieie ~ ogni superfieie di cui 
le linee di eurvatura si possono far derivare mediante la trasformazione L 
da un sistema coniugato (G) a invarianti uguali ;  parimenti chiameremo su- 
perficie ~2 ogni superfieie di eui le tinee di curvatura si possono far deri- 
rare  mediante la trastbrmazione L -~ da un sistema coniugato (G) a inva- 
rianti uguali. 
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6. Qui  ~ mol to  utile stabil ire la fo rma che a s sume  l ' e lemento  t ineare 
delle superficie z, e z.~. 

Secondo  le notaz ioni  in t rodot te  la p r ima  delle (15)si  pub  met te re  sot to 
la fo rma  

~?  ~0~, ( a ~ l o g  a ~ ~ ) ~ x  (32) 

Donde  de r ivaudo  r ispet to  a v 

a v a u ~ v  -~ a v = a u -  a u ~ v - l ° g ~ - v  ': a u a v  ~v + 

-t- log ~ v ~-u a v ~ " 

Inol t re  si ha  dalla  p r ima  delle (31) 

a~, I (~ loga¢  a~)ax 1 a'0~ 
a v -  a 2 ~ ÷ a - ~  g ~ - -  a 2 a v  ~ 

a v  a v  

(3a) 

(3+) 

Dalle (32), (33), (3~) e l iminando  la funzione  x e r idueendo  si o t t i ene :  

9 ~x, _ ~ ~ log q- 
auav ~u au ~ ~7 

~- v ~ v a-~ -> log y a x, u a v  a u a v  a T '  

che ~ l ' equaz ione  di LaPLaCE delle l inee di cu rva tu ra  di x, .  
D'al t ra  par te  d e n o t a n d o  con 

(a5) 

El d u ~ q-  G, d v ~ 

l ' e lemento  l ineare delia superficie z , ,  l ' equazione  di LAPLACE delie sue linee 
di cu rva tu ra  sar~t: 

a = xL _ a log VEt a x~ -k- a log v GL a x, 
a u a v  av 9u aU av 

Ed allora si dovr& avere:  

a log v E, __ 9 ~ a 
a s  a v  a v  

9 log v Gt a 
~,,, a u  

l°g~,Ta--~l°g~auav a u a v ' 

a 99 
a u log g-~ • 
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Se ne deduce integrando : 

v ' E [ = O ' ( ~  ? ~ log ~?) u ~ u  ~-~ • U, 

v GH= • v ,  o? 
0v 

essendo U funzione della sola u, V funzione della so lav .  
Ora per una conveniente scelta de1 parametro v, possiamo supporre senza 

ledere la generalit'& V =  1, quindi scriveremo: 

ev (36) V G , =  t3 ? 

Per determinare definitivamente la quantit/t V E,, baster/t quadrare la (32), 
avrenlo eosi : 

eotle analoghe in y e z, da eui sommando e sempliticando: 

e per conseguenza: 

log E,  = e~ ~u  Ou Or] 

- -  (~? 0 logO?) v E,  = +_ e~ -~ u O u b-~ " 

Per togliere l'incertezza del segno, sottragghiamo le (31); avremo cosi: 

Xl 
1 Ox 1 ~x 

Ou 0 v 

cotte analoghe in y e z, da cui quadrando, sommando ed osservando le (30): 

e~-~ (0~_u? 

u 

07 log 3~ ) .  u 

O? Ora per le (30) la quantifft ~ nel campo di variabilit'& che si considera 
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positiva; eoneludiamo pereib the  l 'espressione 

O? 0 l o g ~ ?  

rappresenta a meno di un fatter positive il quadrate  della distanza di due 
punti corrispondenti sulle superfieie x, e x~. 

Essa 6 quindi positiva, sicch6 seriveremo: 

- 

' (~-'? ~ log . (37) 

Similmente per una eonveniente seelta deI parametro u i coeflicienti del- 
l 'elemento lineare della superficie ~ avranno la forma: 

u 

7. Stabilita eosi la forma the assume l 'elemento lineare sulle super- 
ticie x~ e x~, possiamo facihnente ottenere le quantith D, D" relative alia su- 
perficie iniziale S. Poniamo a tal uopo per semplieit'h : 

sar~ per la (17): 

t 1 t 

1 [~ log ~ G 

t 1 i 

e la seeonda delle (15) si seriverh: 

~x, Dx ~x  D tp 

- X .  

i l 1 

(3s) 

Annali di Matematica, Serie [II, Tome  XIII. ~29 
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ossia:  

. . . . .  n ~ m  - -  X .  

a,, a u  t 1 
(39) 

Dalla (38) ed analoghe in y e z q u a d r a n d o  e sommando ,  si h a :  

G, = E .m ~" -~- G n: -}- 
n ~2 

1 2 !'~ - ~ - 2 F m n .  

Similmente datla (39) quadrando ,  s o m m a n d o  e t enendo  conto che 

s[ ott iene : 

G, q-  G n ~ -~ E m '~ 
D,,~ 

S o m m a n d o  colla precedente  e semplif icando si o t t i ene :  

D,,~ 
= G, - -  m ( E m  ÷ / v  n), 

Ques t 'u l t ima a causa  dell'identit'~ 

si pus  scr ivere:  

E m ~, F n = m 
E G - - F  ~ 

G 

D "~ E G  - -  F 2 

Ed ora ponendo  per  m la sua  espress ione effettiva e per  G, l 'espressione 
sopra  staMlita (36) avrmno dei in i t ivamente :  

Simihnente:  

D,,~ = e~.r _ E G - -  F~  ! 2 ~ t ~ 
G t l i (40) 

D2 e2v E G -  - F ~  i I 1 {~ . 
E i 2 t (¢1) 
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8. Qui 6 interessante dimostrare che le funzioni 
dalIa (10) e dalla (40) veriiicano neeessariamente la (12). 

Invero la (10) si pub scrivere: 

D e D "  definite 

~u G t 1 ! = 
DD" 

v E G - - F  ~ 

ossia sviluppando la derivazione al 2. ° membro e tenendo conto che 

avremo : 

u 

~ E G - - F " = V E G _ F ~  t ~ 2 t_t_~_ ~ , 

(},EG--F~ 2 2 I) DD" 
G 1 1 - - -~vEG__F ~q- 

-t 

Ed ora in forza dell'identith 

G ~ ~ v  e ~v 

8 v O  
~v 

_ e V ( 1 2 2  t b l o g ? ?  ~ 2 2  {~, ]  
1 t b,--i ~ + i  o ! ~ , j ,  

scriveremo deiinitivamente : 

~,-~, 0 i I = ~  E G - - F - "  
VEGG--F:  I 2 ~2 t ~ l o g 3 ?  (~2) 

Ci6 posto scriviamo ht (40) sotto la tbrma: 

t~ .7 

) 

Derivando rispetto ad u e tenendo presente la (4,2) otteniamo : 
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ossia: 
[~ (n"") 

~ D"~ I 2 -r- C2 D D" t = 

d- 
u ~ v  (aq a [ 

Ma la parentes i  del secondo  m e m b r o  ~ per  la (gO) iden t ieamente  nulla,  
ne segxte: 

8-~; . . . .  2 -F- 2 D D'  I 

c i o ~  : 

= 0 .  

come volevas[ dimostrare .  
S imi lmente  si d imos t ra  c h e t e  funzioni  D e D" definite dalla (10) e 

dalla (44) verif icano la (11); ed altora poss i amo c o n d u d e r e  che la. condizione 
necessar ia  e suffieiente per  la funzione  iacoga i ta  ? si ot terr~ e l iminando  D 
e D" fra le (10), (80), (~1). 

9. Per  p resen ta re  la condiz ione  r ichiesta  sot to la fbrma definit iva con- 
viene in t rodur re  l ' invaHante  H del l ' equazione di LAPLACE 

cio~ por remo 

Y x  ~ ? S x  8 7 8 x  

H = =  a ,? a . . . . .  ? a:? (4,3) a ~  8v 8 u a v  

Sos t i tuendo  ai s imboli  di CHRtSTO1,T~I. i valori  effettivi, a v r e m o :  

(I~G.--F:):~'Ta~ ~ [a~¢11- -  ~ H an 8-~ ' 

\ -  8u. 8v  ,, 
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Cib posto assumendo la (10) sotto la forma ($2) e sostituendo in questa 

al simbolo I 212 I la sua effettiva espressione deaotta dalla (4~)e (4~6)dopo 
riduzione avremo : 

D D" (E G .-- F 2) e-¢v = (H ~ - -  H 

ossia 

a:log!t)aua ( 2Ha~ouava? H ~ ) _  

O ' ~ H ~ + ~  H ~ + H  ? ? O~ OH 
Ou ~ O v ~ UU ~ ~ u  ~ O v O~, + 

H - -  H -~- 

÷ 
~v~'OuOu Ou\~v) Ou Ou~v~u  Ov 

D D ' ( E G - - F ~ ) e - 6 v = ( H  ~ - 1 t -  ~logH~(~u~ ) 2H~u?v~?3? H ) - -  

1 1tl - -  e-~V 2 1 ~ E G 

da eui semplitieando 

E G - - F  ~ 1 
(&7) 

Frattanto la eondizione riehiesta per la funzione ~p si pub mettere sotto 
la forma : 

[e~ E G --  1~ '~ E t I 1 E G ~ F  ~ 2 o. 

Possiamo quindi enunciate i[ risultato seguente: 
Co~uli.'ione necessa, r ia e sufficiet~te affineh~ l'equazione di LAPLAC~ 

s'ia l'equa.zione di un, si,stema coniugato (G), 5 d~e la ft tnzione ? sia una  so- 
htzione delt'eq~ta, zione differenziale di 4o ordine (~8). 
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Nota urta soluziotte di questa equazione, se ne dedurr~treno le coordi- 

nate x, y ,  z del punto che descrive il sistema coniugato integrartdo il #istenm 

completo (7), (8), (9). 

§ V. ESAME OI ALCUNI CASI PARTICOLARI. 

10. In questo paragrafo esamineremo aleune soluzioni particolari del- 
l 'equazione di 4~. ° ordine (~S). 

A tale scopo 'osserv iamo ehe questa equazione lqsulta identieamente sod- 
disfatta se si pone s imul taneamente  

v E  2 v (~ • 1 

H-' - -  H 9° log H _ 1. 

Noi dimostreremo the  queste due equazioni ammet tono  effettivamente 
soluzioni comuni,  the  daranno manifes tamente  soluzioni part ieoh ' i r idel  no- 
stro problema. 

Per la dimostrazione di quanto  abbiamo asseri to scriveremo Ia prima 
delle (z~9), in forza della (44) e della (~5), sotto la forma 

ed assoeieremo a questa l 'equazione 

~" ? ~ ? ~ ? - -  H. (51) a u ~ v - - O u  Ov 

Pensando queste due equazioni come un sistema simultaneo nel!a thn- 
zione incognita ? in eui H sia una  soluzione qualunque delt 'equazione di 

2. ° ordine 
. 9 ~ log H 

I t  ~ - -  ~ ) ~ ~ ~ - -  1, (5~2) 

si t rova con un  calcolo facile ehe esso b~ illi initatamente integrabile. 
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Concludiamo quindi che le (49) ammettono infinite soluzioni comuni di- 
pendenti da due funzioni arbitrarie; per determinarle basterh assumere nel 
modo pifi generale una soluzione della (52) e integrate il sistema simul- 
taneo (50), (51). 

11. Similmente possiamo soddisfare alla (48) pouendo 

l 1 1 1  1 1 2 2  
VE- 1 = -- V--~ = I I' 
H ~ H ~~ log H 

- -  1 .  

Invero si dimostra come precedentemente che queste equazioni ammet- 
tono intinite soluzioni comuni, le quali si otter~gono assumendo nel modo 
pifi generale una soluzione dell'equazione 

~ log H I, 
H ' 2 - - H  ~ u ~ v  - -  

e integrando il sistema 

~ ?  (~ ,~  ~ ? ~ l o g H  = - - - -  

~ ~? ~? H. 

~ '?  [~?V ~?~logH 

(53) 

La determinazione di queste soluzioni particolari dipende adunque dal- 
l'integrazione delle due equazioni (52), (53). Queste col porte H ~ e  ° assu- 
mono rispettivamente la forma: 

-- 2 senh o, 

~ O 
- - ~ 2 cosh o. ~u~v  

Risulta dalle ricerche da me esposte nella Memoria sopra citata che 
queste equazioni sono queue da cui dipende la ricerca delle assintotiche 

vir tual i  di un paraboloide qualunque a punti iperbotici. 
La teoria di queste equazioni e delle questioni geometriche che vi si 

conaettono, ha ormai raggiunto dopo le Memorie de[ BIA~cm il massimo 
grado di sviluppo; per questa ragio~qe abbandoneremo l'esame di questi casi 
particolari e ritorneremo al problenia soito la forma pih generale. 
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,~ V[, CONDIZ:[ONI CARATTERISTICHE PER L'INVARIANTE. 

1~. Ora  vogl iamo stabi l i re  le eondiz ion i  a eui deve  sodd is fa re  u n a  tim- 
zione H at t inehb si possa  a s s u m e r e  c o m e  inva r i an te  per  un  s i s t ema  eoniu-  

gato  (G). 
Per  e o n d u r r e  con  sempl ie i th  i ealeoli relat ivi  i n t r o d u r r e m o  due  funz ioni  

ausi l iar ie  ;~ e ~,. def ini te  r i s p e t t i v a m e n t e  dalle f o r m o l e :  

D" D 
sen  ), = ~)-.  s e n / ,  = ~)- • (SZ~) 

In  forza  de | le  (/~0) e (44) p o s s i a m o  p o r r e  senza  ledere  la~ g e n e r a l i t h :  

e ° s ; ~ - - ' E G - - - F ~ [  21~2 i ' E G - - I ¢ ~ I  121 l" (55) 
e~  ~ "0"::~- , c o s  7- - -  e~  ~ ~- 

Con ques t a  no t az ione  la (4~8) si pu6  se r ive re :  

~- log H 
cos 0' - -  t'-) ~ H~ - -  H ~ u ~ v (56) 

Dalle (SQ inol t re  per  de r ivaz ione  t e n e n d o  p resen t i  le (54~) 

le (55), ( I t ) ,  (/~2), si h a :  

~), e ~  G 

~u ~ EG---F ~ 

~y. _ _  e ' e ~  E 

"Or ~ E G - - F  ~ 

sen F-, 

sen  ),. 

s tesse  e 

(,57) 

D o n d e  mol t ip l i eando  ed o s s e r v a n d o  la (4~6) : 

X ~ t* _ ~ u  ? v  sen  X sen  ~,. 

~u?v  2 H ~  O~v H~ 
(5s) 

Q u e s t a  re laz ione  si pub  scr ivere  a l t r e s i :  

_ H  = 2 - -  sen  ;( sen  ~" 

~u~v H ? u ~ v  
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e f i n a h n e n t e  s o s t i t u e n d o  al p r i m o  m e m b r o  pe r  H l a  sua  e s p r e s s i o n e  effet t iva 
e r a m m e n t a n d o  le (3.)), o t t e n i a m o  d o p o  r i d u z i o n e  : 

F sen  ), s e n / ,  1. (59) 

~ u ~ v  

13. Ora  d e r i v a n d o  le (57) a v r e m o :  

~ u ~ v - -  ~ E G ~ F '~ | e ° s '~ '~v -C-  sen  y. 
(~ log  ~ O - - I  ~2°~ 

che  in forza  de l l ' i den t i t~  

p o t r e m o  se r ivere  : 

I 

O l o g ~ G  t ~ ~ !I 2 +2 I /~: 
av t ~ ~-I ~ ! o  

- t; 
ossia  p e r  le (55) e (57)5 

~ u ~ v  - -  co t  l* ~ u ~ v F cot  ) 0 ?, ~ 7. 
E G ~ u D v 

ed inf ine  pe r  la (59): 

~ ;~ (co t  
' ~  ~ ,~ .  1 

x + cot  l*) ~ 0 v H cos ), sen  t~. (60) 

S i m i l m e n t e  si r i cava :  

°~ Y" -~ (col  ~. -]- 
~ u ~ v  

)D ),~:* 1 
cot  ), ~ u ~ v H sen  ), c o s / , .  ((~l) 

Da q u e s t e  s o t t r a e n d o  si d e d u c e :  

b ~ (~ - -  ~.) (au) 

Q u e s t a  e la (56) p o n e n d o  Z - - tL  = o) si p o t r a n n o  scr ivere :  

b ~ ~ 1 
a u a v - -  H sen  o~, I 

~'~ log  H 1 
c o s ( . ~ H  ~ - H  ~ n 0 v  " 

Aunali di Ma,tematica, Serie III, Tomo XIII. 30 
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l& Frattan.to si vede the  affineh~ una  funzione H si possa assumere  
come invariante  per un  sis tema coniugato (G) 5 necessario che le (63) nella 
fimzione ineognita ~ debbono ammet te re  una  soluzione comune.  

El iminando fra esse l ' invar iante  H(*)  avremo per la funzione c0 l 'equa- 
zione differenziale alle derivate parziali di 4 ° o rd ine :  

u ~ , san ~,~ ~ u ~ ,  + sen ~ ~ u 9 v] = eat ~ ~ u ~ ~-----,' " 

Vieeversa d imos t re remo in seguito il seguente  teorema,  ehe ch iameremo teo- 
r ema  fondamenta le :  

Se o) ~ una  soluzione dell'equazione di 4 ° ordine (6~), esistono ~ sislemi 
coniugati (G) a invariant i  uguali  per cui l ' invarianle ~ dato dallct fo~nnola: 

H = (  1 b ~  t - '  
s e n  o) 0 u~;~') ' 

15. Qui ~ oppor tuno  stabilire un  sistema di formole molto utili per il 

seguito della presente  memoria.  
Derivando rispetto ad u la pr ima della (57) a tenendo present i  le (57) 

stesse, si ha: 

9"~)' cot t~ • (65) 
~'=-u~'= ~u ~u - ~ -  ~u  i 1 

D'al t ra  parte  r icordiamo l'identit&: 

i t   log E_ll l t  F " 

Questa  per  la see6nda delle (55) si pu6 scrivere: 

1 It ~tog~,E eV~,G 
t 1 t - -  ~ u  v ' E G _ _ F  ~c°s~" 

F 

~ E G  

ed ancora  per la pr ima della (57) e per la (59): 

1 1t a l o g ~ E  ~_cot : .__  1 
t i i  " 

~u dv 

(~) Qui escludiamo dalle nostre considerazioni i casi in cui si abbia ~o~0 oppure ~o~7~, 
che forniscono le soluzioni particolari osservate aI § V. 
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Ed  ora  s o s t i t u e n d o  nel la  (65) a v r e m o :  

a~, a (;~ H-t-,.) O). {a log  v G a l o g ~  E 
a~ )' - -  c ° t  ~" + g - g \  ~-,; ~ u  
9 u:  a u a u 

_ _  _ sen  ). cos t'-). 

In t ine  o s s e r v i a m o  t h e  per  le (54~), (55), (57) pos s i amo  ser ivere :  

s e n ) , c o s v ,  1 E G - - F  "~1 11 
- - - ~ - - - -  o ]  a ' ~u. H e" E t ~2 ' i 

H - - =  
a v  

ossia  pe r  la (45): 

= ~  a ~  a ~ a l o g H  sen 7, cos ~,. log - -  --:' - -  • 
at* Ou  a u  Ou  Ha-g,  

Sos t i t uendo  in (66) e sempl i t i cando  co l l ' osse rvare  le (30) av r emo :  

b'f_~_~ _ cot  # O ), O 0, H- u.) O), a log H 
a u  Ou  a u  a u  

0X 
a u  

9 v  

E q u e s t a  pe r  le (5~) e (57) s c r ive remo  de f in i t ivamen te :  

a ~ ~, a x a 0, + ~,-) 
Ou-~ = cot  7- ~ T  - - a . T - -  

aX 9 1 o g H  H D D "  

- -  ) u O u + sen ), v"E G --- F"  

S i m i l m e n t e  si r i cava :  

D D "  a= '~" - -  cot  ), a ,  a 0' q -  ~'-) a~,. a log H d H 
av  ' a v  a v  9 v  a v  s e n ~ . v E G _ F  ~ 

16. l no l t r e  si ha  dal le  (5~): 

ossia  per  le (57): 

D D " - ~  e~V sen ), sen  ,v., 

D D" 1 a'*,8 l~ 
G F " - -  - -  ~ E G  ~ u ~ v  

(60) 

(67) 

(68) 
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D o n d e  mol t ip l i cando  m e m b r o  a l nembro  e t e n e n d o  p re sen te  le (30): 

D ~ D"'  ~ u  ~ v 
E G - - F  "° - sen  )~ sen g" ~ ; ~ y  , 

e per la (58): 
D"-D "~- 2 ~ ) , ~ .  1 

E G - -  F ~ - -  ~ I  sen  ), sen  y. a u a 7v H'  sen~ )" sen~ y'" (69) 

Da ques t~  int ine p o n e n d o :  
DD" w - (70) 

E G - - F  ~ 

d e r i v a n d o  e s o s t i t u e n d o  per  le de r iva te  seconde  di ;~ e ~. le espress ioni  (60), 

(61), (67), (68) dopo  sempl i f icaz ione  si o t t i ene :  

~ W  ~y. ~,;~ ~, .  ~ l o g H w , . i  a u - -  sen ~. -a-~- -t- (co~ ;~ q-  cot  ~,.) 7 7  W--t- cot :, 7 ~ -  W a u 
¢ 
:- (71) 

a W sen  ), a a (cot) ,  q-  cot  ,,) a ~,. a ;~ a log g 1 a ,~--7 = - ~ 7  -+- ~ W-~- cot ;~ ~ b -  W a v W .  

17. Stabi l i te  eosi ques t e  ff)rmole f o n d a me n t a l i ,  i n t r o d u r r e m o  la fun- 

z ione ~.~. def in i ta  dal la  r e l az ione :  

~..) = ) ,  q -  >. 
1 l ) 

Sa.ri~ al lora :  ;~ = ~-  (~- -F  @, ~. ~ .2- (~. - -  @, (7o~) 

e s o s t i t u e n d o  nel la  ((;0), (67), (68) pet' ), e e, ques te  espt 'essioni  e t e n e n d o  
presen t i  le (63) o t t e n i a m o  il s i s t ema  seguen t e :  

u'- - -  ~ u ~2 ~ u -~- ~ u  log sen o, ~ u  ~ v -~ 

o--q a(9---o~) c o t '  
i) v ~ a v t 

6e -~- s e l l  -Q 

u ~ v cos ~ - -  cos .q 

sen  2 

2 ~ v - ÷ g v  l °g  sen o~u};v  

+ .Q-, , ,  sea o,a a>/ 
s e n .  o 

a (-q -% (,,) a ((-)- --- @ sen  -q a '~ o~ 
u i~v sen¢.) ~ u ~ v  

(73) 



e s td l e  r e l a t i v e  t r a s f o r m a z i o n i  eli L a p l a c e .  0231 

Similmente  sost i tuendo nella (69) per ), e ~.,. le espressioni  (702) e per  H 
1 espressl( ne (63). avremo:  

4 W  = = ( c o s  o, - -  c o s  o.) 
t a ~ o, a ( n  -~- ~,) a a - -  ~,) 

sen ~a  u~) v ~ u a v 

1 a~'°' t" 
- -  ( c o s ° , -  c o s  .q)" Seno ,  a u avl " 

(74) 

Infine ana logamente  operando sulle (71), av remo:  

a w  
)~7 = sen 

~ w  
~v 

n - -  o, a ( .q - -  o, ) ~ _ ÷ 
2 O v c o s  ~,) - -  c o s  ~ ~ u 

02 ~u  ~ 2 W o  log s e n o ~ O u ~ ] '  

~ a + o ~ 9 ( : ~ . + o ~ )  02Wsenn a(~n - - o ~ ) +  
- - s e n  02 ~ u  + c o s o - - c o s n  ~v 

02 8v k 2 W  , log se o, a u , a v ) "  , 

(7,5) 

Queste  sono le formole che volevamo stabitire. 
In torno al s istema (73),  (74)  si possono verificare le seguenti  propriet 'a: 

1. ° Dalle (73)  e (74) seguono le (75). 
°2.° I1 sistema (73), (74) ~ i l l imitatamente integrabile in forza della (64). 

§ V I [ .  [{APPIIESENTA7IONI:] SFERIC,k DI Gauss. 

18. I teoremi dimostrat i  at § iII  laseiano prevedere  ehe i sistemi con- 
iugati (G) si possono definire mediante  propriet'a earat terist iehe delia loro 
rappresentaz ione  sferiea. 

Noi per tanto  proeederemo alia rieerca di queste propriet'a. 
Denotando  con: 

d s '~ == e d u ~ -4- 2 yet u d v @ g d v ' ,  (76) 

l ' e lemento  l ineare sferieo, si ha  da formole no te :  

G D  ~ F D D "  
e ~ -  f - -  

E D "~ 

~'J G - -  F 2" E G - -  F ~" ' g = E  G - F ~" " 
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Quindi  osservando le (5~) e (57) avremo:  

e = ' g -  l, gcv] " \b u/ 
Inoltre essendo: 

F = v 'E  G --- e~v//,  

H 

e~V H - -  v E G 
potremo scrivere : 

f - -  

e per la (Y+~) e (57): 

f . . . . . . .  ~ ;  a-Tv ÷-  

E G - - F  ~ 

2 t /  a v  

• e=~ ' sen X sen l~., 

sen X sen ~. 

[nfine per la (58): 

3), ~7. 1 
f ~ a u  a v H -ran ), sen :,. 

Dopo i risultati  eonseguiti  net paragrafo preeedente  pot remo esprimere 
le qua ntit'h e, f, g per mezzo delle funzioni o) e .q; siech~ scr iveremo:  

1 [ a ( n ÷ ~ )  V , e = 3 ,  ~ u  

g . . . . .  ~v 

1 (? (~: -+- o~) a 6 o- ,-- o,) 1 a ~ o~ 
f ..... & a u  av  sen°)  a u a v  

Ne deriva 51eilmente per la (T&): 

e g - - f ' =  W ~. 

sell --~2--. sen - - ~ - - - .  

i (77) 

(78) 

a ~ e  i 1 2 (  7 + i  1~2{ ' f 
a v  - - j  1 i v i 2 t. ~ e  

19. In cib ehe segue ei proponi~tmo di stabilire le proprieth relative 
alia forma (76) in eui le quant i th  e, [, g sono definite dalle (77). A tale scopo 

t 

sar'a utile caleolare i simboli !i i ll~ f relativi alia (76). 

Fra t tanto  r icorr iamo alle ident i th :  
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[no l t r e  da l le  (77) a b b i a m o :  

- -  , (~ = +  1) [ 

_ 1 ~ ('-q - -  (,,) i 
~'~ Ov . . . .  ( , ' = + 1 ) _ _  ! 

/ 

(79) 

Da  q u e s t e  d e r i v a n d o  ed  e l i m i n a n d o  per  m e z z o  del le  (73) le d e r i v a t e  di 

.2.' o r d i n e  de l l a  f~, o t t e n i a m o :  

/; ~ e sen  ,~ ~ (n  + o~) ~ (~). - -  ~)) s e n  ~ - -  sen  n b ~ o) 
z ~ v = *2 (cos o) - -  cos  -q) ~ u 0 ~  *2 sen  o) 0 u ~ v ' 

, ~ ~ g s en  .q ~ (.q + o~) ~ (n  - -  o~) s en  co + s e n  ~). ~ co 
u .2 (cos o~ - -  cos  .q) 0 u ~ v *2 s e n  o~ ~ u 0 v " 

P o r t a n d o  q u e s t e  

le q u a n t i t h  i n e o g n i t e  

oss i a  : 

e s p r e s s i o n i  e le (77) hel le  (78) q u e s t e  f o r n i s e o n o  p e r  

t 1 . 2 /  i 1 .2 (' 
l 1 ~' t ~ ! le e s p r e s s i o n i  s e g u e n t i :  

(s~)) 

1 .2 t' , "q - - c o  'i 
~ 1 ! =  :'~ ~ c ° t ~ - '  f 
t 1 .2 I' - .c,.+o~ 
t *2 i : ~ v ' e e ° t ~  - ] 

( s l )  

In  s e e o n d o  l u o g o  r i c o r r i a m o  al le  ident i tY:  

log  W t l i  I' 1 .2 I' t 

l o g W  ~ . 2 . 2 ~ '  ~ 1 .2  t' (81') 

~ i  .2 i + i  l i J ~ v  

S o s t i t u e n d o  in q u e s t e  p e r  le d e r i v a t e  de l la  W le e s p r e s s i o n i  (75) e pe r  

1 2 t '  ~ 1 .2S' 
i s i m b o l i  I 1 ! '  i .2 i le (80), a v r e m o :  
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t 1. ( I P- - -  <,, a (.q - -  +) , '~ -- (o a .q 
- -  0 - sen .... ;v -':- cot  -- F 

t 1 ~ _ 11" ~ ' -  ~ ~, .~2 P, u. 

-F ~ l 
-~--~ log ( sen  

~ 02 t' _ 1 sen ~ - t - ~  a ..... ('q~, . . . . . .  + ~") + cot  

, 

p. _,L (o ~, ~_) 
L -  

a Y  

4- - ~  ,sen o, F-;;-~-vJ " 

Infine r i c o r d a n d o  le ident i t~:  

i 
(sa) 

a v e  i l  1t' e-_4 t l  1t' f 
a u  = t  1 ! t 02 i~7~:' 

e t e n e n d o  p resen t i  le (77), (802), (7.¢) o t t e n i a m o  dopo r i d u z i o n e :  

t 1 1 t '  - 1 ~--o) 
I 02 t - ~ ¢ e ' N s e n f '  

i °2 02 t ' = . : , \  - 1 n - l - o ~  
1 1 ~ g . ~ s e n - - 0 2 - - ,  

020. Ci6 pos to  se fra le (79) e (81) e l imin iamo le funzioni  n, 
le condiz ion i  r ichieste ,  dote:  

(83) 

~o & v r e l B o  

t t ~ t ' a l o g v g  a t 1 02 ¢' t'' 1 
i 1 i a v  - - a v ~  l ~ _ > t  1 02 , t 1 ~ + g '  ! 

i 02 i ~u = ~ u j  °2 { + t  e ~ ÷ ~  ) 
S i m i l m e n t e  e l im inando  fra le (83) e (79) le funz ioni  .% o~ t e n e n d o  pre- 

sent i  le (81), a v r e m o  al tresi :  

r 
I I 1 ( ' a l o g ~ e _  3 I 1 1 t i_ 

I 02 02 ( ' a l o g \  g ~ t 02- 02 I( 
t 1 1 ~ u - - - ~ - u t  1 H- 

I l t'i 02021' i 
0 2 1 i 0 2 t '  

02 ~ ! ' t  1 1 (. t 
1 ~ t l t ,  

(8~) 

Qui b i n t e r e s s a n t e - o s s e r v a r e  che dalla coes i s tenza  delle (8~) e (,85) segue 
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c h e l a  forma (76) ha  Ia cu rva tu ra  ------}-I, e viceversa da l l ' ipo tes i  c h e l a  
forma (76) ha  la cu rva tu ra  = - ~ - 1  e dalle (85) seguono  le (85). 

Poss iamo quindi  enunc ia re  il r isul ta to  seguente ' :  
Se co ~ una  soluzione dell'equazione differenziale (65), e .q ~ una  soluzione 

deI sistema completo (73), (75), ponendo: 

g = ~ -  0v  

I a ( ~ + , o )  a (-q--~) fl-~-~, a - - o ,  
f ~ & a u a v sen ---~-- sen 02 

la forma differenziale 

d s  '°" ~__ed u'~_~ e f d u d  v_~_g d v'~ 

e ~  

1 ~" o~ 

s e n ~  a u S v  

(86) 

avrg la curvatura ~----~ 1, e i suoi coefficienti soddis faranno alle condizioni (85). 

§ V I I I .  DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA FONDAMENTALE. 

021. E qui  il m o m e n t o  di d imos t ra re  il t eo rema  fondamenta le ,  per  il 
t h e  m o s t r e r e m o  anzi tu t to  che u n  s i s tema coniuga to  la cui r appresen taz ione  
sferica soddisfa le (85) b necessa r i amen te  u n  s is tema coniuga to  (G). 

Invero un  s i s tema coniuga to  si pu6 r i tenere  delini to a m e n o  di movi- 
ment i  dalla sua  r appresen taz ione  sferica e da due funzidni  D e 0" the  veri- 
ficano le re laz ioni :  

aD t102 I' i l ld '~ , ,  
av = i  I ° - - t  02 i - '  

a u - )  02 w - i l  i N 
(87) 

Si avrh a l lo ra :  

E gD2 f D D "  
e g - - - f  "a ' eg  - - f ~ '  

e D" 
G - -  f ~ ,  e g - -  

!102!= D"!tlI '  ~1~I_ 
t t t  D t 0 2 i ' i 0 2 i  

° ~102 t' 

(ss) 

(sg) 

Annali di Matematica, Serie I]I, Tomo XIll. 3l 
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Da queste per derivazione tenendo presenti  le (87) si ricava: 

log -t- , - -  log ! 1 ~ ' 

log ~ G- ~ log D' ~ log v e- 

~ v  - -  Ov ~- 0 v  

e per la pr ima delle (85): 

~ log~ 'G0v.  "Ov ~ l°g I 1 ~ t I i;  
s imihnente  si r icava:  

~log~ E 0 1 1 2 1 ,  

ed ~ cosl dimostrato quanto  sopra abbiamo asserito. 
Adunque  da una  soluzione c,) del l 'equazione (6~) in tegrando il sistema 

eompleto (73) (7~), si deduce la forma (86) ehe si pub assumere  come rap- 
presentazione sferiea per infiniti sistemi eoniugati  (G), d ipendentemente  dalle 
soluzioni del sistema (87). 

22. Ora possiamo soddisfare a questo sistema ponendo in par t ieolare:  

log D 1 n - -  o) 0 (.q .-- ~)) 1 n - -  o) ~ (~ - -  o~) 
u = ~ - c o t  2 ~ u  2 W  sen 2 0v ' 

log D 1 cot "q - -  ~ 0 (.q - -  o~) 1 .q + ¢,) ~ (f~ + o,) - -  ~--  ~ - ~ s e n  
v z2- 2 ~ v 2 0 u 

.Q-~- 0) 
S e l l  - - -  

D " = D  - - .  
D - -  o~ 

sen 

Sar'h allora per le (89) e (83) 

1 2 t a a + ~ o ~ ( . n + ~ )  ) 
i 1 ~ = - - 2 W  sen 2 ~ u  ' 

~1 2 I 1 a - o ~ ( . ~ - . )  t 
' = - -  ~ s e l l  t ~ ~ ~ ~v / 

(90) 

Da queste,  tenendo preseuti  le (73), (74), (75) si t rovano con ealcoli faeili le 
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relazioni:  
~ l ~  ~ ~ 1 ~  I 

i I I ' 2 2 1 - ~ I  , , 

s e n ~  ~ u ~ v  " 

Cosi il teorelna fondamenta le  ~ p ienamente  dimostrato,  

§ IX. LE SUPERFIC]E Z~ '¢o 

23. Abbiamo visto nel paragrafo IV che l ' e lemento  l ineare di una  su- 
perficie x, ~, dato dalle formole:  

- - -  ( ~ - ~  ~ ~og ~ o~ v I!;, - -  e~ ~ u  ~u  ~ vJ '  

~.-G: = e~ 

Ov 

(91) 

Abbiamo visto altresi (32) che le derivate parziali delle funzioni xl,  yi,  zl 
rispetto alla variabile u sono legate alle derivate parziali delle funzioni x, y, z 
dalle relazioni : 

ossia: 
1 3x  1 3x ,  

__~gFv FlogvG1 ~'u 
v ~ u 

Sost i tuendo nelle (31) av r emo :  

~x' (92) 
x =- x~ ~ log v ~  ~ u '  

u 

che O, la rappresentaz ione  analitica della t rasformazione L -1 applicata alle 
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linee di eurvatura di "-:~, e ehe trasforma queste nel sistema coniugato ini- 
ziale (G). 

[ntroducendo inoltre le quantith .D,, D", relative ad uaa  supertieie z~ e 
le quantkh X~, Y~, Z~ ehe dhnno i eoseni direttori della normale avremo per 
le funzioni x , ,  y,, z,, X~, Y~, Z~ il sistema eompleto seguente: 

~-D, X~, 

U x, 3 log \ E, 0 x, 0 log ~' G~ 0 ~, 
0 u  ? 0 u  0v 

9 ~x, 1 DG, 0 x , +  1 DO, Ox, 

(93) 

8 u  - -  .E, Du' I 
D", ~x ~- 

! 
Ov G, Ov 

(%) 

25. Se deriviamo 
delle (93) la derivata seeonda della funzione xl, avremo: 

i ; ;  J 
1. 1 ~E, ~x ,  D, 

-~ l og \  G, 2G, ~v ~v 01og~ G, 
D u 0 ~ 

ht (9~) rispetto ad u ed elhniniamo per la prima 

(95) 

Cib posto dalle (91) derivando e tenendo presenti le (91) stesse otte- 
niamo : 

e~ 91og\~ (7, - - x  EL; ...... (96) 

e se inoltre fl'a questa e le (91) eliminiamo la ?, trovianlo per le funzioni 

E , ,  ~ GI la relazione: 

+ _ _  - o .  ( 9 7 )  
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Aneora dalla (96) per derivazione rieaviamo: 

e~ 
~, (glog _~'o,t~- ~,,~ ~ ~, ~u " (98) 

b u ] 

Ed ora rieorrendo alla (95) e alle analoghe in y e z, quadrando sommando 
e tenendo presente ehe: 

0 x  ~- 

otteniamo infine: 

. . . . . .  ( t 2 ~" log v'G~ 2 ~ log v E, 0 log ~ G, -t- ~ log. v G, 

u ~ ~ u ~ u ~ u (99) 
4- 1 I / ) ,  /" . _-o I 

Possiamo quindi enunciate il risultato seguente: 
Le linee di eurvatura di una superfieie s, soddisfano alle eondizioni 

(97), (99). 
25. Viceversa ~ importante dimostrare che ogni superficie le eui linee 

di curvatura soddisfano alle condizioni (97), (99) ~ neeessariamente una su- 
perfieie ~, ; eio~ le sue linee di eurvatura si possono far derivare mediante 
la trasformazione L da un sistema eoniugato (G) a invarianti uguali. 

Infatti supponiamo ehe le linee di eurvatura di una superfieie soddisfae- 
eiano alle eondizioni (97), (99); e definiamo una funzione ? mediante la for- 
mola (96). 

Dalla eoesistenza della (96) e (97), avremo: 

v G ~ - ~ ,  

~v 
e per conseguenza: 

v E~=eV(~ ~ ~ l o g  D~) 

e la (99) si potrh serivere sotto la forma: 

( - ,  , - 0  
(loo) 



~!~0 C a h t p s o  : U~t problema s~ei sistemi di li~tee [ra loro con.iugette 

Cib posto seriviamo la trasformazione L -* nel modo seguente: 

eV 9 x,  
a3 - - -  a3 i - - ,  

r E ,  9u 

e deriviamo avendo eura di eliminare eolle (93) le derivate di 2.. ordine di x~; 
avremo tenuto conto della (96): 

9 u [1 __ ) e~ . . . . . . . . .  X~, 

9 x eV 8 ? 8 x,  
9v  ~ E~ 9v  8 u  

eolle analoghe in y e z. 
Da queste quadrando e sommando e tenendo eonto della (100) segue 

facihnente : 

Infine se fra le equazioni 

8x- - - - (1 - -  eV 87 eV a log~211 ax,  ev a+'x, 
a u  \ ~E-~ a u  ~- . . . .  " ] . . . .  v E ,  a u 9 u v.E~ 9 C" 

8 x eV 9?  9 x~ 
v - -  ~ E, S v a.u. 

eliminiamo la funzione x,, otteniamo la nuova equazione di LAPLACE 

9'~ x } ~ S x 47 aa ,gu 8 x " 
B u S y - -  , ~u  9v  

Concludiamo quindi ehe il sistema derivato dalle linee di curvatura di 
una supertieie soddisfacente alle eondizioni (97,) (99) b u n  sistema eoniugato 
ad invarianti uguali; per esso si ha altresi:  

- -  8?  ,-- 87 
v E = e ' P g u ,  vG-----e 'P~v,  

} 1 i-Y ' i 
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e per couseguenza: 

log ~/G-" 
~v °i 1!, 

Le condizioni (97)e  (99) sono adunque caratteristiche per le linee di 
curvatura di una superficie x~. 

Con un procedimento analogo si vede che una superficie x~ b peffetta- 
mente caratterizzata dalle condizioni: 

0-" log v E-~ 0 log v /~  ~ log V G~ 
~uOv  0v Ou 

~ / ~  ~ 0~ 
V E~ 

~°'logVE~ Olog v E~ ~ log ,:G2 (.~ log VE~] ~ 

,~ X. LE TRASFORMAZIONI DELLE SUPERFICIE ~1~ ~e. 

26. Intorno alle superticie x~ e ~ sussistono alcune trasformazioni che 
si fondano sul seguente teorema : 

L'inversione per raggi vettori reciproei (trasformazione I) trasforma una 
superficie x, in infinite nuove superficie x~, e trasforma parimenti u~a super- 
tic@ ~ in infinite nuove superficie ~ .  

Consideriamo anzitutto una superiicie ~,; secondo i risultati da me sta- 
biliti in una precedente Memoria (*), ponendo: 

(101) 

(~) Sulle superficie a tinee di  curvatura isoterme. [Rendiconti dei Circolo Matematico di 
Palermo, t. XVII, p. 275]. 
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avremo  per  la supert icie  t ras formata  : 

/ )o)  / )  _ 

V'E~ ') ~ 'E, 
t !  

D'i"__ 19,__ 4- ~ Gi~; ~ 2 X., 

La funzione e det ini ta  dalla (101) soddisfa 

G,, ! 
J 

( < -  a), ! 

(0~-a). / 

al s is tema s imul taneo  : 

~ ~ ~ log v E~ ~ 
~ u ~ v  ~v Ou 

h 

~) v ~" 2E~ ~u ~ u 

Datle (10~2) der ivando  o t t en iamo:  

log v Gi" _ ~ log VGi 1 ~ 
~u ~u  ~ ~u 

a log v GP ) _ ~ log v' G~ 1 ~ 
~v ~v ~ ~ v  

a log '~'~ v~ ,  __?l°gv'E,  1 a? 
~ u  ~ u  ~ ~ u  

a log VF~p' a l o g  vE~ 1 a? 
a v  a v  ? a v  

1 aE, 3p k 2 E ~ - k - D , ~ 2 X a ( o c L - - a ) ,  
2G, ~ v av 

log v/G~ a 
- - q -  ~u  ?v ' 

+~<, a<av avae ~-u<+w,~,~x~(<-~). 

Da queste  der ivando  ancora  e t enendo  presente  le (103), a v r e m o :  

a~'logvG{" a~log~G~ l a~ a~ 
a . a v  a - a ,  ke= a .  av 

D'al t ra  par te  : 

log v Ep ~ log ~ Gp' 
3v  a u  ~v a u  q-  ~" a u  a v  

p , ~v  ~u ~ u  ~-~, " 

(1o~) 

(10a) 

(1o6) 
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Quindi sottraendo : 

Na si ha inoltre: 

e sonmando colla precedente e tenendo presente la (97) si ricava adunque: 

87. Cib posto conviene esaminare la quantitk 2; 8 X, (x, - a), che scri- 
viamo per distesa ; cioi! : 

ossia : 
I a p  1 a'. [ x B X 8  Qr -aj]P=4P-E(G~-K(aw) 

a gl -- a ?I 

Quadrando e tenendo presente la (IOI), avreino : 

Ora quadrando le (108) e tenencio presente yuest'ultima ricaviamo: 

1 [x 8 X ,  (zr - aj 

Almali d i  Mateuzatica, Serie 111, Tomo XIII. 

+ a ?  

a ?  - 
8 %  El 

0 a v 
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Infine derivando le (10~) ed eliminando cole  (103) le derivate seconde 
di 2, dopo riduzione otteniamo: 

0 ~- log J ~  ~ a log ~,~, J ~  log J~F ° t a i ~ ]  ~ 
a u = 0 u a u ~ u 

- + ( 7  0v 
01om~]O, - ' 1 0~/E, = 20 '  log ~/G, 201og~/G~ 0 log~/E, _i_ Q, _ 7 

O u  ~ O u  O u  ~ u  - -  

_2D~y.~x~(<_a.) +< ~i{a_2] ~ U~ (~i". 
,o e e = [Ou) ,~ G, \0 vl 

Sommando colin precedente ed osservando la (99) si ricava: 

~ log ~ f~  __ ~ a ~o~ i-oi~ a log q u: ,~, ( log~ ~ i ~ ) ~ -  ) 
0 *# a u a u {_ a 

1 a ~/~'~= ' ~01' "= { (106) 
: o .  

Adunque le linee di curvatura della superiicie trasformata soddisfano 
ancora le (105) e (106); possiamo quindi concludere the la superticie trasfor- 
mata ~ ancor essa una superticie =,. 

In modo analogo si dimostra the l ' inversione per raggi reciproci tras- 
forma una superticie ~.~ in inlinite nuove superlicie ~ .  

I~ utile osservare the in forza delle (91) l 'invariante ~/~] della superfi- 

eie ~, rispetto all'inversione, coincide con l 'invariante /-/ dell 'equazione di 
Lain,aCE relativa al sistema coniugato iniziale (G); similmente l 'invariante 

~/~ della superficie :% coincide con l ' invariante H. 

f X[,  DETERMINAZIONE DEI SISTEM[ (iONIUGATI (G) A INVARIANTI UGUALt, 

ASSEGNATORE L' INVARIANTE. 

28. Per quanto abbiamo visto precedentemente, assegnare l ' invariante 
di un sistema coniugato (G) equivale ad assegnare una soluzione dell'equa- 
zione di &.o ordine (6~). 
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Sappiamo inoltre dal § VIII che data una soluzione ~) detl 'equazione (64) 
si hanno cx~ ~ sistemi coniugati (G) a invarianti uguali, che ammettono per 
invariante la funzione 

/ / ' ---- s e n ~  a u a v  " 

Per determinarli effettivamente occorre integrare il sistema completo (73), 
(74); indi si pOrrb~: 

1 n - - ~  a ( n - -  o,) 
~ - -  2 W sen ~ -, ~u 2 ~v 

~v 
1 n ÷ ~  a ( a ÷ ~ )  

2W sen 2 0 u 

Nota in questo modo la funzione ~, si avranno dalle (30) le funzioni E, 
F, G, e dalle (40), (41), (47) te funzioni D, D". 

Determinate cosi le quantitA E, F, G, D, D" si determineranno le fun- 
zioni x, y, z integrando il sistema completo (7), (8), (9). 

~9. Perb dopo i risultati ottenuti al paragrafo precedente possiamo 
stabilire un metodo mediante i! quale si possono dedurre son soli calcoli al- 
gebrici e di derivazione da un noto sistema coniugato (G) a invarianti uguali ~ 
sistemi coniugati (G) a invarianti uguali aventi in comune col primo Fin- 
vari~nte. 

Invero da quanto 5 dimostrato nel sudetto paragrafo discende facilmente 
la proposizione : 

Da un noto sistema coniugato ( G) a invariant i  uguali,  applicando la tra- 

sformazione L 1 L -~ (o la trasformazione L -~ I L) si hanno infiniti  sistemi coniu- 
gati (G) a invariant i  uguali  dipendenti da tre eostanti arbitrarie. Tall siste~d 
coniugati (G) avranno in comune col sistema coniugato iniziale l'invar,iante, 

§ XII. LE TRASFORMAZ~[ONI DEGL'INVARIANTI DELL'EQUAZIONE (64). 

30. Abbiamo risoluta nel paragrafo precedente la questione di deter- 
mh~are i sistemi coniugati (G) a invarianti uguali assegnatone l 'invariante; 
ora vogliamo stabilire una trasformazione per l'invariante, ossia uaa trasfor- 
mazione per gl'integrali dell 'equazione (64). 



0-4,6 C a l a p s o :  U~ probtema stei sistemi di lit~ee f ra  loro conjugate 

Tale t ras formazione  si r iassume nel  seguente  t e o r e m a :  
Se o~ ~ u n a  soluzione della (64,) il sistema di equazioni (73), (74,) ~ illimi- 

tatamente inlegrabile ; si avrh  dall'i~#egrazione una  fttnzione ~ co~ tre costa~ti 

arbilrarie the sctr~ u~a  nuova soluzione dell'equazione differenzlale di 4. ° or- 

dine (65). 
Per  la d imostrazione scriviamo la terza delle (73) sotto la fo rma :  

1 ~'~ t 1 

sen t ~ u ~ v cos ~) ~ cos t u ~v sen co ? u  ~v 
(107) 

Tenendo  presente  ques t 'u l t ima si r icava facihnente  che la (74,) si pub 
anchc  scrivere con~e segue :  

4, W :  = ( c o s  t - -  c o s  - -  
sen t i  ? u ~ v  ~v  ~v 

- - ( e o s t - - e o s o ~ )  ~ s e n ~ u ~ v  " 

( l o s )  

O m  dalht (107) per  derivazione tenendo conto delle (73), (74,), (107) dopo 
r iduzione si ot t iene : 

log s e n t  ? u ~ v  v u  s o ) ~ u ~ v  2 3 u  

1 t - -  ~ ~ ( t  - -  ¢o) 
÷ - W  sen 2 ~ v 

Inoltre da ques ta  der ivando rispetto a v e t enendo  sempre  conto delle 
(73), (7~), (1,07) si h a :  

u ~ v  log s e n . Q ? u ~ v  ~c° t ( -~  t 1 <,) ~u~-----v -~- seno~ ~ u ~ v  

ossia per  la (74,): 

2W'-' sen - -  sen ~ ~ u ~ v 

~ u ~ v  l°g se t ~ u ~ v  ~ c ° t t ~ u ~ v  

l 1 F o) 
4, W °" (cos ~ - -  cos a)~ sen o) ~ u ~ v 



e sulle relative trasformazioni di Laplace. 2~7 

Infine faeendo uso della (107) seriveremo: 

0" log(  1 O'~n ) ~ n  
OuOv ~ s e n n O u O v  = c ° t f i o u ~  

1 (COS a ~- ~ ~ - -  cos  n) 
1 ~ 

s e n n  OuOv 

i (cos  o, - -  cos  ~) ~ (a  + ~) a (n - -  ~) 
4~ W ~" ~u ~ v ' 

e per la (108): 

( ) ( )l 
~ u ~ v l ° g  s e n n  ~u-~v  = c ° t a 0 u ~ v  s e n n  ~ u 0 v  

ed ~ cosi stabilita la proposizione. 

§ X I I I .  LE TRASFORMAZ1ONI DEI SISTEMI CONIUGATI (G) 

A INVARIANTI UGUALL 

31. Completeremo i risultati ottenuti nel paragrafo precedente dimo- 
strando il seguente teorema: 

Se x, y, z sono le coordinate d 'un punto the descrive un  sistema coniu- 
gato (G) a ir~varianti uguali~ ponendo : 

D ~ ~ x  ~ ',", Dy ~ .  _ ~ z  
~v ~v ~v av ~v 0-v 

(109) 

si avranno per quadrature tre fu~'~zio~i ~, "~, "~ che sono le coordittate di un  
nuovo purdo che descrive u~ nuovo sistema coniugato ( G) a invarianti  uguali. 

Infatti si verifica facilmente che le (109) sono coesistenti; inoltre sulla 
superficie luogo del punto ,,~ -~, ~ le linee u v sono conjugate, e si ha :  

! 1 2 1 '  = a~ ~ l e i '  = a? 
~ 1 I Or '  i ~ ~ au' 
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e per conseguenza: 

01og~/~ 3 log -l- I ~ t' 

32. Ora supposto il sistema iniziale (G) ottenuto col proeedhnento in- 
dieato al § XI, denotando con /-/, l ' invariante del nuovo siste,na eoniugato, 
sarh : 

/ ~ _  ~ + , , 
~ u ~ v  ~u 9v 

' 3 v  

e sostituendo per H e ~o le loro espressioni effettive: 

H ~ = ~ s e n ~ s e n  ~ 8 u  8v Seno~ ~ u ~ v ]  " 

Questa infine tenendo presente la (7Q, la (107) e la (t08) facilmente si 
riduee alia forma: 

/-/ '= s e n n  0 u ~ v  " 

Le formole (109) d~nno admlque per quadrature una trasformazione per 
i sistemi eoniugati (G) a invarianti uguali ehe ehiameremo tras[ormazione G; 
mediante la quale la hmzione co si eambia in n e l'invariante H in H, .  

Frattanto rimane stabitito un metodo di trasformazioni per i sistemi 
eoniugati (G) a invarianti eguali, ehe eonsiste net eomporre la trasforma- 
zione L I L - '  (o la trasformazione L- '  11;) eolla trasformazione G. 

Sembra assai notevole ehe l'applieazione sueeessiva ed illimitata di questo 
metodo di trasformazioni riehiede soltanto sueeessive quadrature. 


