Un problema sui sistemi di linee fra loro
coniugate e sulle relative trasformazioni di
Laplace.

(Di PasquaLe Cavapso, a Palermo.)

AHO studio delle equazioni lineari alle derivate parziali della forma

0" x ow 0x ,
duao Laut Bou’ @)
si collegano secondo LarrLace due trasformazioni L, L™ definite rispettiva-

mente dalle formole
1 0

m;zx—z—ﬁ; (@,)
1 0w ;

Applicando all’equazione (1) o I'una o laltra di queste trasformazioni,
la (1') si cambia in una nuova equazione della medesima forma.

Ricordiamo il significato geometrico di queste trasformazioni. Siano x,
i, 2, tre soluzioni della (1') e interpretiamo queste come coordinate carte-
siane ortogonali di un punto P dello spazio; al variare di » e v il punto P
descrive un sistema coniugato.

Applicando alle funzioni «, y, # la trasformazione L, queste si cambiano
in cert’altre funzioni @, y., #; il punto P dello spazio si cambia in un
punto P, e quest'ultimo al variare di » e v descrive un nuovo sistema con-
iugato.

Similmente applicando alle funzioni @, y, # la trasformazione L' il
punto P si cambia in un punto P,. il quale al variare di » e v descrive a
sua volta un nuovo sistema coniugato.

Lo scopo della presente Memoria & la ricerca dei sistemi coniugati, per
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cui entrambi i sistemi derivati con le trasformazioni L, I risultano or-
togonali.
Ogni sistema coniugato che gode di questa proprietd lo chiameremo
brevemente un sistema coniugato (G).
Per la trattazione del problema conviene giovarsi di due teoremi di Gur
CHARD (*) che possono enunciarsi nel modo seguente:
I) Un sistemna coniugato parallelo a un sistemma coniugato (G) é ancor
esso uh sistema coniugato (G).
L) Per ogni sisteina coniugato (G) esiste sempre un sistema coniugato
ad esso parallelo che ammelte glinvarianti uwguali.
Questi teoremi permettono di limitare la ricerca alla formazione dei si-
stemi coniugati (G) a invarianti uguali; 'equazione di Laprace relativa a un

5

siffatto sistema coniugato & in tal caso della forma

Po 0w

O® 09 00w
ouov Jvoun

b 4 u
T oude’ @)
e la determinazione della funzione ¢ dipende da un’equazione differenziale
alle derivate parziali di 4.° ordine.

Nota la funzione ¢ per avere definitivamente le funzioni «, y, # occorre
integrare un sistema di Riccarr

Per le varie questioni relative al problema proposto & molto utile in-
trodurre 'invariante H dell’equazione (4) definito dalla formola

_09de 09

T udv owdv

Si puo allora domandare a che condizione deve soddisfare una funzione H
affinche si possa assumere come invariante per un’equazione della forma ()
relativa a un sistema coniugato (G).

La funzione H & caratterizzata dal fatto che le due equazioni nella fun-
zione incognita o

it - i no
Fude HOM® ) ”
0" log H \

p— 2___“ ey
cosew =H Hauafu )

debbono ammettere una soluzione comune.

(*} Sur les réseaux qui, par la méthode de LAPLACE, se fransforment des deux ciiés en ré-
seanx orthogonaux [Comptes Rendus, anno 1901, vol. 132, pg. 240].
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Si riconosce frattanto una soluzione particolare del problema; invero
possiamo soddisfare alle precedenti porendo

o=70,

otlog

o —H s =1

Quest'ultima col porre H= e, assume la forma

0" 0

m == 2 genh ©. (6')

Similmente possiamo soddisfare alle (5") ponendo

0 =T,

*logH

H—H e =1

Quest’ultima col porre .H = ¢®, assume la forma

2
8—_2& gv == 9 cosh @. (7

Dopo le ricerche da me esposte in una precedente Memoria (*), sappiamo
che le due equazioni (6'), (7') sono quelle da-cui dipende la ricerca delle
asintotiche virtuali di un paraboloide qualunque a punti iperbolici.

Intorno a queste equazioni e alle varie questioni geowmetriche che vi si
connettono, possediamo ormai le recenti Memorie del Brawcur (*¥), in cui
illustre geometra ha portato la teoria al massimo grado di sviluppo; per
questa ragione non insistiamo su questa soluzione particolare del problema.

Escludendo d’ora innanzi questi casi, per ottenere I'invariante incognito H,
elimineremo quest'ultimo fra le (5") ed avremo per la funzione » I'equazione

(*) Sulla deformazione delle quadriche [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,
anno 1902, t. XVI, pg. 297].

(**) Intorno alle superficie applicabili sui paraboloidi ed alle loro trasformazioni [Atti della
R. Accademia delle scienze di Torino, anno 1903, vol. XXXVIII, pg. 515].

Sulla deformazione dei paraboloidi [Annali di Matematica, anno 1904, serie ITI, vol. IX,
pg. 247].

Sulla deformazione dei paraboloidi [Atti della Reale Accademia dei Lincei, anno 1905,
serjie V, vol. X1V, pg. 359].
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differenziale di 4.° ordine

o° log( 1 7o >+( 1 o )#:cotm )

duow sen o o v senwduowe duov

Determinata nel modo pilt generale una soluzione o di questa equazione
se ne dedurrd imwmediatamente linvariante incognito ponendo

H— (___1__ 22—2“)...1 .
senw guowv

Qui & interessante risolvere il problema seguente :

Delerminare tutti i sistemi coningati ((F) o inearianti uguali, dato cle. sia
Uinvariante.

Per quanto sopra abbiamo detto assegnare l'invariante H ad un sislema
coniugato (@), & quanto asseghare la soluzione o dell’equazione differen-
ziale (8).

Per avere allora la funzione o relativa all’equazione (4) del sistema con-
iugato (@), occorre integrare il sistema completo:

A e ) —w g0 n 7 1 7' \
ow  ou {COt 2 Ju 8ulog(seno>3zzav)}+
2W o 820)
- Q+w(benm@u81}> '
sen ——-
2
' (0 —ow) Q+wao 0 1 o ] ,
vt dw {_C 2 8fu+d log sen o du g, + @)
2w
- Q~—o>(senm9uafv) ’
SeMn
2 ?
t
Fo sen Q (a4 0)d(@—on) send o |
Guodv coso—cosQ  Ju v senow du v /
£ W? = (cos o — cos Q) —— 22 08 +e)0(0—0)
senewdudv U o 10
. cos Q) 1 7o \* )
— (cos o —cos senowgudr)
0o i Q—o 0 (Q—on) \J
ou  2W 2 ov
¢ 1 Q-to a(Q—I—n ﬁ (i1)
0P — sen 24 - ‘

o 2 W 2
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Dopo di che si conoscerd la funzione ¢ dell’equazione (4), e integrando
un sistema di Riccarti si avranno definitivamente le funzioni w, y, 2.

L’integrazione introdurrd manifestamente tre costanti arbitrarie. Possiamo
dare altresi un procedimento. mediante il quale si possono dedurre, da un
noto sistema coniugato (¢) ad invarianti uguali, infiniti sistemi coniugati (@),
dipendenti da tre costanti arbitrarie, i quali hanno in comune col primo
Pinvariante; e sembra assai notevole che questo procedimento non richieda
che soli calcoli algebrici e di derivazione.

Per esporre con chiarezza questo procedimento, chiameremo superficie 2,
ogni superficie di cui le linee di curvatura si possono far derivare mediante
la trasformazione L da un sistema coniugato (G) a invarianti uguali; pari-
menti chiameremo superficie £, ogni superficie di cui le linee di curvatura
si possono far derivare mediante la trasformazione L™ da un sistema con-
iugato (@) a invarianti uguali.

Ora per le superficie 2, e X, sussiste il seguente teorema :

Linversione per raggi vellori reciproci (trasformazione I) trasforma una
superficie 2. in infinite nuove superficie 21, e trasforma parimenti una super-
ficie %, in infinite nuove superficie 2, .

Se ne deduce facilmente il procedimento in discorso, cioe :

Da un noto sistema coniugato (G) a invarianti uguali, applicando la tro-
sformazione LIL™ (o la trasformazione L' 1L), si hanno infiniti sistemi
contugati (G) a invarianti uguali dipendenti da tre costanti arbitrarie. Tali
sistemi coniugati (G) avranno in comune col sistema condugato iniziale Uin-
rariante.

Risoluta coll’integrazione del sistema completo (9), (10, (11) la que-
stione di determinare tutti i sistemi coniugati (G) che ammettono un asse-
gnato invariante, riteniamo fare un passo verso la soluzione definitiva del
problema collo stabilire una trasformazione per l'invariante, ossia una tra-
sformazione per glintegrali dell’equazione differenziale di 4. ordine (&).

Tale trasformazione si riassume nel seguente teorema:

Se o & una soluzione della (8'), il sistema delle equazioni (9), (10°) & 4lli-
mitatamente integrabile; si avrd dallinlegrazione una funzione Q con tre co-
stanbi arbitrarie che sard una nuova soluzione dell’ equazione differenziale di
4.9 ordine (8).

Completeremo infine il risultato ottenuto con- un’ultima proposizione la
quale pud enunciarsi nel modo seguente :

Se x, y, z sono le coordinate d’un punto che descrive un sistema coniu-
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gato (Q) a invarianti uguali, ponendo

08 0 on 0y 0L, 0%

—5 fﬁj 3—1,{, e 1’8—; -a—u—-e ?W’ ) 19,
RN LS PR S P
ov ov v ov. v v’

si avranno per quadrature tre funzioni &, n, { che sono le coordinale di un
punto che descrive un nuovo sistema coniugato (G) a invarianti eguali.

Ora supposto il sistema iniziale (G) ottenuto partendo da una soluzione »
della (8) e integrando il sistema completo (9), (10'), (11) Iinvariante di (G)

sard
1 82 © —1
Hz(senw&%?v) ’

e Uinvariante del nuovo sistema coniugato sard dato da

1 7o
H‘z(senﬂauafv) '

Le formole (12) danno adunque per quadrature una trasformazione per
i sistemi coniugati (@) a invarianti uguali che chiameremo frasformazione C;
mediante la quale la funzione o si cambia in @ e linvariante H in H,.

Frattanto rimane stabilito un metodo di trasformazioni per i sistemi coniu-
gati (@) a invarianti uguali che consiste nel comporre la trasformazione LI L™
(o la trasformazione L' IL) colla trasformazione C.

Sembra assai notevole che I'applicazione successiva.ed illimitata di questo
metodo di trasformazioni richieda soltanto successive quadrature.

§ I. CONDIZIONI CARATTERISTICHE PER I SISTEMI CONIUGATI (G).

1. Riferiamo una superficie S ad un sistema coniugato di linee, e siano
mzm(u, /U)’ y=y(“7 U)? zze(“? fU)a (1)

le coordinate correnti di un punto della superficie.
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Conservando le consuete notazioni, porremo
V(0x\ dwox ox\'

Denoteremo altresi con X, Y, Z i coseni direttori della normale, essendo
le linee u e v coniugate si dovrd avere:

dw 0X dwcX
E'a—uﬂz()a Zg;,g;b:()- (3)
Introdurremo inolire le funzioni
. dw X . .o 80X X

sicché le due forme fondamentali della superficie saranno:
Edw +2Fdudv—+ Gdov, (5)
Ddw + D" do. (6)
Introdurremo infine per la prima di queste forme i simboli di CHrI-
1
Le funzioni @, y, 2, X, Y, Z delle variabili u e v soddisfano al sistema
simultaneo:

STOFFEL

Fo (11 (de  (11|0w \
G 1 (Fa T 2 (70 P
Pe  (12)0x |12 |0 .
mm¢j1\ﬁ+}2§%’ @)
P 2200 12200
o 1 (sut) e (ot PN
00X  —D dw 0w )
su —me 5% F i) ®)
00X D 0w ox
Fo=ma— F5n B 75) ©

colle analoghe in y e #, che & illimitatamente integrabile in forza delle re-
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lazioni
oo = o= EEE - AL EEE 2 o
o

che sono, com’® noto, necessarie e sufficienti.
Con queste notazioni le due trasformazioni di LapLace L, L™ sono
espresse rispettivamente dalle formole:

1 2

w,:w—-————m%"t%’ (13)
{1
1 do
mzzw——‘—f-g--——e%, (14‘)
I 2

colle analoghe in y e 2

9. Per stabilire le condizioni caratteristiche per un sistema coniu-
gato ((), conviene derivare le (13) e (14) rispetto ad u e v, eliminando per
mezzo delle (7) le derivate delle funzioni @, y, z d’ordine superiore al primo.
Avremo cosi:

dw, 1 (0 (12 |12\ 0a
W—Fm&W%1FW@Jm’
Ly
dwm, 1 292 |0x v ]
7o = g""i‘zg(} ! %a—@ﬁ”} X)“*‘ (15)
|1
1 0 12 {22 {12\ o=
*T&%&%“g31%“622+i1€%%’
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dwe 1 (8. 112) (12\0a \
"5”51”12;(?‘10% o {11 |) 7w |
9 | (
bw, 1 (y11 |0 ‘
duw 1 g(; 2 %a +DX)+ (16)
| 2
1 /2 12 L1 (12]\0e
rrayleaos) e (=) ) e )R
| 2

Donde, ponendo :
ar (0 {12 f121, 122 122
e e e e e L

0 12 (12 |11 11
Nz(%log; 9 2—[—' :)E—— (F_  E

| 2 I 2 4 O
si ricava :
dw, dw, 1 5. |12 12|
z%%‘ﬁ@AﬁmzikzﬁJm

Escluderemo dalle nostre considerazioni il caso in cui si annulla 'espres-
sione:
[/ lo % 12 {12
Fu 28| 1 | 2
perche in tal caso la superficie generata dal punto «,, y,, #, si riduce a una

curva ; escluderemo del pari il caso in cui si annulla I'espressione :.

f12] (12
7sls) e (=)0

Le condizioni caratteristiche per un sistema coniugato (G) sono dunque
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date dallannullarsi delle quantita M ed N; saranno cioé:

9 T2 N2, 22, |22
@Q%%1x+:1§)3“ Fai g %

.
b9)___‘1\9

2. L2y f12,, |1l
G%m% %€+v%%)E“§1%E+3

Queste a causa delle identitd

| 22 V221, 136
T e (9= g
p 11 V1l 1o0E
i1 E*pggF“Qae’

dlogvG b fre) 12
et ri I IR A
dlogvE b 12 L2

s —du%% 9 V+3@ \

§ II. SEMPLIFICAZIONE DELLE EQUAZIONI CARATTERISTICHE.

(17

(18)

3. Volendo esprimere questo risultato sotto forma pilt semplice con-
viene introdurre come incognite principali le funzioni » e ¢ definite rispet-

tivamente dalle formole

do_ |12 30 12
dgo |1V Fdu |2\

In questo modo le (17) e (18) integrate danno:

log v G = log g—(‘g 40 -+ A (u),

S

essendo X (u) funzione della sola u e u (v) funzione della sola v,

(19)
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D’altra parte dalle (19) la funzione ¢ & definita a meno di una funzione
arbitraria della sola u, e parimenti la ¢ & definita a meno di una funzione
arbitraria della sola v; ond’® che senza ledere la generalitd possiamo porre:

10g¢§=10g§—%—}—@,

A

log VE =log o -4,
e per conseguenza '
\/E—ze“!'a—qJ: \’§=e?—a—?- (20)
ou v
Cio posto ricorriamo alle identitd
1 aE 12
% 1 E+ % 62 1{“‘1’
1oG |12 |12
a1 (T e &
Queste permettono di esprimere la F per mezzo delle funzioni ¢ e § in
[¢
due modi differenti; invero sostituendo per le quantita : 12 2, ; 1QQ 2 le
espressioni (19) e per le funzionl E, G le espressioni (20) dopo semplifica-
zione si ottiene:
T A A XA MN)
F= e*@ 20 Tdudv Fvdul’ (21)
e 02 Bede D90
Fwe?(auov+%9_v dvou (22)
Ne deriva tra le funzioni ¢ e ¢ la relazione fondamentale
PO BCA S A T 3_9)
dudv  Juwdv ovou
(23)

([ Fe L dgie 998}
e?(aubv T iuie 80 au)

che in modo pit compendioso potremo scrivere

D, 84 2 5 |
T(q}?ﬁ) 8%( LPg_v) 24
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§ IIL T TEOREMI DI (GUICHARD.

4. Per la trattazione del problema proposto giovano due teoremi di
Guicnarp, che nel presente paragrafo enuncieremo e dimostreremo diret-
tamente,

[ due teoremi in discorso possono enunciarsi sotto la forma seguente:
o) Un sistemc coniugato parallelo o un sistemna coniugato (@) & ancor
esso un sistema coningato (G).
@) Per ogni sistema coningato (G), esiste sempre un sistema coniugato
ad esso parallelo che amunette glinvarionti wguali.
Per la dimostrazione assumiamo anzitutto un sistema coniugato (@) per
il quale conserveremd le notazioni dei paragrafi precedenti.
Un sistema coniugato ad esso parallelo & definito dalle equazioni:

@éw dwx ?W:Q___ iy 0L Bz

u_ iu’ du “Fu’ du T’ .
. (25)

s 5.13 Q_’ﬁmbaj 0t 3~

A 8@ dv T dwv 7o 8@; /

in cui o e b soddisfano al sistema

da b oY .
‘““'*(b— ) 57—4_(“”“5)5—7‘4' (26)

Sulla superficie luogo del punto £, 0, { P'equazione di Larrace del si-
stema coniugato assume la forma

& b@m@_é’_}_i@_qi@’i
duov @ dvou b dude

e introdneendo per la nuova superficie le quantita

jreQ ytey

By @ ey
avremo . . L e —
VE =aVvE, VG =bvVG, (27)
(12y_bi12) (12(_a|12;
LT a L 2 =6 2 | @
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Da queste per derivazione si ricava:

alogV?_aiogb+alogvat‘
dv 00 v
ossia per la (17)
dlogV@ 2logh | 2 f12) 4112

20— a0 T30 1 (T} 1 i

Ancora derivando la prima delle (28) si ricava:
0 {12 2dlogb 0 {12 0dloga
7018 4 (T a0 T30 1 {7 o0

ossia per la prima delle (26]
o, 412 0dlogh 9 {12 b)§12t
70198 | T g0 TFel08] 1 (T a )l ’
e per conseguenza

2. {127 112 dlogh . 8, {12]

0 100! I __Ologb ; 7, | | )
55020 1 (7)1 T e a8 1 1
si ha quindi o
dlogv@ o, jt12y |12
so 3598 1 1) 1 {

Similmente si dimostra aver luogo la relazione

dlogVE' -a—log}

y1ep |12
oun du ’

2 { T} 2 |

I

ed & cosi dimostrato il teorema L
Per la dimostrazione del teorema II osserviamo che in forza della (24)
esiste una funzione ¢ che soddisfa al sistema simultaneo

D5 gt (o),

ou ou du
i )
dv dw pv /

Assumendo una soluzione s di questo sistema, potremo soddisfare alle (26)
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ponendo
o = e¥ts, b = ef?.

I’equazione di Larrace relativa al corrispondente sistema coniugato &
in tal caso

0 & _, 0903 Y RVN
wwwwwww ——— I "# ~ A
duodv ef 'dvau%—eq‘ ?814 ov

ed ha per la (24) gl'invarianti uguali

§ IV. T SISTEMI CONIUGATI (G) A INVARIANTI UGUALL

5. Dopo questi teoremi limiteremo le nostre considerazioni ai sistemi
coniugati (@) che ammettono gl'invarianti uguali; le formole relative si ot-
terranno da quelle dei paragrafi I e II ponendo ¢ =o; si avrd quindi:

¥]

|

ST 0¢ — 52 32@ A ?
\E—-e?%, F—e?ﬁuaq;’ VE =e? 'I,” (30)

Rsb)

e la (24) risulta verificata identicamente.
Le trasformazioni di LarrLace saranno rappresentate analiticamente dalle

formole

wzw——‘*i“'“%a
' dv o

ov 31
IR ~
: 0o 0u

ou

colle analoghe in y e #; la superficie luogo del punto @, y, 2, sard da noi
detta superficie ¥,, e la superficie luogo del punto , y, 2, sard da noi detta
superficie ¥, ; in altri termini chiameremo superficie ¥, ogni superficie di cui
le linee di curvatura si possono far derivare mediante la trasformazione L
da un sistema coniugato (G) a invarianti uguali; parimenti chiameremo su-
perficie %, ogni superficie di cui le linee di curvatura si possono far deri-
vare mediante la trasformazione I~ da un sislema coniugato (G) a inva-
rianti uguali.
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6. Qui & molto utile stabilire la forma che assume 'elemento lineare
delle superficie =, e 3,.
Secondo le notazioni introdotte la prima delle (15) si pud mettere sotto
la forma
dodw, (0 op 09 Ew.
o = dos 52 ?m) 7o 52)
Donde derivando rispetto a v
dp 0w, Podw (O log 2.2 e Vo
ovoudv ' 0V ou dudv S Fv duov

0 99 0d¢\d'w
+(au1ga—{;“ﬁ)a

% (33)

Inoltre si ha dalla prima delle (31)

gy 1 (8 09

5o~ g \30 %850
ov

50)70 e a0t (34)

3@)9% 1 =

D

Dalle (32), (33), (34) eliminando la funzione x e riducendo si ottiene:
e, (09 0 EAE T
suts =50 50 1% 75) 7o
i 0 oe 0 dede o V]0m
+[8—v_3vl 8 55+ 55 108 dudv duav) ou
che & I’equazione di Larrace delle linee di curvatura di 3.
Draltra parte denotando con

Eduw +G dd

+
(35)

Ielemento lineare della superficie =,, I'equazione di Laprrace delle sue linee
di curvatura sard:

*x_ dlogvE dwm
dudv v Ou

0log v G G ow, .
duw 9w

_{_

Ed allora si dovrd avere:

dlogvE: _2¢ @ do 0 0909 9
dv  dv 9@10g8‘fvT5—1g(8u6’v dudwv
0

dlogrGi 09

¢

du ou du 83y
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Se ne deduce integrando :
- (8 04, og g@) U,

VE =t du  du v
- ef
\/G;z ;2 . V,

v

essendo U funzione della sola #, V funzione della sola w.
Ora per una conveniente scelta del parametro v, possiamo supporre senza

ledere la generalitd V=1, quindi scriveremo :
Gi=- . (36)

Per determinare definitivamente la quantitd v E,, bastera quadrare la (32),

avremo c¢osi:
d¢\* (D, de 0 00\ (0
(55 (o) =[50 —7uroe 52) (55)

colle analoghe in y e #, da cul sommando e semplificando:

(090 09

E““”(a—ﬁ“ﬁl gav)

€ per conseguenza: a a
E = 09 9 1,00
VE’”—ie?y)(ﬁu ou ga@)

Per togliere l'incertezza del segno, sottragghiamo le (31); avremo cosi:

. 1 ox I o
T T w9y 00
ou o0
colle analoghe in y e #, da cui quadrando, sommando ed osservando le (30)
gy =0 &7 (12O 3@)
(o —my =2 (7R los o
o

Ora per le (30) la quantita g—g nel campo di variabilita che si considera
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& positiva ; concludiamo percid che l'espressione
do 0 1 X

— — = Og —i
gw  ow S0V
rappresenta a meno di un fattor positivo il quadrato della distanza di due
punti corrispondenti sulle superficie 2, e 2,.
Essa & quindi positiva, sicché seriveremo:
29 0 B'@)

log 2%

VF e (07 0 1o 08
! (du dn v

(37)

Similmente per una conveniente scelta del parametro « i coefficienti del-
I’elemento lineare della superficie ¥, avranno la forma:

7o
P
au
= .(0e 0 azp)
\G2~C?(8v_ﬂlogﬁ .

7. Stabilita cosi la forma che assume lelemento lineare sulle super-
ficie » e 3,, possiamo facilmente ottenere le quantitd D, D" relative alla su-
perficie iniziale S. Poniamo a tal uopo per semplicita :

122
A l—je
19
Loy
ot T ey 412 292
n—\lgf[ﬂlobf 1 ‘L,.’ 2 \]
1
sard per la (17):
by 1 [Hog\@—_sQ‘Qi]‘
V12| Zo |2

e la seconda delle (15) si serivera:
0, g ox D

To - M T a1
Iy
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ossia:
g, ¢ 0w D"

!
L1y
Dalla (38) ed analoghe in y e z quadrando e sommando, si ha:

”e

G, =Em + G#n® 4 ﬁQQ—IT+QF’n”

b1y

Similmente dalla (39) quadrando, sommando e tenendo conto che

dxdx,
25 50—
si ottiene:

y T2
| 1)

G, + G n=Em -+

Sommando colla precedente e semplificando si ottiene:

D"
12y
|1

Questultima a causa dell'identitd

= G — m (Em—+ Fn),

EG-—F*?
Em-+~Fn=m . ;
si pud scrivere:
D" EG—F* |,
m

Ed ora ponendo per m la sua espressione effettiva e per G, I'espressione
sopra stabilita (36) avremo definitivamente:

D —ett— = (40)
Similmente:
EGg--F*{11¢

TTE ] 2y (41)



e sulle relative trasformazioni di Laplace. 221

8. Qui & interessante dimostrarc che le funzioni D e D" definite
dalla (10) e dalla (40) verificano necessariamente la (12).
Invero la (10) si pud scrivere:

a(\L’G_jﬂ"%Qg) DD +6(\EG F“*’\i%()
ou G ] 1) VEG __F° ' 0 G 1\

ossia sviluppando la derivazione al 2. membro e tenendo conto che

MNEG—F° _ 4 (122
70 VEG— F(} \+9z)
avremo s
o 'vE’TwF“’\QQQ) DD
ol Bt e =-—~_—.‘:,:—‘_——:+
ou( G I L V)  vEG—F*®

| .

Ed ora in forza dell'identitd

IVE (1228, Py |22
oo _e?() 1 {2u v ‘

seriveremo definitivamente :

8(\BG —T7°y 22|\ DD VEG-F',22|
on G I U ) VEG—=T* GQ I 1 \ou

Cid posto scriviamo la (40) sotto la forma:

V| (\/E‘G-fﬁ?;@@;“z
L (Auy e\ G |1 \)'
“ e ()

Derivando rispetto ad # e tenendo presente la (42) otteniamo:

1 8Dy 5 (00 0y
0'9 ‘/_9,“?)2{ ou —D (3u+8zol 87 H

2 99 O,\,E‘G“:FHQ%;[ DD vEG—F'{22| 2 0
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/ (]

e

ossia:
0 192

L >{‘5¥U 2D { 9D D { —
,(89) 3 I 92 i
e | ==

7,

“o [ e BEZT 22
(_g) dudv G 1
VK

Ma la parentesi del secondo membro & per la (40) identicamente nulla,
ne segue:
("{])’2)~ 9 ,,._,‘].(i);z 9 - 2(‘2%_
é‘;i — D l 2 . + pe D D z l —— O,
cioé:

81) 12 22)

come volevasi dimostrare.

Similmente si dimostra che le funzioni D e D" definite dalla (10) e
dalla (41) verificano la (11); ed allora possiamo concludere che la condizione
necessaria e sufficiente per la funzione incognita + si otterrd eliminando D
e D" fra le (10), (40), (41).

9. Per presentare la condizione richiesta sotto la forma definitiva con-
viene introdurre l'invariante H dell’equazione di Larrnace

Pw _dodx  J9iw
dndv Ododuw  buwde

clo¢ porremo
0909 09

jl--97°Y , A3
SR P M 7y (+3)
Sostituendo ai simboli di Crristorren i valori effettivi, avremo:
$‘2&32 o o L]0t e 80)2. do 0l s
BG—FYe=09?2 |2t I — A H— | 4

[ 1 \(li(‘r F)=c 0w ?‘vH 81;_” Bvav\ ()

[ . a ag 0. (09, 09 oH e

% 2 2 (EG—F)=c? du [32@ i \ﬁﬁz—z/) i dudu J ’ (1)

~ , 8989 . .
gt % __ Fp2 i 4] v ER I .j"(
EG—F ( Hal o H\ (45)
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Cio posto assumendo la (10) sotto la forma {42) e sostituendo in questa
al simbolo z ng ( la sua effettiva espressione dedotta dalla (44) e (46) dopo

riduzione avremo :

DD"(EG-—FE)e_“?z(H"‘m 0 lo logﬂ)( g H*|—
33982<?H+_9__5p(8fr o g Pe0e0
ou' v pu’ \d ou' dv v |
* 9 (09\, 2 0v\* [0\ 10 09 (0¢\ 0 H
7 (aa)H *(aa) (a‘;m ‘H“’é(a}z o
09090H 0v(0¢)"0H 0p090HOH
+H 55 u—u“ﬂau(av T duioiu v

ossia

DD (EG— F*) e x(Hf —H

—er 1YY ﬁaf‘)’

2 o nl 2
DD — ?‘?(H H@lo H) EG—F’ 101 | 2 }
oudov N

da cui semplificando

(47)

Frattanto la condizione richiesta per la funzione ¢ si pud mettere sotto
[ EG-I”’] 1)2J{n LG—F’
et — — e'f —

la forma:
29y i}
E 2 | a 1 } ] /

logHY EG—F" iIH"}@ : \
onov } VEG 2 1
Possiamo quindi enunciare il risultato seguente:
Condizione necessaria e sufficiente affinche Uequazione di LAPLACE

0w 0pdx 09 dw
cuov dovduw  oJudw

:[e?(f{z——H

sia Uequazione di un sistema coniugato (@), ¢ che la funzione ¢ sic una so-
luzione dell’equazione differenziale di 4.° ordine (48).
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Nota una soluzione di quesic equazione, se ne dedurranno le coordi-
nate x, -y, z del punto che descrive il sistema coniugato integrando il sistema
completo (7), (8), (9).

§ V. ESAME DI ALCUNI CASI PARTICOLARI.

10. In questo paragrafo esamineremo alcune soluzioni particolari del-
Vequazione di 4.° ordine (43).
A tale scopo’osserviamo che questa equazione risulta identicamente sod-
disfatta se si pone simultaneamente

1 (11} L (22)
Tﬁg\ ) §”“Ta‘zg 1 ; Z )
g g log H _ \ '

Pudv

Noi dimostreremo che queste due equazioni ammettono effettivamente
soluzioni comuni, che daranno manifestamente soluzioni particolari del no-
stro problema.

Per la dimostrazione di quanto abbiamo asserito scriveremo la prima
delle (49), in forza della (44) e della (45), sotto la forma

ou 9w 9 0

5290_‘(8@)'2m3q;810f>’H 0w (3?)2__8'9210gl-]
dv Ov

g o =2 (50)

ed associeremo a questa l'equazione

Ty _Gyoe (1)
dudv O0udw

Pensando queste due equazioni come un sistema simultaneo nella fun-
zione incognita ¢ in cui A sia una soluzione qualunque dell’equazione di
2.0 ordine

R = 13 (5%)

-

si trova con un calcolo facile che esso & illimitatamente integrabile.
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Conecludiamo quindi che le (49) ammettono infinite soluzioni comuni di-
pendenti da due funzioni arbitrarie; per determinarle basterd assumere nel
modo pilt generale una soluzione della (52) e integrare il sistema simul-
taneo (50), (51).

11. Similmente possiamo soddisfare alla (48) pouendo

Lt ——-Li22]
vE L 2 §—~ ve L1
*log H _

Fudge — 0

H —H

Invero si dimostra come precedentemente che queste equazioni ammet-

tono infinite soluzioni comuni, le quali si ottengono assumendo nel modo
pitt generale una soluzione dell’equazione

logH By
dudv =—1 (53)

H —H
e integrando il sistema

29 _(5 au)? gy dlogd i?+(a "°)2+M olog

0w \oul odu ou 00

La determinazione di queste soluzioni particolari dipende adunque dal-
Iintegrazione delle due equazioni (52), (53). Queste col porre H=¢® assu-
mono rispettivamente la forma:

e

—n— == 2 senh ©
dude ’
o -
0 ®
e == 9 cosh O,
ouow

Risulta dalle ricerche da me esposte nella Memoria sopra citata che
queste equazioni sono quelle da cui dipende la ricerca delle assinfotiche
virtuali di un paraboloide qualunque a punti iperbolici.

La teoria di queste equazioni e delle questioni geometriche che vi si
connettono, ha ormai raggiunto dopo le Memorie del Brancrr il massimo
grado di sviluppo; per questa ragione abbandoneremo 'esame di questi casi
particolari e ritorneremo al problema solto la forma pitt generale.
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§ VI. CONDIZIONI CARATTERISTICHE PER L’INVARIANTE.

12. Ora vogliamo stabilire le condizioni a cui deve soddisfare una fun-
zione H affinché si possa assumere come invariante per un sistema coniu-
gato (G).

Per condurre con semplicitd i calcoli relativi introdurremo due funzioni
ausiliarie 4 e p. definite rispettivamente dalle formole:

D
=, = . gy
sen : o7 sen .= (o4)

In forza delle (40) e (41) possiamo porre senza ledere la generaliti :

- 8? \ ;(_;;. 1 * & 8? \' -—E— {2 x
Con questa notazione la (48) si puo scrivere:
L0 log H ap
cos(A—py=H'— H Y P (56)

Dalle (54) inoltre per derivazione tenendo presenti le (54) stesse e
le (B5), (11), (12), si ha:

o _  enGg en
du"  NEG_—F D
i (57)
a——g = e ﬁg\*i en i
g VEG—F* )

Donde moltiplicando ed osservando la (46):

g—? @ Se1 A sen
drop  cudw ° - -
Tudv 0405 g (59)
dudv
Questa relazione si pud scrivere altresi:
_H 5  senisenp
dodo oXop

duow 2udv
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e finalmente sostituendo al primo membro per /A la sua espressione effettiva
e rammentando le (3J), otteniamo dopo riduzione :

F  sen)senp =
a s 73 b0 — 1. (H9)
ou v
13. Ora derivando le (57) avremo:
A NG [c Suau son » /7 log 3 (_;,—_) 22)
oudv  \EG_F° g0+ & ov 2 V)
che in forza dell'identita
glogy @ V22 22 F
ov 21 1 1y@
poiremo serivere
'h e\ G o v F
Tugo N oS w 7o -+ seny. { 1 %GJ’
ossia per le (db) e (B7):
Fr 1o F 9rpu
8uav“COtV’Z’~ﬁﬁ3—\ G co AE)?HB‘;’
ed infine per la (59):
Gl cot A 4 cot u\ 0 -i-c ) 60
dudw ( )Bt v @ CoSAsen (60)
Similmente si ricava:
0" v OA0u |
a%a@ (cotu kcot))au% yid sen A cos u. (61)
Da queste sottraendo si deduce:
70 —p) _ y
R e ﬁsen (n — u). (62)
Questa e la (56) ponendo 2 — p = o si potranno secrivere:
o o 1
dwov  H oMY

(63)

=
(]
oo
a5
2| e
[N
P e, N

cos w=H*— H -—2".
H
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14. Frattanto si vede che affinché una funzione H si possa assumere
come invariante per un sistema coniugato (G) & necessario che le (63) nella
funzione incognita » debbono ammettere una soluzione comune.

Eliminando fra esse I'invariante H (*) avremo per la funzione o I’equa-
zione differenziale alle derivate parziali di 4* ordine:

0° i 1 0w 1 o 7! RS X
Bub'?)log (Senm 3%3’0)+(senw ou 317) —cote YEh (64)

Viceversa dimostreremo in seguito il seguente teorema, che chiameremo teo-
rema fondamentale:

Se o & una soluzione dell’ equazione di 4° ordine (G%), esistono oo’ sistemi
coningati (G) a invarianti uguali per cui Uinvarianie é dato dalla formola:

o 1 2o 1
T lsenw ducw

15. Qui & opportuno stabilire un sistema di formole molto utili per il
seguito della presente memoria.
Derivando rispetto ad « la prima della (57) e tenendo presenti le (57)

stesse, si ha:
. or 0y | O dlogva 11 .
&?’Ei'”COt”"aWa—u+au[_—‘au | qJ‘ (65)

D’altra parte ricordiamo l'identita:

\11)_2logvE |1 1|F
11 du | 2 \E

Questa per la seconda delle (55) si pud secrivere:

{11y dlogvE ef\ G F
mmmm — _COSy.
1y du VvEG — F° \ E

b

@

ed ancora per la prima delle (57) e per la (59):

7 )3 A seny
\1‘1’(:810g\ﬁ+00tyla_ se e )
T Ju ou 200

oudv

(*) Qui escludiamo dalle nostre considerazioni i casi in cui si abbia w=0 oppure w=7,
che forniscono le soluzioni particolari osservate al § V.
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Ed ora sostituendo nella (65) avremo:

82)\%80,2' 929 (x+u) 8_}\’alogv'(_}__é?log\E-_sen)\cos%).
T “ou  ouw Eu( ou cu Haﬁ (66)
ov

Infinc osserviamo che per le (54), (55), (57) possiamo scrivere:

senicosw_ 1 EG—F*\11|

Hé—'lf H ¢YE | 2|
ov
ossia per la (45):
_senicosp 0 lo 0% 93y dlogH
LO0p 0w Cdu  ou ou
HZE
ov
Sostituendo in (66) e semplificando coll’osservare le (30) avremo:
7R
N 20 (A +u) drdlogH du
g T M ew T dw  Bw du g
ov

E questa per le (5%) e (B7) seriveremo definitivamente:

0280+p) ordlogH, H DI (67)

2* %
s = Yy T dw  du dw T senivEa

Similmente si ricava:

o’y 9 0(A+p) dpologH H DD
T T T3y T B0 dw Tsenvyv B G — F° (68)

16. Inoltre si ha dalle (54):

DD"=e¢?seniseny.,

ossia per le (57):
on

W ov

-t

pp. 1 @
EG_F " | kg

D
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Donde moltiplicando membro a membro e tenendo presente le (30):

,, 228
SR sen A sen dudv
EG—F v dp oy ’
duwov
¢ per la (98):
D ])’ _ f’_ rdu 1 ‘
Jou: B o =7 SCI A Sen Tnis T H sen® % sen’ " (69)
Da questa infine ponendo:
W= (70)
VG —FF

derivando e sostituendo per le derivate seconde di % e w le espressioni (60),
(61), (67), (68) dopo sempliticazione si ottiene:

ow 0w ologH

o )
T Sen s 4 (co’tl—i—coty)——W +cot u T W — Fe w, -
oW enx—a-—+(con+cotu) Wt cotr 22 w2108 By
ov 0u v v

17. Stabilite cosi queste formole fondamentali, introdurremo la fun-
zione Q definita dalla relazione:
Q=%+ p.

Sara allora: A= % Q-+ o), v == (2 — o), (72)

e

e sostituendo nella (60), (67), (68) per X e p. queste espressioni e tenendo
presenti le (63) otteniamo il sistema seguente:

ita ¢ KO*TO){C t!}—-m ca 0 Iog( 1 0w )J | \

du fu 29 fu  duw Senwauw o v

y QW 1 o\t e |
Q- (Senmaufv dut’
sen ——
20 {0 —o\l 1 wgQ A 1 2%\ -
=t el el D eg( L T (73)
dv gv 9 Jw sen wduov)
2W 1 o\ 0%
- = “{‘——2'
0 —wisen o Juov) ov
sen o
GFo sen O G {0+ o) o {0 —w) senQ  po

duov COSw—COS 0w v seno Juwov. i
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Similmente sostituendo nella (69) per % e « le espressioni (72) e per H
Vespressione (63). avremo:

i 7% o E(Q—{—w)aﬂ-—w)_

4W?* = (cos v — cos Q) ~ - :
senwouwdv ou v

s (74)
— (c0S & — oS 02)° T ) .
7 \senw duodw
Infine analogamente operando sulle (71), avremo:
c W Q—0f(Q— o) 2Wsen Q. 0 (Q - o) \
YW _ .
“Tu Mg dv coseo—cosh  dw T s
Q—0d{Q—o) 4 - 1 o
+Weol —g— = 2 W log (sen w Ou 30) ' )
b
oW Q4 0d(Q4e) 2Wsen 2(Q —w)
2 do Mg du ose—cosa  dv T
Q+0d(240) 0 U/ L._bj_m '
+Weot 9 o +2W8'010° (Qn YL .

Queste sono le formole che volevamo stabilire.

Intorno al sistema (73), (74) si possono verificare le seguenti proprietd:
1.° Dalle (73) e (74) seguono le (75).
9.0 11 sistema (73), (74) & illimitatamente integrabile in forza della (64).

§ VI RArprESENTA7IONE SVERICA DI GAUSS.

18. I teoremi dimostrati al § Il lasciano prevedere che i sistemi con-
iugati (@) si possono definire mediante proprietd caratteristiche della loro
rappresentazione sferica.

Noi pertanto procederemo alla ricerca di queste proprieta.
Denotando con:

ds?=eduw +2fdudv-+gdr*, (76)
I'elemento lineare sferico, si ha da formole note:

S GD f__ TDD _ ED
T EG =T T EBRG—17 YT ERGgZF
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Quindi osservando le (54) e (57) avremo:
o a 1\)2 q (2: {J, 2
T \ou) I=\5w

F=vVEG--¢ H,

Inoltre essendo:

potremo scrivere:

_ e H—VEG
f= EG—FI*

- €’f sen \ sen p,

e per la (46) e (57):

— ;i} QA . H sen A sen
o duw g v QHB—(—E _a_(g H: -
ou do
Infine per la (88):
f o= .g% ?ﬁ LH'sen Asenwv.

Dopo 1 risultati conseguiti nel paragrafo precedente potremo esprimere
le quantita e, f, g per mezzo delle funzioni » e O sicché scriveremo:

1 {8 Q4w | ,
% du ;
Agl:‘ [a ((2 e UJ l , | (77)
. Lo+ m) 0(Q—0) 1 0o Q-0 Q—a
F= 5% Fo senwdwdo o9 Ty
Ne deriva [facilmente per la (74):

eg—f= W°:
19. In ¢id che segue ci proponiamo di stabilire le proprieta relative

alla forma (76) in cui le quantitd e, f, g sono definite dalle (77). A tale scopo

sard utile calcolare i simboli; b lk : relativi alla (76).

Frattanto ricorriamo alle identiti :

dre 112

_ Satter
7o 11T e e
) (78)
Byvg_ (VL2 f y12¢ -
w1 \\!}+l 9 '
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Inoltre dalle (77) abbiamo:

~_1o(@+o

V=Y T Gu == { (79)
1 — :
a'\g":‘“éj“‘_(_av—w”)' F==1 )

Da queste derivando ed eliminando per mezzo delle (73) le derivate di
2.0 ordine della ©, otteniamo:

. dve sen O 0(Q-+ow)d(—w) sene—senQ o
dv  2{cose—cosQ) Ju ov 2sen dudv’

Lovg sen b(2+0)d(Q—wv) seno-tsen® Po

T ou 2(cose—cosQ)  Ou ov 2 sen fudwv

Portando queste espressioni e le (77) nelle (78) queste forniscono per

a2y o2y - .
le quantita mcogmte’ R le espressioni seguenti:

y12¢ 1 tf!—»«coi}(() — o)

1T 2% oo .
)12y _1 o+edi@+to) 3 (89)
A ) 2 du
ossia :
[ tQ—(o \
i1 t*-\gco —g g
1127 = O+ o ®1)
| 2 ’:ave cot o
In secondo luogo ricorriamo alle identita:
dlog W 11y 112y
ou A B A
; , (819
flogW 227, i12]
ov b2y ey

Sostituendo in queste per le derivate della W le espressioni (75) e per

.. Sfreygtrey ) .
1s1mboh} BEER le (80), avremo:
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ey Lmn”_“@f”f‘“\ oot 2 w0 \
o TS T T, ooty g |
.0 . 1 ZAROIRY
T ou log (ben wiuov)’ ’
1292 1 Q- wd(Q4o) tsz;,uman o (82)
| 2 s—ﬁ—,sen— 2 Gu Tt T
,,Ll(m 1 7"
T (seT 5‘5‘5‘9’5)'
Infine ricordando le identita
bve N1ty o WLIP P
du | 1§ 2 4ye
brg _1220 L 129 -
dv’ ] 1 Ay )9%\"'9
e tenendo presenti le (77), (82), (74) otteniamo dopo riduzione:
y 1 ‘1"_s —~ 1 Lo
|2 4" W )
3]
i22¢ , - 1 Q4o

=&\ - 55 8Sen

|
|1 W 9

20. Cio posto se fra le (79) e (81) eliminiamo le funzioni Q, » avremo
le condizioni richieste, cioé:

f L2 alogvg 3412y 12,
P10 e t Ty TS

V12 alogve {12y (12
P2\ du T aw R

(84)

——

Similmente eliminando fra le (83) e (79) le funzioni @, o tenendo pre-
senti le (81), avremo altresi:

v 1 1palogve @11y yLLyi2ey

b2y a0 Gwl 2 VT 2 i) 2 2 3
(85)

122 (alogy g 61220 122/ 11/ \’

I T TR RV N N L I U A R

Qui & interessante-osservare che dalla coesistenza delle (84) e (85) segue
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che la forma (76) ha la curvatura = --1, e viceversa dall’ipotesi che la
forma (76) ha la curvatura = —+1 e dalle (85) seguono le (84).

Possiamo quindi enunciare il risultato seguente’

Se o & una soluzione dell’ equazione differenziale (64), e Q é una soluzione
del sislema completo (73), (74), ponendo:

1 [5 (@ +3>_)_J2,

TEH|T u
1 [5 (@ —_‘3)]2,
4 ov
e L I BT
lo forma differenziale
ds" =eduw +efdudv+gdo (86)

avre lo curvatura =--1, e ¢ suoi coefficienti soddisfaranno alle condizioni (85).

§ VIII. DiMOSTRAZIONE DEL TEOREMA FONDAMENTALE.

21. B qui il momento di dimostrare il teorema fondamentale, per il
che mostreremo anzitutto che un sistema coniugato la cui rappresentazione
sferica soddisfa le (85) & necessariamente un sistema coniugato (G).

Invero un sistema coniugato si pud ritenere definito a meno di movi-
menti dalla sua rappresentazione sferica e da due funzioni D e D" che veri-
ficano le relazioni:

Si avrd allora:
T e T S
% jl12 %:‘%% 121 i ; 122 %:"‘E%§K21Q g )
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Da queste per derivazione tenendo presenti le (87) si ricava:

o Atrey 12y dlegDd” 9, (11} (12Y
50 % 1 T (T e TEe%%) 2 (T 1 2
dlogv G __dlogD’  dlogve (22( {127
ov  dv - dw 2 4 1
e per la prima delle (85):
dlog & _ 2 112] |12],
so —ae08) 1 (T 1 |}
similmente si ricava:
dlogv E_ 9, |12 12
‘3u——m0°) 2 §+ 2 4’

ed ¢ cosi dimostralo quanto sopra abbiamo asserito.

Adunque da una soluzione o dell’equazione (64) integrando il sistema
completo (73) (74), si deduce la forma (86) che si pud assumere come rap-
presentazione sferica per infiniti sistemi coniugati (@), dipendentemente dalle
soluzioni del sistema (87).

22. Ora possiamo soddisfare a questo sistema ponendo in particolare:

dlogD 1 Q—o0g(@—o) 1 Q0 —00d(Q-—o)

R T R PP /ot R 37
dlogD 1 . 0—0d(Q--o) 1 Q-+ wd (Q-+ o)
70— 2 Ol o aw " T3 ou
sen-g‘o—;—m
D =.D Q-——‘Tg‘
sen —g
Sard allora per le (89) e (83)
;12(_*i Q-+ wd(Q-+ o)
I 577 S0 g TR ”
yte(_ 1 e—wj@—« ) '
|2y T 2w 2 v

Da queste, tenendo presenti le (73), (74), (75) si trovano con calcoli facili le
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relazioni:
i\l%\_i&l%(
duwl 1 | du| 2 |’
1 2gy12) 24§12
H_§1=}2€ dul| 1 |
1

. 32‘0 -1
—(senw 3u3v) '

Cosi il teorema fondamentale & pienamente dimostrato.

§ IX. LE SUPERFICIE %, X,

23. Abbiamo visto nel paragrafo IV che I’elemento lineare di una su-
perficie ¥, & dato dalle formole:

— (3o B, 29y |
iy = (12 g 23).
1)
— ey
\rGl———E'
v

Abbiamo visto altresi (32) che le derivate parziali delle funzioni «,, 4., 2,
rispetto alla variabile # sono legate alle derivate parziali delle funzioni x, y, 2

dalle relazioni:
00 0x (6 0o 9@)%3

dvduw \ouw °dv dujdv
ossia:
I ow 1 890,.
¢ o v dlogv G, Cu
v ou

Sostituendo nelle (31) avremo:
1 Im
"odlogv G, du
on

r=ux (92)

che & la rappresentazione analitica della trasformazione L~' applicata alle
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linee di curvatura di ¥,, e che trasforma queste nel sistema coniugato ini-
ziale (G).

[ntroducendo inoltre le quantitd D, D", relative ad una superficie %, e
le quantitd X,, Y, Z, che danno i coseni direttori della normale avremo per
le funzioni wx,, v, #,, X;, Y, Z, il sistema completo seguente:

0° 2. . 1 0 FE 0wx 1 EEI 3901
Tw T UE, dw du 26, dv do %o

7w, walog\”E’,ﬁ 7z, Blog\/“é: 0 x, o
dudv 0w 8@¢+ g P (93)
e, L aG 0w | 0G 0w . .,

70— 2E u du 26, 90 0 D%

0X, D 0w '

ou B, ou

uw ( o)
0X, D', bw S

7o Giov

24, Se deriviamo la (92) rispetto ad « ed eliminiamo per la prima
delle (93) la derivata seconda della funzione wx,, avremo:

¥

ﬂ_’”:‘_l v | (ﬁelog\G—xm_alog\'E_lalog»@T Q—@---F
o (8 log v G])f o Ju o o
ou (95)
L\ toBim D,
ology G, 26 v 9v glog G,
o g

Cid posto dalle (91) derivando e tenendo presenti le (91) stesse otte-
nlamo:

AL G,

T:\El; (9())

e se inoltre fra questa e le (91) eliminiamo la ¢, troviamo per le funzioni
v B, v G, la relazione:
0*log\ G, 0olog\ E,dlog\ G | \ E,

duow o on + \ G, =U. 1)
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Ancora dalla (96) per derivazione ricaviamo:

0% v E, [aglog»a_alogvﬁalag\@:}_
ou (a log va) ou’ ou ou (98)
o

Ed ora ricorrendo alla (95) e alle analoghe in y e 2, quadrando sommando

e tenendo presente che:
AN LAY
S(5) = (5n)

9 2° log {G‘ 9 dlogv E, 0logy G, n dlogv Gl)-%—
o u’ du oun ou

BB (Ao
v, 00 v By

Possiamo quindi enunciare il risultato seguente:

Le linee di curvatura di una superficie ¥, soddisfano alle condizioni
(97, (99).

25. Viceversa ¢ importante dimostrare che ogni superficie le cui linee

di curvatura soddisfano alle condizioni (97), (99) & necessariamente una su-
perficie ¥, ; cioe le sue linee di curvatura si possono far derivare mediante
la trasformazione L da un sistema coniugato (@) a invarianti uguali.

Infatti supponiamo che le linee di curvatura di una superficie soddisfac-
ciano alle condizioni (97), (99); e definiamo una funzione ¢ mediante la for-
mola (96).

Dalla coesistenza della (96) e (97), avremo:

otleniamo infine:

P
?

v Gy =

o

I

b4

Qo] X
<

€ per conseguenza:

s

T e (09 0 1,000

e la (99) si potrd scrivere sotto la forma :

. e 00 1 0vE\N Dy e
v B9 YRV R S N L _
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Cio posto seriviamo la trasformazione L™ nel modo seguente;

Y

¥ 0x
v B, 0u

=, —

e deriviamo avendo cura di eliminare colle (93) le derivate di 2.° ordine di @;
avremo tenuto conto della (96):

e 09\ 0w, , e 3\ K 0w, D
| R ¢ 1 A . D,
8?6 ( v I, au) éu +G; v av 8?\2;‘; X,
390 @? a@awl

v anv)Eu’

colle analoghe in 5 e 2
Da queste quadrando e sommando e tenendo conto della (100) segue

facilmente:
g x\* ‘09
2(5a) =7 (55)

(39 - (3

Infine se fra le equazioni

0w e? 9o ef 8105\13) d a1 ef 0%,
1—‘ T ——— A - T ‘“—27

du L v B, ou ow \E, Ou

i e dedm

ov VE, 0V Ou

eliminiamo la funzione #,, otteniamo la nuova equazione di LAPLACE

0w 90w
duov o0vou

do 0w

+8u v

Concludiamo quindi che il sistema derivato dalle linee di curvatura di
una superficie soddisfacente alle condizioni (97,) (99) & un sistema coniugato
ad invarianti uguali; per esso si ha altresi:

s do — 09
/ H— Pt 2 = ¥ i,
vE=e o u Ve v



¢ sulle relative trasformazioni di Laplace. 241

€ per conseguenza:

plogVG _ 2, |12] |12}
iy e B R B
dlogvE 8, {12) {12

o [
tog} g | +] 'y |

Le condizioni (97) e (99) sono adunque caratteristiche per le linee di
curvatura di una superficie 2,.

Con un procedimento analogo si vede che una superficie %, & perfetta-
mente caratterizzata dalle condizioni:

9"logv E, 0dlogVE, alogv’vg;_p/@: —0
duodv ov ou vE
o°log V'E, dlog\ E, dlog\' @, (alog v E,\’
9 e -
T 2= po . 0w )**

1 9V@, ¢, (D,
g ) -

§ X. LE TRASFORMAZIONI DELLE SUPERFICIE 3,, 3,.

26. Intorno alle superficie =, e 2, sussistono alcune trasformazioni che
si fondano sul seguente teorema :

L’ inversione per raggi vettori reciproci (trasformazione 1) trasforma una
superficie X, in infinite nuove superficie %,, e trasforma parimenti una super-
ficie 2, in infinile nuove superficie =,.

Consideriamo anzitutto una superficie ¥,; secondo i risullati da me sta-
biliti in una precedente Memoria (*), ponendo:

p= @ —a)f + (@ —b) + (2. —¢) (101)

(*) Sulle superficie a linee di curvafura isoterme. [Rendiconti del Circolo Matematieco di
Palermo, t. XVII, p. 275].
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avremo per la superficie trasformata :

B = ‘:_.» E., @Y= i a,, \
DY D, : J
\/‘E(T)z\*g 4VED ¥ 2X, (2, — a), | (102)
-D//“) D// \
LV GOY2X, (0 —a
v G"’ v Gy - 2 (= ) /

La funzione p definita dalla (101) soddisfa al sistema simultaneo :

0o 1 AE, 0p 1 0FE, 9p

ouw  2FE ouw ou 2G,0v dv + 2B+ D, 32X, (w0 — a),

o' 0logvE, Op 3100“vG dp (103)
eudv 00 8@.0 ou. ov’
o 1 ¢G, 09 1 906G, §e

ev__ 2 bt vy ” 9 A’* —a).
bv ~ T 9E tudu 3G 30 do T2 T AN (@—a)
Dalle (102) derivando otteniamo:

ology GP _plogva, 1 pp |

fuw  ou o gu
dlogv @GP  plogvG, 1 gp

— —

v B v B o 00 (104)

ologv BEP _ologvE, 1 po
o ou o on

dlogvEP plogvE, 1 §p ’
v 9w p oV

Da queste derivando ancora e tenendo presente le (103), avremo:
2 logyvGY 3 log \‘”G_i_}_i 8p e

dugv  puyv p° gu P

1 310g\E ap 3100“\(} ap)‘
T e\ v aw ' u v

Draltra parte:
Loe dp

7 log v E® alog\(}Tﬂ_alogxf’flalog\'/@+m
v suw  dw PR ¢° duov

1 (a log\ E, 59 910g v @, @_g)

v a;L+ ou v

P
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Quindi sottraendo:

9 logvG? 9log vED 9logvVGY _ 9'logyG,  glogJE dlog(@
dudv v ou VY Y ov ou

Ma si ha inoltre: . .
VED VE,
VS VG
e sommando colla precedente e tenendo presente la (97) si ricava adunque:
oo v (30 Fm - R 0]
2’ logvGY  3logvEP plogV G VEL:O (105)
ouov ov ou vV G®

27. Cio posto conviene esaminare la quantitd ¥, 2 X; (x, — a), che scri-
viamo per disteso; cioé:
1

¥2X, (v,—a)= = 2@, —a) 2(y,—Db) 2( —o)
\ 1 1
ou ou ou
LN VA T
av v v
Quadrando e tenendo presente la (101), avremo:
1 de  dp
— —_—— | 4 9c A
[E 2 X, (@ a)] E. G, il ou ov
02
T
ap
70 0 G4

ossia : ’ )
)=t — L _3_82___.(18 "
[Bex o~ <te— 7 (7 -5 (3)
Ora quadrando le (102) e tenendo presente quest’ultima ricaviamo :
DY \* D\, D
(%) () rer e —ar
4 E, _1~ 2o E, (8e)
+ 50— () - G
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Infine derivande le (104) ed eliminando colle (103) le derivate seconde
di p, dopo riduzione otteniamo:

g 0 log Jap g 8 log VGY plogED | (3log G 2_;_
20 u ou ou

1 ? \/Eflz}

VGo a0 ):

z%ai’log\/@,qmgalog\/w@— dlogJ Ei | (2logy G, 2—1—/1—3\/E :
ou bR ou au (V"{jz ov

D, 4 I, 1 392 E, 8\3‘2
R 3ex e - = P {F - (5)

Sommando colla precedente ed osservando la (99) si ricava:

9810200 53108 G glogVEY | (9log J‘G“) .
ou ou ou ou

(106)

L pJEDY, [ Dp ) _

”'*‘(mga ov ) T \jEp

1
i

Adunque le linee di curvatura della superficie trasformata soddisfano
ancora le (105) e (106); possiamo quindi concludere che la superficie trasfor-
mata & ancor essa una superficie Z,.

In modo analogo si dimostra che I'inversione per raggi reciproci tras-
forma una superficie %, in infinite nuove superficie %,.

E utile osservare che in forza delle (91) Pinvariante 3 della superfi-

VU
cie ¥, rispetto all’inversione, coincide con Pinvariante H dell’ equazione di
LapLace relativa al sistema coniugato iniziale (&); similmente Iinvariante

\ﬁ% della superticie %, coincide con l'invariante H.
\ Ly

§ XI. DETERMINAZIONE DEI SISTEMI CONIUGATI (G) A INVARIANTI UGUAL,
ASSEGNATONE L’INVARIANTE.

98. Per quanto abbiamo visto precedentemente, assegnare I’invariante
di un sistema coniugato (@) equivale ad assegnare una soluzione dell’equa-
zione di 4.° ordine (64).
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Sappiamo inoltre dal § VIII che data una soluzione o dell’equazione (64)
si hanno oo® sistemi coniugati (¢) a invarianti uguali, che ammetiono per

invariante la funzione
1 2 w —1
He= | —— 0 .
sene guw o v

Per determinarli effettivamente occorre integrare il sistema completo (73),
(74) ; indi si porra:

09 1 Q—6f(Q—ow)
du w2 T T G0
do_ 1 040d(@+4w)
dv w3 ou

Nota in questo modo la funzione ¢, si avranno dalle (30) le funzioni E,
F, G, e dalle (40), (41), (47) le funzioni D, D"

Determinate cosi le quantith E, F, G, D, D" si determineranno le fun-
zionl =, y, 2 integrando il sistema completo (7), (8), (9).

29. Perd dopo i risultati ottenuti al paragrafo precedente possiamo
stabilire un metodo mediante il quale si possono dedurre con soli calcoli al-
gebrici e di derivazione da un noto sistema coniugalo (&) a invarianti uguali co®
sistemi coniugati (&) a invarianti uguali aventi in comune col primo lin-
variante.

Invero da quanto & dimostrato nel sudetto paragrafo discende facilmente
la proposizione :

Da un noto sistema coniugato (G) a invarianti uguali, applicando la tra-
sformazione L 1 17" (o la trasformazione L™ I L) si hanno infiniti sistemi coniu-
gati (&) a invarianti uguoali dipendenti da tre costanti arbitrarie. Tali sistemi
coniugati (G) avranno in comune col sistema coniugato iniziale Uinvariante,

§ XII. LE TRASFORMAZIONI DEGL’INVARIANTI DELL’EQUAZIONE (64),

30. Abbiamo risoluta nel paragrafo precedente la questione di deter-
minare i sistemi coniugati (G) a invarianti uguali assegnatone linvariante;
ora vogliamo stabilire una trasformazione per I'invariante, ossia una trasfor-
mazione per gl'integrali dell’equazione (64).
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Tale trasformazione si riassume nel seguente teorema:
Se w & una soluzione della (64) il sistema di equazioni (73), (74) & illini-
tatamente infegrabile; si avrd doll’ integrazione una funzione Q@ con fre costanti
arbitrarie che sard wno nuova soluzione dell’ equazione differenziale di 4.° or-
dine (64).
Per la dimostrazione scriviamo la terza delle (73) sotto la forma:
1 0 Q 1 9@ +wg@—w) | 0w

SeNQ UV COS—COSQ  ou v senwouov

(107)

Tenendo presente quest'ultima si ricava facilmente che la (74) si pud
anche scrivere come segue:

1 0 (Rt wdle—0)
senQ ougv Qv ov

1 7% Q )2.

(108)
JE— — 3 Neogo 707
(cos Q@ — cos w) (sen Qouiv

Ora dalla (107) per derivazione tenendo conto delle (73), (74), (107) dopo
riduzione si ottiene:

0 1 oY 0 - 1 o' w Q—o 7(Q-4 )
%log(senﬂf)uﬁ?})_é}_ﬁlob(senma@eav)+00t 2 ou -

1 0—0d(Q—o)
—P«W&en ) 5 .

Inoltre da questa derivando rispetto a v e tenendo sempre conto delle
(73), (7%), (107) si ha:

o° 1 oy 30 1 7o Y
gugv IOg(semﬂ azoav)“COts}aizav+(seno) auav) o

| Q-+t Q—o0 0 (Q+o0)d((Q— o)
—ggpT S —5— sen —5 T o
ossia per la (74):
9’ ) 1 oY 7'
anavh)g(senﬁauav)“wtﬂau@vm

1 0w

: ‘ 2
(COb 0 ~— COS Q) Son o W

.
LW
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Infine facendo uso della (107) scriveremo:

a‘ 1 aZQ . BQQ 1 B ] 1

éuavlog(senﬂ Bzeafv)*COtQa%a@_i_@yye (cos v — cos Q) ——
1 2 (Q+0) (20—

— s (08 @ —cos 0) = et

e per la (108):

& 1@( 1 2’a
dusv S\senn oUuov

ed & cosi stabilita la proposizione.

§ XIII. LE TRASFORMAZIONI DEI SISTEMI GONIUGATI (G)
A INVARIANTI UGUALL

_ 70 1 a‘zQ —1
)"COtﬂauav —(senﬂ auav) ’

8’0

senQ gugv

31. Completeremo i risultati ottenuti nel paragrafo precedente dimo-

strando il seguente teorema:

Se x, y, z sono le coordinate d’un punto che descrive un sistema coniu-

gato (G) a invarianti uguali, ponendo :

a_g.z 6"“209 6_50’ _8__‘[‘ s g_?‘p a_y, aE — 3‘299 _a‘z,
o du ou ou  ou ou
a‘:’:_..e”"”l’_b\__?, azz_g‘wa_;y, ,a_ZZ:_e_O‘PQﬁ,
ov Jv v v 0wv v

(109)

si avranno per quadrature tre funzioni &, 1,  che sono le coordinate di un
niovo punto che descrive un nuovo sistema coniugato (G) a invarionti uguali.
Infatti si verifica facilmente che le (109) sono coesistenti; inoltre sulla

»

superficie luogo del punto %, =, { le linee # » sono coniugate, e si ha:
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€ per conseguenza:

plogJ@ _ . (12 (127
v 508 1 {1y
plogyE' 8. {12 {12]

u *a%mg}. 2 %+§ 2\

32. Ora supposto il sistema iniziale (G) ottenuto col procedimento in-
dicato al § XI, denotando con H, I'invariante del nuovo sistema coniugato,
sara :

A
gugv
my—272 00

T T pu 9w ?

o a'v’

+

H

¢ sostituendo per H e ¢ le loro espressioni effettive :

1 a0—e 0t eg@ted(@—w (1 o V!
H‘—'%Wﬁen g STy ou v (senm auav)'

Questa infine tenendo presente la (74), la (107) e la (108) facilmente si
riduce alla forma:
. 1 a: o !
2 =(Gs 2ups)

Le formole (109) danno adunque per quadrature una trasformazione per
i sistemi coniugati (G) a invarianti uguali che chiameremo trasformazione G;
mediante la quale la funzione o si cambia in Q e l'invariante H in H, .

Frattanto rimane stabilito un metodo di trasformazioni per i sistemi
coniugati (G) a invarianti eguali, che consiste nel comporre la trasforma-
zione LIL™ (o la trasformazione L' I L) colla trasformazione G.

Sembra assai notevole che 'applicazione successiva ed illimitata di questo
metodo di trasformazioni richiede soltanto successive quadrature.




