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Nous 4tudions le spectre des 6tats de basse 5nergie d 'un supraconducteur de seconde 
esp~ce dans l '6tat mixte, contenant une faible densit~ de lignes de vortex (H ~ Hc2). La 
description locale de CYROT (Section I) ne convient pas pour les 6tats ]ocalis~s dans le coeur 
d'une lithe. Ce sontces 6tats qui correspondent aux r~gions de plus basse ~nergie du spectre. 

AM 
Le <,gap ~ d'6nergie pour ces excitations, de l'ordre de 2EF (/Joo est ]e gap en champ nul, EF 

l'6nergie de Fermi) est consid~rablement inf~rieur au gap en champ nul. La densit6 d'6tats 
B 

correspondante est de l'ordre de N (0) Hc 2 (B ~tant l 'induction macroscopique dans le mat6riau). 

Ces ~tats gouvernent les propri6t6s de basse tempdrature (T ~ Te) du supraconducteur. 
Ils donnent une attenuation ultrasonore anisotrope mais extr~mement faible. Le r6gime de 
relaxation des spins nucl6aires est diff6rent suivant que la diffusion de l 'aimantation nucl6aire 
est lente ou rapide par rapport s la relaxation directe. Dans les deux r6gimes la relaxation 
de basse temp6rature est nettement plus rapide que dans le supraconducteur en champ nul. 

We study the low energy spectrum of a type I I  superconductor in the mixed state, with 
a low density of vortex lines (H ~ Hc2). The states which are localized in the core of a line 
cannot be described in the frame work of the local approximation (CYRoT --  Section I). These 
states correspond precisely to the lowest part  of the energy spectrum. The energy gap for these 

/V 
excitations of order 2 ~  (A oo is the gap in zero magnetic field, EF the Fermi energy) is con- 

siderably smaller than the gap in zero field. The corresponding density of states is of order 
B 

N(0) ~ (B being the macroscopic induction in the material). 

These states determine the low temperature (T ~ To) properties of the superconductor. 
In  that  range of temperature: 

1. the ultrasonic attenuation is anisotropic but extremely smalh 
2. there are two regimes for the relaxation of nuclear spins, depending on whether the 

diffusion of the nuclear magnetization is slow or fast with respect to the direct relaxation. 
In both regimes the relaxation is much faster than in a superconductor in zero field. 

Wir untersuchen das Spektrum der Zust~nde kleiner Energie eines Supraleiters zweiter 
Ar~ im ,,gemischten Zustand", der nur eine kleine Dichte yon Vortex-Linien besitzt (H ~ He2). 
Die ]okale Approximation yon CYROT (I. Abschnitt) ist fiir die Beschreibung der Znst~nde im 
Kern der Vortex-Linien nicht geeignet. Es sind gerade diese Zust~nde, die zu den Gebieten 
tiefster Energien des Energiespektrums gehSren. Die Energieliicke fiir diese Anregungen ist 

/ J~  (/1oo ist die Energielticke im Feld :Null, EF die Fermi-Energie) yon der GrSBenordnung 2-/~i~, 
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und damit bedeutend kleiner als die Energieliicke im Feld Null. Die zugeh6rige Zustandsdichte 
B 

ist yon der Gr6Benordnung N (0) Hc2 (B ist die makroskopische Induktion des Materials). 

Diese ZustEnde beherrschen die Tieftemperatur-Eigenschaften des Supraleiters (T ~ To). 
Sic ergeben eine anisotrope, aber sehr schwache Ultraschallabsorption. Die Kernspin-l~elaxa- 
tion hEngt davon ab, ob die Diffusion der Kernmagnetisierung -- verglichen mit der Kontakt- 
Wechselwirkung zwischen den Spins und den in den Vortex-Linien lokalisierten ZustEnden --  
rasch oder langsam ist. In beiden FEllen ist die Relaxation viel schneller als im Supraleiter im 
Feld Null. 

Introduction 

Nous discutons  iei les exci ta t ions  de t y p e  fermion de tr~s basse 6nergie dans  
un  supraconduc teur  de seconde esp~ce (E < A , ,  oh A oo est le gap  en champ 
nul), les exc i ta t ions  d '6nergie plus 61ev6e ont  6t6 6tudi6es s6par6ment  [1]. A u x  
basses 6nergies les caract6r is t iques  du spectre  sont  les su ivantes :  

- -  le gap  E0 pour  les exci ta t ions  est  tr~s pe t i t  (E0 ~ - A 2 / 2 E F ,  EF 6tan t  
l '@erg ie  de F e r m i  du mat6r iau) .  

- -  les exci ta t ions  ont  une extension infinie dans  la d i rec t ion  du champ ma- 
gn6tique, et  un  rayon  fini r ~ ~ (~ est  la longueur  de coh6rence du  mat6r iau)  
dans  le p lan  perpendicula i re  au champ.  

- -  la densit6 d '6 ta t s  est N(E) ~ N(O) B/He2 (B 6taut  l ' i nduc t ion  macro-  
scopique dans  le supraconducteur) ,  c 'es t  ~ dire que chaque ligne de vor tex  cst  

peu pros 6quivalente  ~ un cyl indre de m6tal  normal  de r ayon  ~ pour  t o u s l e s  
effets ne fa isant  pas  in te rveni r  la forme spat ia le  d6taill6e des exci ta t ions  (par 
exempie la chaleur  sp@ifique). 

Nous appl iquons  ces r6sul ta ts  au calcul de l ' a t t 6nua t ion  des u l t r a  sons et  du  
t emps  de re laxa t ion  des spins nucl6aires s tr~s basse temp6ra ture .  

I. Spectre d 'excitat ions de basse 6nergie* 

Ces 6tats  sont  localis6s dans  le ((coeur)) des lignes de vo r t ex  o~t le pa ram~t re  
d 'o rdre  var ie  rap idement ,  on ne peu t  donc pas  ut i l iser  une a p p r o x i m a t i o n  de 
var ia t ion  lente [1]. Nous devons  chercher ]es solut ions propres  du syst6me d '6qua-  
t ions coupl@s de BOOOLIUBOV [2]. 

rEu(r) = i ~ l m ( p  - -  ecA)2-- EF]u(r) + W(r)v(r) 
(1.1) 

Ev(r)=[-- 2ml (p+ eJ)2+ EF]v(r)+ W*(r)u(r). 

W(r)  6rant  le pa ram~t re  d 'o rdre  en pr6sence d ' u n  ensemble  de lignes de vor tex .  
Les 6nergies d ' exc i t a t ion  sont  les valeurs  propres  pos i t ives** de ce syst6me. 

Comme dans  le calcul des 6tats  d '6nergie plus 61ev6e [1], nous nous l imi tons  
des ma t6 r i aux  dans  lesquels:  

- -  le pa ram~t re  de LA~DAu-GII~SBUIr ~ ~ ~,/~ >~ l .  
(4 est ]a profondeur  de p6n6trat ion.)  

* Un r6sum6 des caleuls de cette section a 6t6 donn6 dans la r6f6rence [12]. 
~* Si(:) est une solution correspondant s E > 0, il existe toujours une solution parasite 

(::) do (I.1) associ6e s l'6nergie -- E < 0. 
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- -  le champ magn~tique H est trgs inf~rieur au champ critique sup6rieur He2 
(reals sup6rieur au champ de premiere p6n6tration He1) 

He1 <~ H ~ He2 .  

La distance d entre lignes de vortex est tr~s sup6rieure ~ ~, done au rayon 
des 6tats qui nous int~ressent, nous pouvons done ~ une bonne approximation 
consid~rer les lignes eomme ind6pendantes et caleuler les excitations autour 
d'une ligne isol6e. 

I1 existe une jauge dans laquelle le potentiel de paires W (r) a la forme* 

W ( r ) = A ( r ) e  io. 

A (r) est r6el, nul ~ r = 0, lin6aire pour r ~ ~ et tend pour r >> ~ vers la limite 
finie zl oo [3]. 

On ~limine la phase de W des 6quations (I.1) en posant 

% - ~  e - i O / 2 u  t 

v z e i ~  t " 

Ce qui revient simplement ~ faire un changement de jauge. 
Les 6quations (I.1) s'6crivent alors: 

eA hVOI2 EF}u, + z]v , 

(1.2) 
{ ~ (p eA h2V ) _ E F  } 4-Au' .  E v ' = - -  ) ~  + c + O~ v' 

Nous utilisons pour simplifier l'6eriture une notation spinorielle. 

N o u s p o s o n s ~ : ( u ) ,  @, _(u')v, 

1 h V 2 0 ) 2 - - E F } ~ ' + a x A (  p . (1.3) 

ax, au, az sont les matrices de PAULI. 
elAI ~g~ htVOl h 

On peut remarquer que - - ;  ~ c ' 2 ~ 2 r "  

Nous nous int6ressons aux excitations de port6e r ~< ~. Dans ee eas 

~0 = ) e  est le quantum de flux . 

Nous avons suppos6 H/Hce ~ 1. Nous n6gligeons done les termes de champ 
magn6tique. 

La forme de l '6quation (1.3) (qui contient un ,potentieb> d6pendant unique- 
ment de la variable radiale) sugggre de chereher des solutions de la forme: 

~ ,  = e i k z  e # ,  o [ ( r )  . (1.4) 

doit ~tre uniforme**, 2/z est donc un entier impair**, et nous posons 

k = kFcos~,  0 _ < ~ _ < ~ .  

* (r, O, z) sont des coordonn~es cylindriques, l 'axe ze s t  l 'axe de I~ ligne de vortex. 
** Nous remercions Dr. M. WORTIS qui nous ~ fair remarquer que la propri~t~ d'uniformit6 

de ~ entraine # demi entier, et  non # entier, comme nous l 'avions 4crit dans un article prgc~- 
dent [12]. 
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Nous nous l imitons  pour  le momen t  & [ k] G kF. 
L '6qua t ion  (I.3) s '6cri t  a lors:  

dr~ r ~lr- H- k, '~sin 2 gzA [ : S [ .  (I.5) 

On peu t  rbsoudre cet te  ~quat ion compl~tement  dans  diff4rents domaines  de 
valeurs  de ~u et  ~. Nous t ra i tons  d ' abord ,  et de fa~on plus d4taill4e, le domaine  
1/2 ~ # ~ /c~$, sin ~ > 1/(]cF$) 2/3 qui fourni t  la con t r ibu t ion  pr incipale  ~ la 
densit~ d '~ ta t s  de basse 4nergie. 

1. Rdgion 1/2 g / ~  ~ kF$, s i n~  > l/(]CF~) 2/3 

Nous choisissons un rayon  de coupure rc tel  que:  
- -  pour  r ~ r c l e  t e r m e d  (r) dans (I.5) soit  n6gligeable. Ceci impose re ~ ~. 

(On sai t  pa r  l 'S tude du  cas # ~ kF~ que l ' a b a n d o n  de ce t e rme  dans  la r6gion 
int4rieure n ' en t ra ine  qu 'une  erreur  n6gligeable sur  l '6nergie.) 

] )ans  ce c a s p = ( ~ ; ) a l a f o r m e  

/• (r) = A•  J~• [(kF sin :r H- q) r ] ,  (I.6) 
E 

off A• sont  des constantes  arbi t ra i res ,  J des fonct ions de Bessel, e t  q - -  ~vF sin 

On a suppos6 que q ~ kF sin g, soit E/EF ~ sin 2 ~. On ver ra  que dans  le do- 
maine que nous consid6rons ici E 2 zJ~/EF, cet te  inSgalit6 est sat isfai te.  

- -  pour  r > re nous posons:  

](r) = ~ (r) H+m ( ]CFr sin ~) H- cc. (I.7) 

H ~  sont  les fonctions de Hankel ,  ~ (r) une enveloppe  & var ia t ion  lente pa r  r a p p o r t  

s la longueur  d 'onde  1 de la fonct ion de Hankel .  
EF s i n  

On v6rifie a postcr ior i  que cct te  condi t ion  de va r ia t ion  lente  n 'es t  rempl ie  
1 

que dans  le domaine  sin ~ >> (~r~)e/a . ~ sa t is fa i t  s l ' 6qua t ion*  

h 2 d 2 ~  t ~ 2 d ~ [ 2 d H m  1 ]  ( /~h2 ~^.  (i.8) 
(~z 2m dr 2 ~Tz 2m dr  Hm dr -~- ~- ( ~ x ~ ( r ) g :  E ~  2mr~]g  

dHm 1 1 
Si /cF rc sin ~ >~ m, dr Hm ~ 2r H- i]CF sin ~. Nous supposons cet te  con- 

, ~. d2~ 
di t ion rempl ie  et  nous negugeons drYr 2 pa r  r a p p o r t  ~ kF sin ~ ~ ,  . (I.8) dev ien t  

+ = + 2mr2 ] ~. (I.9) 

Si E ~ Aoo e t r  2 > # k F  ' le second membre  de (I.9) pour ra  ~tre t ra i t5  comme 

une pe t i t e  pe r tu rba t ion .  

* On voit dans le second membre de l'Squation (I.9) qu'il s'ajoute ~ l'6nergie un terme 
/xh 2 h /t~ 

- -  v s ( r ) ' l V O  ei"~ 2 m r  ~ -  2mr r 

(oh vs est 1~ vitesse superfluide). Ce terme traduit un effet de Co~IoLIs (interaction entre 1~ 
(~vitesse d'entrainement~) vs (r) et la ((vitesse de rotatiom) ~#/r). Ce terme (dSpend~nt du signe 
de/~) est analogue au terme hvs �9 k de la formule [4] de CYI~OT. 

Phys.  kondens.  Materie,  Bd. 3 2 6  
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Comme r ~ re, il  fau t  pour  cela que $ >> re >> ~-F" 

Ces deux condi t ions ne sont  compat ib les  que si /t ~ kF~*.  
Nous  commen~ons alors, en premiere approx imat ion ,  pa r  r4soudre l '4quat ion  

(I.9) pour  E = # = 0. 

d~(0) 
- -  i(~zhVF sin :r ~ - -  + (;xA (r)g (~ = 0,  (I.10) 

et  nous  obtenons :  

(~.u) 
K (r) - -  hvFlsin ~ ~o A (r') dr'. 

Nous  cherchons m a i n t e n a n t  la solut ion s l 'o rdre  su ivant  ~ ( 1 ) =  /g(-~)~ 10, J  ous 

f o I w t / e  

g(~) = a+ e -  K(r) 

if(l_) ~ _ _  i a _ e -  K ( r )  

Nous nous l imitons  s un calcul au premier  ordre en E et  # en p renan t  
a+ @ a -  = 2. Nous  t rouvons  alors:  

a + =  l + ~ - = e  +r 

(I.12) 
e _ i T / 2  a - =  1 - -  i - 2 - =  

off 
oo 

~ ( r )  : - -  f e x p ( 2 K ( r ) -  2 K ( r ' ) } ( 2 q  @ /cFr,ffsin~)dr ' .  
T 

([i e • Nous avons pris 1 • i ~ : car ces 6galit4s sont  vraies  au premier  ordre 
\ 

en E e t / ~ ) .  
/ 

Fina l emen t ,  ~ eet o rdre :  
ei ~/2 

= C te ( _  i e_ i~ /2  ] e -K(~) . (1.13) 

Nous 6crivons m a i n t e n a n t  que les deux solutions (I.6) e t  (I.13) se raccordent  

1/-Y r = re. Comme re ~ /~ ~ ent ra ine  ~ ~ ~ ~ kF re, nous d6veloppons la solu- 

t ion (I.6) d 'apr~s :  

Jn( z )  = A n z - 1 / 2 s i n  z @  2z ~ n - -  . (z >> n) 

* Suivant les valeurs de sin ~, la condition ~ >> re >> /~ peut 8tre plus ou moins 

It 
restrictive que ~ >> re kr sin u " 

:De toutes fa~ons la compatibilit6 des deux in~galit6s auxquelles doit satisfaire re impose 
toujours qu'on se restreigne aux basses 6nergies E ,~ A~. 
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Pa r  ailleurs, comme re ~ 

( I ~ A ( r ' ) )  (1.14) ~rJ(rc) I~ + 2qrc -- 2 f dr' e -2g(r') q kFvFr, sin2 ~ , -- kF rc sin e 0 

et  la condi t ion de raccordement  s '6crit  f ina lement :  

~P(rc) = 2qrc - -  ~ - (1.15) k~, re sin ~r " 

On voi t  que les termes  d6pendan t  de re s '61iminent bien de l '6qua t ion  (I.15), qui 
fourni t  ainsi la re la t ion  entre  E , / z  et  

o o  

f~(rr)--e-2K(r)dr 

Eu~ : q VF sin ~ = ~ 0 (I. 16) 
c o  

kF sin~ ~ e-2K(r)dr 
0 

o u  

a v e e  

E#e #A'  dA 
- - k F s i n ~ g ( ~ ) ,  ( A ' = [ d ~ - i r = o )  

oo  

f d(~) e-2K(e)do~ 
3 ~o 

g(0r 0 ( d ' r  d(@) ~- A(~) 
= ~ q -  A + ,  ~ / -  

e-2g(o)do~ 
0 

g (e) est  une fonet ion sans dimensions qui  d6pend de la forme exaete  du  pa rambt re  
d 'o rdre  A (r), mais  est  de toutes  fagons toujours  de l 'o rdre  de 1. Nous  repr6sentons 
Fig. 1 la fonet ion ff (~) ealeul6e ~ pa r t i r  du  pa ram6t re  d 'o rdre  solut ion des 6qua- 
t ions de LANDAu-GINSBURG [3] (done va lable  pr6s de Tc) et  dans  le eas 

-dr- ~=0 ~ ' 

les 6nergies donn6es pa r  (I.16) sen t  done de l 'o rdre  de ~A+ 
kF ~ sin e " 

Les condit ions de val idi t6  de ee r6sul ta t  s '6cr ivent  routes  les deux  E ~ Ao0. 
Nous  ne d6crivons done ici que des exc i ta t ions  de basse 6nergie. Enfin la con- 
d i t ion  # > 1/2 ent ra lne  

E => Emln - 2E~ 

Les 6quations (1.9) m o n t r e n t  que ces exci ta t ions  ont  dans  le p lan  perpendi-  
eulaire au champ magn6t ique  une port6e r ~ ~. 

Pour  ees 6tats  nous pouvons  m a i n t e n a n t  6erire exp l ic i t ement  les f o n e t i o n s / +  
et  /_ dans  la r6gion r > rc 

m 2 ~# ~ r ) ]  
/+~(r )=2Cm(r )e -K(r )eos  k l ~ r s i n : r  2k~-rsin~ 2 -{- 

[ ~ ~ ~ ' ) ]  
[~(r)  = 2 Cm(r) e-K(r) sin kFr  sinzr + 2k~rs in~  2 

Cm (r) = zt ~/k~ r 2 sin 20r -- m 2] 

(1.17) 

26* 
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Enfin la densit6 d '6tats  N~ (E) assoei6e ~ ees niveaux (que nous appellerons 
4i~s)>) est donn@ (pour une seule direction de spin et une seule ligne) par :  

Nt (E) --  w - ~  f d ~  sin'> ~ (-~=~- < E </Ioo (1.18) 
--2zA ~ g(u) ' \ 2EF = 

L'int6grale cn d:r est de l 'ordre de 7e/2. Avec le g (~) calcul6 s partir  des 6qua- 

tions de LANDAu-GINsBURG ~d0r sine a g(~) --  1,92. 

o,7a 

0 g,5 
sin 

Fig. 1. Variation exacte de la fonction g(u) 
de l'6quation (I, 16) calcul6e par int6gration 
num6rique. En ordre de grandeur, l'estima- 

tion g(c0 -~ 1 est justifi6e 

Done NI(E)  ~_ N(0)~2 pour une seule ligne, 
c 'est s dire que, pour ces 6tats de basse 6nergie 
(et de faible extension spatiale), chaque ligne 
cst 6quivalente ~t un cylindre de m6tal normal  
de rayon ~ $. Pour  un ensemble de lignes corre- 
spondant  s une induct ion macroscopique B 

B 
N1 (E) ~ / V  (0) He2 " 

Nous allons maintenant  d6crire plus rapi- 
dement  les calculs que nous avons fairs pour 
d 'aut res  domMnes de valeurs de # et de cr 

Nous verrons que sen l l e  domaine que nous venons d'6tudier contient des 
6tats de tr~s basse 6nergie. 

2. Cas  tt ~ k ~ ,  < k~ 

Nous transformons (I.5) en posant :  

" [ :  ~(+) H~+)(IcF r sin ~) + ~(-) H ~ ) ( k F  r sin ~) (I. 19) 

que lions symboliserons par / :  ~(~)H(~ ) ( kFr  sin ~), 

m = / # 2 + 1 / 4 ,  ~ = : k l .  

H+ et H -  sont  les fonetions de Hankel.  
(1.5) devicnt : 

h 2 d~(~) 
(Yz 2 m  dr 2 a z - 2 m  t~2 ) dr @ r ]  dr'- @ (Ix/J (r) 

{I.20) 
. . . . .  E ' ~h2 ~(,~) 
- -  - -  ~- -2--m r~ ] " 

1 dH,~ 1 De plus nous posons Comme m ~ t  ~ kF~>> 1, Hm dr >~ r " 

1 d H g  ~) 
H;'] ) dr - ~  kF sin ~ S m  (kF r sin ~), 

et nous prendrons par tout  V# 2 + 1/4 = / t .  
Enfin nous n6gligeons d2~/dr 2 par rappor t  s kF sin o~S#(d~/dr). En effet uous 

verrons que le rayon des 6tats en cause est de l 'ordre de ~ ysin ~. Cette approxi- 
mat ion est done 16gitime pour 

l 
sin ~ >> (kF ~)2/a �9 



Excitations 61ectroniques dans les supraconducteurs purs de 26me espbce. I I  387 

L '6qua t ion  (I.20) dev ien t  alors:  

@(') ( gh2 ~ ( ' ) .  (I.21) - -  ~z h vF sin ~ S( 9 (kF r sin ~)" - dr q- (rx A (r) ~1(~) =: E q- 2 m r 2 ] 

Si kF r sin ~ > # ,  S~ ~) ~ i ~] l k~ r 2 sin ~ 

Si /oF r sin ~ < # ,  S ~  2J) ~ - -  /c~ r ~ s i n  2 ~ 1 . 

En effet nous nous int6ressons E/~ ~ kF~ N 1. La  fonet ion S~ change de d6ter-  
ruinat ion pour  

r : k~r:sin~-~ s in~" 

Nous obtenons  la condi t ion aux  l imites  en r e m a r q u a n t  que ~ dol t  6tre r6gulier E 
l 'origine.  Donc il fau t  que:  

g+ l(~= +l) ( g+ l(~=-~) 

g - / r = 0  --  \ g - / r = o  " 

L'6qua t ion  (I.21) est r6elle pour  r < kFsina- ' et  pour  r > k r ~ n ~  

La  condi t ion aux l imites  s '6cri t  donc:  

g -  ] r  = ~ - -  ~ \ g +  I r  = /x ~ • 1. (I.22) 
kF sin e kF sin 

Nous avons r6solu l '6quat ion  (I.21) num6r iquement  dans  deux cas:  

r162 sin ~ = 1 (k = 0). Nous avons utilis6 la forme du  pa ramgt re  d 'o rdre  zJ (r) 
donn6e par  les 6quations de LANDAu-GINSBURG pour  z - ~  oo*. Les r6sul ta ts  
sont  repr6sent6s sur la Fig.  2. La  pente  

l 'or igine de la courbe est  donn6e par  
(I.16), oh il fau t  ut i l iser  la va leur  de 
g(~) du  domaine  de LA~'DAU et GI~S- 
BURG (Fig. 1). 

fl) sin ~ ,  1. Dans ce cas, le r ayon  
des 6tats  est de l 'o rdre  de ~ 1/sin ~. Nous 
avons fair  le caleul en u t i l i san t  un  para-  
m~tre  d 'o rdre  lin6aire, ce qui  est  justifi6 
pour  s i n ~ 4 1 - - .  

Dans  cet te  app rox ima t ion  de para-  
mbtre  d 'o rdre  lin6aire nous avons aussi  
pu r6soudre l '6quat ion  (I.28) pa r  uric 
m6thode  tr6s analogue ~ celle utilis6e 
pour  le cas 1 (1/2 < / z  ~ kF~). Ceca l -  

O ' Z V  ' " I I I I 
0 I Z 3 q 5 

Fig. 2. Spectre des ~tats li6s pour  ~ ~ k ~  >>0 et k =  0. 
Le t ra i t  plein correspond b~ une int6gration num6rique 
tenant  compte  de la forme exacte de la fonction A (r). 
Le t ra i t  pointill6 est le spectre obtenu pa r  approxima-  

tion semi-classique valable pour/* tr~s grand 

* Cette forme A (r) a 6t6 calcul6e par ABRIKOSOV [3], et, pour un probl6me formellement 
analogue par PITAEVS~II [5]. Toutefois, les courbes donn6es par ces auteurs sont assez im- 
pr6cises, et nous avons du recalculer A (r) num6riquement. 
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cul donne pour les 6tats les plus bas en 6nergie un spectre: 

tt (hvrA,) l /S ,,~ ttA" (I.23) 
E --  los ~ sin ~ - kF sin ~ ' 

(Cette branche du spectre correspond ~ (g+/g-)t,/k~sin~ = ~- 1). 
Donc pour  tt ~ ks~ on obtient  un spectre tr6s peu diff6rent de celui du do- 

maine /t ~ ]cr~ (la seule diff6rence r6side dans le facteur g(~) qui est comme 
nous l 'avons vu de l 'ordre de 1). 

Enfin nous avons d6termin~ num6riquement  deux branches du spectre plus 
61ev~es cn ~nergie, dans la m~me approximation.  

Le calcul alg6brique permet  d 'avoir  une id6e de la forme de cos branches 
dans la limite off I/t[ ~ k ~ ( s i n  oO s/2. Si on appelle branche d 'ordre 0 la branche 
donn6e par  (I.29), les branches d 'ordre v => 1 sont de la forme: 

( '  ) ( k ~  < sin ~ ~ 1 . 

C~ est une eonstante num6rique. 

E(,') _~ A~, /2~ @ C~ k,~ ~2sln"~ (~ < 0). 

La branche d 'ordre v satisfait s la condition aux limites (g+/g-)/4~ sin a : ( - -  1 )  u" 

Los constantes C~ et C: (relatives & # < 0 

/ 
I I 

0,5 7 
A 

l~ig. 3. Spectre des 6tats li6 spour/~ ~ k r  ~ >> 0 
et k + 0. L ' approx ima t ion  d 'une  var ia t ion  
lindaire de A (r) est correcte i c i e t  pe rmet  
une in tegra t ion complete des ~quations aux  
valeurs  propres, noll seulement pour  la 
branche lindaire, mais  aussi pour  les bran-  
ches correspondant  ~ des exci tat ions plus 
dlevdes. I1 fau t  noter  que l 'origine doit 8tre 
exclue de la branche lin~aire, car le calcul 
n 'es t  pas  valable pour /z  = 0. Approxima-  

tion gap  lin~aire 

/~ E E 

,u "]/- A'  /z Aco 

et tt > 0) sont en g6n~ral assez pcu diff6rentes. 
Elles d~croissent quand v croit. Les r6sultats 
sont repr6sent~s Fig. 3. 

Les branches d 'ordre v ~ 1 du spectre peu- 
vent  8trc consid~r6es comme des branches de 
haute ~ncrgie par rappor t  aux 6tats d'6nergie 

Aoo/kF~ que nous avons trouv6s dans le cas 
1/2 </t ~/cF$ puisque 

/ A~/t /@ ~ (sin ~)a/2 
E(1)/' k~,~s~n~ "~ /~ >~ 1. 

De plus on peut  v6rifier que la dcnsit~ d '6tats  
correspondante 

( E ) 6 N ( O ) B  
N ( E )  o~ ~ �9 kF~ He2 "~ Na(E) ,  

est n6gligcable, aux basses 6ncrgies (E ~ A o o) 
par rappor t  ~ la densit~ d '~tats  N1 (E). 

1 
3. Cas / t  >/oF ~, sin ~ >-~k-F-~-)~)~- 

On fait ici les m6mes approximations (~tat 
de grand rayon , /z  > 1) que dans le cas # ~ /eFt, 
il faut  donc r~soudre l '~quation (I.2). Comme 
dans le eas pr4c~dent on peut  traduire la con- 
dition de r6gularit~ de / ~ l 'origine par une con- 
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d i t ion  au po in t  r = kF sin 
(g~_)(~ = q-i) 

~, = •  
k~ sin a 

1. On se borne donc g 4tudier  la rTgion r > kFsina >> ~' dans  laquelle LJ (r) _ Lifo. 

On fai t  alors les deux changements  de var iables  successifs 

1. et  t :  1 cos (p - -  kF sin ~ ~--" tg  q (I.2) dev ien t :  

d~(,) A(r) 7,('J)-- (E + ~ 1 I 
- -  i (rz ~ 7 - -  q- ~x A~ ~ - -  x 2 1 + ~22t 2 / ~ ( ' ) '  (I.24) 

off 
kF ~ sin 2 a E 

1. 4 1  E - -  

Le ((potentieb dans  cet te  6quat ion varie  g l 'Schelle 1/~2 >> 1, on peu t  donc 
ut i l iser  une m6thode  de t ype  semi-classique. On ob t ien t  trSs fac i lement  la plus 
basse branche  du  spectre  correspondant .  

~__k~ ~ (1.25) E=Ao~ 1 21. ]" 

Nous avons trac5 la courbe (I.31) pour  le cas sin ~ = 1 (Fig. 2). 
Elle se raccorde bien g la p a t t i e / z  ~< kF~ du spectre.  
Les 5tats  (I.25) ont  une 4nergie voisine de zlco, ils font  done pa r t i e  du  spectre  

calcul4 pa r  CYROT [1] pa r  une mSthode diff4rente. On a vSrifi4 ici que le ((potentiel~) 
i n t e rvenau t  pour  ces 4tats,  dans  les 4quat ions de BOGOLIUBOV, varie  l en temen t  
g l 'Schelle de la longueur  le coh6rence, ce qui est  une just i f icat ion supplSmenta i re  
de l ' app rox ima t ion  locale de CYI~OT. 

E n  conclusion les 6tats  de basse 6nergie cor respondent  g �89 =< ,u ~ kF~ et  
1 

sin ~ >> (kF~)2/a . I ls  sont  localisSs dans  le coeur d 'une  ligne. Le seuil d 'Snergie 

pour  ces exci ta t ions  est  de l 'o rdre  de z~2/2EF. Au po in t  de vue de la densi t4 
d '6 t a t s  de basse 6nergie une ligne de vor tex  est  6quivalente  g un  cyl indre  de 
m6ta l  normal  de r ayon  ~. Ces 5tats  sont  les seuls qui i n t e rv i end ron t  dans  les 
propri6t6s de trSs basse t empSra tu re  (T 4 Tc), d ' u n  supraconduc teu r  dans  
l '6 ta t  mixte .  

Remarquons  enfin que pour  les 4tats  les plus bas  en 4nergie, E est  linSaire 
en #, donc nSgative pour  # < 0. On peu t  v6rifier fac i lement  sur  les 6quat ions 
de dTpart  (I.1) que les solut ions g 5nergie nTgative cor respondan t  g # < 0 sont  
bien les solut ions non physiques  du  systTme de BOGOLIUBOV. I1 n ' ex is te  donc 
pas  d '6 ta t s  de basse 6nergie p o u r / ~  < O. Cette dissymTtrie  en t re  les deux sens 
de polar i sa t ion  circulaire au tour  de la ligne de vor tex  peu t  se eomprendre  in tu i t ive-  
men t :  le superfluide a une c i rculat ion de signe bien dTfini au tou r  de la l igne; il  
fau t  fournir  moins d'Tnergie g une exc i ta t ion  pour  la faire tou rne r  dans  le sens 
oppos6 g celui de la vitesse superfluide Vs que darts le m~me sens, comme le mon t re  
le t e rme  "d ' i n t e r ac t i on"  - -  Vs �9 [ ~7 o ei" o ]. 

Cette propriTt6 est  appa ren te  pour  les exc i ta t ions  plus 61ev6es en 6nergie 
d6crites pa r  l 'Tquat ion (4) de CYROT. 
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II. Attenuation des ultrasons h basse temperature 

Nous ne pouvons calculer l 'att6nuation des ultrasons par les excitations de 
basse ~nergie qu'~ tr~s basse temp@rature. En effet pour que seuls les ~tats de 
basse 6uergie contribuent il faut que 

- -  T ~ Tc (ce qui assure qu'iis sont seuls excit@s) 
--  he) ~ Aoo ((~) 6rant la fr@qucnce de l'onde ultrasonore). Cette condition 

est en g@n4ral v6rifi6e quand T ~ To, car les fr6quences d'hypersons produites 
en pratique ne d@assent pas 104 Mc (donc h �9 o~ ~ 1 ~ Cette condition assure 
qu'il n 'y  a pas (ou tr~s peu) de transitions entre les 6tats de basse @nergie et les 
6tats d'@nergie plus 4levee calcul@s par CYROT [1] (et que nous appellerons & 
partir de maintenant ~tats (docalement uniformes>)). 

Nous n~gligeons tousles  effets d~s aux mouvements de lignes de vortex ou 
aux interactions entre ces mouvements et les fermions. 

L'hamiltonien d'interaction entre un m@tal et une onde ultrasonore ]ongi- 
tudinale de vecteur d'onde Q et de fr~qnence ~o = Cs Q (Cs est la vitessc du son 
dans le mat6riau, typiquement Cs ~- 105 cm/s dans des mat6riaux du type V3Ga) 
s'6crit 

~ e - p  = ro~Sd~r~+~(~)~o(r)E~Qe ~Qr -- ~ e-~Qr]. (H.1) 

(~ est un indice de spin. 
~//+(r) et ~ ( r )  sont les op6rateurs de creation et d'annihilation de fermions 

en un point, a~ et aQ les op~rateurs de creation et d'annihilation d'un phonon de 
vecteur d'onde Q. L'61~ment de matrice/ 'Q est le m~me dans le m6tal normal et 
dans le supraconducteur. 

Nous faisons la transformation de BOGOLIUBOV elassique [2]: 

[u~ (~) ~-1 + v~ (r) ~ , l ,  
n 

[P[ (r) ----- ~ [% (r) y+, -- v~ (r) y j .  (II.2) 
n 

L'indiee n d@erit les excitations de basse 6nergie qui iei sont les seules importantes. 
Nous obtenons ainsi en posant A o ( r  ) = aQ e i• - -  a~ e-iQ'r: 

oife-, = ~4fl § 5/Z2 

~ f l  = F o ~ d a r A q ( r ) [ u n ( r ) u u ' ( r )  --  v;(r)vn'(r)] ()~,~+~'7n't 4- 7n~" + 7n~), 

~f~ = T'eZIdarAe(r){[u,*~(r)v*~,(r) + u*~,(r)v;(r)]y,+~r 4- (II.3) 
nn" 

+ [u~,(r)v~(,') + u~(r)v~,(r)]),n,.7~,,}. 

ogZ~ d~erit la diffusion d'une excitation avee erSation ou absorption d 'un phonon 
Jt~2 d6crit ]es processus off un phonon apparalt (dispara~t) et une paire d'exeita- 
tions disparalt (apparalt). 

Dans un supraeondueteur de premigre esp~ce (ou de seconde esp@ce en champ 
nul) les proeessus de paires ne eontribuent ~ l 'att~nuation que si h a ) >  2A. 
Cette condition n'est remplie s des frgquences d'ultrasons rgalisables que pour 
T -  ~ Tc. 

Dans un supraconducteur contenant des lignes de vortex le seuil d'excitation 
est abaiss@ ~ Emin = A ~ /2E~  ~ A~. On obtiendra ~ basse temperature un effet 
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( o ) 
de paires  non nul  si ~ ;  ~< 1 ~ cet te  6nergie l imite  correspond s ~ ~ 104 Mc . 

z]oo ~ 10 s 20 ~ il fau t  donc que 
1 1 

A~/EF < 10 ou 20" 

P a r  exemple  duns NbsSn la masse effective des 61ectrons est de l 'o rdre  de 
m* ~ 100m et  EF ~ 103~ Aoo ~ 30~ 

EF ~ 0 , 9 ~  

On ne peu t  donc pas n6gliger les proeessus de paires.  Enfin il fau t  d i s t inguer  deux  
g6om6tries, selon que (2 est parall61e ou perpendicula i re  aux  lignes, et  on s ' a t t e n d  
s ce que l ' a t t 6nua t ion  soit diff6rente dans ces deux cas. 

1. EGets de paires 

e) Q[[Oz  Les r6gles de s61ection s '6crivent ,  pour  le processus (he o, Q ) ~ -  
(k, ~) + (k', ~') 

k + k '  = Q  

tt + ~' = o (II.4) 
E + E '=ho~ .  

Comme nous l ' avons  remarqu6 duns la sect ion I ,  les 6tats  de basse 6nergie 
correspondent  s # > 0 (les 6tats  du coeur avec # < 0 ont  des 6nergies plus  
61ev6es et con t r ibuent  peu ~ la densit6 d '6tats) .  

Donc la dissym6tr ie  entre  les 6tats  de polar isa t ions  circulaires diff6rentes annule  
l 'effet  des paires dans  cet te  g6om6trie. 

fl) Q J_ Oz. Nous prenons pa r  exemple Q I[ Oz. En u t i l i san t  la d6composi t ion 

e iQx = 2 Jo (Q r) q- ~ e i~" ~/2 jv (Q r) cos v O 
v = l  

on t rouve  les rbgles de s61ection 

v e s t  un ent ier  --> 0. 

k + k ' = O  
# §  = •  

E q - E '  =ho~ 
(H.5) 

En 61iminant comme duns le eas pr6c6dent  les 6tats  ,u < 0, on voi t  que les 
t rans i t ions  de basse 6nergie se font  avec v > 1. 

L'616ment de matr iee  pour  une t rans i t ion  (II .5) est  de la forme 
oo  

M• = frdrJv(Qr)[]~(r)/yk,~_,(r) + /+_h,~_v(r)/~,~(r)]. (II .6) 
0 

Pour  6valuer cet 615ment de mat r ice  nous faisons la r emarque  su ivan te :  
d 'apr~s  les 6quat ions (I.13), pour  r > re 

]+(r) = ~/A~. Cm(r)e-K(r)e~ k F r s i n ~ q -  2kFrs in~ 2 -[- ' 

[~(r)---- I~/A~ 2Cm(r)e K(r) sin kF r s in : r  q- 2kFrs in~ 2 " 



392 C. CAtCOLI et5 J. MATtClCON: 

A ~  est une constante de normal•177 qui assure que 

j'd, r[I + I v (r)l = 

Cette forme de /+  e t / -  est vraie par tout  sauf pour r < rc ~ ~. Nous n6gligeons 
cette r6gion qui cst petite par rappor t  au coeur d 'une  ligne (et dans laquelle les 
fonctions qui nous int6rcssent ne sont pas singuli6res) et nous 6tendons l 'cxpression 
(I.13) s tou t  l 'espace pour le calcul de M• 

/+ e t / -  sont donc le produit  de fonctions oscillant avec une longueur d 'onde 
1 

kF sFn-~- ~ ~ par  une enveloppe lcntement  variable de port6c ~. Nous pouvons 

donc (s une errcur de l 'ordre de 1/kF~ pr6s) remplacer dans los int6grales ces 
cfontions oscillantes par  leur valeur moyenne sur une p6riode. 

Enfin, comme do ~< 104Mc, Q~ ~ 1, ct Q < kF. 
Avec ces approximations,  on voit  quc M• ~ 1/kF~, et, en ordre de grandeur, 

on obtient  le coefficient d 'absorpt ion due aux paires ~e 

B Q d~ 

A• 
~p• si h ( o <  EF " 

:C= est le coefficient d 'a t t6nuat ion  dans le m6tal normal. Les effets de paires 
donnent  donc une at t6nuat ion extrSmement faible ~P• ~< 10 -4 ct ccrtaine- 
ment  non mesurable. 

Nous nous sommes int6r6ss6s ici s des ondes ultrasonores longitudinales. Pour  
les ondes transverses on obtient  une at t6nuat ion du mSme ordre de grandeur.  

2. E~ets de di~usion 

Cc sont les effcts d6crits par  le couplagc gt~l. Comme pour les effets de paires 
il faut  distingucr les deux g6om6tries. 

~) QIl()z. Les r6gles de s61ection pour une transit ion (k, tt ) -+ ( k ' , / Y ) +  
+ (h (o, Q) s '6crivent : 

k ' = k - Q  

# ' = / ,  (II.7) 

E ' = E - - h ~ Q .  

Ici  4videmment les effets de polar•177 circulaire ne jouent  pas un r$1e 
crucial. L'616ment de matrice pour  la transit ion (II.7) a la forme: 

o o  

N = f r dr [1+, (r) 1~_ Q,, (r) -- 1;~ (r) 1;_ Q, ,~ (r)]. (II.8) 
0 

fl) Q L (~z. Ici, les r6gles de s61ection s '6crivent : 

k = k '  

# = # '  ~ ~ (II.9) 

E ' =  E - - ~ a q  
est un entier ~ 0. 
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Les t ransi t ions  avec v = 0 ne sont pas possibles (elles ne conservent  pas 
l'@nergie) done u ~ 1. L'616ment de matrice correspondant  est: 

oo 

N ~  ) = S r dr J~ (Q r) []~, ] + , ~  - / ~  [ ~ , , ~ ] .  (II. 10) 
0 

Nous 6valuons Nil et N j_ avec les hypotheses utilis6es pour  6valuer M•  On se 
convainc ais6ment que N•  et Nil sont nuls  s l 'ordre z6ro en 1/kF~*, done: 

1 N~  ) 1 NI' ~ ~ J '  -~ (Q~)~ ~F~ " 

Fina lement  le coefficient d'att@nuation dfie s la diffusion des excitat ions est 
donn5 en ordre de grandeur  dans chacune des deux g@omStries par :  

l ~Dli '~ OCn Hc2 (]cF~e) s \ c s ]  -EF- -F t~ -~]  " Ell 
(~Lm)  

gD• ~ ~n He2 (kF~) a kBT \EF-] \ ~ s ]  " F •  
a v e c  

oo 

~'11 (u) = S d x x m . / ( x )  df 
dx 

u 

o o  

F •  I d x x ] ( x )  df 
�9 ~ 

u 

1 
/ ( x )  - -  ex _}_ 1 " 

L 'a t t6nua t ion  pr6sente done une anisotropie, mais il faut  remarquer  que dans 

l 'avons d6j~ remarqu@, au fait que 
les ul t rasons u n  trbs faible facteur 
que nous avons ob tenu  est valable 
transverses. 

les excitat ions de basse 6nergie donne n t  pour  
de coh6rence. Enf in  l 'ordre de grandeur  de 
aussi pour l ' a t t6nua t ion  d 'ondes ultrasonores 

* Cette trbs faible valeur du facteur de coh6rence traduit simplement qu'on s'int6resse & 
des 6tats de basse 6nergie E ~ 3~/2EF form6s s partir d'61ectrons et de trous trbs voisins du 
niveau de Fermi, qui jouent des rSles preque 6quivMents, et se m61angent en proportions 
presque 6gMeS. On trouve pour la m6me raison, dans le modble de B C S, lorsque ~ ~ A~/2EF 
un facteur de eoh6rence pour les ultrasons u 2 -- v ~ ~ 1/]CF~. 

Ce m6me facteur de coh6rence intervient dans le calcul du moment diamagn~tique d'une 

excitation, qui est done trgs petit d'ordre k ~ - '  #B ~tant le magn6ton de Bohr . Par eontre 

le fecteur do coh6rence relatif au moment paramagn6tique est de la forme u 2 @ v 2, et les exci- 
tations de basse 6nergie ont un moment paramagn@tiqne parall~le & Oz M~)~ = (# -- �89 

les deux g60m6tries: 
B 

:r G 10-5":r He2 " 

l ' a t t6nua t ion  est donc ext r6mement  faible ~ basse temp6rature,  et l 'anisotropie 
n 'cs t  probablement  pas visible exp6rimentalement .  (I1 faut  se rappeler que 
d 'autres  causes d ' a t t6nua t ion  existent  et peuven t  6tre dominantes  en pra t ique:  
en particulier les phonons sont coupl6s aux mouvements  collectifs des lignes de 
vortex). La fMble valeur  de ~r n 'es t  pas seulement  dfie au pet i t  nombre  d 'excita-  
t ions de basse 6nergie (qui donne le facteur B/Hc2)  mais surtout ,  comme nous 
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En conclusion, il ne semble pas que l'att~nuation des ultrasons puisse fournir 
des renseignements trbs directs sur nos excitations de basse ~nergie et sur leur 
seuil (~  A2/2EF). Nous allons voir maintenant que ]es experiences de relaxation 
nucl~aire sont, elles mieux adapt6es au probl~me qui nous int~resse. 

I l l .  R e l a x a t i o n  des  spins n u e l ~ a i r e s  

Comme pour l 'att6nuation des ultrasons, nous calculons le temps de relaxation 
des spins nucl6aires ~ basse temp6rature seulement (T ~ Te), de fagon h ce 
que l'effet dominant vienne des excitations de basse 6nergie. Nous n6gligeons 
encore les effets de vibration du r6seau de lignes de vortex. Nous 6valuons le 
temps de relaxation T1 de la fagon suivante [8]: 

-- Nous calculons le temps de relaxation en chaque point T1 (r), dfi ~ l'inter- 
action de contact avec les excitations de type fermion. 

- -  Nous r6solvons l'6quation de diffusion de l 'aimantation nucl6aire dans 
chaque maille du r6seau de lignes par une m6thode du type Wigner-Seitz. 

1. Calcul de 1/T1(r) 

L'hamiltonien d'interaction entre un spin nucl~airc I au site R et les fermions 
s'Scrit : 

5~int = I ' I ~ ] T + ( r ) ( ( ~  ]S] ~')(~(r -- R)~[l~,(r) d3r (III.1) 

et o' sont des indices de spin. 
Les excitations de paires sont n6gligeables car, la distance en 6nergie entre 

deux niveaux nucl6aires est tr~s petite devant le seuil A~/2EF. En ne gardant 
donc dans (III.1) que les termes de diffusion d'un fermion, on obtient [9] 

1 -- L (R) tr J%f~ + 2 tr J%f~a 
T1 (R) tr ~fz ~ 7- tr ~ a  (III.2) 

L (R) = 2 ~  F2 ~ /(E')  [1 --  /(W)] I u ~ (R) u n, (R) -~ v*~ (R) v n, (R) I2 ~ (E -- E' -~ h w). 
n ~ b  r 

h~o ~ 10 -4 ~ est la distance entre deux niveaux nuclSaires. ~ z  et 5~dd 
sont les hamiltoniens Zeeman et dipole-dipole pour les spins nucl6aires. 

Quand H ~ Hcl les champs au voisinage de la ligne sont au minimum de 
l'ordre de 2Hcl ,  donc en g4nSral tr~s supSrieurs au champ dipolaire qui intervient 
dans ~dd  et nous pouvons @rire simplement 

1 
~-- L (R). T~ (R) 

Puisque h~o ~ A~o, l'interaction avec les spins nuci6aires n'induit pratique- 
ment pas de transitions entre 6tats de basse 4nergie et ~tats localement uniformes. 

Ceci nous pcrmet de calculer s4par4ment les contributions des deux sortes 
d'~tats. D'autre part les 6tats localement uniformes ont une faible amplitude dans 
la r~gion du coeur d'une ligne, alors que ]es 6tats de basse 6nergie sont localis~s 
dans cette r~gion. 

Nous n6gligeons donc dans le domaine r ~ $ le  temps de relaxation dfi aux 
6tats localement uniformes (ce qui nous permet de traiter ces ~tats dans l'approxi- 
mation locale de Cu [1]). 
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~) Effet des 6tats loealis6s. Soit (1/TI(R)) le terme dfi s ees 6tat. 

D'apr6s (I.13) les parties radiales des fonctions u~g et vag relatives ~ ces 6tats 
s'6crivent, pour r > rc 

1 [ m 2 
[+~(r) = ~ 2 Cm(r) e -I~(r) cos kFr sin ~ @ 2kFr sin~ 2 + 

] ~ , ( r ) = ~ 2 C m ( r ) e - ~ ( * ) s i n  k F r s i n ~ +  2kersina 2 

~'m (r) = ~/k~: si~-.:/ " 

Etan t  donn6e la forme (III ,2) de 1/TI(R) nous devons les 6tudier en fonetion 
de la variable sin ~. 

Elles sont le produit  de fonctions oseillant avee une longueur d 'onde ~ 1/kFr 
m 2 

(car k~(r) et 2k•rsincr varient  beaucoup plus lentement que kFr sin ~) par  une 

enveloppe lentement  variable dont  la port6e est celle de e -K, soit sin :r ~ r2/~ 2. 
La longueur d 'onde des oscillations est tr6s inf6rieure ~ cette port6e quand 

r > rl avee rl = ( ~ / k r )  1/3 < ~. 
Comme dans le cas des ultrasons, nous remplagons dans les int6grales les 

parties oscillantes par  leurs valeurs moyennes sur une p6riode (l 'erreur dans la 
rSgion r > rl est d 'ordre 1/kF$ ~ 1). 

Nous 6tendons formellement l 'expression de (1/T1 (R)h ainsi obtenue s la r6gion 
r < rl et r < rc (oh les expressions (I.13) ne sont pas valables). En  effet rl et re 
sont tr~s inf6rieurs ~ $, et un  t ra i tement  plus exact  dans cette petite r6gion 
centrale ne donnerai t  dans le r6sultat que de tr~s petites corrections. 

Nous prenons C~ (r) 2 - :tkFrsin~ ear m s ~ kr2~ r 2 sin2g quand 

m E 
r > U s ~ s i ~ g  ~ ~ ~ < ~ .  

Enfin dans l 'expression du spectre de basse 6nergie E ~A' --  kF sin ~ g (o~) nous 
faisons g (e) = 1, et nous utilisons par tout  ailleurs pour A (r) une forme analyt ique 
simple 

A'r 

Cette forme assure pour A (r) un  bon compor tement  pour  r--> 0 e t r - - >  c~. 
(La forme d6taill4e de ~ (r) n ' intervient  dans les rSsultats que par  des coefficients 
num6riques peu importants) .  

Toutes ces approximations permet tent  de calculer la constante de normalisa- 
tion Au~ relative s un niveau E ~  

kFA' sins T ( s i n ~  - ~ I )  

A , e - -  LA~ 8 [ / ;  /'(sin~-)Y (III .3)  

L est la dimension du sp6cimen dans la direction du champ magn6t ique , /~  la 
fonction d 'Euler ,  y une constante ~ 1 (y = 0,7). Avec les m~mes approximations 
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on obt ient :  

( 1 ) 1"~1~ 1 I 2 ( R ) f d E d E ' / ( E ' ) [ 1 - - / ( E ) ] ( ~ ( E - - E ' f f - h r  (III .4)  
T/d(~ 1-- ~ 4 h ~  R2 

F Y 
1 I (R) = f sin 2 e 

Nous permet tons  ~ sin r162 de prendre  des valeurs tr6s peti tes car ees faibles 
valeurs n ' in t roduisent  qu 'une  erreur d 'ordre  1/kF~. 

Nous pouvons obtenir  le compor temen t  de I (R)  aux courtes (r ~ $) et aux 
longues (r >~ ~) distances. 

r ~ ~, I (R) ~_ 0,7 

F ( Y +  1 2 ) ~ /  :~Ao~ [ RA'G-2v 
r > ~ ,  I (R)~_ - F(y) P 2 y A ' R [ e ~  d~-~J " (111.5) 

l/T1 (R)I ~ done une port6e de l 'ordre de ~, au del~ de laquelle il d6ero~t s peu 
pr6s eomme 1/Tin �9 ~3/R3 e -2R/~, oh Tin est le t emps  de relaxation dans la 
phase normale.  

Enfin h(o ~ 10-4~ est tr6s inf6rieur ~ toutes  les 6nergies en cause, nous 
faisons hco = 0 puisque la densit6 d '6 ta t s  est r6guli6re. 

Si kB T >~ A~/2 EF: 
kBT 

F( T )  = f d E d E ' I ( E ' ) [ 1  - - ] ( E ) ] O ( E - - E ' q - h w ) ~  2 

Si kB T ~ zi2/2 EF cette int6grale devient  exponent iel lement  petite. On obt ient  
done finalement, 

[ 1 ] ~ --/i 2F(T) (I11.6) 1 ~- ~ "  ~ I2(R) kBT 

Si lcBT >~ ZI~/2EF, T n  obSit en chaque point  s une loi de KORn~NGA, comme 
on l ' a t t end  s par t i r  de la forme de la densit6 d 'Stats  et la moyenne  sur tou t  l 'espace 
de 1/TI(R) est 

1 1 / "  1 B 1 
- J d3R " TI(R) V -- He2 Tin 

fl) Effet des 6tats localement unfformes. Nous supposons pour calculer le t e rme 
[l/T1 (R)]u que 

ho~ ~ kBT  ~ PFVs(R) < A~ 

off, su ivant  les notat ions de CYROT, V s est la vitesse superfluide en un point  R. 
La premi6re in6galit6 est en pra t ique  toujours  satisfaite. 
PFVs(R) ~ LJo~ est la condition de validit6 de la description en 6tats locale- 

men t  uniformes. 
Dans la r6gion (~ ~ r ~ ~ Te/T) off ces in6galit6s sont satisfaites, on calcule 

faci lement [ l /T1 (R)]u par  une m6thode analogue ~ celle de SLICHTER et [9] HEBEL. 

T ~ y  u -- h t vs(R) l Aoo 
(~ < r  < ~ 2 _ )  (111.7) 
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ve est la vitesse critique du mat~riau (p~vc = zion) 

A-~J- e-(~oo pFV~(R))/kBT (III.8) 
- Tin ~ ( ~ ]  

La portSe de ce terme est eelle de l'cxponentielle, soit 
Te Te 

R ~  T c - - T  " ~  T " 

La condition PFvs ~ k T restreint la validit4 de (III.7) s la r6gion de l'espace 

Tc (TO_ l ) .  r < ~ - ~ \  ~. >> 

On op~rera autant que possible cn champ uniforme pour 4liminer les eft'ets 
d'Slargissement inhomog~ne. I1 faut done que la distance d'entre les lignes soit 
inf6rieure s la profondeur de p~n6tration 2. 

Notre approximation d@rit done tout l'espace (Svidemment ~ l'exclusion des 
coeurs) si 2 Te 

~ < ~ .  

Avec par excmple Tc .-~ 20~ T _~ 2 ~ cette condition ]imite le para- 
m~tre de LANDAU et GINSBU~G s s < 10. 

De routes fa~ons nous verrons qu'il n'est pas tr~s important d'avoir une 
forme analytique exacte de (1/Tl(R))u aux trgs longues distances (r $, ~). Le 
seul r6sultat important est que, lorsque 

P~vs < k n T  (soit r > ~ Tc/T >> ~), on sait qualitativement que 

[ Tll(R)-]u --~ (~)Bes  �9 

La vitesse totale de relaxation au point R e s t  donnSe par: 
1 1 l 

Le terme dfi aux 4tats localis4s cst dominant jusqu's de longues distances. 

pour  <r0 

Tc 
r0 ~~ T->>~. 

I1 faut done aller assez loin d'une ligne pour que l'effet des ~tats loealement 
uniformes devienne important. De plus, dans la plus grande partie de l'espaee 

T~ ~, 1 ~ (T1-)~cs" ( r > ~  T o - - T ]  [TI(R)]u--  1 

Comme nous nous pla~ons s basse temp6rature (T ~ Tc), (1/T1)Bcs est tr~s 
petit (r e--Sc~/~BT). 

Nous 6tudierons done le terme [1/T1 (R)]u comme une correction s l'effet des 
6tats localis~s. 

2. Rdsolution de l'dquation de di~usion 

L'aimantation nucl~aire p ob~it s l'6quation de diffusion [10] 

0 (p0 - p) Ot -- D A ( p ~  -]- p o - p  (III.10) Tl(r) " 

P0 est l 'aimantation s l'Squilibre thermique des spins nucl~aires. 
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Le coefficient de diffusion D tient  compte des interactions spin-spin (inter- 
actions dipole-dipole, Ruderman-Kit te l ,  ete .. . .  ). Nous supposons que les inho- 
mog6n~it6s du champ magn6tique h(r) sont suffisamment faibles pour ne pas 
g~ner la diffusion. Num6riquement  ceei suppose: 

a ]Oh~Or] < AH off a est la distance int~ratomique et A H  la largeur de raie 
nucl6aire. 

I1 faut  ajouter  ~ ectte ~quation des conditions aux limites. Les lignes de 
vortex ont tendance ~ s 'ordonner en r6seau triangulaire [11]. L'4tablissement d 'un  
ordre s longue distance peut  ~tre g6n6 par les d6fauts du mat6riau, mais de routes 
fa~ons il s '6tablit certainement un ordre s eourte distance caract6ris6 par  une 
distance moyenne 2 R entre 2 lignes proehes voisines. Nous tiendrons compte de 
eet ordre en utilisant pour  ealculer l ' a imantat ion une mSthode cellulaire: 

- -  dans chaque eellule de rayon R centrSc sur une ligne i nous prenons pour 
temps de relaxation 

I I 

est le terme eorrespondant aux 6tats de basse 6nergie eentr~e sur la ligne i. 
- -  les conditions aux limites sont eelles de Wigner-Seitz 

(-;~-)r = 2 = p' (R)= 0. (III.11) 

- -  P = P0 au centre de ehaque ligne, off la relaxation est presque instantan6e 
(elle ns l 'est pas tou t  s fair ear (l/T1) r = 0 n 'est  infini que dans l 'approximat ion off 
on n6glige une r6gion r < rc tr~s petite par rappat  aux dimensions du coeur). 

D'aprgs la forms (III .9) de 1/Tl(r), la r6gion dans laquelle la relaxation par 
couplage avce les spins 61ectroniques est la plus efficaee est eelle du eoeur, off 
1/T1 (r) ~_ C/r 2. L'6quat ion de diffusion montre qu 'on  peut  distinguer 2 r6gimes 
selon la valeur de C/D. 

(C/D ~ $2/TlnD lorsque kB T > A2/2EF) (qui ero~t avee le num6ro atomique 
du mat6riau utilis6). En  g6n6ral D ~ 10 -13 cm 2 see -1. Pour  des m6taux lourds 
Tin ~ 0,5 see. & 1 ~ done C/D ne devient pas plus petit  que 10 -1 environ 
rant  qne kT  reste sup6rieur s A~/2EF. Par  eontre quand leT <A~/2EF, le 
coefficient C devient exponentiellement petit, et C/D peut  devenir tr6s petit. 

Nons 6tudierons seulement les eas cxtr6mes: C/D ~ 1 et C/D >> 1. 
a) Diffusion rapide (C/D ~ 1). Ce eas ne se reneontrera sans doute qu 's  tr~s 

basse temp6rature (kT < A~/2EF), ou peut 6tre pour  k T  > A~/2EF dans des 
mat6riaux s tr~s eourte longueur de eoh6renee, par  exemple NbsSn. 

Dans ce r6gime, la seule r6gion oh T1 (r) contribue notablement  s la relaxation 
est la r6gion du coenr off l /T1 (r) est grand. 

Aux plus longues distances, le temps de diffusion est beaucoup plus court 
que T1 (r) (st a fo r t io r i  que (T1)BCS), le temps de relaxation d@end done faible- 
ment  de la forms exacte de 1/T1 (r) ~ longue distance (ceci nous permet  en parti- 
eulier de n6gliger la relaxation dfie aux 6tats loealement nniformes). 

Nous simplifions done le caleul en prenant  pour  l /T1 (r) la forme suivante:  

1 - -  r < l  
T1 (r) -- 

r > l .  
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Pour  l ' ins tant  1 est une longueur quelconque qui devrai t  gtre optimis@ par 
un caleul variationncl. Ce ea]eul serait tr~s compliqu6, mais nons verrons que la 
dSpendance en 1 de T1 est lente. D 'aut re  par t  la forme vraie de 1/T1 (r) montre  que 
grossi~rement l ~ ~. Ces ordres de grandeurs nous suffiront pour estimer T1. 

Le problgme de diffusion se r6sout de ] a f a g o n  suivante [12]: on eherche les 
fonetions propres stationnaircs pl(r) ,  p2(r) . . .  etc. de l '6quation (III .10) et les 
temps propres correspondants T1, T2 . . . .  Donc p~ (r, t) = Pi (r) e-t/~t 

Toute  distribution d 'a imanta t ion  p (r) s l ' instant  t = 0 satisfaisant aux con- 
ditions aux limites se d4veloppe sur l 'ensemble complet  des Pi (r) en 

p (r) = y .  ~ p ~  (r) 
i 

et 5volue dans le temps en 

p(r, t) = ~ o:ipl(r)e -sly' . 
i 

Si Fun des temps propres, par  example 31, est ne t tement  plus grand que tous le s  
autres, au bout  d 'un  temps tr~s court  

p(r, t) ~ ~lPl(r)e -tIt' 

done la relaxation est ~ peu pros exponentielle. 
Nous posons (~p = P0 - - P  la solution nulle s l 'origine de (III .10) est 

( r )~T ( r< l )  
t ~  

(J est une fonction de Bessel) ( I I I .  12) 

( ~ p = B J o ( f ; ) ~ ) +  B ' N o ( ~ r ~ )  ( r > l )  

B e t  B '  sont des constantes & d4terminer. 

---]/~C: < 1, J ] /~a  son premier max imum ~ une tr~s petite Comme valeur de 

R 
son argument.  On s 'a t tend done, en imposant  que (~p'(R) = 0 s ce que ~ ~ 1 

(si ~1 est le plus grand temps propre). 
Nous utilisons cette hypoth~sc que nous vSrifierons a post~riori. Dans ee cas, 

la condition s r = R et le raccordement  ~ r ~ 1 mont ren t  que ~1 satisfait 
l '~quation 

/t~ --  2 + In2-  T~ (III.13) 

oh in y ~-0,577 est la constante d 'Euler.  
En  premi6re approximat ion:  

Re 
T1 ~ 2 I/CD 

(ce qui justifie l ' approximat ion de d6part  ~D ~1 >> R). 
En  seconde approximat ion:  

Re - -2 -}- In ~ -  - . 

Phys. kondens. Materie, Bd. 8 27 



400 C. CAROLIet J. MATgICON: 

La variat ion de ~1 avee 1 n 'est  que logarithmique, done lente. On sait qua i l  
ta t ivement  que la valeur de I que donnerai t  un  ealeul variationnel est ~ ~, il est 
done peu impor tan t  de eonnaitre ls valeur exaete de 1. 

l ~  ~, R <4N done, ~(-~--)1/4 ~<~(~---)1/4. 

Si D/C >> 1 le terme logarithmique est petit  devant  I/D/C. 
Enfin nous n6gtigeons le temps Tt  (r) dfi aux 6tats loealement uniformes. Cet 

Te 
effet n 'a  qu 'une port6e ~ $  T o - - T '  au del& de laquelle [Tl(r)]  ~ (T1)~cs et 

(T1)BCS est beaueoup plus grand que le temps de diffusion. Cet effet n ' inter-  
viendrait  done que pour modifier 16g6rement la valeur op t imum de 1. 

On obtient  ainsi: 
R 2 

rl - 2 g~b 

Enfin nous pouvons avoir le second temps propre 32. D'apr~s (III.12) il correspond 
la seeonde racine de l '6quation 

o [ V9~2] + B .~o V~)~2 - o 

R 
done / ~ _ ~  1 

�9 i - -  - ~ i .  

zl est done beaueoup plus ~lev~ que tous les  autres temps propres, et la relaxation 
est quasi-exponentielle. Des mesures de T1 dans ee domaine devraient permettre de 
d6terminer C et d '6tudier sa variat ion en temp6rature sur tout  dans le domaine 
(lOB T < A~/2 EF) oh il est exponentiellement petit. 

b) Diffusion lente (C/D >> 1). C'est probablement  ee qu 'on reneontrera dans 
des mat6riaux lourds, oh les fonetions d 'onde 61eetroniques ont  de tr~s forts pies 
pros des noyaux,  quand /~B T > A~/EF. 

Nous prenons de nouveau eomme forme d'essai 

C 

0 r > l .  

Comme dans le eas pr6e~dent on peut  repr6senter l 'effet des 6tats localement 
uniformes par  un d6plaeement du rayon de coupure l, et nn temps de relaxation 
(1/T1)Bcs au del& de 1. La diffusion ne peut  6tre eonsid6r6e eomme lente que dans 
la r6gion du eoeur. En  effet eomme T ~ Te, (T1)Bcs est encore grand par  rap- 
port  au temps de diffusion TD. Nous n6gligerons done le terme (1/TQBcs. 

On obtient  alors, eomme dans le rggime de diffusion rapide:  

dp (r) = Jl/~ r <  1. 

5p(r)=BJo(g-~T)4jB'No(~:~)  (r > / ) .  
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Mais ici 

- >> 1, donc 

car on v6rifiera a posteriori que 

V~ ~ " 

On peut  donc, ~ une bonne approximation,  consid6rer le ~potentiel>> 1/T:(r) 
comme celui d ' u n  cylindre dur  de rayon 1. 

l 
Nous supposons de plus V-D:~- ~ 1, et nous obtenons alors en 6cr ivant  les 

condit ions de raccordement  et la condit ion de Wigner-Seitz. 

1 D ~  ~ 
T1 ~ 16 R 2 (III.14) 

1 I 
done V~D~- ~ -~ ~ 1 puisque H ~ Hc2, ce qui v6rifie l 'hypoth6se pr6c6dcnte. 

Enfin  les autres temps propres T2, 3a, 3n sont  donn6s par  

Tn - -  R 2 n d -  �9 

On volt  que:  T2 1 

31 -- 25" 

Donc dans ce r6gime la relaxat ion est encore en gros exponcntielle,  avec un  temps 

de re laxat ion R2 
31 ~ 1.6 D--" 

Cette forme de 31 n 'es t  6videmment  qu 'une  approximat ion  d 'ordre z6ro en 
D/C, mais on voit  que dans ce r6gime le temps de re laxat ion d6pcnd tr6s peu de 
la valeur  exacte de C, et de la forme d6taill6e de T1 (R). Les mesures du temps de 
re laxat ion nucl6aire dans ce r6gime (basse tcmp6rature  et diffusion lente) de- 
v ra ien t  donc permet t re  d '6valuer le coefficient de diffusion de spin. 

Nous remercions le Professeur P. G. DE GE~C~CES qui nous a aid4s et dirig6s tout au long 
de ee travail. 
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