
SUR LES SURFACES DU TROISIt ME 0RDRE 

P A R  
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Nous nous proposons de d4velopper, dans ce m~m~re, les modes de 
construction de la surface du troisi~me ordre, d~finie par dix-neuf points, 
que nous avons fait connaitre fort rapidemen't dans deux notes ins~r~es 
aux Comptes-Rendus. (1) 

La questioll que nous traitons no.us parait assez neuve pou:- mdriter 
peut-~tre un accueil favorable des G~om~tres. 

En effet, les travaux de CHASLES sur les courbes du troisi~me ordre, 
suivis des remarquables m~moires de MM. DE JOSQUI]~RES, KORTUM, etc. 
ont permis d'aborder les constructions des courbes des degr~s sup~rieurs. (*) 

Pour les surfaces, le champ parcouru est moins vaste. 
Les constructions de la surface du second ordre, donn4es par HESS]~, 

SEYDEWITZ) SCHROETER, STE1NER et quelques autres, sont, pensons-nous, les 
seules connues lorsque la surface est ddfinie par la condition g(~n~rale de 
la connaissance de points en nombre suffisant.(3) 

('1) C. R. 2 et I6 Juillet I883. 
(~) Dans cette voie~ on peut signaler d~int~ressantes recherches dues ~ MM. DEWULF 

ct SCHOUTE. 
(s) Ce n'est pas Ie lieu de mentionner les modes divers de transformation qui 

|aisscnt d~duire~ d~une surface connue, des surfaces d'un degr~ sup~rieur: dans certains cas 
particuliers~ cette m~thode permet de r6soudre le probl~me de la description des surfaces 
et des courbes gauches. Nous signalerons cependant~ cn particulier, les c~lbbres m~thodes 
de M. CRm~ONA, eertalns m~moires de M. SAt,T~L et des travaux r~cents et fort int~res- 
sants dQs ~ MM. VAN~ZK. 

Acta matl~e~tir 3. Imprim~ 8 Novembre 1883. 
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Le caract~re des m6thodes de HEssE et de SCHROETER est bien dif- 
f6rent. Tandis que la premidre s'appuie sur les propri5t6.s de l'involution, 
la seconde a recours au mode de g6n6ration par les systbmes.r6ciproques 
de MOBIUS. 

Cette derni~re vole a dtd suivie par M. G. vo~ ESCHERICH, professeur 
s Graz, dans deux m6moires oll il expose un mode gdndral de description 
des surfaces sup6rieures /~ l:aide de systdmes rdciproques.(~) 

Ces m6moires ne Contiennent qu'une analyse succincte de la mSthode 
suivie et une indication rapide des r6sultats qu'elle permct d'obtenir, 
mais leur contenu nous r6vdle assez route la fScondit6 du proc6d6 em- 
ploy6. L'auteur nous y fait esp6rer qu'il publiera bient6t des recherches 
plus d6taill~es. 

Peut-6tre pourrons-nous mentionner Its travaux que nous avons 
eonsacr6s, depuis plusieurs ann6es d6jh, aux courbes et aux surfaces des 
ordres sup6rieurs. 

Nous avons essays de faire usage des mgthodes que mettent i~ notre 
disposition les systdmes d'51dments formant des involutions et des homo- 
graphics d'ordres et de rungs queIconques. 

Simultan6ment avec notre savant ami, M. E.XtlLE WFYI~, nous avons 
tgch6 de d6velopper cette id6e des involutions, due au gdnie de PONCELET, 
et dont M. DE JOlqQUI/~RES a, le premier, montr6 toute la valeur i nous 
avons, pour cela, r6solu quelques uns des probldmes fondamentaux que 
ces involutions pr6sentent et obtenu ainsi des moyens qui permettent 
d'effectuer un grand hombre de constructions. 

Jusqu"~ ces derniers temps, nous nous dtions born5 g faire connaitre 
l'application de ces proc6d6s h la ddtermination des courbes du troisibme 
ordre et du quatridme, d6finies respectivement par neuf ou q~atorze points: 
cependant il est facile de voir que le principe g6n6ral permet de construire 
les courbes d u n  m~ ordre, dds que l'on connait la construction de celles 
du (n--I)  

Nous avons fait voir r6cemment que ces m6thodes sont applicables 
aux surfaces. 

(1) Sitzungsberichte der k. Wiener Akademie, Bd LXXXV, p. 526 et 893. Ces 

travaux nous ~taient inconnus quand nous avons publi~ notre mdthode: uous Its devons 

/~ uue obligeante communication de M. v. "~,SCHERICH. 
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C'est ainsi que l'emploi de l'involution et de l'homographie du 
troisi~me ordre, conduit k une ddtermination fort rapide et qui, croyons- 
nous, n'est pas d~nu~e d'~l~gance, de la surface du second ordre. 

Les m6mes principes ont 4td employ~s par nous, dans les deux notes 
signal~es plus haut, ~ la construction de la surface du troisi~me ordre. 

C'est ce dernier probl~me que nous voulons exposer ici avec tous 
les d~veloppements n~cessaires. 

Nous avons fait usage, comme nous venons de le dire, de l'involu- 
tion et de l'homographie du troisi~me ordre et du second rang que nous 
avons dtudi~es avec d~tail dans des travaux antdrieurs.(1) 

Les propri~t6s de l'involution doivent nganmoins 6tre expos~es d'une 
maniSre sp~ciale pour conduire le plus rapidement possible au but que 
nous nous proposons; aussi, pour ne pas interrompre plus loin notre 
solution, nous diviserons cette dtude en deux parties. 

Dans la premiere, nous ferons connaltre les propri~t~s des cubiques 
gauches et planes, et nous r4soudrons les probl~mes relatifs ~ ces courbes, 
que nous devrons employer. 

Nous devrons donc y reproduire quelques r~sultats dfis k d'autres 
G~omStres ou ~. nous m~me: n~anmoins cette partie contiendra aussi 
quelques choses nouvelles. 

I. 

Nous consid5rerons, en gdn~ral, comme supports des s~ries" de points, 
soit une conique C~, soit une cubique gauche R3, en partant de ce fair 
que les points de ces courbes peuvent s'obtenir individuellement et que 
les points de C~ peuvent correspondre uniform~ment aux points de R 3 . 

I1 en r~sulte immddiatement que pour ddfinir une involution qua- 
dratique sur //3, il suffit de construire tous les plans d'un faisceau dont 
l'axe rencontre R 3. 

Cette simple remarque conduit '~ la description d'une R 3 par points. 

(t) Essais de G~omdtrie sup~rieure du troisi~me ordre (Liege 1882). 
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En effet, imaginons que l'on se donne, sur R3, six points AB, A'B', MM'. 

Les plans ABM, A'B'M se coupent suivant une droite x qui carac- 
t6risera l ' involution I~ d~finie par les deux couples. 

De m6me AB'M, A'BM donneront une droite y. 

Soit eo ~ xy. 

Ce plan qui coupe d~j~ B 3 en M,  rencontre la cubique en deux points 
qui marquent  le couple commun aux deux involutions AB, A'B'; AB' A'B. 

Si nous raisons les constructions analogues en nous servant du point  
M', nous obtenons un plan ~o'. 

oJ et o/ se coupent suivant une droite d, toujours rgelle, qui passe 
par les deux points communs aux involutions qpadratiqucs. 

Tout autre point M" de R s aurait  donn~ un plan w" passant par d. 

En cons6quence, pour construire de nouveaux points de R3, il suffit 
de mener par la droite d~ d~finie comme il vient d'etre dit, un plan co". 

Ce plan ~o" rencontre les droites AB, A'B' en des points C, D, et 

les droites AB', A'B en des points C', D'. Les droites CD, C'D' se 
coupent en un point M "  de B 3 . 

Cette construction de la cubique gauche, connue d'ailleurs, se justifie 
ais6ment par de simples considerations g~om6triqucs. 

Il est facile, d'aprSs cela, de construire les e~l~ments doubles d'une 
involution donn6e par deux couples ..4.4', BB'. 

I1 suffira, en effet, de construire le couple commun aux deux invo- 
lutions d~finies par les couples AB, A'B'; AB', A'B: ce couple sera ainsi 
repr6sent6 par une droite r6elle. 

Si les couples .AA', BB' 6taient imaginaires, on pourrait  employer 
l'artifice suivant. 

Par  un point D de t/3, on mSne une droite s 'appuyant  sur les deux 

droites r6elles AA', BB'. Soit r cette droite. Tous les  plans du faisceau 
r coupent R 3 en des couples de l ' involution donnge: il suffira done de 
d~terminer des couples r6els de cette in;colution, pour appliquer la solu- 
tion pr~c~dente. 

On peut encore se proposer de d~terminer les ~16ments unis de deux 
s6ries projectives dont on connait trois couples AA', BB', CC'. 
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I1 suffira de ehercher le couple eommun aux involutions (AB', BA'), 
(AC', CA'): on pourra, comme on l'a vu, construirc la sdcante de Ra, 
qui marque ee couple sur la courbe. 

Voyons maintenant comment on peut rdsoudre, sur une R~, les prin- 
cipaux probl6mes relatifs ~ une I~.(1) 

T o u s l e s  plans d'une gerbe P coupent R~ en des ternes de points 
qui appartiennent ~ une I~. Chaque couple de points, pris sur iR:,, 
d6termine avec P u n  plan, permettant  de construire le troisi6me point 
du terne. 

D'un autre c6td, une I~, 6tant d6finie par trois groupes de trois 
61dments, caract6risera une gerbe, dont le sommet est le p,)int d'intersec- 
tion de~ plans contenant les ternes de points. 

D'apr6s ce que nous avons vu ces terncs peuvent dtre eomposds d'un 
point d6fini individuellement et d'un groupe de deux points qui peuvent 
dtre imaginaires. 

En effet, un couple de points peut toujours ~tre regardd eomme le 
couple eommun ~ deux I~, ou comme les dlfments doubles d'une I~, 
ou eomme les 616ments unis d'une H~: dans ees trois cas, nous avons 
appris ~ eonstruire la s6cante de iR a qui les eontient. 

Cette s6eante et le point donn6 suffisent pour d6terminer un plan. 
L'involution I~ poss6de un couple d'dldments neutres; ce couple est 

marqu6 par la s6cante de iR:~, men6e par P. 
Or, pour eonstruire celle-ei, il suffit d'observer que les 616ments 

neutres constituent le couple comm.un h: routes los involutions quadratiques 
correspondant, dans une I~, ~ t o u s l c s  points du support. 

Prenons, sur R3, des points 3I,  M'; ensuite menons des plans 
PMAB, PMA'B'. M'AB, i]'I'A'B' se eoupent suivant m~e droite .M'X. 

Par PM', menons des plans P3I'A~B~, I'M'A'~B;. MA~B~, MA;B; 
se coupent suivant une droite MY. PMY, P3I'X se coupent suivant une 
droite PZ, qui est la droite cherchde. 

I1 suffira encore, pour ec qui va suivre, de savoir ddterminer un 
groupe de trois points, sur une iR~, sans eonstruire les point individu- 
ellement. 

( ' )  Vois, sur ce sujet,  divers mdmoires dils 'k MM. APPELL~ R. STUR~I ct E~t. W~Ym 
13- 665007 A c t a  ~mthe*natica. 3 
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Un groupe de trois points peut toujours ~tre regard6 comme le 
groupe commun ~. trois ~ .  

Or, nous pouvons d~terminer les sommets des gerbes qui caract~risent 
les involutions donn~es, et le plan des trois hommets hera le plan cherch~. 

Pour r~soudre les probl~mes que nous rencontrerons dans la suite, 
il hera n~cessaire de faire correspondre point par point une R 3 ~t une droite. 

Or il est ~vident qu'un faihceau de plans, dont l'axe est une s~cante 
de Rs, projette uniform~ment tous les  points de la courbe sur une droite 
quelconque. 

L'on aura souvent ~ d6finir les deux points d'intersection d'un plan 
avec une Rs, lorsque ron connait un point de R s situd dans ce plan. 
Ce couple peut gtre regard6 comme les dldments communs b. deux in- 
volutions quadratiques dont les axes, situds dans le plan, passent par le 
point d'intersection connu dt priori. Ces involutions se ddterminent ais6. 
ment, et, par un des probl6mes r6solus pr6cddemment, il est alors facile 
de construire la droite qui contient les deux intersections inconnues. 

Cette d6termination est n6cessaire parceque, ~ l'aide du mode de 
reprdsentation que nous venons d'indiquer, on pourra ddfinir, sur une 
droite, les deux points d'intersection que nous avons caractdrisds. 

On devra faire usage de ces proc6d~s chaque lois qu ' i l  s'agira des 
involutions ~ .  En effet tous les plans d'un faisceau coupent R 3 en des 
terries de points qui appartiennent ~ une involution cubique du premier 
rang. 

La d6termination du groupe commun ~ deux I~ permet, on le volt, 
de trouver sur Rs, les images rdelles ou imaginaires des points oh une 
droite r6elle rencontre une conique. I1 faudra, pour cela, 6tablir la 
correhpondance entre le points de R a e t  ceux de la droite, puis regarder 
la conique comme engendr~e par deux faisceaux bomographiques. Ces 
faisceaux marquent sur l a droite deux s6ries projectives dont les 616ments 
unis seront les points cherch6s. 

Le probldme n'exige de consid6rations particuli6res que dans le cas 
oh la conique est d6finie par quatre points imaginaires (conjugu6s deux 

deux) et un point r6el. 
Soient D, D'; D,, D~ les deux couples de points imaginaires d6finis 

sur deux droites d, d~, et A, le point r6el. 
Soit ' / )  l'intersection des droites d et d~. 



Sat los surfaces du troisi~me or(Ire. 187 

II est facile de construire les conjugu6s harmoniques R et S de P 
par rapport aux deux couples imaginaires. RS=_p est la polaire de P.  

PA coupe p en X ct si B e s t  le conjugu~ harmonique de A par 
rapport ~ PX, B appartienl ~ la conique. Le p61e de AB est situ6 sur p. 

Maintenant il est facile d'obtenir les points EF oh p rencontre la 
courbe .  

Si de EF on projetait t o u s l e s  points de la courbe sur d, on ob- 
ticndrait une involution dont les points doubles seraient D, D'. De mgme 
pour d 1 . 

Donc si de A, on projette sur_p les involutions dont les points doubles 
sont D, D'; D1, D'I, le groupe commun sera EF. 

I1 n'est 6videmment pus ndcessaire de construire individuellement les 
points E F  pour obtenir des couples de l'involution dont ces points sont 
les 616ments doubles. 

En projetant ces couples de A et B, on obtient deux faisceaux pro- 
jectifs qui engendrent la conique. 

Nous pouvons maintenant aborder le probl6me suivant: Construire 
les points d'intersection d'une droite avec une cubiqua d~finie par neuf points. 

Pour traiter le probl6me avec toute la gdn6ralit6 d6sirable, nous 
supposerons que parmi les neuf points, il y e n  air huit A, A'; B, B'; 
C, C'; D, D' d6finis par couples sur quatre droites r6elles a, b, c, d. 
Soit P l e  neuvi6me point. 

Nous supposerons d'abord que lcs quatrc droites a, b, c, d ne con- 
courent pas en P. 

Consid6rbns les cubiques d6composables 

a(PBB'CC'), b(PAA'CC'), c(PAA'BB'). 

Ces cubiques marquent sur la droite donn6e l, trois ternes de points 
caract6risant une II.  

Nous pourrons toujours repr6senter ces ternes sur R~, et cela h l'aide 
de simples constructions lin6aires: nous d6finirons donc aisdment le sommet 
de  la gerbe qui caract6rise 1'involution. 

Si nous r6p6tons les constructions analogues pour les groupes 
PAA'BB'DD', PAA'CC'DD', nous obtiendrons sur R 3 deux autres I~ et 
le groupe commun aux trois 11 sera le terne cherch6. 
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Duns les probl6mes que nous aurons b~ traiter, il ne sera jamais n6- 
cess,~ire de ddterminer les points du terne individuellement: la connaissance 
du plan qui les contient suffira toujours. 

Imaginons maintenant qua les quatre droites a, b, c, d concourent 
au neuvi6me point donn6 P. 

Prenons les eonjugu& harmoniques A 1 , B1, 6'1, DI de P par rapport 
aux quatre couples AA' ,  BB' ,  CC', DD'. (PA~B~C'~D1) dSfilfit une eonique, 
polaire de P par rapport ~ la eubique i~ eonstruire. I,a tangente en 
12, P X ,  ~ eette eonique est aussi tangente h la cubique. 

II est facile, d'apr0s c(~ que nous avons vu, de ddfinir, sur P X ,  les 
ternes de points marquds par des eubiques passant par les huit points 
AA'BB'CC'DD'  en ehoisissant des neuvi0mes points /)1, P ~ , " -  diffSrents 
de P. 

Toutes ees eubiques marquent sur P X  de.c-groupes en I~. 

Cette involution a un point double en P. I1 suffira de ddterminer 
le point de ramification O eorrespondant: ce point de ramification est, 
sur ia eubique b~ eonstruire, le point tangentiel de P. 

On obtiendra aussi aisdment le point tangentiel 01 de O, par des 
constructions linSaires. A l'aide de O 1 et des point.s donnds, on appliquera 
la premi6re solution. 

Nous aurons encore ~ nous poser la question suivante: 
Pro b l~me  17_1. Coustruire u~w cubiq~e passant par trois points donnds 

et appartenant gl un syst~me triplement in[ini ddfini par q~,~tre cz~biques doun~es. 
Soient C3, C'3, C;', C;" les eubiques d6finissant le systdme et A, B, 6' 

les trois points d})nnds. 

Toutes los eubiques du syst0me, l)assant par A, appartiennent bo un 
systdme doublement infini, qui sera caraetdrisd par trois eourbes. 

On peut ehoisir pour eela les emlrbes passant par A et respeetivement 
( t t l  I t r t  par les intersections de C~ avee C'~, .~. (~3 �9 II est inutile de faire voir 

eomment ees eourbes pourront se eonstruire: les mdthodes exposdes jusqu'iei 
suffisent amplement: nous pourrons observer d'ailleurs qu'il ne s'agit que 
d'obtenir sur B,~, les images des points oh une de ees eubiques est coupde 
par une droite l. 

Ces trois eubiques ddfinissent un systdme en I~ auquel appartient 
la eubique eherchde. 
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I1 suffira de compl6ter ,  dans l ' involu t ion  marqu6c  sur BC, le terne 

dont  on connai t  les 61&nents B ,  C. Nous t rouverons  '~insi un point  A'. 

La  r6pdti t ion du  re(hue proc6d6 donncra  a u t a n t  de points  de la 

courbe  que  l 'on voudra .  

A u  surplus ,  s'il fal lai t  const rui re  lcs intersections de cctte courbe  

avec une  droite que lconque  l, nous pour r ions  en e m p l o y a n t  succcss ivemcnt  

A ,  B,  C, t r ouve r  sur 1 trois invoht t ions  1~, don t  le g roupe  c o m m u n  
serait  le g roupe  cherch6.(1) 

C o m m e  nous  le verrons,  il p o u r r a  6trc ut i le  de const ru i rc  d 'une  

m'mi6re  cont inue  une surface du  second ordrc.: nous rappc l lc rons  rapide- 

men t  la solut ion que nous avons fait connai t re .  

El le  repose sur les propridt6s  suivantes:  

I. Soient A ,  B ,  C trois points  

d 'une  surface du  second o rd re  S : ,  

a l e u r  plan.  

A, B, C dd te rminen t  trois plans  

tangents  a,  fl, 7 qui  se eoupen t  en 
un poin t  P .  

Les jonct ions  de P avcc BC, 
CA, AB sont trois p lans  ~', t ~', r" 

I'. Soient  a. i~, F trois plans 
tangents  h une surface de la secondc 

classe ~2 ,  S leur  intersection. 

~, t ~, T d6 te rminen t  trois points  

de contact  A,  B,  (Y qui se t r ouven t  

dans un plan to. 
Les intersecti,):~s de to avec ,~ ,  

~-~, %~ sont trois points  A', B',  C'. 

(1) Si la construction prdcddentc nc paraissait pas suffisannncnt justifide, le court 

raisonncment suivant la ddmontrerait. 

Soit 

).C:~ +),'(:'3 + "" " +  z (2~ = o ~  A C. 3 "'" -"" 

l'dquation qui d6finit le systbme trii)lement infini, et marquons par (C~)o le rdsultat de la 

substitution darts C~ des coordonndes du point A.  

On dcvrait done avoir~ pour mutes los eourbes passa'nt par A~ 

),(c3)0 + ),'(~i,)o + ;,"(c.7)o + >,"'~'.~")o = o. 

L'dquation des courbes passant par A devicnt donc en 61iminant ~: 

�9 , , , ,  ~, . . . . .  " .... . . . . .  (c ' , , )  ~ [c3(e3)0 - -  c.(c3)0] + [c3 (c3)0 - -  ~ " '  ' 63((;: , Io! + /, [C.~ (C:,)0 C3, 3 o, = o; 

or la formo m~,me de l'dq~ation de ces courbes suffit pour dtablir les constructions dont 

nous avons fait usage. 
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aflT, a'fl'f sont deux tri6dres 
homologiques dont l' est l'axe d'ho- 
mologie. 

Les jonctions des points de S~ 
avec les droites BC, CA, AB for- 
ment trois faisce.aux qui coupent l' 
suivant trois ponctuelles en 16. 

II. Si l'on joint, de toutes les. 
mani6res possibles, les cotds a, b, c, 
d'un triangle ~ trois points PQR 
d'une droite l non situde darts le 
plan du triangle, on obtient six po- 
ints A~, A~, . . .  A~. Ces six points 
sont sur une conique. 

C. Le Paige. 

ABC, A'B'C' sont deux tri- 
angles homologiques dont l e s t  raxe 
d'homologie. 

Les intersections des plans tan- 
gents ~ E~ avec ~f, Ta, a~ sont trois 
ponctuelles dont les jonctions avec l 
forment trois faisceaux en I~. 

I['. Si l'on coupe, de toutes 
les mani6res possibles les ardtes a, 
b, c d'un tri6dre par trois plans to, 
x, p men6s par une droite l, ne pas- 
sant pas par le sommet du tri6drc, on 
obtient six plans a,,  a , , . . ,  a~ tan- 
gents ~ un c6ne du second degrd. 

/l. l'aide des neuf points donnds, on construit aisdment(1) les triddres 
aflT, a'fl 'f dont il est question au th~or61ne I, et, par suite, la droite /'. 

Alors chaque point M de la surface, .joint h BC', G24, AB donne 
trois plans qui coupent l' en trois points PQR de 1'involution 16. 

L'involution 6tant formde de groupes symStriques, on peut permuter 
de toutes les mani6res possibles les points PQR, sans que les diff6rentes 
permutations eessent de donner des points de la surface. 

On en obtient, de cette fa(;on, six qui, d'aprds le thdordme II, sont 
situds sur une conique et, par suite, donnent une section plane tout 
enti$re de la surface. 

Chaque point de S 2 donne ainsi naissance ~ une section plane et il 
est bien facile de faire voir que toutes ces sections sont situdes dans des 
plans passant par une droite fixe (la droite / du th6orb.me II'). 

La construction tout ~ fait analogue s'applique aux surfaces de la 
seconde classe. 

Pour montrer comment on peut, par ce proc6d6, construire autant 
de points, et par suite de sections planes, qu'on le veut, de la surface, il 
reste ~ faire connaitre la ddtermiflation de nouveaux ternes de l'involution 
marqu6e sur l'. 

(') V. les notes que nous avons pubiides aux Bull. de ]'Avad. roy. de Beigique, 
3" '  sdrle~ t. V (1883). 
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Or cette involution a ~videmment pour points triples le point o~ l' 
perce le plan a e t  ceux off elle rencontre S~. 

De  plus, il est visible que . le  point de rencontre de'l '  avec a et le 
point P ,  compt6 deux fois, constituent un terne de l'involution. En 
outre chaque point connu de la surface donne un terne de rinvolution. 

On se trouve donc en presence de ce probl6me: Constt.uire des ternes 

d'une involution 13 dont on connait un point triple al,  un groupo composd 

de a 1 et du point a~ conjugu~ harmonique de al par rapport aux deux autres 

points triples a2, %, et un terne xyz. Dana le cas actuel, il sera plug 
commode de supposer "que lea 616ments donnda sont repr6aent6s sur une 
conique C'~. 

Leg tangentea ~ C 2 en a I et a~ se coupent en un point t. 

Si noua menons xt qui rencontre C'~ en p, leg deux droitea a~p, 

se coupent en un point k. 

La droite tk est la hessienne des points triples. 
On eat donc ramen6 ~ construire des ternes d'une I~ dont on connait 

un point triple a~ et les 616ments neutreg. 

Soit, par exemple, x'y' un couple qu'il s'agit de compldter, x't coupe 

C~ en p'. a~p' coupe tk en k' et k'y' coupe C, au point cherch6 z'.(~) 
Les constructions que noua avong exposdea dans cette premi6re partie 

gout toutes, on le voit, purement  lin6aires. 

II. 

bTous poss~dons maintenant tous les dl~ments nScessaires pour aborder 
les questions relatives aux surfaces du troisi~me ordre. 

Comme on le sait depuis longtemps cette surface peut 5tre engen- 
dr~e par les intersections de trois faisceaux de plans, li~s par une relation 
homographique du troisi&ne ordre et du second rang. 

Cette mdthode, qui a ~t6 d~velopp~e par M. AUGUST peut ~tre re- 
gard6e comme un cas particulier de la seconde m6thode de STEINER. 

(1) Pour justifier cette construction, voir nos E~sais de Gdom. sulJ. du 3 ~ ordre, p. 80. 
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Soient X, Y, Z les axes des trois faisceaux de plans: ces trois 
droites appartiennent ~ la surface. L'homographie H I  dtant caractSrisSe 
par sept ternes, il suffira de connaiire sept points de la surface S 3 pour 
d~finir cette derni~re. 

Ddsignons respectivement par $,y/,~ (i ~ o, x, 2, . . .  5) les sept 
ternes de plans passant par les droite~ x, y, z, et par A~ le point d'in- 
tersection des trois plans d'un terne. 

Si par A0, nous menons trois droites arbitraires x', y', z', les plans 
$i, ~],, ~ marquent  sur ces droites des points X, Y~, Z~ (i • I, 2, 3, . . .  5). 

Nous obtenons ainsi six plans X ~ Z ~ i .  
Ces six plans /?~ et les trois faces du tribdre x'y'z' sont neuf plans 

qui caract~risent une surface de la secondc classe Z: 2. 
T o u s l e s  plans tangents ~ cette surface marquent  sur x'y'z' des ternes 

de points appartenant s une H~. En effet deux points quelconques X , Y ,  
d6finissent un plan tangent et par suite un point Z,. 

Or cette homographie sera identique avec cclle qui est marquee, sur 
ces mdmes droites, par tous les ternes de plans qui joignent les points de 
S s aux trois axes x, y, z. 

Nous avons donc cette propridt~: 
))Si par un point A 0 d'une surface 'du troisi~me ordre, on m~nc trois 

droites arbitraires x'y'z' les ternes de plans qui joignent tous les points 
de la surface s trois droites de celle-ci, x, y~ z, ne se rencontrant pas 
dcux ~ deux, marquent  sur x'y'z' des ternes de points dont les jonctions 
enveloppent une suri~ce de la seconde classe tangente aux faces du 
tri~dre x'y' z'.)) 

En d'autres termes: 
Si un tdtra~dre se ddforme de telle .fafon que trois de ses faces passent 

par trois droites fixes, tandis que la quatri~me reste tangente ~ une surface 
de la seconde classe 2:2, et q~le trois de ses sommets parcourent trois droites 
concourantes formant un tri~dre dont les faces soient tangentes ~ ~22, le 
quatri~me sommet ddcrit une surface du troisiOme ordre passant par les trois 
droites fixes et par le sommet du tri~dre. 

I1 r~sulte de l~ et de la construction que nous avons fait connaitre 
plus haut de la surface du second ordre ou de la seconde classe, que 
nous pourrons construire autant  de points que nous voudrons de la surface 
du troisidme ordre. 
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Chaque plan tangent ~ 222 donne naissance ~ six plans tangents 
passant par un point fixe et circonserits ~ un c6ne du second ordre qui 
touche 222" 

Par cons6quent, nous pouvons observer que chaqu~ point que l'on 
d6termine de la surface $3, donne naissance ~ une courbe gauche G 6 de 
genre o, puisque chacun de ses .points correspond ~ un plan tangent du- 
c6ne du second degr6. 

Nous avons tant6t signal6 les deux droites l et l', employ6es dans 
la construction des surfaces du second ordre. 

I1 est facile de voir que tous les c6nes dont il s'agit ici ont leurs 
sommets sur la droite l' et que, par suite, les plans des courbes de 
contact avec 222 passent par 1. 

Lorsqu'un plan tangent de 222 tourne autour d'une g6n6ratrice de 
cette surface, il ne cesse pas de donner des points de S s. D'apres un 
th6or6me de CHASLES, les points correspondant aux diff6rentes positions 
du plan tangent sont situ6s sur une cubique gauche R~. Cette cubique 
passe par A 0 . 

Nous pouvons observer que par chaque point de 222 passent deux 
g6n6ratrices auxquelles correspondent deux /~3 situ6es sur S 3 . Ces deux 
courbes passent toutes deux par A 0 et ont en outre un second point com- 
mun correspondant_au plan tangent d6t6rmin6 par les deux g6n6ratrices 
des deux syst6mes. 

On obtient ainsi sur $3, deux syst6mes de courbes R~ qui jouent le 
m~me r61e que les g6ndratrices des deux modes de 222" 

On volt q~"il serait facile de ddvelopper ce sujet, connu d'ailleurs. 
blous pouvons faire une autre remarque. 

Si nous consid6rons les trois faisceaux de plans, dont les intersections 
engendrent S~, ces faisceaux marquent, sur une droite quelconque l, trois 
ponctuelles en H~. Nous pouvons observer que dans chaque faisceaux 
existent deux 616ments neutres: les six plans ainsi ddtermin6s forment 
deux tri6dres qui, outre les trois axes des faisceaux, donnhnt naissance k 
six autres droites situ6es sur S 3 . 

Lorsque la droite l, dont nous venons de parler, au lieu d'etre ar- 
bitraire, passe par les sommets des deux tri6dres conjugu6s, les plans des 
faisceaux x, y, z marquent, sur l, trois s6ries en H~ pour lesquelles les 
6t6ments neutres des trois s6ries coincident. Par suite, on aune  involution I].  
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Les points unis de cette 1~ sont ceux off l rencontre S 8. 
Supposons maintenant que l'on joigne x, y, z ~ un point M de Ss; 

on obtiendra, sur l, un terne PQR de l'involution. Les ~l~ments d'une 
I~ ~tant permutables, on pourra, en les joignant de routes les maniSres 
possibles ~ x, y, z, construire cinq autres points de S 3. 

En outre, il est possible de former avec les neuf droites des deux 
tri~dres six ternes de droites que l'on peut regarder comme axes de trois 
faisceaux d~crivant S 3. Ces faisceaux marqueront ~galement des 123 sur 
1 et ces I I seront toutes identiques entre elles puisqu'elles auront les 
m~mes points triples. 

I1 en r~sulte que si l'on joint PQR aux droites d'un des ternes, on 
obtiendra six nouveaux points de S 3. 

En rgsum~, lorsque l'on connait deux tri~dres eonjuguSs, chaque point 
de la surface permet d'en d~terminer trente-cinq autres par de simples 
constructions de plans. Les points de S 8 s'associent done par groupes de 
trente-six. 

Peut-~tre un jour reviendrons-nous sur ce sujet: pour le moment, 
reprenons la question que nous nous sommes proposde. 

Nous devrons<d'abord r~soudre le probl&ne suiva~t: 
Construire la section, par un plan quelconque, d'une surface du troisi~me 

ordre dont on connait trois droites et sept points. 
Or, rien n'est plus ais~, d'apr+s ce qui precede. 
En effet, soit oJ urj plan quelconque: ce plan eat rencontr~ par 

x, y, z en trois points A, B, 6' qui appartiennent k la section. 
Tout plan passant par x coupe w suivant une droite m. Or, h ce 

plan correspond, dans HI, une Hi  facile k d~terminer par ce que nous 
avons vu, et dont les plans correspondants engendrent, par leurs inter- 
sections, une surface du second ordre. Celle.ci coupe co suivant une 
conique qui correspond k m. 

On obtient donc, sur m, deux points rdels ou imaginaires. 
Comme on le voit, l a  section est une cubique engendr4e par la 

m~thode de CnASLES. N~anmoins, on peut en construire lindairement 
autant de points qu'on le veut, en faisant usage des proc~dds que nous 
avons indiqu6s au commencement de cette note. 

Mais il rdsulte encore de ce  probl~me que f'on peut, sans difficultY, 
trouver sur une /~s choisie une lois pour toutes, la representation du 



Sur les sur/'aces du troisi~me ordre. 195 

groupe de trois points oh une droite 1 rencontre la surface d6finie comme 
il vient d'(!tre dit. 

It suffira, par l, de mener un plan to, puis d'appliquer la mOhode 
de la page x87. 

Supposons maintenant que la surface soit d~finie par  une droite, trois 

groupes de trois points situds en l o n e  droite et six autres points. 

Soit l I la droite donn6e, 

PF_P",  trois points situ6s sur une droite l~, 

QQ' Q", ~ ~ ~ )) ~, )) 13, 
R R ' R "  ~ )) )) )) )) )) l 4 , 

et A B C D E F  les six points donn6s. 
Noug devrons construire leg intersections d'une droite 1 avec une 

surface ainsi d6finie. 
Or considdrons les surfaces caract6ris6eg par leg 616ments: 

l~121.,; R R ' R " A B C D ,  et appelons cette surface Ss, 

lxl~14; P F P " A B C D ,  )) ~ )) )) S'a, 

l~141~; QQ'Q"ABCD,  )) )) )) )) S's'. 

Ces trois surfaces sont d6finies comme dans le premier cas; par cons6quent, 
il est facile de construire les plans a, a', a" qui rencontrent la courbe R 8 
en des points reprdsentant leg intersections de ceg surfaces par la droite l. 

Les surfaces $3, 5"3, S'3' d6finissent une II  ~ laquelle appartient la 
surface ~ construire Z~ 3 et caract6ris6e par une gerbe G, dont le sommet 
est donn6 par les plans a, a', a". 

En employant, au lieu de A B C D ,  leg 616meats A B C E ,  A B C F ,  nous 
obtenons deux autres gerbeg G', G", et le plan GG'Gr" coupe R 3 aux 
trois images des intersections de 1 et de Z 3. 

S'il s'agisgait d'achever la construction de la surface Z3, on pottrrait 
mener un plan quelconque par un des points dorm,s, par exemple F.  
Dans ce plan, et par F, on m6nerait des droites gut lesquelles on d6ter- 
minerait des couples de points appartenant k Z 8. Il serait aisd, en em- 
ployant un des probl6mes de la premi6re partie, de construire lindaire- 

meat autant de points qu'on le voudrait, de la section plane. En menant 
tous les plans de la gerbe F on ach6verait la surface. 
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Nous aborderons maintcnant cette autre question: 
C'onstruire une surface du troisi~'~me ordre dont on connait u~e droite, 

trois points en lone droite et douze autres points. 
Soit 11 la droite donn6e, 

PP'P", situ6s sur une droite 12, 

A B C D E F G H I K L M ,  les douze points donnds. 
Considdrons les droites l~, l~, A B ~ l a ,  C ' D ~ l t ,  et les six points 

Eb'GHIIC. 
D'aprds ce qui vient (l'dtre dit, nous pourrons consid6rer ces 616- 

mcnts comme caractdrisant une surface S~, et ddtcrminer le plan a qui 
COUl)e R~ qux points-images des intersections (l'une droite 1 avec S~. 

En employant successivcment AC'--I; ,  BD--I~, et AD--I; ' ,  BC'~l',', 
nous aurons des surfaces S:], S;', et des plans : ' ,  ~". 

a~'~" donnent une gcrbe G~. 
Si au lieu d'emI)loyer EFGII IK ,  nous employons successivelncnt 

E F G l t l L ,  EFGH1M,  n()us aurons de mdme des gerbes G;, G'l'. 
. I~e plan G~G'~G;', marquera, sur R~, les images des intersections de 
l avec lt~ surface i~ construirc. 

S'il fitllait achever la surfilce, par le i )o in t 'M par exemple, nous 
fcrions passer un plan; dans ce plan, et par M,  nous mdnerions des droites 1. 

Le probldme qui vient d'dtre r6solu permettvait de ddfinir, sur une 
de cos droites l, les deux autres intersections (le la droite avee la surfitce 
cherch6c: alors, en agissant eomme plus haut, on ach6verait la section 
plane et, par suite, la surface. 

N'ous sommes maintenant amend k cette autre question: Construire 
une surface du troisibme ordre dont on connait trois points en lone droite 
et seize autres points. 

Soient RR'R" situds sur une droite l~ et ABC'DE_b'GHIIgLMNOPQ, 
les points donnds. 

En consid6rant l~ comme une droite de la surface, A B = l ~  comme 
une seconde droite contenant trois points de la surface et les douze points 
C D E F G H I K L M N O ,  on peut, par le probldme pr6c6dent, construire une 
surface S 3 d6finie par ces dldments. 

On salt donc d6terminer, sur une droite l quelconque, les points Oll 
S 3 rencontre cette droite. 



Sur les surfaces du troi~i~mc ordre. 197 

D'autres eombinaisons des m6mes 616ments donnent des surfaces 
S'a, S~' qui avec S~ dSfinissent un systSme en I~. 

tk ee syst&me appartient la surface chereh6e 2: 3. 

On volt qu'il suffit de r6p6ter les raisonnements que nous avons 
fairs d6jk: en effet, en remplagant successivement, dans les 616ments 
earactSristiques, O par P e t  Q, on obtiendra deux autres systdmes en I~. 

Nous arrivons finalement k la question qui fait l 'objet principal de 
ce travail:  

Construire une surface du troisi~me ordre dont on connait dix .neuf  points. 

Soient R R ' R " A B C D E F G H I K L M N O P Q  les dix-neuf points donn~s. 

I)Ssignons par I '  le groupe form6 des seize derniers points et con- 
venons de reprSsenter par ( F - - X . . .  n t- Y . . . )  le groupe obtenu en 
retirant de 1' un certain hombre de points et en y ajoutant d'autres. 

Alors en prenant sueeessivement des points S, S' situds sur les droites 
A B  ==_ l~; CD =_ l~, les 615ments 

1,, ( r - - A B  + 

1'~, ( I ' - -  CD q-- RR'), 

d6terminent, par le problSme pr6c6dent deux surfaces Sa, S'3 earact6risant 
un syst6me en 1~ auquel  appart ient  la surface g construire Z: a. 

Si maintenant  par R", on fait passer une droite l, il sera possible 
de ddfinir, sur cette droite, les deux points r6els ou imaginaires off l 
rencontre S~. 

Si l'on fait pivoter l dans un plan w, on trouvera, par les problSmes 
de la premi6re partie, k l'aide de constructions lindaires, autant  de points 
que l'on voudra de la section faite par w. 

Oil peut aborder le m6me problSme d'une fagon diff6rente. 
Nous supposer~ons encore que l'on ait r6solu le premier probl6me, 

c'est-i~-dire que l'on sache ddterminer une surface cubiquc dont on connait 
trois droites et sept points. 

Alors se prdsentera cette question: 
Construire une surface du troisi~me ordre dont on connait quatre groupes 

de trois points en ligne droite et sept autres t~oinls. 
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P P ' P " ,  trois ~Doints situ6s sur une droite /.1, 

QQ'Q", )) >> >> ~ )> )) l~, 

RR'R",  )> >> )) )> )> )) l~, 

$8'S", >> )) ), ), ), )) l , ,  

et A1A2A~ABCD sept autres points. 

Les trois droites 11, 1.j, l~ et les sept points SS 'S"ABCD,  d~termi- 
nent une surface S s. 

De m~me ll, l~, l~, RR't~"ABCD dSterminent une surface S.;. 

On aurait, par les deux autres combinaisons des mdmes 5l~ments, 
deux surfaces S'8', S's". 

Ces surfaces coupcnt ]e plan eo--A~A~A~ suivant quatre cubiqucs 

planes Ca, C'3, C'3', C'3". 

Il suffira de construire la cubique appartenant k ce syst~me triple- 
merit infini et passant par AIA~Aj ,  pour avoir la section de ]a surface 

'~ construire Z: 3 par le plan w. 

Pour aborder les questions suivantes, il sera ndcessaire de savoir 
construire les intersections de :E~ et d'unc droite queleonque l. 

Or, si nous prenons sur cette droite l deux points quelconques X~ Y~, 
ces deux points, joints k l~, l~, 13, 14, ABCDA~, permettront  de construire 
une surface S~ .et-par suite de construirc le troisi~me point Z, oh 1 
rencontre S 3. Cette construction est linSairc. 

Nous pourrons, de cette fa(;on, obtenir sur l, une involution I~ carac- 
t6ris6e par les surfaces d6finies par les 616ments donn6s sauf A: ,  Aa. 

En employant  successivement A~ et A 3, au lieu de A, ,  on obtiendra 
trois I~ sur 1 et le groupe commun ~ ces trois involutions marquera les 
intersections cherch6es. 

Il est bien entendu qu'il ne s'agit encore une lois ici qde de con- 
struire un plan qui, par ses intersections avec/ /a ,  repr6senterait les points 

demand6s. 
Nous pouvo~s maintenant  aborder directement ce probl6me: 
Construire une surface du troisi~me ordre dont on connait trois points 

en ligne droite et seize autres points. 
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Soient les points PP'.P" situ~s sur une droite l~, et 
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A B C D E F G H I J K L M A  1 A~A 3 , 

lea seize autres points. 

En combinant tous les ~ldmcnts saul les derniera A1A~A 3 de la 
mamere suivante: 

11, A B  ~ l~, CD =~ 13, E F - -  14, G H I J K L M ,  o n  obtient par ce qui 
precede une surface S 3 . 

D'autres arrangements de ces mdmes ~l~ments donnent des surfaces 
s ' , , s ' , ' , s ' , " .  

On peut toujours obtenir les intersections de ces surfaces par une 
droite l, c'est-~-dire, si l'on peut s'exprimer ainsi, on peut toujours ob- 
tenir virtuellement la section d'une de ces surfaces par un plan to. 

Si l'on choisit pour plan to le plan A I A ~ A  3 , il faudra, dana ce plan, 
construire la cubique d'un systSme triplement infini passant par A~A2A 3. 

Cette section pourra toujours s'obtenir effectivement. En d'autres termes 
on construira lin~airement autant de points qu'on le voudra de la section. 

Si ron veut d6terminer les intersections de la surface, dSfinie par 
les dix-ncuf ~l~ments donn~s, et d'une droite l, il faudra op~rer comme 
pour l e  probl~me pr~cgdent, c'est-k-dire remplacer les points A , A  8 par 
deux points X 1 Y~ situgs sur I. 

De cette mani~re, on trouverait un point ZI. La suite du raisonne- 
ment n'a besoin d'etre ddveloppde. 

:Nous sommes ramen~, on le voit, k l 'avant dernier probl~me trait~ 
par la premi6re m~thode. 

I1 n'est done pas n6cessaire d'aller plus loin. 

Nous croyons avoir, dans ce m6moire, justifi6 enti6rement toutes les 
assertions contenues dans nos deux notes ins6r~es aux Comptes-rendus. 

En effet, nous avons fair voir que l'on peut, 6rant donn6s dix-neuf 
points dans l'espace, construire lingairement autant de points qu'on le veut 
d'une section, faite, dans la surface cubique d6finie par ces points, par un 
plan qui passe par un des dix-neuf points donn6s. 

Les constructions que nous avons indiqu6es sont malheureuaement un 
peu longues: bien que, dana un sujet ainsi compliqu6, il paraisse difficile 
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d'obtenir des r5sultats tr~s-simples, nous esp~rons que quelque G4om~tre, 
plus heureux, parviendra ~ une mdthode plus facile. 

Quoiqu'il en soit, nous osons esp~rer que ce travail ne paraitra pas 
d~nu5 d'int6r~t. 

Peut-~tre nous sera-t-il donn~ de reprendre cette question et d'aborder 
certains cas particuliers qui m5ritent d'dtre examines. 

Aerschot, le 20  Septembre I88 3. 


