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Sur la fonction Z(z),

(Par ERNEST CES.1110, dtudiant, a Torre Annunziata .)

1 . Cette fonction, cit6o pr6c4demment a propos d'une formule de
M. TCBABYCHEW, repr6sente la plus petite quantitd qu'il faut ajouter ou re-
trancher a z pour obtenir un nombre entier . Nous allons d' abord chercher une
fonction de z, qui soit propre a indiquer, par les valeurs qu'elle prend, si ]a
fonction Z(z) est inf6rieure on sup6rieure a une certaine quantit6 c, comprise

entre 0 et
y

- Si Z (z)> e, it est evident que

E < z - [z]<1
On en d6duit

[z + El _ [ z],

	

[z - e] _ [4

Si, au contraire, ~(z)<E, deux cas peuvent so presenter :

1 .0 z - [z] < S '

	

et, par suite, [z + e] z== [z], [z

2.' z, - [z] > 1 -

	

et, par suite, [z +

	

[z] + 1, [z - E]

en reSulfc (111('

1 Si Z(Z)<C
1z + El - [-- - e] = ~ ,

	

(1)
0, 81 ~ (Z) > S .

Ii convient de coDsid4rer a part le cas de e(z) = e . La difference [z + z] -

[z - e] est, aloes, I on 0, suivant que ]a fonction z - [z1 est ou West pas in-
I

f6rieure a
.
Cola no doit pas noun preoooupor, parceque les formules que

noun allons kablir ont une port6e purement asymptotique, et, par consequent,
it est permis d'y n6gliger les valeurs de z pour lesquelles la fonction Z(z) est
precisement 6gale a e : cellos-ci sont, en effet, infiniment moins nombreuses quo
les autres .
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Cesaro : Sur la fonction a(z) .

2. Il est aise de determiner les frequences .L(e)
rneu e a 8, dans chacune

z ( ;j) 0

En

	

de (1),
p=n

(e) =-- 2,
iP71 P

Des trois series du premier membre,

e

Nous designons par N,(n) le nombre des valeurs de p, entieres, positives et

non superieuresa n, pour lesquelles la difference n
- 72 est precisement egale

a e . 11 est clair que, si e, necessairement commensurable, est represents par

la fraction irrsductible

	

le nombre NN (n) indique aussi combien de diviseurs

de n sont congrus avec a, (mod . ,6) . L'ordre de la fonction NN(n) est done
i

celui du logarithme de ni . C'est pourquoi daps ce qui suit nous considsrons
NN (n) comme negligeable vis-a-vis de n .

3. Si l'on calcule, de deux manieres differentes, la quotite des couples
de nombres x et y, entiers et positifs, satisfaisant h chacune des conditions
x (y - e) -< n, x(y + e) < n, on reconnatt que 1'on peut ecrire identiquement

np=,, eJ n

	

1 p`n n

g l [P

	

of

	

=i Lp
_ n l

p i}e] n

	

P=n-'1

	

n
f.̀d, - - e =
p=1 P

	

p=i p +

On obtient, par soustraction,
_[ ,- n

s ~~lp+e,--Lp+
1S1

In+P+I
E +

n

p=n`, i -d

	

n

	

l

	

n

	

n j

+ vi	 9t

1
+ .P

- e] p=i ft P - J - Lp + J

(2)

(3)

la derniere ne renferme que des termes



s

	

it
A

nuls. Dans ]a deuxieme, leg 11?2£ SI premiers termes sont 6gaux a Funit4 : leg

autres sont nuls . Par consequent la formule (3) devient

	

1~i00
lip " 61 - Ip S

	

I-,]

Lorsque n augmente ind6finiment, ii vient

Par exemple

11 (a, 0)

Par exemple

Cesaro : Sur la fonction a(z) .
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qu'il faut ajouter ou retrancher a w
pour obtenir un nombre entier, soit compri
babil-itj que, Bans une division quelconque
diviseur soit compris entre a et g . On a
ayant Cgard aux f-mules (4) et (5),

0

4. A-vec beaucoup plus de facilit6 on obtient
AQ == 2s .

Cela kant, Usignous par V(,%, A) la probabilitJ que la plus petite quantim,
tion quelconque prise au hasard,

a et rj . C'est aussi la pro-
ort du plus vetit reste au

7 et en

v('' ,
i
') A -

	

= 0 7496354 . . .
4TU

C'est-h-dire que : 'Bans une division quelconque, it y a environ 209 a
1contre 211, quo le plus petit des deux restes est compris entre jT e

diviseur r .

5. En concevant z comme engendr6 par ]a div
pris au hasard, it est clair que la densite D(e) des valeurs de Z(z), aux

(4)

(5)

(6)

ier,

du

1-7
en-
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Ce s a r o : Sur la fonction a (z) .

virons de e, est exprimee, dans le cas actuel, par la demi-derivee de p(0, E),

relative a e . D' apres cela, la formule (6) donne

D( e) _ 1	 -2 	l j l

	

1
E)
=

	

4S1I1 2 -& - 4 1 e2
+ (1 _- E) 2 •

	

(7 )
Par exemple

D(0) = 12 + 4 ==1,072467 . . . ;

	

D(2) _
,42

- 2 -- 0,967401 . . .

D(4 _ 'z2 -
i~
= 0,990357 . . .

On sait que la connaissance de la densit6 est essentielle, si 1'on veut etablir
une formule generale, donnant les valeurs moy ennes des fonctions de Z (z), pour
autant que ces valeurs soient constantes . Dans le cas actuel, la formule

ff(z)D(z)dz

fD (z) d z

fournit 1'egalite moyenne

f[Z(z)J=f' f(z)dz+2 J Z 181112 ?.z

	

2

	

(1 1 z~2}f(z)dz,

	

(8)
u

	

o

pourvu que l'on ait egard a (7) .
6 . D'ailleurs, ces formules ne sont pas essentiellement nouvelles : elles

sont des consequences n6cessaires de celles qui ont ete etablies pour les fon-
ctions des quantites z, engendrees par la division de deux entiers, pris au
hasard ; car, toute fonction de Z (z) est, en definitive, une fonction de z. Aussi
la formule (8) doit pouvoir se deduire de la relation moyenne generale

f (z) 2 ff(z) d z+ 1 f p
f (z)2d z ,

U

	

1

dans laquelle on remplace f (z) par f [a (z)] . Effectivement, on a

1

	

2

	

1!

	

1 P 00 f 2 f(z-p)dz
f [a (z)] = 2 f f(z) dz+ 2 J f(l - z) d z + ~ ~1 J

	

k2
	 +

u
1-

2

1P=- Ir'+'f(1)+1-z)dz
+ 2 ~+

	

-

;+z



ou bien

D (E)

Ce s tc r o : Sin- la fonction !(z) .
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a
a

	

1 z=~ fl(pz
fR(z)]=J f(z)dz+2 a~°1

	

-1 Z)2 + (p+l-z) 2 } f(z)dz
0

	

0
1

	

1

f(z) d z -}-
G J Z ~(1

	

l) 2 +

	

1 Q ) 2

	

(3 L 7)2

	

(3 1	ti)2

	

. . f(2) (t z._ j 2

0

	

0

On retrouve done la formule (8) . Par exemple, pour f (z) = z, on a, en moyenne,

1

	

lp

	

2p+1 2p +1

	

1

	

1

	

4
Z(Z) = - + - log		 _ - + log

8

	

2

	

2p

	

2p + 2 8

7. La meme observation doit titre faite en ce qui concerne les densites .
Reprenons le diagramme des densites, relatif aux quantites z :

D
9
L

U

	

1+

	

9*S-'2E

	

2

	

2+E 3-E

	

3

	

2-

Si l'on veut, par exemple, la densite des quantites z -- [z] autour de E, it faut
accumuler au point e tous les points 1 + e, 2 + e, 3 + E, . . ., chacun avec sa
propre densite . Consequemment, la densite cherchee est

1 j,S

	

1

	

1

	

1
2 l1+\1 I

	 E)2+-1	 V)2
-+ -l31E)2 +

	

,

conformement a ce
l7

qui a dte trouve dans 1' article precedent . Pour avoir, main-
tenant, la densite de z (z), autour de E, it faut encore accumuler sur E les
points 1 - e, 2 - e, 3 - e . . . . Une telle condensation se faisant sur un espace
moitie moindre, le resultat doit titre divise par 2. On retrouve ainsi la formule

= 1 + 1~	
I t s	 21

e)2
+	 z 1	1F +3	E 2 + . . . ,

2

	

( -r
)2

	

(

	

(~

	

,)2

	

(

	

1

qui ne differe pas de (7) .
8 . La notion de la densite est indispensable pour 1'extension des con-

siderations qui precedent aux systemes de plusieurs valeurs de 'a(z), prises au
hasard. Elle permet de resoudre des problemes, qui paraissent inabordables par

Annali di Matematica, tomo XIII .

	

44



334

	

Cesaro : Sur la fonction Z, (z) .

bute autre vole . Par exemple, un systeme de deux valeurs de 1(z) etant re-
presents par un point dont les coordonnees sont egales a ces valeurs, tous les

points analogues soot renfermes dans un carre, do tote 2 . La densite autour

du point (x, y) est D (x) D (y) . L' integrale

JJD(x)D(Y)dxdY,

etendue a tout le carre est egale a I : etendue a une aire fermee, contenue

daps le carre, elle represente le quart de la probabilite que, ayant pris au
hasard deux fractions quelconques, les valeurs correspondantes de la fonction
Z soient les coordonnees d' un point, situe a l' interieur de Faire consid6rie .
D'apres cola, nous pouvons rssoudre des questions semblables a la suivante :
u Ayant efectud, a l'aide de deux couples d'entiers, pris au lcasard, deux di-
visions, quelle probabilite y a-t-il que la somme des rapports des plus pet its

restes aux diviseurs correspondants soit inoindre que 1 ? » Ici, faire favorable

est constituee par la moitie du carre, limitee par la diagonale qui ne passe pas
par 1'origine . La probabilite cherchee est done

i

	

i

	

,
P= 4

J 2 J 2
D (x) D (y) d x d y .

0

	

0

On pout ramener la question a une integration simple, en substituant les fon-
ctions p aux fonctions D. On trouve immediatement

1
2

P=
J

	

0, 1 - x)p'(0, x)dx .
0

Au point de vue arithmetique, le probleme doit etre considers comme resolu ;
car nous savons exprimer la quantite soumise au signe d'intsgration, en nous
servant de la formule (6) . Ce qui reste a faire est du ressort du Calcul integral .

9. Les questions que nous venons de traiter sont susceptibles d'extension
daps un autre sons, en supposar\t, par exemple, que la division soit effectuee

a n pros. Alors, au lieu de considerer les quantites z - [z], on doit etudier,

plus gensralement, les exces des quantites z sur les nombres de la forme a + -
21



qui, par defaut, s'en rapprochent le plus . Ces exces sent evidemment exprimes

par z -
[

'Z z-~ . Si n (e) est leur densite autour de la quantite e, necessaire-
n

ment comprise entre 0 et a , la simple inspection du diagramme des densites,

relatif aux quantites z, donne immediatement

V-W 2 -r 2
H' (n e + n - 1) .

Par integration entre deux limites quelconques, on obtient ]a W me partie de la

probabilite que la difference z - [!A soit comprise entre les memes limites .
91

On pent avoir interet a connaftre ce qui arrive lorsque n augmente indefini-
ment. Alors e doit necessairement tendre a zero de maniere que le produit ne
ait pour limite une fraction proprement dite 0. Si Bp est le peme des .1\Tombres
de Bernoulli, definis par l'egalite symbolique (B + 1)P - Bp = p, la theorie
de la fonction H donne

/0

	

0) ))

?n =1 + 2 Z

	

npg-1

	

p

c'est-a-dire :

0 _

	

1-20

	

1-60+602

	

0(1-0) (1-20)
~n (,2 - 1 + 4 n +

	

12 n2

	

4 n3

	

-}
. . .

On voit que, si 1'on effectue les divisions avec une exactitude de plus en plus
grande, le systeme des rapports des restes aux diviseurs correspondants tend

a devenir uniformement dense . Cependant, le terme 1
420 nous montre que,

avant qu' une telle homogeneite soft atteinte, la tendance des restes a etre
moindres que la moitie des diviseurs persiste jusqu' a la limite, en meme temps
que le rapport 0, autour duqucl on a la densite' rnoyenne, croft et se rapproche

de plus en plus de 1
10. Connaissant la densite des quantites z - ~7I noun pouvons pro-

it

ceder, sans difficultes, a leur evaluation moyenne . Nous avons d' abord

(?, z1 _

	

"
z -

	

nJ Pn (z) • zdz,n

Cesaro : Suur la fonction Lr(z) .
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C'e s vt r• o : Sur la fonction cZ(z) .

d'ou
1

	

1 P-z 1 '1

	

1

	

p=''
nz-[nz]=--!--

	

-J
(B-B)podo

	

Bp+ j
2

	

2 y'=1 np

	

2

	

T = t (1) + 1) )I P
u

c'est-b-dire

[n z] = n z - 1- + 1 - 1 + . . .2

	

24n

	

240 20

On voit bien que n z - [nz] tend, en moyenne, vers
1 • D' ailleurs, sous une

forme concise,

z-`nt l

	

4ra+21(1+2 +3 `F
. . . + }-(loge {-C')~

Par exemple

z - [z] = 4 - G = 0,461392 . . .

z - 2 = 7 - C +log 2 = 0,239818 . . .

Z-
- [ 3 z]

	

C lob 3 -__ 0 2 162086 . . .J

La combinaison de ces egalites en fournit d' autres, fort interessantes . Par
exemple

[nz]--n[z]-4 -4n+1 /log n-H(n) .

11 faut remarquer que le premier membre est egal au reste de la division de
[n z] par n. Ainsi, pour n = 2, la fonction [2 z] - 2 [z] est 0 ou 1, suivant

que [2 z] est pair ou impair . La valeur log 2 - 4 reprE sente done la proba-

bilite que le plus grand nombre entier, contenu dans 2z, soit impair . Plus ge-
neralement, la probabilitd que [2nz] soit impair est

1

	

1

	

1

	

1"4+n log2-
(it

	 +1+
it

	
+2

+ . . .+2n) .

Elle croft sans cesse, et tend vers 2 , lorsque n augmente indefiniment. De

meme, la difference [101 z] - 10k [z] n'est autre chose que le Vchiffre, dans



le developpement de z en fraction decimale . La formule ci-dessus donne done,
pour n = 10k, la valeur moyenne du V-6 ehiffre decimal, dans une division
quelconque .

11 . Au lieu de prendre, dans les divisions a a pres, les quotients par

defaut, prenons les quotients les plus approches, et appelons LL (z) les diffe-
rences absolues entre ces quotients et les valeurs des fractions correspond antes .
11 est evident que

Or, en appelant e une quantite comprise entre 0 et znn , le diagramme des

densites montre que la densite des valeurs de `(wn (z), autour de e, est

Dn (e) = 2 r'(6)

Par consequent

Dn(~2)=2 +4 (H'(n-} ©-1)-}-H'(n-6)i

9 etant compris entre 0 et 2 . En developpant le second membre suivant les

puissances ascendantes de 1 on obtient
14

8

	

11

	

(B+0-1)22
Dn

(,)a
= 1 -}- 2 PI 1	n2p	

c'est-a-dire
H _

	

1 - CIO (1 - 8)

	

1 - 3082(1 - 0)2

Dn (,,,)

	

1 +

	

12 n 2

	

60164

	

"" . .

La densite tend a devenir uniforme, a mesure que l'on effectue des divisions
de plus en plus exactes .

12. Connaissant Dn , on obtient, par le procede habituel, 1'egalite
moyenne

_ 1

	

1 P°- (4p+ 1 -. 1) B2p+2

	

1
Z(nz)

4 -{- 2 p=1 (2p + 1 )(2p + 2) (2 n) 2p

On voit quo, pour n infini, le second membre tend vers 4 ~ ce qui etait a pre'-

voir. D' ailleurs, la theorie de la fonction gamma permet de mettre la derniere

Cesaro : Sur la fonction Z(z) .
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(n z)en (z) =
%'b
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Cesaro : Sur la •fonction cI(z) .

egalit6 sous la forme que voici

nz =1 n log 2n + 1 2n+1 2n+3 2n+3
8 +2

	

i 2n

	

2n±2 2n +2 2n-f-4

	

) 7

ou bien sous celle-ci :
>_ 1

	

1

	

2 .4 .6 • • . 2n
nz

	

8 -"nlog~ V,-n' 1

	

•(2n-1))
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