Ueber die Fortpflanzung von Stossen
durch elastische feste Korper.

(Von E. B. Coristorrss, in Strassburg.)

1. Die vollstindigen Bedingungen fiir die Bewegungen im Innern eines
elastischen festen Korpers.

1.

In der gegenwirtigen Abhandlung werde ich die in meiner vorigen Arbeit
(Seite 81 d. B.) entwickelten Principien auf die Fortpflanzung von Stissen durch
elastische feste Korper anwenden. Ich beginne mit einigen Vorbemerkungen
dariiber, wie die hier zu entwickelnden Erscheinungen zu verstehen sind, da
die folgenden Untersuchungen keine Unklarheit iiber diesen Punkt vertragen.

Ich denke mir einen homogenen elastischen Korper ohne Einwirkung Hus-
serer Krifte im Gleichgewichte, und bezeichne fiir diesen Fall durch zyz
die rechtwinkligen Coordinaten eines seiner Theilchen m, durch p seine
constante Dichtigkeit, durch ® den von ihm erfillten Raum, durch & seine
Oberfliche.

‘Wird das Gleichgewicht dieses Korpers gestort, so bezeichne ich wie iiblich
durch z-+u, y-+v, 24w die Coordinaten des némlichen Theilchens m zur
Zeit t. Die Grossen wvw, die Verschiebungscomponenten von #, werden als
Functionen von fxyz aufgefasst, d. h. sie werden den Punkten zyz des
ruhenden Raumes ® zugeordnet, so dass sie fiir jeden Zeitpunkt ¢ die
wirkliche Lage desjenigen Theilchens 7 bestimmen, welches 2y 2 zu Gleich-
gewichtscoordinaten hat.

‘Wir reduciren demnach simmtliche hier zu untersuchenden Erscheinungen
auf diesen ruhenden Raum % und seine Oberfliche &. Insbesondere wird, bei
der Fortpflanzung von Stossen, als Unstetigkeitsfliiche zur Zeit ¢ nicht die
wirkliche, zu dieser Zeit stattfindende Unstetigkeitsfliche bezeichnet, sondern
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diejenige Fldche X, welche zwar die nimlichen Massentheilchen wie jene,
aber in ihrer Gleichgewichtslage von einander trennt. Aus der Gestalt dieser
letztern und ihrer Fortpflanzung im homogen ausgefiillien Raume % kann man,
wenn wvw bekannt sind, sofort auch die Gestalt jener und ihre Fortpflanzung
durch den in Vibration befindlichen elastischen Korper finden.

2.

Die elastischen festen Korper bieten zwei Erscheinungen dar, welche auf
Unstetigkeiten beruhen, die Spaltung und die Fortpflanzung von Stdssen.

Bei der Spaltung bildet sich im Raume ® eine Fliche, lings welcher die
Verschiebungscomponenten «vw selbst unstetig sind, und diese Fliche breitet
sich, der fortschreitenden Spaltung entsprechend, im Raume % immer weiter
aus. Ich schliesse diesen Fall von den gegenwirtigen Untersuchungen aus;
er betrifft in erster Linie die Lehre von den Spaltflichen der Krystalle, erfor-
dert aber eine Vervollstindigung der Hypothesen iiber die Constitution der
elastischen festen Korper.

Ich setze also fiir die folgenden Untersuchungen voraus dass uwvw, welche
nach dem Begriffe der Masse sich mit ¢ stetig #ndern, auch stetige Functionen
von zyz sind. Die einzigen Unstetigkeiten, welche in Betracht zu ziehen sein
werden, sind in Folge dessen Unstetigkeiten der ersten und hdhern Derivirten
von uvw; ihnen entspricht die Fortpflanzung von Stossen.

Schliesslich bemerke ich noch, dass die Untersuchung in iiblicher Weise
auf solche Erscheinungen beschrinkt ist, bei denen das Princip der Super-
position stattfindet, also alle Bedingungen in den Werthen von uvw linear
werden.

3.

Unter diesen Voraussetzungen lassen sich bekanntlich die Spannungen, wel-
che an einem Theilchen s auftreten, wenn die Einrichtung des elastischen
Korpers gestért wird, aus einer Kriftefunction herleiten. Dieselbe ist eine
quadratische Form der sechs Variabeln

_0u 0 _ow

9’*8 e”“i)y 93_62
0v , ow 0w , Qu _0ou_ 0v
6‘:_’()z+~—8y 55___%_}_._—82 By == y.[_ -
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und soll im Folgenden durch
M=2a,,0,4, (@, v=1, 2,... 6)
bezeichnet werden.

+ —_—
Seien m, m Theilchen welche einander beriihren, und sei AZ das Flidchen-
element, welches sie in der Gleichgewichtslage voneinander trennt. Ueber

-}
AZ wird auf der Seite von m die Normale errichtet; die Winkel, welche sie
. ”» . . . - +
mit den positiven Axen bildet, heissen «By. Zwischen m und m wirken Spann-
krifte; sind
pXAZ, pYAZ, pZLAX

die an m wirkenden Componenten derselben, so ist

X=T,c080 -+ I cos 8+ Iscosy

Y =TIl;co8a - II,cos 8 -} I1,cosy

Z =T1I;co8 + I, co8 8+ I cosy,

und hier ist allgemein
n
Bu

QO

IIF‘=

m‘h—*

D]

Man nimmt an, dass die quadratische Form II eine vollstindige und stets
positive ist, d. h. dass sie die Eigenschaft besitzt, bei reellen Werthen der
sechs Variabeln ¢ nur dann =0 zu werden wenn alle Variabeln zugleich
verschwinden, und in allen iibrigen Féllen positive von Null verschiedene
Werthe anzunehmen (vergl. die Abhandlung des Herrn Kirchhoff in Bor-
chardt’s Journal 56, pag. 290-291).

In besondern Fillen vereinfacht sich der Ausdruck fiir die Kréftefunction IT
(vergl. unten art. 14 B und art. 15 zu Ende); fiir unsern Zweck ist es vor-
theilhafter, die obige allgemeine Form beizubehalten.

4.

Wird der elastische Korper ausschliesslich den zwischen seinen Theilchen
wirkenden Spabnungen iiberlassen, so gelten fiir das Innere des Raumes %
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die linearen partiellen Differentialgleichungen

0w __ 9l , 9ls | DUs
oF s oy o
82’0 __G)HG ang 6“4
=9z T oy T 9 @
0w 9Us | 9. | 9l

W ge oy T os

solange die ersten Derivirten von wwvw nicht unstetig werden. Wo dieser
Ausnahmefall eintritt, gelten andere Bedingungen welche wir nun entwickeln
wollen.

Sei, immer auf den Raum % reducirt, das Fldchenelement AZ des
vorigen art. Element einer Unstetigkeitsfliche =, und mit Beibehaltung der
dort gewihlten Bezeichnungen, diejenige Seite von X, iiber welcher die Nor-
male errichtet worden ist, die positive. Sodann sei T' die Ebene, von welcher
S in diesem Elemente berithrt wird.

Mit 3 zugleich schreiten auch die Tangentialebenen von X im Raume fort.
Ist 3" eine spitere Lage von 3, so kann man das Gesetz, nach welchem die
einzelnen Tangentialebenen sich fortbewegen, so wihlen, dass 7' nach diesem
(esetze in eine beliebige Tangentialebene 1" von X' iibergeht.

Wir wihlen dieses Gesetz, wie in der vorigen Abhandlung, so,
dass jede Tangentialebene T ihre Lage nur nach der Stetigkeit
dndert und zu ihrer urspriinglichen Lage parallel bleibt. Die Bahn
¢ ihres Berithrungspunktes heisst dann der zur festen Normalenrichtung
afy gehbrige Strahl, und die positive oder negative Geschwindigkeit, mit
welcher 7" nach der nimlichen Richtung fortschreitet, wird durch

[}

bezeichnet.

Ist » positiv, so ist pwAfAZ die Masse m, welche AZ im Raume % wihrend
der Zeit At iiberstreicht. Diese Masse geht wihrend der Zeit A¢ aus den
dut 9ot Quw'

0F ot Dt

> was die Geschwindigkeitsvermehrungen

Geschwindigkeitscomponenten
ouT Qv Dw
ot gt ot
ou”  gut {8%} 9o~ ot m___,___[ ”], pw” _Qw _ [@’i‘i]

iiber in die Geschwindigkeits-

componenten

—— o — S o § e — — i TS

ot Ot otl’ ot T ot
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gibt. Sie erleidet also in der Zeit A¢ einen Stoss, und die Componenten der
Stoss kraft sind

R I

Diese Ausdriicke bleiben auch richtig, wenn AS in entgegengesetzter Richtung
fortschreitet, also o negativ ist, weil dann die Ausdriicke fiir die gestossene
Masse und ihre Geschwindigkeitsinderungen mit entgegengesetztem Zeichen
zu nehmen sind.

Diese Masse hat die Gestalt eines Cylinders, dessen Grundflichen zu AZ pa-

4+
rallel und = A3 sind. Bedeuten XY Z die Werthe der im vorigen art. gege-
benen Ausdriicke XY Z in derjenigen Grundfliche, welche wihrend der Zeit

At auf der positiven Seite von AZ liegt, XYZ ihre Werthe in der andern, so
wirken auf die Masse m, wihrend sie von AZ durchlaufen wird, (1) an den

¥ + + -
beiden Grundfiichen die Componenten pXAZ, pYAZ, pZAZ und —pXAZ,

—pf’Az, ~p2AE, (2) ausserdem nur noch Krifte, welche einander bis auf
unendlich kleine Differenzen aufheben. Also folgt z. B.

-——pw[a ]AE pXAE pXAZ

ot
mithin
m[%%]—l—i-—i:O, m[%%]—}— I—I}—- l—’=0, w[@a—lﬂ-{—é—-é=0
+ p—
Nun sind X, ¥, Z in 0%, 0% . Yinear und homogen; also ist X— X aus
H a 'a ?
ou] [Du : o 0% -
[_@‘5} { ] -« genau ebenso gebildet, wie X selbst aus 5% By’ zusam:

mengesetzt ist. Setzen wir daher
7]+ 771 [22]—s.
B+ [2]-e. [2)+2]=e [2)+[2]-.

1 n, 7
I = 30,66, 55_-=11#,

und



198 Christoffel: Ueber die Fortpflanzung von Stossen

s0 wird
+ —
X—X=1"co8a+4I'scosf+ M'scosy,

u. s. w., also haben wir fiir den Stoss, den die von = tiberschrittenen
Theilchen erleiden, die mechanischen Bedingungen:

"
® %%W + 1T, co8a -+ 1Tscos 8+ I'scosy =0
® %TZ +Icose+ T c08B8 + I 008y =0 (3)
B
® %—%1—{—H'scow—{—ﬂ'mosﬁ+H’3GOSy=0, )
B .
withrend ldngs = wegen der Continuitit der Masse
+ = + - + -
v—u=20, v—ov=0, w—w=0 (e)

bleiben muss.

Dies ist, fiir das Innere eines elastischen Korpers, das vollstindige System
aller aus mechanischen Griinden zu schipfenden Bedingungen, wenn der Fall
wo dieser Korper sich spaltet, ausgeschlossen bleibt.

II. Die Fortpflanzung der Unstetigkeiten im Innern
eines elastischen Korpers.

5.

Wir bezeichnen auch in dieser Abhandlung die Coordinaten eines Punktes
durch £5¢ oder durch zyz, jenachdem er der Unstetigkeitsfliche X angehort
oder im Innern des Raumes # nach Belieben angenommen werden kann.
Dann hat ¢ fiir alle Punkte einer. Unstetigkeitsfliche denselben Werth, und
ist durch die Fortpflanzung dieser Fliche so als Function von £5¢ bestimmt,
dass

ot _ cosa of __ cosp _B_t_zcosy (1)
08 @ ’ on o ’ ¢ ©
ist. In der That ist (vergl. meine vorige Abh. art. 5) das vollstindige Diffe-
rential von ¢ proportional zu cosa0&-}c0sB07--cosy0¢; nimmt man, zur
Bestimmung des Proportionalititsfactors, fiir 0&, p», 0¢ die Componenten des
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Weges w0Q¢, welcher in der Zeit §¢ in der Richtung der positiven Normale
zuriickgelegt wird, so ergibt sich cosa0& - cosfB0n—-cosy0¢=w0i, also gilt
diese Gleichung allgemein. Setzen wir nun

Gl-v El-n o [F-m ®
so ergeben sich aus () die Relationen
Blvvfe-o [Blrvi—o BElrvg-
[Be)+vge—o %—2]+V§i—° Blrg=o | @
Blorg-o Blork-o [

als die Bedingungen fiir die mit der Stetigkeit von wvw vertriglichen Unste-
tigkeiten ihrer ersten Derivirten.

Diese Werthe miissen nun in (J) eingefiihrt werden. Benutzt man die Rela-
tionen (1) und (2), so folgt zundchst:

¢ 0t 0¢
U+n,,,a +Hs +naac—0
‘r@i r_@ﬁ ‘at___
VTl S L+ Ty =0 @)
Wb+ w b0,
Nun folgt aus (3)
_ ot ook —_wot
a,m——Uaa §o= V‘aw o= Wat

i () () rm(oRarB)]
bedeutet daher
P

den Ausdruck, in welchen II' durch diese Substitution {ibergeht, so ist P qua-
dratische Form von UV W und, weil U nur in ¢,, ¢, ¢'s vorkommt,

LOF_ _mmBom
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ghnlich verhilt es sich mit den Ausdriicken fiir die Derivirten von P nach
V und W. Die Gleichungen (d,) geben also

1P 1P
390’ 39V’

und es handelt sich zunichst um den Ausdruck und die Eigenschaften von P.

U= V= w=10F, )

Y4

6.

Die folgenden Rechnungen sind ohne Anwendung symbolischer Formen
schwer durchfithrbar. Sei

@=a191 +a292+a303+a464+a565+w6967

so ist ©* die symbolische Form fiir II. Setzt man nun

0t 0t ot _ =
ai,ai_l“ Ga + 56C—A1 a1U+a6V+a'5W——M1
B LR LA .
Gog +ary +4a[—m aU+a.V+aW=DM,
0t Ot 0t _
asa;+ 48 +a saC—As U+ o,V+a,W=M,
und
Q=AU+ AV + AW =M ot £+ M, g" + M, gé
so wird vermdge der Gleichungen (4)
200 p=—0,
also ist symbolisch
P=@
19P 1P 1 9P _
EW——AIQ’ EW—AzQy 'Z‘W AQ

Hierzu bilden wir die Effectivwerthe
Aphy=Ap= Ay,
so dags ausgerechnet
P=A,U - Ay V24 A W2 -2 A0 VW 4 2A WU+ 24, UV
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wird; die Ausdriicke dieser Coefficienten ergeben sich aus folgender Tabelle :

(@t.) (@é) (_@_t_) ot ot | ot @_ 0t ot
0¢ 0n i]e on 9% | 0006 | 0 O
Ay | ay [/ Os5 20, 2as, 204
A, (o5 ge G 20y, 20, 204
Ay | ass @y O3 20, 2a,; 2a,
Ay es Oy Qs Qo Gag | Qus - Ggs | Qs+ as
Asy sy Qs Qs ps -+ Qs | Aoy Qs | Css+ a0y
Ay, Oy Ogo Os4 Oos+ Qo | Ao+ Vus | Cyy - s

Dies sind die Formeln, deren wir fiir die Behandlung der Gleichungen (5)

bediirfen. Was die Eigenschaften von P als quadratische Form betrifft, se
erinnere man sich, dass IT' eine vollstindige und stets positive quadratische
Form von ¢/, ¢',,... ¢, ist. Solange die in (4) stehenden Werthe dieser Argu-
mente reell sind, ist also P stets positiv, und nur in dem Falle =0, wo alle
Argumente zugleich verschwinden. Da aber z. B. 9'§—~49'29’3_(V88£ ng t)
ist, so konnen die sechs Argumente von P nur dann gleichzeitig verschwinden,
wenn

Do p_o pl_
Uge=0 Ugmp=0 Ugx=
0 _o oyt 0t _
Vag=0 V=0 Vo=
o ot ot
WB—E_—O WB"? =10 Waﬁ =0,

d. h. wenn gleichzeitig U=0, V=0, W=0 wird, da wegen der Gleichung

o)+ ) + ) =3
(#)+ (5% +
die ersten Derivirten von ¢ nicht zugleich verschwinden konnen.
Also folgt, dass P positiv und von Null verschieden bleibt, solange U, V, W

nicht zugleich verschwinden, d. h. P ist eine vollstindige und stets positive
quadratische Form von UV W.

Anneli di Matematica, tomo VIIL 26
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Die Gleichungen (5) gehen nunmehr iiber in
AUF AV AW =U
AnUF AV A W=7V @
AU AV 4+ A W=W.

Ist
A“ — 1 Am Ais
1] )
A(g% s % ’ g—i‘)m Ay Ap—1 Ay
A.:u Aaz .A.33 —-— 1

die Determinante dieser Gleichungen, und werden die Unterdeterminanten in
iiblicher Weise durch A,, bezeichnet, so folgt, wenn der Fall wo gar keine
Unstetigkeiten stattfinden ausgeschlossen bleibt,

(i 2. 8o

als Differentialgleichung der Unstetigkeitsflichen und, abgesehen
von den besondern Fillen, wo mit A zugleich alle Unterdeterminanten ver-
schwinden

Ue _ve_We VYW _WU_UV_ P (1)

wenn
A ==Ay, + Aea "‘?‘ﬁss

gesetzt wird. In der That sind die Glieder dieser continuirlichen Gleichung
= (U2 V2 W2 (A + Ase -+ Ags), und aus (I) ergibt sich

P=U:-+V:t+ W

Abgeschen von den Grenzfillen, wo in (IIT) alle Nenner verschwinden, sind
also UVW durch P allein ausgedriickt, withrend es zur Bestimmung von P
neuer Bedingungsgleichungen bedarf. Die weitere Untersuchung mit Einschluss
der in Rede stehenden Grenzfille hiingt von der Integration der Gleichung (II)
ab, zu welcher wir nun iibergehen.
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III. Die Unstetigkeitsfliche = und das zugehorige Strahlensystem.

8.

Zur Integration der Gleichung

Bt Bt BY)_
s & £7)=0 D

fithren wir wieder die Werthe

0¢ _ cosa ot cosB 0t __ cosy )
E- e o e L e
ein, wodurch sie in
(i, b, coar)_g o)

iibergeht. In dieser Form lehrt sie, dass die Gleichung (II) weiter nichts
enthilt als die Vorschrift, mit welcher Geschwindigkeit » eine jede Tangen-
tialebene 7' von = nach der zu ihr senkrechten Richtung «By der positiven
Normale fortschreiten soll.

Es ist demnach klar, dass die Fliche 3 in ihren spdtern Lagen nur dann
bestimmt sein kann, wenn eine Anfangslage derselben feststeht, und dass diese
letztere willkiirlich angenommen werden kann, soweit ihrer Normalenrichtung
durch die Gleichung (Il o) ein reelles » zugeordnet wird. Sei 3, die der Zeit
t=0 entsprechende Anfangslage von =.

Um die spitern Lagen von = zu ermitteln, hat man nur néthig, zu jedem
Punkte m,(&,n08) von 3, die Lage m(5x¢) desjenigen Punktes von = zu be-
stimmen, in welchem die Tangentialebene T' parallel ist zur Tangentialebene
T von 2, in m,. Sei Xcosa+----==p die Gleichung von 7|, also p das, nach
der positiven Normalenrichtung «8y hin wachsende Loth aus dem Ursprunge
auf 7', mithin %%= ». Da w von { unabhiingig und (art. 4) p stetige Function
von ¢ ist, so folgt p—p,=wf, wenn p, den Werth von p in T, bedeutet.
Ausserdem folgt fir ¢=0, weil T, durch m, geht, p,=£&,co8a-}----> also
erhalten wir als Gleichung von 7:

(X —Eg)cosa (¥ —ny) cos 4 (Z — &) cosy = w. (T)
Um die Coordinaten £5¢ des Beriihrungspunctes m zu finden, miissen wir cosa,
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cosB, cosy variiren, wihrend ¢ und ebenso X=¢, Y=y, Z=1¢ ungéandert
bleiben. Dann folgt

(& — &) cosa =+ (n—no)C08 3+ (§ — ) eosy = wt (@)
ferner
(E — &) cosa+ (n—np)d 008 B+ (¢ — &) d cosy
—(cosadé, -+ cosBdn,cosyd L) =1tdw,
oder weil
cosad&, -+ cosBdn, + cosyds =0 )
ist
’ (E—&y)2cosa+ (n—ne)deosf -+ (—&)dcosy =1dw. ()

Um fiir dw einen passenden Ausdruck zu gewinnen, setze ich folgendes fest.
Sind p, g, » unabhingige Variabeln, so bestimmt die Gleichung

»p g9 ry_
A ((—2 bl '6 ’ 5’) = O
Q als homogene Function ersten Grades von p, ¢, #; im Folgenden soll unter
0v 0o 00
Jeos« Jeosp gcosy
das verstanden werden, was aus
0% 02 02
Q 0= o=, o
' 9p’ D 0r
wird, wenn man p = cosa, § ==c083, r =cosy setzt. Es soll mit andern Worten
» als homogene Function ersten Grades von cos«, cosB, cosy aufgefasst wer-

den; dann steht die Bedeutung seiner Derivirten nach diesen Grossen vollkom-
men fest, und es wird

W,

6?020: <008a 5200;15 -cosf+ 3?0(:7( - COSy =, (d)

wihrend die Gleichung (c) in

(E—Eo—- t—a—f)——)acostx-{—(n-no——t

dcosx

0w 0% —
acosp)a‘cosﬁ—l—(z—co tacosy)acos;i——o

iibergeht. Dies gilt fiir alle Werthe der Variationen, welche cosadcosa -+
cosf3dcosf + cosydcosy =0 geben, also folgt

= hcosf, C-—Co—-t-—a-w—-.:kcos;a.

, 0” _ 90
E—E,~t =hcosa, 1=t Dcosy

ocosa ocosp
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Fiihrt man diese Werthe in («) ein, und beriicksichtigt die Relation (d), so
folgt A =0, also sind

08

£_£Q+tacos<z )

o oo | .

4_n°+tacosb \ (m)
_ 0o

:*—Co_i'—tacosy /

die Coordinaten desjenigen Punktes m, in welchem 2 von T berithrt wird.
Es ist nur noch zu verificiren, dass dies bei jeder Annahme fiiber 3, die
Losung der vorgelegten Differentialgleichung (IT) ist.

9.

Denkt man sich zu den Gleichungen (m) noch die Gleichung von 2, (zwi-
schen £,ny8,) gefiigt, und die aus ibr folgenden Werthe von cose, cosp, cosy
in (m) eingesetzt, so hat man vier Gleichungen zwischen ££x¢ einer-und Z,n0%,
andererseits. Fiir =0 sind die Gleichungen (m) voneinander unabhéingig in
Bezug auf £,1,¢,; sie konnen daher in Bezug auf diese Variabeln nicht fiir
ein unbestimmtes ¢ voneinander abhiingig sein. Die in Rede stehenden vier
Gleichungen gestatten also die Elimination von &34, und liefern dann eine
Relation zwischen ¢£1¢, welche fir £=0 in die Gleichung von X, ibergeht,
und von welcher zu verificiren ist, dass sie der partiellen Differentialgleichung
(IT) geniigt.

Grenauer gesprochen ist durch die Annahme einer bestimmten Fliche 3,
und ihre Bezichung zu den Formeln (m) in diesen letztern eine Abhingigkeit
zwischen ¢&»¢ allein festgelegt, vermoge deren ¢ Function von £»¢ wird, und
es ist zu verificiren, dass diese Function der Differentialgleichung (II) geniigt,
wie auch immer 2, angenommen werden mag.

Entnimmt man aber den Gleichungen (m) die Differentiale von £xZ, so wird,
mit Berticksichtigung von (5) und (d)

cosapf -+ cosBQn+eosy 0t =wpt-+1t-e,

wo

i cOSa@(a?(:q) + cosﬁa(-&%) + cosya(ag:},)
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ist. Dies gibt
€=6(0050&-ﬂ-+0086—a-m—#+003}"—@——)“(‘—9&3005d+—a(i)——aGOSﬁ+ ga acos;f),

]
0cosx ocos g cosy cosa Dcos 0 cosy

also
e=0

da Minuend und Subtrahend =9« ist.
Das vollstéindige Differential von ¢ ist also

pt=20%pp B, 4 DT,

mithin
¢ cosa _@_t _ cosf

cosY
hymar1 b —_— .
[ on 0

[O)

b

QJ|Q)
A

oYX

o VY|

Wenn daher, wie wir voraussetzen, » als homogene Function ersten Grades
von cosa, cosB, cosy der Gleichung

A(oosa : cosf3 , cosy)=0 (IL o)

O] 0] ®

gemiss angenommen wird, so folgt, dass in der That die Derivirten von ¢
der Gleichung

(0t £ ot
algz- %, 5?)20 ()
geniligen, w. z. V. w.

Die Gleichungen (m) liefern also, wie auch immer 2, angenommen werden
mag, die Fliche = so, dass ihre Fortpflanzung und Umgestaltung der Diffe-

rentialgleichung (II) gemé#ss von Statten geht, und 3, ihre Anfangslage ist.

10.

Wir betrachten nun die Bahn des Punktes m oder den zur festen Norma-
lenrichtung «8y gehorigen Strahl o (art. 4). Seine Gleichungen ergeben sich
aus (m), wenn man £,%,%, und «By ungedndert, aber ¢ variiren lasst.

Die Gleichungen (m) zeigen, dass jeder Strahl ¢ geradlinigt ist, und vom
Punkte m mit den constanten Geschwindigkeitscomponenten

B e " E) Z'—=—~—a€)—-—- (A)

Deosa = Jeosp ocosy
durchlaufen wird.
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Diese Formeln, oder die Gleichungen () selbst, bestimmen also zu jedem
Punkte m, der Fliche X, einen von ihm ausgehenden Strahl ¢ nebst den
Geschwindigkeiten, mit welchen 7 denselben durchlaufen soll.

Auf diese Weise entsteht ein Strahlensystem (o), in welchem die Fléiche
3 so fortschreitet, dass die Ebene 7', von welcher sie im Schnittpunkte m mit
ein und demselben Strahl o beriihrt wird, zu ihrer Anfangslage T, fortwihrend
parallel bleibt.

Ist also A3, ein Element von 3,, so geht von dort ein unendlich diinnes
Strahlenbiindel aus, und wenn dasselbe auf = das Element AZ bestimmt, so
durchlduft A3 dieses Strahlenbiindel mit den Geschwindigkeitscomponenten
EHZ, indem es dabei fortwihrend zu A3, parallel bleibt. Ich nenne AZ den
Querschnitt des unendlich diinnen Strahlenbiindels; derselbe wird nur aus-
nahmsweise von den Strahlen dieses Biindels senkrecht geschnitten.

11.

Ein einzelner Strahl ¢ des Systems (so) hiingt nicht von der Gestalt der
ganzen Fliche 3, ab, sondern nur von der Lage seines Ausgangspunktes m,
und der Normalenrichtung «8y in demselben.

Zwei verschiedene Fldchen 3, geben also, wofern nicht eine von ihnen
Anfangslage der andern ist, zu verschiedenen Strahlensystemen (so) Veran-
lassung, aber in allen ist die Zuordnung der Strahlen zur Normalenrichtung
dieselbe.

Um fiir diese Art der Zuordnung die einfachste Darstellung zu gewinnen,
nehmen wir fiir 3, einen einzigen Punkt m,, indem wir denselben etwa als
Grenzfall einer Kugelfliche von abnehmendem Halbmesser auffassen.

Dann bestimmen die Gleichungen

[O] o O]
—hmipli,  a—m—tglens  i—n=tsle. ()
wenn ¢ constant bleibt, und die Normalenrichtung variirt, eine Fliche C,,
welche wir als die zum Punkte m, gehorige Centralfliche bezeichnen,
wihrend m, ihr Centralpunkt heissen soll.

Ist m, derselbe Punkt wie im vorigen art., so sind &y¢ die Coordinaten
von m; also hat 3 mit C; den Punkt m gemein. Auch fithrt in beiden Féllen
derselbe Strahl ¢ von m, nach m. Erginzen wir ihn in beiden Féllen zu
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unendlich diinnen Strahlenbiindeln, so werden beide von parallelen, némlich
zu derselben Richtung «f8y senkrechten Querschnitten und mit den némlichen
Geschwindigkeiten EHZ durchlaufen; so weit beide Strahlenbiindel einander
durchdringen, decken beide Querschnitte einander. Dies findet also stets im
gemeinsamen Schnittpunkte mit ¢ statt. Ist dieser Punkt in # angelangt, so
sind die beiden Querschnitte Elemente von = und C,, also folgt, dass = von
C; in m berithrt wird.

Legt man also um jeden Punkt m, von X, als Centralpunkt die
Centralfliche C;, so ist = die Einhiillende aller dieser Central-
flichen, und zwar derjenige Theil der vollstindigen Einhiillenden,
in welchem die von 3, ausgehenden Strahlen miinden.

12.

Diejenige Centralfliche, welche dem speciellen Werthe ¢=1 entspricht,
bezeichnen wir als die Wellenfliche A. Die Gleichungen (m) zeigen, dass
man aus der Wellenfliche A die Centralfliche C, erhilt, wenn alle vom Cen-
tralpunkte ausgehenden Leitstrahlen im Verhiltnisse von 1 zu ¢ vergrossert
werden.

Fir die in Rede stehende Zuordnung der Strahlen und der Normalenrich-
tung reicht es aus, die Wellenfliche zu betrachten und ihren Centralpunkt
in den Coordinatenursprung zu verlegen. Dann erhilt man fir diec Wellen-
fliche die Gleichungen

e " ) o 4)

T Deosx = Dcosp %= Dcosy

4]

und nach art. 8 (T) (wo &,=»,=8,=0 und {=1 zu nehmen ist) lautet die
Gleichung ihrer Tangentialebene T in dem hierdurch bestimmten Punkte EHZ:

Xcosa+YcosB+ Zcosy = o. (T

Legt man also an die Wellenfliche A eine Tangentialebene I' so, dass
ihre Normale mit den Axen die Winkel «8y bildet, so ist das Loth aus dem
Centralpunkte auf 7' die Geschwindigkeit », mit welcher die parallele Tan-
gentialebene der Unstetigkeitsfliche X fortschreitet; der Leitstrabl aus dem
Centralpunkte nach dem Berithrungspunkte 2 HZ bestimmt die Richtung des
zugehdrigen Strahls und zugleich die Geschwindigkeitscomponenten EHZ, mit
welchen derselbe durchlaufen wird.
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Die ganze Untersuchung der Differentialgleichung

concentrirt sich also in der Theorie der Wellenfliche A.

Die Gleichung dieser Fliche in Punktcoordinaten EHZ wiirde sich durch
Elimination von cosa«, cosf, cosy aus den Gleichungen (A) ergeben; in geei-
gneten Plancoordinaten kann man sie ohne Weiteres hinschreiben.

Als Coordinaten einer Ebene fithren wir ihre reciproken Axensegmente ein,
die wir durch p, ¢, r bezeichnen. Die Coordinaten von T' sind also

__ cosa __cosP __cosy
== == r=—
also folgt, dass
Alpy ¢ 1)=0 (IL9)

die Gleichung der Wellenfliche in diesen Plancoordinaten ist.

Alles dies gilt fiir jede Differentialgleichung von der Form (II), und ldsst
sich auch umkehren. Ist némlich die Wellenfliche A vorgeschrieben, und ge-
lingt es, ihre Gleichung in den Plancoordinaten p, ¢, r auszufihren, so hat
man ohne Weiteres auch die partielle Differentialgleichung (II) derjenigen
Klasse von Unstetigkeitsfiichen und zugehitrigen Strahlensystemen, welche zu
dieser nidmlichen Wellenfliche gehort.

13.

Es handelt sich nun darum, diese allgemeinen Resultate fiir den besondern
Fall weiter auszufithren, wo

Au—1 Ay Ay
¢ ¢ ¢
A(’%E » % H ,'aa"z') == A.zg Agg""“ ]. A.23
A Asz Ags— 1
ist, und die Ausdriicke A,, die im art. 6 angegebene Bedeutung haben. Durch
die Substitution
0t __ cosx ot  cosP 0t cosy (1)

s e DTN i

0 ="’ on o 0t o
Annali di Matematica, tomo VIII 27
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werde

Ist alsdann
A =a,c080 -+ agcosff 4 ascosy

As=asc080 -+ a,c086 -+ a, 008y
A, =a,cosa -+ a,c088 -+ ascosy,

so hat man in symbolischer Form
AHMZA{/‘A;.
Wir setzen nun

|
A Ap—1a Ay = D(x)7
l Au Ase Aas —x i

und bezeichnen die Unterdeterminanten durch D,,. Dann haben wir fiir »
die Gleichung sechsten Grades D(w?)==0, um deren Wurzeln es sich vor allen
Dingen handelt. In dieser Beziehung finden folgende beiden Sitze statt:

1. Die Wurzeln der Gleichung D(z)=0 sind alle positiv und von Null
verschieden.

2. Ist  ==a mehrfache Wurzel dieser Gleichung und (z — @)* die hochste
Potenz von 2 —a, durch welche D(z) ohne Rest theilbar ist, so sind alle Un-
terdeterminanten D,, durch (z —a)*~*, aber nicht alle durch (z—a)* theilbar.

Beide Sitze sind besondere. Fille von sehr allgemeinen Theoremen, von
denen das zweite von Herrn Weierstrass (Monatsberichte der Berliner Aka-
demie vom 4 Mirz 1858), das erste, von allen tiberfliissigen Bedingungen
befreit, von mir herriihrt (Borchardt’s Journal 63, pag. 257 und 264). In
Bezug auf beide Theoreme ist auch eine Abhandlung des Herrn Somof zu
erwihnen (Mém. de I'Ac. de St. Pétersbourg vom Iahre 1859) welche mir
selbst zu meinem Bedauern erst in der letzten Zeit zugénglich geworden ist,
und deren sehr interessante Schlussweise sich leicht zu einer gréssern Vollen-
dung bringen lésst.

Den Beweis des ersten Satzes muss ich vollstindig nach meiner so eben
erwihnten Arbeit reproduciren, indem dort nur die Realitit von «* bewiesen
ist. Dieser Beweis griindet sich darauf dass (art. 6 zu Ende) P eine vollstéin-
dige und stets positive quadratische Form von UV W ist; dasselbe gilt also
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auch von
n=— A“ [72 "I_ A22V2 + .A33W2 + 2.A23V W—l“ 2A31WU+ 2.A12U-V-

Nun ist D(z)=0 die nothwendige und ausreichende Bedingung dafiir, dass
man den drei in UV W linearen Gleichungen

Low Lon on

750=*0  ggr=*V aw =2
gentigen kann, ohne U, V, W alle =0 zu setzen. Sei also * Wurzel dieser
Gleichung und, indem man nothigenfalls das Reelle yom Imagindren trennt,
seien U==U,+¢U,, V=V,+4V,, W= W, -+ ¢ W, die entsprechenden Werthe
von UV W3 die sechs Grossen U,, U,,... W, sind also nicht alle =0. Sind
nun 7., 7. die Werthe in welche » iibergeht, wenn UV W den Index 1 oder
2 erhalten, und ist

RO =

Ui+ Ui+ Vi Vi Wit Wi=p,
so erhilt man aus den vorstehenden Gleichungen durch Multiplication mit
TJI"“@'U27 Vi"‘-iV27 Wi—iW:‘Z
m e =Tp.

Hier ist p positiv und von Null verschieden, ebenso 5, + »;, da weder », noch
7, negativ ist also ihre Summe nur in dem Falle =0 werden kann, wo »,
und », einzeln, also U,, V,,... W, simmtlich verschwinden. Also ist jede
Waurzel z der Gleichung D(z)==0 positiv und von Null verschieden. Zugleich
ist aus der Form des Ausdrucks D ersichtlich, dass es keine Normalenrichtung
2By gibt, fir welche eine Wurzel dieser Gleichung unendlich wird.

Den Beweis des zweiten, in allgemeinerer Form von Herrn Weierstrass
herriihrenden Satzes kann man fiir den vorliegenden Fall auf die leicht zu
beweisende identische Gleichung

D?1+D§2+D§3+2D:3+2D§1+2D?2=D’2_DD”

griinden wo D=D(z) und D’ die erste, D" die zweite Derivirte ist. Hat D
den Wurzelfactor  —a genau « mal, so ist D*—DD" durch ihn 24 —2 mal
und nicht ofter theilbar; a ist nach dem vorigen Satze reell. Lésst man also
x—a abnehmen, so wird die ganze Function zur Linken an der Grenze
unendlich klein zur Ordnung 2«—2; bleibt wihrend dessen z reell, was
unméglich sein wiirde wenn o imaginir wire, so bleibt jedes einzelne Glied
positiv, also wird jedes Glied unendlich klein mindestens zur Ordnung 2« —2,
aber nicht jedes Glied zu héherer Ordnung unendlich klein; dies ist der zweite
von den obigen Sétzen.
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14.

Es sind demnach bei der cubischen Gleichung D(z)=0 drei Fille zu un-
terscheiden.
A) Soll * dreifache Wurzel, also

D(e)=(u*— o

sein, so folgt aus dem Satze des Herrn Weierstrass, dass die in z linearen
Functionen Dy5, Dy, D), identisch =0 sein miissen, was

A23=0, A31=0, Am:o

gibt, und dann, dass Dy, Dy, D reine Quadrate und = (w*— 2)* sein miis-
sen, was
A11=A22=A33=&)2
gibt.
Fiir die Normalenrichtungen «(y, denen eine dreifache Wurzel w* entspre-
chen soll, gibt dies fiinf Bedingungsgleichungen

A41=A22=A33; Ap=0 A31=O A12=03 (A 1)

wihlt man die Coordinaten axen so, dass a==0, 8=y =90° wird, so iiber-
zeugt man sich leicht, dass dieser Fall mit der Bedingung vereinbar ist, dass
die Kriftefunction IT eine vollstindige und stets positive quadratische Form sei.
Dagegen ist mit dieser unerlédsslichen Eigenschaft von IT die Forderung un-
vertriglich, dass fiir jede Normalenrichtung eine dreifache Wurzel stattfinde.
Dir Bedingungsgleichungen
AMU+ A12V+ A13W= wU
A21U+ AggV“I"‘ A23W= &)2V ((])

A31U+ A32V+ A33W= (*)21477

die sich fiir U, V, W ergeben haben, sind identisch erfiillt.
B) Soll D einen Doppelfactor haben, also

D (@)= (o] — 2) (v —2)

sein, wo o? von «? verschieden ist, so miissen alle Unterdeterminanten dureh
w?—x theilbar sein. Aus den Ausdriicken fir Dy, D, D, folgt

: (B 1)

b)f=A“ —



durch elastische feste Korper. 213

wenn der Kiirze wegen von dem besondern Falle Abstand genommen wird,
wo zwei von den Grossen Ay, As, A verschwinden. Setzt man die hieraus
folgenden Werthe von A,;, A,,, A ein, so wird

Azt Ais | Aredsz | Asz s
e (® el 2
D=(ui—2) [&)1 z+ Ass + Az Aie ],

d. h. die in (B 1) enthaltenen Bedingungen reichen fiir den vorliegenden Fall
aus. Der Ausdruck fiir die Summe der Wurzeln gibt

&)§= A11+A22 +A33""' 20)?-
Benutzt man die Bedingungsgleichungen (B 1) auch in (U), so folgt
Az Ay U+ A Ao V—l“ Ay Ay W= (&)2 —_ w?)A%U: (0)2 - O)i).Agi V= (w2 —_ wf)Aig W.

Versieht man die Componenten UV W mit demselben Index wie o, so folgt
1. wenn fiir »* die Doppelwurzel »?, genommen wird,

Ui Vi . W

ot T a=0

2. dagegen fir m®=w?

1 1 1
Us-V:;-W3=71°2;2:4—3-1:A—12-

Damit der vorliegende Fall eintrete, sind fiir die entsprechende Normalen-
richtung «f8y nur zwei Bedingungen erforderlich, die sich aus (B 1) ergeben.
Sind diese beiden Bedingungen identisch erfiillt, so findet fiir
jede Normalenrichtung eine Doppelwurzel o und eine einfache
w; statt. Ich habe die Untersuchung dieses Falles vollstindig durchgefiihrt,
und finde, ausser einem nicht hierher gehorigen Falle (¥), wo II zwar eine
vollstéindige Form aber nicht von unverdnderlichem Zeichen ist, nur den fol-
genden Fall, wo bei passender Wahl der Coordinatenaxen

ist. Die Constanten sind alle reell und der Bedingung unterworfen, dass 1) @, +as,

(*) Bei geeigneter Wahl der Coordinatenaxen ist in diesem Falle
T = A2[(0, — 0,)% -+ 03] -+ BP0+ 03 — 20,0, -+ 0,)] -+ I#6}
und of = A%sinx? -+ BYcosu?, wl = B®sin«® + [®cosa® Der Ausdruck II wird =0 2 B. fir

2
by =0, =10,=0, 6,=86,, §, =2%62, also ohne dass alle §==0 werden.
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Qs + @y @, +0; von Null verschieden sein miissen und 2) a,as + 504 + @, 0, > £* ist.
Dann wird fiir jede Normalenrichtung w}=#?, wi=£* + a}cosa® + ajcos 3 + aZcos %
Die Wellenfliche zerfillt also in eine doppelt gelegte Kugel vom Halbmesser
k und ein dieselbe einschliessendes concentrisches Ellipsoid, in dessen Haupt-
axen die Coordinatenaxen gelegt sind. Die Quadrate der Halbaxen sind
@+ B, 24k, aj-+k?; sind @i, 0., a, einander gleich, so entspricht der
vorstehende Ausdruck den Medien von constanter Elasticitit.

C) Mit Ausnahme dieses besondern Falles hat also die Gleichung D(x)=0
im Allgemeinen drei ungleiche Wurzeln of, f, o7, und dieselben fallen
nur fiir besondere Normalenrichtungen zusammen. Wir beschrinken unsere
Untersuchung auf diese Voraussetzung, da der hiermit ausgeschlossene Fall, wo
fir jede Normalenrichtung eine Doppelwurzel stattfindet, keinerlei Schwierig-
keiten darbietet.

Bedeutet D' die Derivirte von D, so folgt fiir ¢ =uw*

e_r_w_ vw_wu _ur__ P
D11—1)02 Dss—-J)zs_Dgi D~ D

>

wodurch die Componenten des Stosses auf seine Resultante VP als allein
tibrigbleibende Unbekannte reducirt werden (art. 7, III), und zur Bestimmung
des zur Normalenrichtung «fy und der Fortpflanzungsgeschwindigkeit » ge-
hirigen Strahls ¢

_ de 1 3 Ay
= = Deosa “*QmD'EED’”' 0 cos
aﬁ) — aAN g
= BCOS@ ‘)O)DI .JZDPW 800;{5 (J)
o ab) . 1 BA/Ju
T Qcosy —_QmD’ZED’“" Deosy |

oder wegen der vorangehenden Gleichung

ot 1 An Ass

== Zle[ ﬁracos1+ +2VWaacos _1—] d- 5w (@)
Einer gegebenen Normalenrichtung «8y entsprechen hiernach im Allgemeinen
6 Fortpflanzungsgeschwindigkeiten & w,, * w,, * w,, also 6 Punkte EHZ der
Wellenfliche A, welche paarweise zum Ursprunge symmetrisch liegen. Die
Wellenfliche besteht also aus 8 Schalen, und ihr Centralpunkt ist auch ihr
Mittelpunkt.
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15.

In den Féllen (A4) und (B) werden die in () stehenden Ausdriicke von & HZ
unbestimmt; die Gleichungen (o,) zeigen, dass diese Unbestimmtheit gehoben
wird, sobald es gelingt, auch fiir diese Fille die Verhiltnisse von UV W zur
VP zu bestimmen. Ist N die Normalenrichtung o8y, fiir welche einer von
diesen Féllen eintritt, N, eine unendlich benachbarte Normalenrichtung e, 8,7,
so muss man UVW und die zugehdrigen Werthe EHZ als die Grenzen an-
sehen, gegen welche die zu N, gehdrigen Werthe convergiren, wenn N, mit
N zusammenfillt.

Was die Durchfiibrung dieser Untersuchung betrifft, so muss ich mich der
Uebersichtlichkeit wegen begniigen, im Wesentlichen den Gang derselben
nebst den Resultaten anzugeben. Um die Bedingung, dass N, von N nur
unendlich wenig abweiche, so auszudriicken, dass zugleich ersichtlich wird,
nach welcher Richtung die Abweichung stattfindet, fithrt man noch zwei zuein-
ander und zu N senkrechte Richtungen N'(«'£'y) und N"(2"8"y") ein. Ist
dann ¢ (in Bogenmass) der unendlich kleine Winkel, den N, mit N bilden
soll, und ¢ der von N’ nach N" hin wachsende Winkel von der Ebene NN
bis zur Ebene NN, so erhilt man sofort

cOSe, = COS o €S 4 (COS &' COS 0 - cOs e sin p) sine

c0s f3;=cosBcose +(cos B cosg -+ cos 5"sing)sine

08y, = 08y €08¢ - (cosy Coso -} cosy” sing)sine.
Seien U,V,W,w, die Werthe welche der Normalenrichtung N, entsprechen;
fir <=0 gehen sie iiber in UV Wa, wihrend o* mehrfache Wurzel ist. So-

dann sei
By=a, cosa, -} a;c08 83, -} ascosy,

B; = a,cos 2, + a,c08 B, + a4c087,
Bs=a,cosa;-}+ a,c088; + a;c087,
und, nach ¢ und ¢ geordnet,
B,=A,cose+(A',.cosp 4 A",sing)sine,

endlich ausgerechnet

(B.U.+ BV, B,W.y= G
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Dann haben wir (vergl. art. 5)

196G 1 :
an 58 lszWU
wo man, wenn man will, fir U,V,W, auch die Cosinus der Winkel setzen

darf, nach denen der Stoss erfolgt.
Fiir ¢=0 erhiilt man die Gleichungen

AMU"I‘ A12V+ A13W'-= 0.)2U

A21U+ Asz‘I" A23W= WV

A31U+ A32V+ .A33W= &)2W
wieder. Sodann differentiiren wir nach ¢ und setzen dann wieder ¢ ==0. Diese
Operation gebe

—aﬂ =g 0l _ ' =
0z ! 0 0z 0z

Dann wird, fir e=0

lim(B1U4 + B2V1 + Ba—[/Vi) == Ai U"l"AzV‘l“ .AgW

oU, =27 — 2V,

lm—é%(BiUd-BzVi L BW) = (AU + AV + A W) +
(AU AV A W)eosg -+ (A" U+ A%V + A" W)sing,

also, wenn die Effectivwerthe
AU+ A4V +AWYA U+ A V+ A W)=G
AU+ AVHAWY A" U A VA W)=G
sind, und
G'cosg+ G'sing=T
gesetzt wird, immer fiir e=0
190G

limé""‘b—-—A“Ul—I,_l- Agg(VW,+WV)+ +-[1
und )
.1 G , r
lim QW—AMU +A127 + AW’ +aU
da U,=U-+¢U'"... ist. Da ausserdem noch fiir ¢=0

001l

5 = 4 200'U
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ist, so erhalten wir

(A — AU+ AV AW 4 05 — 24,57

oU
AHU'+(A22——wz)V'+A23W'+%‘I;=2M'V )
’ ! ’ F 7
AU+ AV 4 (Agy— ) W -|—§—W=2ww W,
indem die beiden letzten Gleichungen aus der ersten durch Vertauschungen

folgen.

Nun ist im Falle (4) des vorigen art. Ay,=4:=4,=0, 4y=Ap=45=0?
die Gleichungen (U) werden also identisch erfillt, aber aus (U’) erhalten wir
%=2wm’ﬁ, ;g—;-:Qmw'V, %=2wmlm
Dies gibt fiir « eine kubische Gleichung, deren Wurzeln stets reell sind;
ausserdem bestimmen diese drei Gleichungen die Verhéltnisse von U:V: W,
und liefern also mittelst der Formeln (o,) des art. 14 vollkommen bestimimte
Lagen fiir diejenigen Punkte EHZ der Wellenfliche, in denen die singulire
Normalenrichtung «fy stattfindet, und in denen A von der Ebene Xcosa: -

YecosB+ Zcosy = beriihrt wird.

Die Werthe EHZ hiéingen im Allgemeinen von ¢ ab; die genauere Unter-
suchung zeigt, das der Ort aller Punkte EHZ, in denen A von der singuldren
Tangentialebene beriihrt wird, eine vollstdndige, ganz im Endlichen ver-
laufende Kurve dritter Klasse ist. Wenn sie nicht in Oerter niederer Klassen
zerfillt, ist sie vom 6 oder vom 4 Grade. In beiden Fallen ist sie frei von
Doppel- und Wendepunkten. Im ersten Falle besteht sie aus einem Kurven-
dreieck, dessen Ecken Riickkehrpunkte sind, und einem dasselbe einschliessenden
Oval. Das Loth aus dem Centrum der Wellenfliche auf die Ebene der Kurve
trifft dieselbe innerhalb der vom Oval eingeschlossenen Fliche. Im zweiten
Falle hat die Kurve eine Gestalt, &hnlich wie die Cardioiden, die von der-
selben Ordnung und Klasse sind; sie ist Grenzfall der vorigen Kurve, und
ergibt sich, wenn zwei Riickkehrpunkte derselben zu Punkten des Ovals wer-
den, wobei die Bogen zwischen diesen beiden Punkten in eine doppeltgelegte,
geradlinigte Strecke, ein Stiick der Doppeltangente ausarten.

Im Falle (B) des vorigen art. gehen die Gleichungen (U) iber in die
einzige

U 14 w
ottt =% )
Annali di Matematica, tomo VIII, 28
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nimmt man in (U’) fiir »® den dort (B 1) gegebenen Werth von «?, und setst
zur Abkiirzung A A,U'+---=K, so erhilt man
r . K r , K r

g—ﬁ=2wm U—I-Z—z—;a gT/=2ww V+Zs—1’ 8—2%—;:
Diese Gleichungen bestimmen UV W proportional zu K; setzt man ihre Wer-
the in (U) ein, so erhilt man fiir »" eine quadratische Gleichung, von welcher
man durch das in art. 13 mitgetheilte Verfahren beweist, dass ihre Wurzeln
stets reell sind.

Fiir EHZ erhdlt man wieder vollig bestimmte, im Allgemeinen von ¢ abhén-
gige Werthe. Der Ort aller Punkte 2EHZ, in denen die Wellenfliche A von
der singuliren Tangentialebene beriihrt wird, ist in diesem Falle eine voll-
stindige, ganz im Endlichen verlaufende Kurve zweiter Klasse, also ent-
weder das System von zwei getrennten oder zusammenfallenden Punkten, oder
eine vollstindige Ellipse.

Fir die Lehre von den singulédren Punkten der Wellenfliche bedarf es
nicht ihrer Gleichung in Punktcoordinaten; man kann dieselbe ebenfalls direkt
an die Gleichung D(v*)=0 kniipfen. Durch die Substitution

_t _ -
. xr—2 n &7
w=Ecosa +»cos 3 +LCosy, 60S =" cos,8=3/—§—-, cosy =— (S)

200 W+;II§; U]

werde
z
xzt
0=, A= (TS)#_” )

was
g=8@@—5+nly—n)+sle—%
gibt. Sodann sei
(93 E)u— q* (395)12 (517 5)13
S== ’ (x'i)m (335)22_@2 (xg)‘es
! (x 5)31 (x 6)32 (w 5)33 —q !

also vermdge der Substitution ()
1
- TSE D(&)Z).

Die Gleichung $=0 bestimmt fiir jede Lage des Punktes £1¢ einen Kegel
6 Grades 9, dessen Scheitel der Punkt £x¢ ist. Sind 2By die Richtungs-

winkel einer Kante dieses Kegels, so erhdlt man D(«?)=0 fiir w=%=£ COSct + -+ -}
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folglich ist die Ebene (Xcosa+---=uw), welche durch den Scheitel geht und
zu dieser Kante senkrecht ist, Tangentialebene der Wellenfliche A (art. 12 T').
Der Ort aller Tangentialebenen T der Wellenfliche A, welche durch den
Scheitel von 9 gehen, ist also ein Kegel D, der 6. Klasse, und beide Kegel
sind zu einander supplementér, dh. sie haben denselben Scheitel und jede
Kante des einen ist senkrecht zu einer Tangentialebene des andern.
Damit zyz Punkt einer Doppelkante von 9, sei, muss gleichzeitig sein

0% _ 0% _ 0% _o-
TR TN P

fihrt man diese Gleichungen aus, und macht dann wieder die Substitution (S),

so ergibt sich

1 0Au
QwD"EfD’“Bcow
20D ZZD'WBCOS‘PJ

1 BA}I.\'
o 20)1)'221)‘“”()005'{ )

Aber dies sind (art. 14 C ¢) die Gleichungen der Wellenfliche A und es folgt,
dass der Kegel 3, stets und nur dann eine Doppelkante hat, wenn sein Scheitel
£n¢ Punkt der Wellenfliiche ist, und zwar ist in einem solchen Falle die Dop-
pelkante von 9, die Normale der Wellenfliche in jenem Punkte. Die entspre-
chende Doppelberithrebene des Supplementiirkegels D; ist die Tangentialebene
T der Wellenfliche im niimlichen Punkte.

Soll daher £4¢ ein singulirer Punkt von A und der Berithrungskegel d, von
A in diesem Punkte von der Klasse p sein, so muss der Supplementirkegel
% vom ¢ Grade und jede Kante desselben mehrfache, also mindestens Doppel-
kante von 5, sein. Also muss 3, zerfallen in den mindestens zweimal gelegten
Kegel 9, und einen zweiten Kegel &', so dass, wenn =39, wird, m= 2
und pm-+v=06 ist. Der Supplementirkegel d', von &', hat dann ebenfalls
seinen Scheitel im singuldren Punkte # n¢, aber er beriihrt A ausserhalb des-
selben. Dies gibt drei Fille

gy

{==

§=395, (@)
=25 ®
§=232, ©
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und es wird durch die in diesen Formeln geforderten Zerfillungen von &, soweit
sie statt haben, der singulire Punkt £4¢ von A sowie das Gleichungspolynom
9, des Normalenkegels in demselben vollig bestimmt.

Ein ohne grosse Schwierigkeiten ausfiihrbares Beispiel dieses, auch durch
Rechnung leicht zu bestdtigenden Satzes bietet der bekanrte Fall dar, welcher
in der Krystalloptik behandelt wird, und in welchem A in die Fresnel'sche
Fliche und eine sie einschliessende Kugel zerfillt. Bei passender Wahl der
Coordinatenaxen ist unter den Voraussetzungen der Krystalloptik die Krifte-
function

T = 2(8, + 8y + 82)° + a2 (62 — 46,65) + 52(62 — 46,8, + 2 (82 — 46.6,);

die Constanten sind der Bedingung unterworfen, dass aus @, b, ¢ als Seiten
ein Dreieck gebildet werden konne, und % grosser ist wie der Halbmesser des
umschriebenen Kreises.

IV. Die mit den partiellen Differentialgleichungen d.
vertriiglichen Unstetigkeifen.

16.

Setzen wir wieder
O=0,0,+ 4.0, 4+ - -+ 55,
und symbolisch
=07
so wird in den Differentialgleichungen d. des art. 4 allgemein II,=,0, also
kann man dieselben in symbolischer Form schreiben:

0*u 86 90 76
Fe =g Ty ey

Pv_,00, .00, 00
P +a28y+a‘85

Pw_ 90 90 9o
o ey Ty Tl
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Fir die mit diesen Gleichungen vertraglichen Unstetigkeiten haben wir also
5= {5 [+ o ) o [5]
=5 o5 5]
5oz o) ]

Den Ausdruck fiir @——@———aie'i-{—age'z ... haben wir bereits im art. 6 um-
geformt; es war

Q=AU+ AV +AW= M%§+M2f§t+M3§f’

und
+ —_
0—0=—0.

Da lings der Unstetigkeitsfldche = ¢ Function von £x¢ ist, so kinnen auch,
wie von hier ab geschehen soll, UVW und @ als solche aufgefasst werden.
Dann liefert die vorstehende Gleichung sofort

b S e 3l e e 14

also erhalten wir

] - 419
o[-
_azi:j__“_As[‘(}_@l ( BQ_!_a“bQ_l_aaBQ)
| 01 0l \TpE T om T DT
Es handelt sich nur noch um ;29 Aus dem Ausdrucke fiir 28 folgt zundchst
ot ot
[
o gigal o sl o5t
b e R
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Zugleich ist lings =

Bty LBy Folew
also
el b (ol Dl 5l [el-or (e
F 2wl QW [orwl 0t 0wl oW Tprw] 0f w] oW [2w] 0t
kel R i el o e b R o g

Fiihrt man diese Werthe ein und ordnet die Minuenden nach den Vertikal-,
die Subtrahenden nach den Horizontalreihen, so wird

R R

Dies ist oben einzusetzen. Werden zur Abkiirzung die Effectivwerthe von

oM., 9M | OMs 09 09 09_ o
Ai( 3 + o + EC)+aiﬁ+a6ﬁ+aS§Z=:i
0M | 9 | DI 0Q 0@ 09
Az( e + o ~+ a:)+as§£—+azﬁ+a4'§§=&z
oM |, M | QM 0@ 09 0@ _ -
AS(BE + o + ac)"l‘“s?g‘f‘%ﬁ“l’aa'a—t—uz

gesetzt, so folgt

I
[xI

"

el
[t a2 o
A [%] +As [%g] +(A5—1) [%%)J

Aber die Determinante dieser Gleichungen ist =0, da wir eine den mecha-
nischen Bedingungen entsprechende Unstetigkeitsfliche = voraussetzen. Also
lassen sich die Unstetigkeiten der Accelerationen eliminiren, wobei jedoch die
ndmlichen Fille wie im art. 14 zu unterscheiden sind.

L1}

©

I
[xI

w
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17.

Im allgemeinen Falle (C), wo die Gleichung D=0 nur ungleiche Wur-
zeln hat, verschwindet die Determinante der vorstehenden Gleichungen, aber
nicht jede Unterdeterminante. Als Multiplicatoren nehmen wir nicht Unter-
determinanten, was zu nichts fithren wiirde, sondern mit Riicksicht auf die
Gleichungen (I) art. 7 die Grossen UV W selbst; dann erhalten wir

UE,+VE, + Weg=0,
was selbstverstindlich auch in den andern Fillen passt. Fiihrt man die Werthe

von E,H,E; ein, so erhdlt man sofort

My 98, QM )
o5 H e+ ) B el + 6 F o

M M ) M
BN TR el

oder

Um von den symbolischen zu den Effectivformen zuriickzukebren, setzen wir
wieder

QD!Q)
oyl o

ausserdem
X=AU+ A,V + A, W = M,cosa -+ M,cosp -+ M;cosy;

dann wird
_X _oX
Q_—K’ Mi_auosoc
also
X pX 1 9XX
QM‘—Eacosa—ﬂacosa’
wo aber in

.XX=A.11U2+‘ "+2.A23VW+"’
nur auf die homogenen Coefficienten zu operiren ist. Dies gibt

BXX _p fdu | 4oy Bin

Ocosz~ ~ Qcosa Deosa

oder mit Riicksicht auf die Formeln (¢) (¢1) am Schlusse des art. 14
8XX=2wP:=2wP go

geosa Deosz
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wo wieder P=U?--V2-+ W2 1st. Also erhalten wir

L 0 _p 0o
ou—Pl.  om—plt, Qu=PI,

so dass unsere Differentialgleichung die folgende sehr einfache Form annimmt:

0 (p 0o 0 (p_0° 0 (p_0©

32(Pptes) + s (P + R P O
also zur Bestimmung von P verhilft. Es moge erlaubt sein zu bemerken, dass
jede Specialisirung der Kriiftefunction II die Herleitung dieser Gleichung in
der vorstehenden, naturgemissen Form derselben, in hohem Grade erschwert.

Die Integration dieser Gleichung ist iiberaus einfach. Auf der Unstetig-

keitsfliche 3, nehme man ein Stiick A3, an und lege durch jeden Punkt s,
desselben den zugehorigen Strabl (¢). Das so entstehende Strahlenbiindel durch-
dringe bis zur Fliche 3 das Volumen B und auf = das Flichenstick AZ; sei
M die Mantelfliche von 8. Wird ein unbestimmtes Element der Gesammt—
oberfliche von B durch §& bezeichnet, und sind Imn die Winkel welche die
iiber )& nach Aussen errichtete Normale mit den Axen bildet, so liefert die
vorstehende Gleichung, iiber alle Elemente von % integrirt:

fP[ ?0 CoS —}-a‘?spcosm—l—aa cosn]a@ 0.

Den Factor von P3@& erhilt man, indem man die Geschwindigkeit, mit wel-
cher o durchlaufen wird, senkrecht auf die Normale iiber 9@ projicirt; er ist
also =0 fiir alle Elemente von M, = in A2 und = —o in AZ,; also bleibt

meaAz—fPow’aAz,:o,

unter P, den Anfangswerth von P verstanden. Wenn daher fiir die entspre-
chenden Flichenstiicke AZ,, AX die Querschnitte eines unendlich diinnen
Strahlenbiindels genommen werden (art. 10), so ergibt sich

PAS=P,AZ,;

es ist micht zweckmiissig, das Verhsliniss der beiden Flichenelemente in end-
lichen Zahlen auszudriicken.

Nun ist VP die Resultante aus UV W; sind Auv die Winkel welche die
Richtung dieses Stosses mit den Axen der zyz bildet, so folgt, wenn wir B
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statt \/P schreiben:

COSA®  cosp® €08V _ COSKCOSY __ COSvCOSh  coshcosp

Dy~ D Dz D Da Dis 1)
U= Rcos1, V=Rcosy, W= Rcosvy 2)
RYAZ=R,VA3,. (3)

Wihrend die Unstetigkeitsfliche = durch das Innere des elasti-
schen Korpers fortschreitet, bleibt fiir ein und dasselbe unendlich
diinne Strahlenbiindel die Richtung Auv des Stosses constant und
die Stirke R desselben umgekehrt proportional zur Quadratwurzel
aus dem Querschnitte des Strahlenbiindels mit der Unstetigkeits-
fliche.

Gehoren zur Normale von A3, drei ungleiche Werthe von w?, so gehen von
AZ, drei Strahlenbiindel aus. Wird also gegen A3, ein Stoss ausgefithrt, so
bilden sich drei Stosswellen, die sich nach jenen Strahlenbiindeln fortpflanzen.
Die Stossrichtungen sind durch (1) bestimmt und bilden, wie man aus den
Gleichungen (U) art. 14 in bekannter Weise schliesst, ein orthogonales System.
Zerlegt man den anfinglichen, gegen A, ausgeiibten Stoss nach diesen drei
Richtungen, so hat man fiir jede der drei Stosswellen den Werth von R,, also
UVW selbst.

Wenn ferner diejenigen Theile von 3,, zu deren Normale eine mehrfache
Wurzel » gehort, nur als Grenzlagen solcher Flichentheile auftreten, inner-
halb deren dieser Ausnahmefall nicht vorkommt, so gelten die Schlussformeln
fir UV'W nicht bloss fiir letztere, sondern auch noch fiir jene.

18.

Fir die Bestimmung der Stosse, die aus einem vorgeschriebenen Anfangs-
zustande hervorgehen, reichen die Resultate des vorigen art. also nur in dem
Falle nicht aus, wo ein endlicher Theil von 2, oder kiirzer =, selbst eben und
zu einer singuldren Tangentialebene von A parallel ist. In einem solchen Falle
gt gt 0!
den gegenwirtigen Voraussetzungen constant sind, so kann man die Schluss-

Annali di Matematica, tomo VIIL 29

ergeben sich die fehlenden Bedingungen aus art. 16. Da unter
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gleichungen des art. 16 in die Form setzen:
- 5 (9
A
75w )+ 5w )+ 2 )

goa;ggfe weggelassenen Glieder im vorliegenden Falle verschwinden; ausserdem

jii1

8
ll

{x1

3

a3 o B3 )
B e )

o B3 )

Im Falle (4) des art. 14, wo «® dreifache Wurzel der Gleichung D=0
ist, und wir aus den Gleichungen (U) gar keine Bestimmungen itber UV W
erhielten, liefern die vorstehenden Formeln die partiellen Differentialglei-
chungen

14}
441

=0, .=, 33:0;

dieselben enthalten nur die ersten Derivirten von UV W und sind in denselben
linear und homogen, mit constanten Coefficienten.

Im Falle (B) sei »* die Doppelwurzel; wird ihr Werth in die obigen Glei-
chungen eingefithrt und

PN IOWN L IO

gesetzt, so ergibt sich

o
Ast ! A !

indem wir wieder von dem ebenfalls sehr leicht zu behandelnden Falle Abstand
nehmen, wo zwei von den Grossen A, A, 4, verschwinden.

Im vorliegenden Falle erhalten wir also zwischen UV W nur zwei Diffe-
rentialgleichungen

-A-%Ei = AB! Ey== Aw Zy y
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aber dazu kommt noch die Relation

U 14 w
v L

so dass auch hier die nothige Anzahl von Bedingungsgleichungen vorhanden
ist, um UV W aus ihrem lings 3, vorgeschriebenen Verlaufe fiir die {ibrigen
Theile des Raumes zu bestimmen.

Im besondern Falle der Krystalloptik ist die Integration der Differential-
gleichungen, die man mutatis mutandis fiir den vorliegenden Fall findet, mit
keinen Schwierigkeiten verbunden.

V. Ueber die Modification der Unstetigheiten
an der Grenzfliche zweier Mittel.

19.

Seien %, %" die Ridume, welche zwei einander beriihrende elastische feste
Korper in ihrer Gleichgewichtslage ausfiillen, und & die Grenzfliche zwischen
beiden Rédumen; die auf %' beziiglichen Grossen werden wir mit einem Accent
versehen, im Uebrigen alle bisherigen Bezeichnungen beibehalten. Sollen die
nidmlichen Korpertheilchen, welche wihrend des Gleichgewichtes einander
lings & beriihrten, auch wihrend der Bewegung in Beriihrung bleiben, so
muss lings &

u =u, v =, w=w (1)
(¢’ I'y— pIL)cosA 4 (o Tl — pI;)cos .+ (o IT's — pIIs) cosy =0
(pTL's— pIlg) cosh + (o' I’y — pIL;) cos .+ (o' IT's — pIL)cosy =0 2)

(s — pIL)cos A+ (p' Iy — pIL)cos p + (o' IT's — p 1) cosv =0

bleiben, wenn Apv die Richtungswinkel der Normale tiber & bedeuten.

Die Bedingungen (1) gelten ununterbrochen, die Bedingungen (2) solange
die ersten Derivirten der Verschiebungscomponenten nicht unstetig werden,
also falls dies eintritt, vor und nach dem Stosse. Die Gleichungen (2) und
diejenigen, welche sich aus (1) durch Differentiiren ergeben, liefern ohne
Weiteres die Grenzbedingungen fiir die Reflection und Brechung eines auf
die Grenzfliche & einfallenden Stosses, sobald die Anzahl und Beschaffenheit
der neu entstehenden Unstetigkeitsflichen ermittelt ist.
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20.

Sei
t=f(Ent) ()

eine aus R auf & einfallende Unstetigkeitsfliche 3, d. h. ¢ Losung der Diffe-
rentialgleichung

ot 9t 0t _
A(ag, z, ac)_o.
Ebenso sei
' =f"(Enk) &)

eine durch Reflection oder durch Brechung an & aus S hervorgehende
Unstetigkeitsfldche, d. h.
, att atl at’)
A "E?P A2 RVI—
% 5 f)=o
wo A’ im ersten Falle den auf %, im andern den auf %' beziiglichen Ausdruck
bedeutet. In beiden Fillen lautet die Grenzbedingung

=, (3)

weil die sémmtlichen Stosse, zu denen = Veranlassung gibt, einen der Grenz-
fliche € angehdrigen materiellen Punkt gleichzeitig treffen miissen. Schneidet
also = die Grenzfliche & zur Zeit ¢ in der Kurve /, so muss ! zur nimlichen
Zeit ¢ =+¢ auch der Schnitt von & mit X' sein. Fiir jeden Punkt £5¢ des von
I iiberschrittenen Theiles von & muss sich also fiir £ derselbe Werth ergeben
wie fiir ¢, was die Grenzbedingung ist.

Aus (3) folgt sofort, dass an & entlang

¢ _Dt.pr i 9t Dt
0¢ 0&°0m ©on 9l 0

ist; wir setzen
o otk
(T
die Form in welcher wir den Proportionalititsfactor angenommen haben, wird

sich in der Folge rechtfertigen. Wenn daher
9t cosa gﬁ_ cosf 0t _ cosy

nooe e ®)
¥  cosa ot  cosf’ )

— - y —_— = - 3 —

£ © 0 ©» 0 Y

ot Ptk oF 9t & @

cosA, AT AT = 5 COS, a—c--—a-z-——-;cr)Su,
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gesetzt wird, so folgt auch
cosa’  cosx—-kcosk cosB’  cosp --kcosp. cosy'_ cosy--kcosv (6)

;o ’ 7 T T ’

(o) (0] O] (0] (&) (O]

wir setzen » und o', wie immer, als homogene Functionen ersien Grades der
drei Cosinus voraus, von denen sie abhéngen, so dass ihre partiellen Derivirten
nach denselben eine vollig bestimmte Bedeutung haben.
Dann sind (art. 8 m) die Gleichungen des Strahls o die folgenden
oo ) . 0o | :
§=G+1 Deose ’ n_n°+t‘acos(5 ¢= C°+tacosy ()

derselbe geht zur Zeit =0 vom Punkte m,(f,n¢,) der Fliche =, aus; trifft
er die Fliche & im Punkte p(xyz) und zur Zeit r, so folgt

oo . ) . )
w—E°+Tacosac y_no—I_T@TOS_{;’ Z—Co-i-facosy' (pro)

Zum Ausgangspunkte m, und dem Einfallspunkte p berechnen wir einen Punkt
m'y(E'4n's8) S0, dass auch

=&+ 0o 79 y=ﬂ'o+"'.a_§§§,§" 2=+t aml! (pm's)

Dcosa 0 cosy

wird.

Dieser Punkt ', heisst Bild von m,; der Ort aller Punkte ' ist eine
Fliche %'y, welche man Bild von X, nennen kann.

Wenn, wie wir sogleich beweisen werden, «'8'y die Richtungs-
winkel der Normale von 3, im Punkte m', sind, und dies fiir alle
Punkte dieser Fldche gilt, so ist sie die Anfangslage einer der
Gleichung A"=0 entsprechenden Unstetigkeitsfliche 3':

9& o ’ aw, oyl ’ a(ﬁ, P
E S + aCOSOl ’ n—n0+tW’ c'—€0+tacosyl’ (m)

wie aus der in art. 9 fiir = gegebenen Verification folgt, und zwar ist dann
3 diejenige Unstetigkeitsfiiche, welche der Grenzbedingung ¢ =+¢ unserer
Aufgabe geniigt. Denn nimmt man, um die Zeitpunkte ¢, # zu bestimmen,
wo 2 und X auf © zusammentreffen, in den Gleichungen (m) (m) fiir £x¢
die Coordinaten xyz des nidmlichen Punktes p von &, so erhilt man aus (m)
und (pm’o)

— —(f —7) 0% _
(¢ = ?)Bcosa’ 0=(# )Bcosp" = )Bcosy
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also =17, und ebenso {=r aus (m) und (pm,), also aus beiden zusammen
t'=¢, wie die Grenzbedingung es fordert.

Der noch zu beweisende Hiilfssatz ergibt sich wie folgt. Aus (p’,) hat man,
mit leicht verstindlicher Bezeichnung

Zcosa’ 08+ w'dr 1 = Zcosa'dx;

¢ =cosa é‘(aa )-{—co s@ é‘(aa )—}—cow 6(830217')’

hier ist

also nach art. 9 ¢'=0. Dies gibt zunéichst
Scosa déy=23cosa dx—w dr.
Sodann folgt aus 6, weil
Zcosidr==0
ist:
Scosa' 0 =%ZGOSa dz,
mithin weiter
Scose’ 08 = %,(2 c08adx—wdr).
Endlich folgt aus (pmy)
3c08ad L =3c08adé +wdr+re=wdr,

da ¢ dieselbe Bedeutung hat wie in art. 9, also ¢==0, und nach Voraussetzung
auch

2cosadéy =0
ist. Es folgt

Zcosa 08, =0,

also sind «'8y" in der That die Richtungswinkel der Normale von X' im
Punkte m'y, w. z. v. w.

21.

Wir erhalten fiir die Fortpflanzung der Unstetigkeitsflichen durchaus die
nimlichen Gesetze, welche aus der Optik fiir die Fortpflanzung der Lichtwellen
bekannt sind, und wo das, wie im gegenwirtigen art., in der Natur der Sache
liegt, auch durch dleselben Methoden. Es diirfte daher nicht tiberfliissig sein,
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solchen Beriihrungspunkten gegeniiber auch den wesentlichen Unterschied
zwischen beiden Theorien hervorzuheben. Ich erblicke denselben keineswegs
darin, dass die vorliegenden Untersuchungen fiir jede Wellenfliche giiltig
sind; man kann sie in derselben Allgemeinheit auf die Lehre vom Lichte
iibertragen, wenn man die Gesichtspunkte der Undulationstheorie zu Grunde
legt und dann, wie das nicht anders mdoglich ist, die beiden Huyghens’schen
Principien zu Hiilfe nimmt, um die Begriffe der Lichtwellen und der Wellen-
fliche aufeinander zuriickzufiihren und aus einem von ihnen den Begriff
des Lichtstrahls abzuleiten. Der wesentliche Unterschied, auf den wir auf-
merksam zu machen wiinschen ist der, dass die Theorie der Unstetigkeiten
auf alle diese Begriffe direct und mit Nothwendigkeit fiihrt, ohne sie auf
Umwegen einfilhren zu miissen oder fiir diesen Zweck secundérer Principien
zu bediirfen.

Seien T, T, T die Tangentialebenen von X, ¥, & in den Punkten m, w,
p. Das Gleichungspolynom der Ebene T ist (art. 8 T

T=(X—E&)cosa (¥ —ny)cos 4 (Z— L) o8y —wi
und kann mittelst der Gleichungen (pm,) in die Form
T=(X—ux)cosa+ (¥ —y)cosf+(Z —2z)cosy —w(t—1)

gebracht werden. Legt man um p(xyz) als Centralpunkt die Centralfliche
Ci—r, 80 ist m Punkt derselben und, wie die zweite Form von T zeigt, T=0
thre Tangentialebene in .

Wird daher fiir jeden Punkt p einer beliebigen Flidche & (vergl.
art. 11) die Zeit v bestimmt, in welcher die Unstetigkeitfliche =
von 3, aus dort eintrifft, und dann um ihn als Centralpunkt die
Centralfliche C,. gelegt, so hiilllt die zur Zeit ¢ stattfindende
Unstetigkeitsfliche = diese Schaar von Centralflichen ein. Dieser
Satz entspricht dem Princip der Erregungscentra in der Huyghens’schen
Theorie des Lichtes.

Dieselbe Construction gilt auch fiir die, von %', aus fortschreitende Unste-
tigkeitsfliche 3', wofern man nur die aus der entsprechenden Wellenfliche A’
hervorgehende Centralfiiiche C';—. benutzt.

Die Gleichungspolynome der Ebenen T” und T lauten

T = (X —2)cose’ + (¥ —y)cosf +(Z—2)cosy — w'(t—1)
T =(X—uzx)cosk 4 (¥ —y)cosp +(Z—2z)cosy;
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die Formeln 6 des vorigen art. lehren also, dass identisch

P

ist, d. h. dass die drei Ebenen 7", T und € durch die néimliche Gerade G
gehen, Um @G zu construiren, legt man also in bekannter Weise (1) an & die
Tangentialebene £ im Einfallspunkte p von ¢, (2) an C;—. die Tangentialebene
T in demjenigen Punkte m dieser Fliche, in welchem o miindet; dann ist G
der Durchschnitt beider und die gesuchte Ebene 1" ergibt sich als eine durch
G an C’,.. zulegende Tangentialebene. Ist o' der Strahl aus p nach dem
Berithrungspunkte von 7T, so ist seine Richtung so wie die Geschwindigkeit,
mit welcher er durchlaufen wird, unabhingig von ¢ und r; beide ergeben
sich also insbesondere auch, wenn man f{—rt=1 nimmt, also fiir jeden Ein-
fallspunkt p die Centralflichen C,-., C’;—; durch die Wellenflichen A, A’
ersetzt.

22.

Wir erhalten demnach fiir die Brechung und Reflection der Unstetigkeits-
flichen die ndmlichen Constructionen, welche Huyghens fiir das Licht ge-
funden hat.

Handelt es sich um die Reflection einer aus % einfallenden Unstetigkeits-
fliche =, so ist A" die den Raume % eigenthiimliche Wellenfliche, also mit A
identisch. Die aus G an A zu legende Tangentialebene T liefert indess nur
dann eine Losung unserer Aufgabe, wenn der aus p nach dem Beriihrungs-
punkte von 7' fithrende Strahl bei p zunéichst in den Raum & zuriickkehrt.

Bei der Brechung aus ® nach %' ist A" die dem Raume %’ eigenthiimliche
Wellenfliiche: durch G werden alle Tangentialebenen an A’ gelegt, und die-
jenigen Strahlen aus p nach den Berithrungspunkten, welche von p aus zu-
néchst in den Raum %' eindringen, sind die gebrochnen Strahlen im engern
Sinne.

Nun wissen wir aus den art. 11 und 12, dass die hier auftretenden Strah-
lensysteme wesentlich durch die Wellenfliche charakterisirt sind, zu welcher
sie gehoren, indem diese in geometrischer Form die Strahlen-und Normalen-
richtungen einander zuordnet und gleichzeitiz die entsprechenden Fortpflan-
zungsgeschwindigkeiten angibt.
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Andererseits gehort zu jeder Wellenfliche A ein bestimmtes Reflectionsgesetz,
welches durch die erste, und zu jedem Paar von Wellenflichen A, A" ein
bestimmtes Brechungsgesetz, welches durch die zweite Huyghens’sche Con-
struction ausgedriickt ist.

Lédsst man als reflectirte Strahlen alle gelten, welche sich aus der ersten,
und als gebrochne alle, die sich aus der zweiten Construction ergeben, so
folgt aus der im art. 20 geleisteten Verification der Satz:

Wird ein zur Wellenfldche A gehoriges Strahlensystem an einer
beliebigen Fliche & nach den in den Huvemexs’schen Constru-
ctionen enthaltenen Gesetzen reflectirt und der Wellenfliche A’
gemiss gebrochen, so gehort jedes reflectirte Strahlensystem zur
nimlichen Wellenfliche A und jedes gebrochne zur Wellenfliche A'.

Und wenn man sich der Grenzbedingung ¢ =¢ als Gleichung von & erinnert
und bedenkt dass mit ¢ zugleich auch f— const. Losung der Differentialglei-
chung A=0 ist, wihrend beiden Ldsungen das nimliche, zur Wellenfliche A
gehorige Strahlensystem entspricht, so erkennt man den Satz:

Sind zwel Strahlensysteme in Raume vorhanden, welche zu
beliebigen Wellenflichen A, A" gehiren, so gibt es, soweit beide
einander durchdringen, unzéhlig viel Flichen &, an denen das
eine aus dem andern durch Brechung nach der fir diese Wellen-
flichen geltenden Huvemexs’schen Construction hervorgeht.

Sind die Wellenflichen A, A" so beschaffen, dass die Huyghens’sche
Construction fiir einen einzigen einfallenden Strahl ¢ mehrere reflectirte Strahlen
a1, G3,... und mehrere gebrochne Strahlen o', ¢",... liefert, so entspringen aus
einem einzigen einfallenden Strahlensystem (s0) mehrere reflectirte Strahlen-
systeme (¢,31), (5:05),... und mehrere gebrochne Strablensysteme (¢’'a), (¢"¢"),...;
fiir jedes einzelne von ihnen gelten die vorstchenden Sitze.

Diesen reflectirten und gebrochnen Strahlensystemen entsprechen ebensoviel
reflectirte und gebrochne Unstetigkeitsflichen 3,, 3,,... und =, 2,... Das im
vorigen art. gefundene Resultat zeigt, dass auch fiir diese Flichen eine der
von Huyghens gefundenen Constructionen gilt. Sollen sie fir die Zeit ¢
dargestellt werden, so ermittle man fiir jeden Punkt p der Grenzfliche & die
von 3, abhéngige Zeit v, wann = dort anlangt; legt man dann um ihn als
Centralpunkt die Centralflichen Cy.., C';—., so sind X,, 3,,... Eighiillende
der ersten, ', 3",... Einhiillende der zweiten Schaar von Centralflichen, und
zwar sind sie diejenigen Theile der vollstindigen einhiillenden Flichen, in
denen beziehungsweise die Strahlensysteme (a,0,), (7:95),... (3'd"), (¢"¢"),...
miinden.

Annali di Matematica, tomo VIIIL. 30
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Alle diese Constructionen zusammengenommen sind der geometrische Aus-
druck fiir die Losung der Aufgabe, zwei lings einer Fliche & aneinander
grenzende Réume $ und R’ stetiz nach Werthen von ¢ so zu ordnen, dass

in jenem
0t 0% 0t)_
3% & g7)=0

in diesem

wird, wo die Grenzbedingung #=¢ durch die Bedingung ersetzt ist, dass ¢
nicht bloss innerhalb ® und %', sondern auch beim Durchgange durch &
stetig bleiben soll.

Sie leisten durch Wiederholung die vollstindige Losung dieser Aufgabe, so-
weit die Anfangsbedingungen die verlangte Ordnung des Raumes
nach Werthen von ¢ iiberhaupt nach sich ziehen, auch fir den Fall,
wo man sich den unbegrenzten Raum in beliebige Theile %, %', ®',... zer-
legt, und jedem derselben eine bestimmte Differentialgleichung obiger Form,
oder eine bestimmte Wellenfliche A, A, A’,... zugeordnet denkt, immer in
geometrischer Form und bei ausschliesslich geometrischer Deutung der Diffe-
rentialgleichungen. Die Frage nach der Losbarkeit dieser Aufgabe durch ana-
lytische Ausdriicke wiirde in die Eliminationstheorie gehoren.

23.

Es fragt sich nun, wie die reflectirten und gebrochnen Strahlen im engern
Sinne sich analytisch voneinander unterscheiden. Lassen wir, um wieder beide
Falle zu vereinigen, dahingestellt, ob der Ausdruck A" mit A iibereinstimmt
oder nicht, so haben wir fiir den aus ¢ durch Refleetion oder Brechung her-
vorgehenden Strahl ¢ aus art. 20
cosm’= cos &~ Eeosh , cosf’ — cosB~}-Zcosp , cos'y'“__‘: cosy -+ kcosv (@)

12 £

[ © W (O] 1O) [0

ausserdem

L4 F #
Arfcos® cosP’ cosy —0
o b4 Cl), 2 o —
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also

(8)

() ()] O]

A,(cosa—{—kcosl cosPB -} Rcosp cosy—l—kcosw) 0
7 b = U.

Tede reelle Wurzel £ dieser Gleichung liefert, in («) eingesetzt, einen reellen
Werth fiir ', und mit Zugrundelegung desselben eine unzweideutig bestimmte
Richtung «'B'y" fiir die Normale der neu erzeugten, nach dieser Richtung mit
der Geschwindingkeit o fortschreitenden Unstetigkeitsfliche. Unsere Aufgabe
ist diese, zu unterscheiden ob dies eine nach ® zurtickkehrende oder eine in
den Raum %' iibergehende Fliche ist, d. h. ob der neu erzeugte Strahl o
vom Kinfallspunkte aus zunichst nach % zuriickfithrt oder nach %' iibergeht.
Die Geschwindigkeitscomponenten, mit denen ¢ durchlaufen wird, sind

[x]

_ o B ,_Deosy’
T Doosa H—acos'p" Z= 00
Zerlegt man nach der Normale von & und zwei dazu senkrechten Richtungen,
so ist
. ov ov’ o

N = Toos s cosi -+ Seosh’ cosy. - Foos T’ coSy
die Componente nach der Normale, und zwar nach der durch Apv bestimmten
Richtung derselben.

Im Vorangehenden war keine Veranlassung vorhanden, in dieser Hinsicht
genauere Bestimmungen zu treffen; ich setze nunmehr fest, es sollen Apv oder
ihre Cosinus so gewihlt werden, dass die durch sie bestimmte Richtung von
® nach &' fithrt.

Dann ist o ein gebrochner oder ein reflectirter Strahl, jenachdem % positiv
oder negativ ist.

Dieses Kriterium muss nun auf die Gleichung (8) iibertragen werden. Sei

cosa’ cos B’ cosy’
Py o o 1 to'y =7 (1)
also
A'(pgr)=0. ®

Ist das vollstindige Differential
04'(pgr)=FPop+ Q0g+ Eor,

ferner

Pp+@q+Rr=N, Pcosh + Qeosu+ Beosv = Z,
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so folgt aus (8)

G 0o _ 9o
Nacosa' =F, N'() cosf’ % Nacos*f’ =F,
also
[y L Z .
N =%

Setzen wir nun fiir pgr ihre Werthe aus () ein, mithin

cosx +kcosA cosB 4 &cosu .__cosy--Fkcosy
= > = =0 @

und betrachten in der Gleichung (8) % und w als Variable, so folgt auch
Zyk— Npa==0,
also haben wir unter dieser Voraussetzung
(0o
t =5
Um zu untersuchen, ob einer reellen Wurzel £ der Gleichung
(B) ein nach ® oder ein nach ® fithrender Strahl o entspricht,
muss man also in dieser Gleichung » als Function von % betrach-
ten; dann findet der erste oder der zweite Fall statt, jenachdem
I
ok
positiv oder negativ ist, vorausgesetzt dass die Normalenrichtung
Apv von ® nach ® fihrt.

24.

Die Anwendung dieses Kriteriums auf die Wellenfliche der homogenen
elastischen Korper liefert die folgende Eigenschaft derselben, welche vielen,
aber nicht allen Mittelpunkisflichen zukommdt:

Die Anzahl der Tangentialebenen, welche durch eine Gerade @
an die Wellenfliche A" eines homogenen elastischen Korpers ge-
legt werden konnen, ist stets eine gerade Zahl 2m, und m eine
der Zahlen 0, 1, 2, 3.
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Legt man eine Ebene € durch G' und den Mittelpunkt der Fliche A, und
zieht aus letzterm die Strahlen nach den 2m Beriihrungspunkien, so erhilt
man auf der einen Seite von T ebenso viel Strahlen wie auf der andern, also
auf jeder Seite m Strahlen.

Ist

A-'u— 1 Alaz A'is

A-’zi Arzz —1 A-Izs =0

Ast A’az A’ss —1
die Differentialgleichung A'=0 und, wenn fiir die Derivirten von ¢ ihre
‘Werthe aus («) eingesetzt werden:

50 dass
Wy =Ap, + 2Bk + O 1?

von o frei und ganze Function zweiten Grades von k ist, so kionnen wir
statt der Gleichung (8) die folgende nehmen

Uy —o® Ay Ass ‘
K"-—“— 912; 9}:22""@3 grzs I==0,
2[31 @rsz 2‘33 — b.)2 }

dann entsprechen die aus G' an A’ zulegenden Tangentialebenen den reellen
Wurzeln % dieser Gleichung, vorausgesetzt dass man fiir » denjenigen festen
‘Werth nimmt, welcher dem einfallenden Strahl ¢ entspricht.

Um die Bedingung zur Geltung zu bringen, dass nur reelle Werthe von %
und o in Betracht kommen, stellen wir £ als Abscisse, w als Ordinate in
einem rechtwinkligen Axensystem dar. Dann ist K eine Kurve 6 Grades,
und die Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer Geraden w==const. eine der
Zahlen 6, 4, 2, 0, was der erste Theil des obigen Satzes ist. Ist 2m die
Anzahl der Schnittpunkte, so behauptet der zweite Theil des Satzes, dass

—%—% in m von ihnen positiv, in den m iibrigen negativ ist. Der Beweis hiervon
ergibt sich wie folgt.
Fiir jedes reelle & sind alle Wurzeln o reell, paarweise entgegen gesetzt

gleich, und keine von ihnen wird jemals =0 (art. 13). Die Kurve hat also
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6 reelle Zweige, die sich von k=—oo bis k=4 oo erstrecken; drei von
ihnen, o, », und w,;, verlaufen auf der Halbebene » >0, die drei andern sind
zu ihnen in Bezug auf die Axe der % symmetrisch. Diese Axe wird von
keinem Zweige geschnitten.

Solange % endlich bleibt, &ndern o, w,, w; sich stetig mit k. Werden,
wihrend £ sich ununterbrochen in der ndmlichen Richtung dndert, zwei Wur-
zeln w,, o, einander gleich, so trennen sie sich dariiber hinaus wieder, ohne
imagindr zu werden; also kehrt die Kurve dort nicht zu frithern Werthen
von k zuriick, sondern es bildet sich ein Doppelpunkt.

Wenn also, wihrend £ fortwishrend zunimmt, zwei Zweige o, und w, zum
némlichen Punkte fithren, so gehen von dort zwei Zweige weiter zu grossern
k; welchen von beiden man als Fortsetzung von w, betrachten will, ist fiir
unsern Zweck gleichgiltig. Hat man aber hieriiber fiir jeden Doppelpunkt
verfiigt, so hat jeder Zweig der Kurve die wesentliche Eigenschaft dass ein
Punkt, welcher ihn von k=—o0 bis k=4 oo durchlduft, wihrend dessen
niemals zu kleinern % zuriickkehrt, sondern ununterbrochen zu grossern £
fortschreitet. Dies ist die erste Eigenschaft der Kurvenzweige, welche hier in
Betracht kommt.

Die zweite, welche mit dieser zusammen den Beweis unserer Behauptung
liefert, besteht darin, dass sowohl fiir k=—oco wie fiir k= oo drei Wurzeln
w=- oo die drei andern = — oo werden.

Aus beiden zusammen folgt, dass ein Punkt, welcher auf der Halbebene
» >0 einem Kurvenzweige von k= — oo bis k= -} oo folgt, stets zu grissern
k fortschreitet, aber Anfangs von unendlich grossen zu endlichen Werthen
von » sinkt, und schliesslich wieder von endlichen zu unendlich grossen Wer-
then von o steigt. Wenn aber ein solcher Zweig von einer Geraden » = const.
iiberhaupt geschnitten wird, so muss er durch diese Gerade ebenso oft von
grossern zu kleinern, wie von kleinern zu grossern » gehen. Da er jedesmal
zu grossern k fortschreitet, so ist %% im ersten Falle negativ, im andern positiv.
Beide Fille treten fiir jeden einzelnen Zweig gleich oft ein, also gilt dies auch
von allen Zweigen zusammengenommen, w. z. b. Ww.

Die Huyghens’sche Construction liefert jedenfalls eine Tangentialebene
an A, diejenige, welche dem nach %’ hinein sich fortsetzenden Strahl o ent-
spricht, also auch mindestens eine, welcher ein reflectirter Strahl entspricht.
Die Anzahl der reflectirten Strahlen ist also 1, 2 oder 3, die der gebrochnen
0, 1, 2 oder 3, was im Ganzen 12 verschiedene Fille gibt.
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Nur in einem von diesen Fillen, ndmlich wenn beide Zahlen
=3 sind, reichen die Grenzbedingungen allein hin, um die ent-
stehenden Unstetigkeiten vollig zu bestimmen; in den 11 iibrigen
Fillen bedarf es hierfiir der Integration der Differentialglei-
chungen d. art. 4.

25.

Es handelt sich nur noch um den Nachweis dieses Satzes, nicht um aus-
gefithrte Rechnungen, deren Resultate wenig lohnend sein wiirden.

Sei wieder ¢ die Kurve, in welcher die Grenzfliche & zur Zeit ¢ von 3
geschnitten wird, Wird ein an & grenzender Punkt von I iberschritten, so

0
ot

moge die Gesammtzunahme, welche ein ihm zugeordneter Werth, z. B.
oder II', erlangt, durch
u I
(&) @

bezeichnet werden.

Nun bleibt sowohl vor- wie nachher in einem solchen Punkte [(1) art. 19]
w=u, v'=0, w=1w also auch %@t %{z > U. 8. W., also folgt weiter
ou o ov ov ow Bw)
=) G-E) GG o
und aus demselben Grunde folgt aus (2) art. 19

p (I 08 A =4 IT's 008 o 4 IT's cosv) == p(TL, co8 ) -+ ITscosp - IT;c08v)

p (150082 - IT'; cos pn 1T’y 008 ¥) == p(II; cos A -+ My cosp. - I, 08 v)
p (I cos A 41Ty e08 . + IT'; €08 ) == g (TT; co8 A - II, cos e - TI; cosv) .

(I

Es ist fiir unsern Zweck wiinschenswerth, noch ein Formelnsystem abzuleiten.
Da an & vor und nach dem Durchgange von

0w Qu _pgu  Qu . 0w Qu

9%z 9z 0y 0y D7 —%—=cos>«:cos{¢:cow
ist, was ebenso fiir v" und v sowie fiilr %" und w gilt, so ist auch

(gi) (g;) (%j) (%g.);(%ﬁg)—-(%%)zcosl:coswms%
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oder, wenn afyw sich nur auf die einfallende Unstetigkeitsfliche = beziehen,
wegen (I)

0w . Ou' cosa Du , Qucose) (puw |, pu' cosk

(G + 5 ) -G+ ) (B 5 ) -

% % cos w u’ cos u % coS
(8 —{-%t — ) (%—;-k%t w) (az‘{"%t‘—wl)—COSA:COSfL:COSV.
Die hier eingehenden Gesammtzunahmen erhilt man auch wie folgt. Man lege
um den Einfallspunkt p in der Normalebene von ! einen unendlich kleinen
Kreis und nenne B den Halbkreis welcher in den Raum ® fillt, den andern
R'. Sodann wihle man zur positiven Seite einer Unstetigkeitsfliche jedesmal
diejenige, welche der wirklichen Fortschrittsrichtung von ! zugewandt ist.

Dann ist z. B. (_ﬁ_ﬁ) die Summe aller stetigen vermehrt um die Summe aller

0z
plétzlichen Zunahmen, welche ,—% erlangt, wenn R von der positiven nach der
negativen Seite durchlaufen wird. Die unstetigen Zunahmen treten ein beim
Durchgange durch 3 und die verschiedenen reflectirten Unstetigkeitsflichen,
die stetigen beim Durchgange durch die Winkelrfiume zwischen & und den
Unstetigkeitsflichen. Ebenso verh#lt es sich auf der andern Seite von €.
Ich bezeichne nun die Summen der plotzlichen Zunahmen fiir die Minuenden
der vorstehenden Formel durch A'B'C’, fiir die Subtrahenden durch A BC,
und behaupte dass identisch A:B:C=A'B (' =cos):cosp:cosy ist. Ist dies
bewiesen, so ergibt sich, dass aus der Grenzbedingung #' = u, abgesehen von
(I), nur noch zu schliessen ist, dass die vorstehende Proportion fiir die
Summen der stetigen Zunahmen der in sie eingehenden Ausdriicke gilt.
Es nehmen aber

au+@y_ cos« ou |, 0w cosf 0% , Qu cosy

0z IC ot

0t @ 7 Py 0t o 0 0t o
zu (1) beim Durchgange durch = um Null, da diese Zunahme

ou Oulcosa
|- 5=
w. s, w. ist; (2) beim Durchgange durch 3, um
_ Bu] _[@] cosx _ cosoy —cosx[Qu k,cos?[ ]
5 -] == 5] = :
Bicosu[gu Ficosv[pu
oo [ O i
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und da dies fiir jede reflectirte Unstetigkeitsfliche 3, gilt, so folgt fiir die
Summen aller plotzlichen Zunahmen A4:B:C=cos):cosp:cosv, und offenbar
gilt dieser Nachweis, der sich allein auf die Formeln (3) art. 5 und (6) art. 20
griindet, auch fir 4, B" und C
Bezeichnen wir also durch (%—Z) ) (%%) w. s. w. die Summe aller stetigen
ou  ou

Zunahmen, welche 5%’ 0w u. s. w. erlangen, wenn R, B’ von der positiven
nach der negativen Seite durchlaufen werden, so reducirt sich unsere Pro-
portion auf

) (e )

o s Nl D

nebst der gleichen Proportion fir " und » so wie fiir ' und w, und es ist
bewiesen dass ausser (I) sich aus der Grenzbedingung % = usw. keine andern
mehr ergeben. —

Wenn die Linie 7 in unendlicher N#he umkreist wird und eine veréinder-
liche Grosse sich dabei stetig, aber so #ndert, dass sie endliche Zunahmen
erlangt, nachdem die Umkreisung um einen endlichen Winkel fortgeschritten
ist, so ist sie in der Linie ! selbst unbestimmt. Wenn daher die ersten Deri-
virten von u, v, w, «, v, w' in I nicht unbestimmt werden, so sind auf der
linken Seite von (III) alle Glieder =0. Wir werden sehen, dass letzteres
nicht immer der Fall sein kann, und dann schliessen miissen, dass die in Rede
stehenden Derivirten an ! unbestimmt und von der Eintrittsrichtung abhéngig
werden.

Ich beginne mit dem Falle, wo sowoh! durch Reflection wie durch Brechung
drei Unstetigkeitsflichen entstehen; derselbe tritt ein, so lange die in T liegende
Gerade G* weder A noch A’ schneidet. Nimmt man an, dass in diesem Falle
die ersten Derivirten von # v... w’ an ! nicht unbestimmt werden, so bleiben
nur die Grenzbedingungen (I) (IT) tibrig, und die dort eingehenden Gesammt-
zunahmen driicken sich aus durch die Unstetigkeiten der Derivirten. Diese
reduciren sich durch die Formeln (3) art. 5 auf die Componenten UV W,
withrend diese sich (art. 14 C und art. 15 4 B) in allen Fallen durch eine
einzige Hiilfsgrosse ausdriicken. Die Anzahl der Unbekannten ist also =6,
gleich der Anzahl der Gleichungen (I) (II).
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‘Wir halten uns bei einer Theorie dieser Gleichungen nicht auf, und gehen
zur Schlussuntersuchung iiber, dem Nachweise, dass die noch iibrigen 11 Fille
eine neue nicht mehr hierhin gehdrige Klasse von Problemen bilden, insofern
die im vorigen Falle vorhandene Méglichkeit, die gesuchten Unstetig-
keiten unabhéingig vom stetigen Verlaufe der mit ihnen behafteten
Functionen, also ohne Kenntniss dieser Functionen selbst zu fin-
den, in den noch iibrigen Fillen nicht mehr stattfindet.

Ich vergleiche miteinander drei Fille der vorliegenden Anfgabe, welche q,
b, ¢ heissen mogen, und unendlich benachbarten Lagen der Geraden G ent-
sprechen: im Falle a schneidet die Gerade G' weder A noch A’, im Falle
berithrt sie A, im Falle ¢ wird A" von G in zwei unendlich benachbarten
Punkten geschnitten.

Im Falle o existiven also alle Unstetigkeitsflichen; derselbe wird demnach
durch die vorhin erdrterten Gleichungen (I) (II) erledigt. Im Falle ¢ existiren
nur noch zwei gebrochne Unstetigkeitsflichen; folgen dieselben im Falle «
von der positiven nach der negativen Seite hin in der Reihenfolge =/, 3", =
aufeinander, so moge im Falle ¢ =" und 3" noch reell vorhanden, aber ="
imagindr geworden sein.

Im Falle o findet also zwischen =’ und }" noch eine Unstetigkeit statt,
aber nicht mehr im Falle ¢. Zu beiden gehtrt b als Grenzfall. Die Werths-
vertheilungen in den Fillen o und ¢ konnen also von der im Falle b statt-
findenden, folglich voneinander nur unendlich wenig abweichen. Wahrend aber
die Derivirten von #'v'w’ im Falle ¢ beim Durchgange durch 3" plotzliche
Werthsaenderungen erleiden, ist an Stelle dieser Unstetigkeiten im Falle ¢
eine davon nur wenig abweichende, aber sietige Aenderung um die gleichen
Betrige getreten.

Im Falle ¢ bedeutet hiernach z. B. (%) die Summe von 3 plétzlichen

Aenderungen, welche beim Durchgange durch 3, 3", 3" stattfinden: im Falle
¢ bedeutet dieses Zeichen, bei nahezu gleichem Werthe, die Summe der
plotzlichen Aenderungen beim Durchgange durch =" und 2", vermehrt um die
von Null verschiedene, aber auf stetigem Wege erfolgende Zunahme beim

4

Uebergange von X' bis g .

Von den Unbekannten, die im Falle ¢ aus (I) und (IT) bestimmt werden,
sind also im Falle ¢ deren 12 nicht mehr vorhanden: es sind dies die Unste-
tigkeiten der ersten Derivirten von #'¢'w’ an Z=°, welche sich durch phorono-
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mische und mechanische Relationen auf eine einzige Unbekannte reduciren.
An ihre Stelle sind im Falle ¢ die stetigen Zunahmen getreten, welche diese

12 Derivirten beim Uebergange von 3 bis g’” erlangen. Fiir diese stetigen
Zunahmen besitzen wir in den Gleichungen (III) (welche sich vereinfachen)
phoronomische Relationen, durch welche diese 12 Unbekannten auf 6 reducirt
werden. Gébe es noch mehr mechanische oder phoronomische Relationen, z.
B. solche, die aus dem Begriffe der Unbestimmtheit einer Function in einer
Linie I entspringen, und zwar im Ganzen so viele, dass durch sie diese 12 ste-
tigen, unbekannten Zunahmen auf eine einzige Unbekannte reducirt wiirden,
so wirden die Gleichungen (I) (II) wieder nur 6 Unbekannte enthalten, und
auch die vorliegende Aufgabe wiirde ohne die Kenntniss der Functionen uvw
selbst l6sbar sein.

Aber ein solches System von phoronomischen und mechanischen Relationen
gibt es in diesem Umfange nicht. Denn wenn dasselbe existirte, so wiirde
das némliche System der so beschaffenen Relationen die erwihnten 12 stetigen
Zunahmen auch in dem Falle auf eine einzige Unbekannte reduciren, wo z.
B. zwei gebrochne Unstetigkeitsflichen imagindr geworden sind, wihrend die
Grenzbedingungen (I) (II) fiir den Raum %' drei Unbekannte fordern.

Ich schliesse daraus, dass in allen denjenigen Fallen, wo gebrochne oder
reflectirte Unstetigkeitsflichen imagindr werden, die stetigen Zunahmen der
ersten Derivirten von #'v'#’ oder wow in den frei werdenden Winkelrdumen
nicht durch phoronomische und mechanische Grenzbedingungen allein, sondern
nur durch Integration der partiellen Differentialgleichungen d. (art. 4) auf
diejenige Anzahl von Unbekannten reducirt werden konnen, welche fiir die
Befriedigung der Grenzbedingungen (I) (II) erforderlich ist.

Strassburg, 20 Marz 1877,
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