
Ueber die Fortpflanzung von Stossen
durch elastische feste Korper .

(Von E. B . CHRISTOFFEL, in Strassburg .)

I. Die vollstlindigen Bedingungen fur die Bewegungen im Innern eines
elastischen festen gorpers.

1 .

In der gegenwartigen Abhandlung werde ich die in meiner vorigen Arbeit
(Seite 81 d. B.) entwickelten Principien auf die Fortpflanzung von Stossen durch
elastische feste Korper anwenden. Ich beginne mit einigen Vorbemerkungen
darfiber, wie die bier zu entwickelnden Erscheinungen zu verstehen sind, da
die folgenden Untersuchungen keine Unklarheit fiber diesen Punkt vertragen .

Ich denke mir einen homogenen elastischen Korper ohne Einwirkung aus-
serer Krafte im Gleichgewichte, and bezeichne fur dies e n Fall durch x y z
die rechtwinkligen Coordinaten eines seiner Theilehen m, durch p seine
constante Dichtigkeit, durch 9? den von ibm erfullten Raum, durch c seine
Oberflache.

Wird das Gleichgewicht dieses Korpers gestort, so bezeichne ich wie Ublich
durch x + u, y -F v, z + w die Coordinaten des namlichen Theilchens m zur
Zeit t. Die Grossen uvw, die Verschiebungscomponenten von m, werden als
Functionen von t x y z aufgefasst, d. h. sie werden den Punkten xyz d e s
ruhenden Raumes 42 zugeordnet, so dass sie fur jeden Zeitpunkt t die
wirkliche Lage desjenigen Theilchens m bestimmen, welches xyz zu Gleich-
gewichtscoordinaten hat .

Wir reduciren demnach sammtliche bier zu untersuchenden Erscheinungen
auf diesen ruhenden Raum 9? and seine Oberflache Cam. Insbesondere wird, bei
der Fortpflanzung von Stossen, als Unstetigkeitsflache zur Zeit t nicht die
wirkliche, zu dieser Zeit stattfindende Unstetigkeitsflache bezeichnet, sondern
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diejenige Riche 2, welche zwar die namlichen Massentheilchen wie jene,
aber in ihrer Gleichgewiehtslage von einander trennt . Aus der Gestalt dieser
letztern and ihrer Fortpflanzung im homogen ausgefullten Raume t kann man,
wenn uvw bekannt sind, sofort auch die Gestalt jener and ihre Fortpflanzung
durch den in Vibration befindlichen elastischen Korper finden .

2 .

Die elastischen festen Korper bieten zwei Erscheinungen dar, welche auf
Unstetigkeiten beruhen, die Spaltung and die Fortpflanzung von Stossen .

Bei der Spaltung bildet sick im Raume 4? eine Flache, fangs welcher die
Verschiebungscomponenten u v w selbst unstetig sind, and these Flache breitet
sich, der fortschreitenden Spaltung entspreehend, im Raume R immer weiter
aus. Ich schliesse diesen Fall von den gegenwartigen Untersuchungen aus ;
er betrifft in erster Linie die Lehre von den Spaltflachen der Krystalle, erfor-
dert aber eine Vervollstandigung der Hypothesen fiber die Constitution der
elastischen festen Korper .

Ich setze also fur die folgenden Untersuchungen voraus dass uvw, welche
nach dem Begriffe der Masse sich mit t stetig andern, auch stetige Functionen
von xyz sind. Die einzigen Unstetigkeiten, welche in Betracht zu ziehen sein
werden, sind in Folge dessen Unstetigkeiten der ersten and hohern Derivirten
von uvw ; ihnen entspricht die Fortpflanzung von Stossen .

Schliesslich bemerke ich noch, dass die Untersuchung in i blicher Weise
auf solche Erscheinungen beschrankt ist, bei denen das Prineip der Super-
position stattfindet, also alle Bedingungen in den Werthen von uvw linear
werden .

3 .

Unter diesen Voraussetzungen lassen sich bekanntlich die Spannungen, wel-
che an einem Theilchen m auftreten, wenn die Einriehtung des elastischen
Korpers gestort wird, aus einer Kraftefunction herleiten . Dieselbe ist eine
quadratische Form der seebs Variabeln

O'_ v
6 ' = ax

	

dy

e,==v + ay

	

b5= ax -}- az

83
a z

66- au avay + ax



and soil im Folgenden durch

11= 2: at. eµ 0,

	

(t. ) v=1, 2, . . . 6)

bezeichnet werden .
+ -

Seien m, m Theilchen welche einander beriihren, and sei 07, das Flacheii-
element, welches sie in der Gleichgewichtslage voneinander trennt . Ueber

Al wird auf der Seite von m die Normale errichtet ; die Winkel, welche sie

mit den positiven Axen bildet, heissen a j3 y . Zwischen m and m wirken Spann-
krafte; Bind

pXOI,

	

pYAY.,

	

pZ42:

die an m wirkenden Componenten derselben, so ist

X= ll i COS a + ItCO0+ II5 cOS y

Y=lls cosa+II2 cos(3+H4COSy

Z=H Cosa+114 cos A+II3 Cosy,

and bier ist allgemein

A-,,-
2 a0'.

Man nimmt an, dass die quadratische Form II eine vollstandige and stets
positive ist, d_ h . dass sie die Eigenschaft besitzt, bei reellen Werthen der
sechs Variabeln e nur dann = 0 zu werden wenn alle Variabeln zugleich
verschwinden, and in alien ubrigen Fallen positive von Null verschiedene
Werthe anzunehmen (vergl . die Abhandlung des Herrn Kirchhoff in Bor-
chardt's Journal 56, pag . 290-291) .
In besondern Fallen vereinfacht sich der Ausdruck fur die Kraftefunetion H

(vergl. unten art. 14 B and art. 15 zu Ende) ; fur unsern Zweck ist es vor-
theiihafter, die obige allgemeine Form beizubebalten .

4 .

Wird der elastische Korper ausschliesslich den zwischen seinen Theilchen
wirkenden Spannungen i berlassen, so gelten fur das Innere des Raumes lt2
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die linearen partiellen Differentialgleichungen

a2 2t _ ?111 + ?H s a n s
at2 axay+az
a2v = an6 +ant

+a

	

TX aJ aanz4
?22V a rts ?n4 a n3+ +a

	

x aY az
'

solange die ersten Derivirten von uvw nicht unstetig werden . We dieser
Ausnahmefall eintritt, gelten andere Bedingungen welche wir nun entwickeln
wollen .
Sei, immer auf den Raum R reducirt, das Flachenelement Al des

vorigen art . Element einer Unstetigkeitsflache !, and mit Beibehaltung der
dort gewahiten Bezeichnungen, diejenige Seite von 1, uber welcher die Nor-
male errichtet worden ist, die positive . Sodann sei T die Ebene, von welcher
I in diesem Elemente berUhrt wird .
Mit I zugleich schreiten auch die Tangenti lebenen von I i e fort .

Ist L1 ' eine spatere Lage von!, so kann man das Gesetz, nac e c m die
einzelnen Tangentialebenen sick fortbewegen, so wahlen, dass T each diesem
Gesetze in eine beliebige Tangentialebene T' von !' fibergeht .
Wir wahlen dieses Gesetz, wie in der vorigen Abhandlung, so,

dass jede Tangentialebene T ihre Lage nur nach der Stetigkeit
andert and zu ihrer ursprunglichen Lage parallel bleibt . Die Bahn
ihres Beriihrungspunktes heisst dann der zur festers Normalenrichtung
i 7 geharige Strahl, and die positive oder negative Geschwindigkeit, mit

welcher T nach der namlichen Richtung fortschreitet, wird durch

W

be
Ist w positiv, so ist p&)AtAl die Masse rn, welche Al im Raume J wahrend

der Zeit A t iiberstreicht. Diese Masse geht wahrend der Zeit 0 t aus den

Geschwindigkeitscomponenten aI
t }

av
t	 , a

~ t
uber in die Geschwindigkeits-

componenten a n . re v , as was die Geschwindigkeitsvermehrungen
at

	

at

(d)



gibt . Sie erleidet also in der Zeit At einen Stoss, and die Componenten der
Stoss kraft sind

Pw [VI' ,

	

pw [atj ,

	

pW[a t] 0 Y. •

Diese Ausdrucke bleiben auch richtig, wean A in entgegengesetzter Riehtung
fortschreitet, also w negativ ist, weil dann die Ausdrucke fur die gestossene
Masse and ihre Geschwindigkeitsanderungen mit entgegengesetztem Zeichen
zu nehmen sind .

Diese Masse hat die Gestalt eines Cylinders, dessen Grundflachen zu A . pa-

rallelrallel and ==Al sind . Bedeuten X YZ die Werthe der im vorigen art . gege-
benen Ausdrucke X YZ in derjenigen Grundflache, welche wahrend der Zeit

At auf der positiven Seife von 0l liegt, XYZ ihre Werthe in der andern, so
wirken auf die Masse m, wahrend sie von A l durchlaufen wird, (1) an den

beiden Grundflachen die Componenten p X0l , p Yz l, p Zz 1 and - p XO.E,

- p YA , - p Zd 1, (2) ausserdem nur noch Krafte, welche einander bis auf
unendlich kleine Differenzen aufheben . Also folgt z. B .

[ a 't] ° l pXo:- pXol

mithin

w[at,--X- -0'

Nun sind X, Y, Z in x

	

f , . . . linear and homogen ; also ist X -- X aus

[?u

	

a'u , • • • genau ebenso gebildet

	

X selbst aus u , au I . . .
ax~ [ay_

	

ay
mengesetzt ist. Setzen wir

Fait
ax1

	

B,

[I+[]=e'4az
and

durch elastische feste KSrper.
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w[?t l+ Y-Y=o, w
L
attl+z-z=o.

6' v ,

[T
a wl
x I + [a- I 8,5

1 a n'

zusam-

aw[a z =

[FYI +[ax]--0"7
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so wird

X- X= II', cos a + lI's cos (3 + H'; cosy,
U. S. W., also haben wir fur den Stoss, den die von I iiberschrittenen
Theilchen erleiden, die mechanischen Bedingungen :

wra + H' 1 cos a + II', cos (3 + n",Os, = 0

r')P" + II' 6 Cosa + II'2 cos R + n', cos y = 0

	

(6)

LMW]+n
COS +fl'4COSP+ 11 3COSy- 0,

wahrend lungs I wegen der Continuitat der Masse
+ -

	

+ -

	

+ -
u-u=0, v-v=0, w-w=0

	

(E)

bleiben muss.
Dies ist, fur das Innere eines elastischen Korpers, das vollstandige System

aller aus mechanischen Griinden zu schopfenden Bedingungen, wenn der Fall
wo dieser Korper sich spaltet, ausgeschlossen bleibt .

II. Die Fortpflanzung der Unstetigkeiten im Innern
eines elastischen Korpers .

5 .

Wir bezeichnen auch in dieser Abhandlung die Coordinaten eines Punktes
durch ~ 4 S oder durch x y z, jenachdem er der Unstetigkeitsflache ~E angehort
oder im Innern des Raumes R nach Belieben angenommen werden kann .
Dann hat t fur alle Punkte einer . Unstetigkeitsflache denselben Werth, and
ist durch die Fortpflanzung dieser Flache so als Function von ~ 4 ~ bestimmt,
dass

a t

	

COS a

	

at - cost

	

a t

	

cos y
a ;

	

w '

	

an - W '

	

a~

	

W
( 1 )

ist. In der That ist (vergl . meine vorige Abb . art. 5) das vollstandige Diffe-
rential von t proportional zu cos a a ~ + cosP a i+ cos y a ~ ; nimmt man, zur
Bestimmung des Proportionalitatsfactors, fur a 4, a)7, a ~ die Componenten des



Weges 6) 1 t, Avelcher in der Zeit a t in der Richtung der positiven Normale
zuruckgelegt wird, so ergibt sich cos a?l + cos Ran + cos y?>= ON, also gilt
these Gleichung allgemein. Setzen wir nun

RUL=
UI

	

C atsMt I

	

ILV I ~ V7
~ati W7

so ergeben rich aus (s) die Relationen

N + U kt-~0 p .,I
+U~ t -o

W

	

IN w -

als die Bedingungen fur die mit der Stetigkeit von uvw vertraglichen Unste-
tigkeiten ihrer ersten Derivirten.

Diese Werthe milssen nun in (a) eingefuhrt werden . Benutzt man die Rela-
tionen (1) and (2), so folgt zunAcbst :

T

	

e ??
I

-F + ft,

W+ H

Nun Oft aus (3)
of

IT

	

e`Q

Vat

bedeutet daher

durch elastische feste Korper .
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Lafp =
2 ~U

P

1.4
G Is ==-Wat +Ua

den Ausdruck, in welchen II' durch these Substitution fibergeht
dratische Form von UVW und, weil U nur in 0, ) 0, ) O' s vo

(2)

(1)

(4)

P qua-
mmt,
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Ahnlich verhalt es sich mit den Ausdriicken fur die Derivirten von P nach
V and W. Die Gleichungen (a 1) geben also

U-1 aP

	

V-1 aP

	

1 aP2
aU,

	

-2av' IV=Taw ,

	

(5)

and es handelt sich zunachst um den Ausdruck and die Eigenschaften von P .

6 .

Die folgenden Rechnungen sind ohne Anwendung symbolischer Formen
schwer durchfiihrbar . Sei

0-a 1B1 + a2 02+ a3O3 + a4 B4+ a5 B5+ a6 e6,

so ist 0 2 die symbolische Form fur H. Setzt man nun

and

Q=A1U+A2V+A3W=M1 ŷ + M2 0t +M3ay

so wird vermoge der Gleichungen (4)

also ist symbolisch
P=Q2

1 ap_

	

1 DP =

	

1 Op2 aU -A1Q, 2TA2Q, 2 ayV =A3Q.

Hierzu bilden wir die Effectivwerthe

A . A,=Acv=A,,,..,
so dass ausgerechnet

P=A.11U2 +A22V2 +A33W2+2A23VW+ 2A31WU+2A12UV

a,at +a,an +a, -L' =A1 a1 U+a6V+a;W=M1

a6 at+a2a~+a4at=A2 a6U+a2V+a4 W=M2

a5~ +a4 at +a3 = A3 a5U+a4V+a3W=M3



wird ; die Ausdri cke dieser Coefficienten ergeben sich aus folgender Tabelle

Dies sind die Formeln, deren wir fur die Behandlung der Gleichungen (5)
bedurfen. Was die Eigenschaften von P als quadratische Form betrifft, so
erinnere man sich, dass II' eine vollstandige and stets positive quadratische
Form von 0 ' ,, 0',, . . . 0' 6 ist. Solange die in (4) stehenden Werthe dieser Argu-
ments reell sind, ist also P stets positiv, and nur in dem Falle = 0, wo alle

Argumente zugleich verschwinden. Da aber z. B . 9'; - 4 0' 2 B'3 -
. (
V
a
-Wet

1 2a

ist, so konnen die sechs Argumente von P nur dann gleichzeitig verschwinden,
wenn

U ~~L==O U at
=0

Vat=o

=0

durch elastische feste Korper .

V at
an =o

t
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d. h. wenn gleichzeitig U= 0, V=0, W=O wird, da wegen der Gleichung
(t)2 (t)2

+ + (aC)2= 72
die ersten Derivirten von t nicht zugleich verschwinden konnen .

Also folgt, dass P positiv and von Null verschieden bleibt, solange U, V, W
nicht zugleich verschwinden, d . h. P ist eine vollstandige and stets positive
quadratische Form von UV W.

Annali di Matematica, tomo VIII.
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AS, a1, a66 a55 2 a65 2 a5, 2 a,6

A22 a66 a22 a44 2((24 2 a46 2a62

A33 a55 a44 a33 2 a43 2 a35 2 a54

A23 a65 a24 a43 a23+ a44 a45T a63 a64 + a25

A31 a5, a46 a35 a45 + a63 a3,- a55 a56 + a4,

A,2 a15 a62 a54 a64 + a25 I a56 + a4, a12+ a66
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Ist

7 .

Die Gleichungen (5) gehen nunmehr fiber in

A,,U+A,,Y+A,W==U
A2 , U+ A,2 V+ A sW== V

wenn
Al ==Iq j

gesetzt wird. In der That sind die Glieder dieser continuirlichen Gleichung
und aus (1) ergibt sick

Abgesehen von den Grenzf1illen, wo in (III) alle Nenner verschwinden, sind
also UVWlurch P allein ausgedriickt, wahrend es zur Bestimmung von P
neuer Bedingungsgleichungen bedarf. Die weitere Untersuchung mit Einschluss
der in Rede stehenden Grenzfdlle hgngt von der Integration der Gleichung (11)
ab, zu weloher wir nun Ubergeben .

die Determinante dieser Gleichungen, und werden die Unterdeferminanten in
fiblicher Weise durch Ap, bezeichnet, so folgt, wenn der Fail wo gar keine
Unstetigkeiten stattfinden ausgeschlossen bleibt,

A
(a ar

Lt I .- A

	

(11)
?c )~ V

A Differentialgleichung der UnstetigkeitsfIRchen und, abgesehen
von den besondern Fallen, wo mit A zugleich alle Unterdeterminanten ver-
sebminden

=w.

A2

A32

A23

A3s-1

p
A i



Zur Integration der Gleichung
a

	

t ?

	

t

8s 8n
fuhren wir wieder die Werthe

f? t _ cos a

	

? t

	

cos (3

	

(? t

	

cosy

wodurch sie in

durch elastische feste Xorper .

III. Die Unstetigkeitsflache 2 and das zugehorige Strahlensystem .

8 .

w
R
= w

203

(1)

4eos ,a cos~3 , cosy)-0

	

(II a)
w

	

w

	

w

ubergeht. In dieser Form lehrt sie, dass die Gleichung (II) weiter nichts
enthalt als die Vorschrift, mit welcher Geschwindigkeit w eine jede Tangen-
tialebene T von I nach der zu ihr senkrechten Richtung a ( y der positiven
Normale fortschreiten soil .

Es ist demnach klar, dass die Flache I in ihren spatern Lagen nur dann
bestimmt sein kann, wenn eine Anfangslage derselben feststeht, and dass diese
letztere willkurlich angenommen werden kann, soweit ihrer Normalenrichtung
durch die Gleichung (II a) ein reelles w zugeordnet wird. Sei Zo die der Zeit
t - 0 entsprechende Anfangslage von ~ .

Um die spatern Lagen von I zu ermitteln, hat man nur nSthig, zu jedem
Punkte mo ( ~ na ~o) von .1 o die Lage m (y ~) desjenigen Punktes von I zu be-
stimmen, in welchem die Tangentialebene T parallel ist zur Tangentialebene
To von 4, in m0 . Sei X cos a + • • . =p die Gleichung von T, also p das, each
der positiven Normalenrichtung a R y hin wachsende Loth aus dew Ursprunge

auf T, within
~p

= w. Da w von t unabhangig and (art. 4) p stetige Function

von t ist, so folgt p - po=
Ausserdem folgt fur t = 0, well To durch m0 geht, po = SeCos a + - • • ,
erhalten wir als Gleichung von T :

(X-~,)cosa+(Y-r,)cosi -{-(Z-Q Cosy = Wt.

also

(T)

Um die Coordinaten ~ n ~ des Beruhrungspunctes m zu finden, mussen wir cos a )
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cos j3, cosy variiren, wahrend t and ebenso X = ~ , Y= n, Z= ~ ungeandert
bleiben. Dann folgt

w,

das verstanden werden, was aus

n

	

an

Um fur aw einen passenden Ausdruck zu gewinnen, seize ich folgendes feet .
Sind p, q, r u n a b h an g i g e Variabeln, so bestimmi die Gleichung

0 (

	

S2~ = 0

11 als homogene Function ersten Grades von p, q,

7

	 aw
a cos a '

ap

	 aw
acos{s

as
aq'

an
ar

r ; im Folgenden soil enter

aw
a cosy

wird, wenn man p = cosa, q =coca, r = cosy setzt. Es soil mit andern Worten
w als homogene Function ersten Grades von cosa, cosa, cosy aufgefasst wer-
den ; dann steht die Bedeutung seiner Derivirten nach diesen Grossen vollkom-
men fest, and es wird

aw •COSa+aw •COS(3+ aw •cosy= w,

	

(d)
aCoga

	

acos~

	

acosY

wahrend die Gleichung (c) in

( -~o-t a aQ aIacosa+(n-na -t aa)acos(4-~o-taw Iacosy=0

ubergeht. Dies gilt fur. alle Werthe der
l
Variationen, welche cos a acos a -f-

cos (3 acos A + cosy acos y = 0 geben, also folgt

- o -t a"' =hcosa,

	

n-no-t aw =hcos(3,

	

~-~o-t
aw =hcosy .

(~ - ~ o ) COS a+()? - no) COs j3

	

COS 7 = w t (a)
ferner

oder weil

ist,

(-Q acosa.+(n-Qacosj+(~-Q acosy

-(COSaa~ o +cos(3ano cosyaQ=taw,

cos a ado + cosPan o +cosy d` ~ = 0

(~-Q acosa+(n---no)acos(3+(-~o)acosy= taw.

(b)

(c)



durch elastisehe feste Kfter-

Fiihrt man these Werthe in (a) ein, und beriicksichtigt die Relation (d), so
folgt h==O, also Bind

Cos

acosy

die Coordinaten denjeniger Punktes m, in welchem I von T berUhrt wird .
Es ist nur noch zu verificiren, dass dies bei jeder Annahme fiber

Lbsung der vorgelegten Differentialgleichung (II) ist.

9 .

Denkt man sich zu den Gleichungen (m) noch die Gleichung von 2. (zwi-
schen ~,)7,) gefugt, und die aus ihr folgenden Werthe von costs, COSA, cosy

(m) eingesetzt, so hat man vier Gleichungen zwisehen t ~ n ~ einer-und Co 74,
andererseits . Fur t==O Bind die Gleichungen (m) voneinander unabhiingig in
Bezug auf sie k8nnen daher in Bezug auf these Variabeln nicht fur
ein unbestimmtes t voneinander abhangig sein . Die in Rede stehenden vier
Gleichungen gestatten also die Elimination von ~o 4 o ~ o und liefern dann eine
Relation zwischen t~n~, welehe fur t==O in die Gleichung von 1 ', Ubergebt,
undd von welcher zu verificiren 1st, dass sie der partiellen Differentialgleichung
(II) gentigt .

Genauer gesprochen ist durch die Annabme einer bestimmten Flache I,,
mid Are Beziehung zu den Formeln (m) in diesen letztern eine Abhangigkeit

allein festgelegt, verm6ge deren t Function von ~)7~ wird, mid
es ist zu verificiren, dass these Function der Differentialgleichung (II) genilgt,
wie auch immer 1, angenommen werden mag.

Entnimmt man aber den Gleichungen (m) die Differentiale von 4 n~
mit Beriieksichtigung von (b) u

(3salf + COSAIn + COSY14=
wo

cos/~

205
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ist. Dies gibt

E=a(Cosa a aox +cosR aap +COSY aaos
Yj

- ~aaoxacos a *aao bacosp+ a cosy acosy},

also
6-0

da Minuend and Subtrahend = a w ist .
Das vollsta.ndige Differential von t ist also

at=°Wxa
+°°Waan+°°;Yap,

mithin
a t

	

cos a

	

a t

	

cos R

	

a t

	

cos yay= W '

	

aY

	

W

	

ay

	

W

Wenn daher, wie wir voraussetzen, w als homogene Function ersten Grades
von cosa, cos (3, cosy der Gleichung

A l
cosx ) cos P Cosyl= 0

	

(II a)
W

	

W

	

J
W

gemass angenommen wird, so folgt, dass in der That die Derivirten von t
der Gleichung

Alai

	

at -
( .

	

0
geniigen, w. z. v. w .

Die Gleichungen (m) liefern als uch immer !~ angenommen werden
mag ) die Flache I so, dass ihre Fortpflanzung und, Umgestaltung der Diffe-
rentialgleichung (II) gemass von Statten geht, and 1, ihre Anfangslage ist .

10 .

Wir betrachten nun die Bahn des Punktes m oder den zur festers Norma-
lenrichtung a p y gehorigen Strahl a (art. 4). Seine Gleichungen ergeben rich
a us (m), wenn man ~o ro ~ o and a p y ungeandert, aber t variiren lasst .

Die Gleichungen (m) zeigen, dass jeder Strahl a geradlinigt ist, and vom
Punkte m mit den constanten Geschwindigkeitscomponenten

aw, H_	, Z=
cosy

durchlaufen wird .

(A)
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Diese Formeln, oder die Gleichungen (m) selbst, bestimmen also zu jedem
Punkte mo der Flache Zo einen von ihm ausgehenden Strahl a nebst den
Geschwindigkeiten, mit welchen m denselben durchlaufen soil .

Auf diese Weise entsteht ein Strahlensystem (aa), in weichem die Flache
I so fortschreitet, dass die Ebene T, von weicher sie im Schnittpunkte m mit
ein and demselben Strahl a berahrt wird, zu ihrer Anfangslage To fortwahrend
parallel bleibt .

Ist also AID ein Element von 1o , so geht von dort ein unendlich diinnes
Strahlenbundel aus, and wenn dasselbe auf I das Element 0I bestimmt, so
durchlauft AY, dieses Strahlenbundel mit den Geschwindigkeitscomponenten
-MHz, indem es dabei fortwahrend zu AID parallel bleibt . Ich nenne A den
Querschnitt des unendlich di nnen Strahlenbundels ; derselbe wird nur aus-
nahmsweise von den Strahlen dieses Bundels senkrecht geschnitten .

11 .

Ein einzelner Strahl a des Systems (a a) hangt nicht von der Gestalt der
ganzen Flache 2, ab, sondern nur von der Lage seines Ausgangspunktes mo
and der Normalenrichtung %f3 y in demselben .

Zwei verschiedene Flachen 2. geben also, wofern nicht eine von ihnen
Anfangslage der andern ist, zu verschiedenen Strahlensystemen (a a) Veran-
lassung, aber in alien ist die Zuordnung der Strahlen zur Normalenrichtung
dieselbe .

Um fur diese Art der Zuordnung die einfachste Darstellung zu gewinnen,
nehmen wir fur I D einen einzigen Punkt mo , indem wir denselben etwa als
Grenzfall einer Kugelflache von abnehmendem Halbmesser auffassen .
Dann bestimmen die Gleichungen

-~o=taa~cos« '

	

-4?o=t acos ,

	

?COSY '

	

(n2)

wenn t constant bleibt, and die Normalenrichtung variirt, eine Flache C,,
welche wir als die zum Punkte mo geborige C e n t r a l fl ac h e bezeichnen,
wahrend mo ihr Centralpunkt heissen soil .

Ist m o derselbe Punkt wie im vorigen art., so sind ~n~ die Coordinaten
von m ; also hat I mit CC den Punkt m gemein. Auch fuhrt in beiden Fallen
derselbe Strahl a von mo nach m. Erganzen wir ihm in beiden Fallen zu
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tuiendlich dunnen Strahlenbtindeln, so werden beide von parallelen, namlich
zu derselben Richtung a p y senkrechten Quersehnitten and mit den namlichen
Geschwindigkeiten 8HZ durchlaufen ; so weit beide Strahlenbiindel einander
durchdringen, decken beide Querschnitte einander . Dies findet also stets im
gemeinsamen Schnittpunkte mit a statt. Ist dieser Punkt in m angelangt, so
rind die beiden Querschnitte Elemente von I and Ct , also folgt, dass I von
Ct in m beriihrt wird .
Legt man also um jeden Punkt mo von 1, als Centralpunkt die

Centralflache Ct , so ist I die Einhiillende aller dieser Central-
flachen, and zwar derjenige Theil der vollstandigen Einhi llenden,
in welchem die von 1, ausgehenden Strahlen munden .

12 .

Diejenige Centralflache, welche dem speciellen Werthe t=1 entspricht,
bezeichnen wir als die Wellenflache A. Die Gleichungen (m) zeigen, dass
man aus der Wellenflache A die Centralflache Ct erhalt, wenn alle vom Cen-
tralpunkte ausgehenden Leitstrahlen im Verhaltnisse von 1 zu t vergrossert
werden .

Fur die in Rede stehende Zuordnung der Strahlen and der Normalenrich-
tung reicht es aus die Wellenflache zu betrachten and ihren Centralpunkt

sprung zu verlegen . Dann erhalt man fur die Wellen-
flache die Gleichungen

aW

	

aW

	

aW_

	

__
?Cos . ,

	

acos ~ '

	

_
acosY '

nd each art. 8 (T) (wo so= )ao = ~4 = 0 and t =1 zu nehmen
Gleichung ihrer Tangentialebene T in dem hierdurch bestimmten Punkte _ HZ :

.h cos a +Ycos0 + Zcos y =

(Q)

(T)

Legt man also an die Wellenflache A eine Tangentialebene T so, dass
e mit den Axen die Winkel ap y bildet, so ist das Loth aus dem

Centralpunkte auf T die Geschwindigkeit &), mit weleher die parallele Tan-
gentialebene der Unstetigkeitsflache I fortschreitet ; der Leitstrahl aus dem
Centralpunkte nach dem Beriihrungspunkte =HZ bestimmt die Richtung des
zugehiirigen Strahls and zugleich die Geschwir.digkeitscomponenten -=HZ, mit
welehen derselbe durchlaufen wird .



Die gauze Untersuchung der Differentialgleichung

ft , at , at}=©

	

(II)ai ?-A

concentrirt sich also in der Theorie der Wellenflache A.
Die Gleichung dieser Fldche in Punktcoordinaten 8HZ wurde sick durch

Elimination von cosa 7 cosj3, cosy aus den Gleichungen (A) ergeben ; in geei-
gneten Plancoordinaten kann man sie ohne Weiteres hinsehreiben .

Als Coordinaten einer Ebene fiffiren wir Ire reciproken Axensegmente ein,
die wir durch p, q, r bezeichnen. Die Coordinaten You T sind also

cos OC

	

cos

	

cosy
-P

	

63
)

	

q ==
(1)

	

r =
W

-1- 2

also folgt
A (p, q, r)=0

die Gleichung der Wellenfldche in diesen Plancoordinaten ist .
Alles dies gilt fur jede Differentialgleichung von der Form (TI), undd lAsst

sich auch umkebren . Ist nrimlich die WellenflRehe A vorgeschrieben, and ge-
lingt es, ihre G-leichung in den Plancoordinaten p, q, r auzzuffiren, so hat
man ohne Weiteres auch die partielle Differentialgleichung (II) derjenigen
Masse von 'Unstetigkeitsfiachen and zu
dieser nbmlichen Wellenfitiche gehort .

13 .

Es handelt sich nun darum, these allgemeinen Resultate fur den besondern
Fall welter auszufUhren, wo

ist, and die Aw
die Substitution
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I

A12

An --

A32

egebene Bedeutung haben. Durch

t

	

Cos x

	

at _ Cos

	

cosy

Annali di Matematica, tomo VIII .
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werde
Au ,

Ist alsdann
A1= a, cos a + a scos ( + a 5 cos y

A 2 =a c cosa.+a 2 cosI+a4cosy

A3 = a 5 cos a + a 4 cos ( + a 3 cos y,

so hat man in symbolischer Form

A,xv =
Wir setzen nun

A 13 -x A12

	

A13

6. 2

A 3i

	

A 22 - x A23

	

- D (x)7

l A31

	

A32

	

A33 - x I

and bezeichnen die Unterdeterminanten durch D,,_v . Dann haben wir fur o3

die Gleichung sechsten Grades D (w2) = 0, um deren Wurzeln es sich vor alien
Dingen handelt . In dieser Beziehung finden folgende beiden Satze statt

1 . Die Wurzeln der Gleichung D (x) = 0 sind alle positiv and von Null
verschieden .

2. Ist x = a mehrfache Wurzel dieser Gleichung and (x- a)o' die hochste
Potenz von x - a, durch welche D(x) ohne Rest theilbar ist, so sind alle Un-
terdeterminanten D,w durch (x- a)a-1 , aber nicht alle durch (x- a)' theilbar .

Beide Satze sind besondere . Falle von sehr allgemeinen Theoremen, von
denen das zweite von Herrn W e i e r s tr as s (Monatsberichte der Berliner Aka-
demie vom 4 Marz 1858), das erste, von alien iiberfliissigen Bedingungen
befreit, von mir herruhrt (Borchardt's Journal 63, pag . 257 and 264) . In
Bezug auf beide Theoreme ist aucb eine Abhandlung des Herrn S o m o f zu
erwahnen (Mem. de 1'Ac. de St. Petersbourg vom Iahre 1859) welche mir
selbst zu meinem Bedauern erst in der letzten Zeit zuganglich geworden ist,
and deren sehr interessante Schlussweise sich leicht zu einer grissern Vollen-
dung bringen lasst .

Den Beweis des ersten Satzes muss ich vollstandig each meiner so eben
erwahnten Arbeit reproduciren, indem dort nur die Realitat von w2 bewiesen
ist. Dieser Beweis griindet sich darauf dass (art . 6 zu Ende) P eine vollstan-
dige and stets positive quadratische Form von UV W ist ; dasselbe gilt also
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auch von

= A11 U2 +A22V2 +A33W 2 + 2 A23V W+2A31WU+2A 12UV.
Nun ist D(x) = 0 die nothwendige und ausreichende Bedingung dafur, dass
man den drei in UV W linearen Gleichungen

lar,

	

la-r
=

	

1 an
2aU = xU, 22 ?VxV,

	

xW2 aW =

geniigen kann, ohne U, V, W alle = 0 zu setzen. Sei also x Wurzel dieser
Gleichung und, indem man nothigenfalls das Reelle vom Imaginaren trennt,
seien U= UU + i U2 , V= V1 + i V2 j W= W1 + i W, die entsprechenden Werthe
von UV W; die sechs Grossen U1 , U2 , . . . W2 sind also nicht alle = 0. Sind
nun )~1, 42 die Werthe in welche 4 ubergeht, wenn UVW den Index 1 oder
2 erhalten, und ist

Ui+U2 I V1TV2T W1+W2 -L7

so erhalt man aus den vorstehenden Gleichungen dureh Multiplication mit
(J1-iU2 , V1 -iV, 7 W1 -lW2

)?1 + 42 - XP.

Hier ist p positiv und von Null verschieden, ebenso r1i + n2, da weder )11 noch
)l2 negativ ist also ihre Summe nur in dem Falle =0 werden kann, wo )71
und )? 2 einzeln, also U1 , V1 , . . . W2 sammtlich verschwinden . Also ist jede
Wurzel x der Gleichung D(x) = 0 positiv und von Null versehieden . Zugleich
ist aus der Form des Ausdrucks D ersichtlich, dass es keine Normalenrichtung
,0 7 gibt, fur welche eine Wurzel dieser Gleichung unendlich wird .
Den Beweis des zweiten, in allgemeinerer Form von Herrn Weierstrass

herriihrenden Satzes kann man fur den vorliegenden Fall auf die leicht zu
beweisende identische Gleichung

D11+D2,±D32

	

2

	

2
3+ 2D23+ 2D31+ 2D12- D'2 -DD"

grunden wo D=D(x) und D' die erste, D" die zweite Derivirte ist . Hat D
den Wurzelfactor x - a genau a mal, so ist D'2-D D" durch ihn 2 a - 2 mal
und nicht ofter theilbar ; a ist nach dem vorigen Satze reell . Lasst man also
x - a abnehmen, so wird die ganze Function zur Linken an der Grenze
unendlich klein zur Ordnung 2a-2 ; bleibt wahrend dessen x reell, was
unmoglieh sein wurde wean a imaginar ware, so bleibt jedes einzelne Glied
positiv, also wird jedes Glied unendlich klein mindestens zur Ordnung 2 a - 2,
aber nicht jedes Glied zu hoherer Ordnung unendlich klein ; dies ist der zweite
von den obigen Satzen .
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14 .

Es sind demnach bei der cubischen Gleichung D(x)=O drei Falle zu un-
terscheiden .

A) Soll w 2 dreifache Wurzel, also
D (x) _ (w2- x)3

sein, so folgt aus dem Satze des Herrn W e i e r s tr a s s, dass die in x linearen
Functionen D,,, D,,, D12 identisch ==O sein mussen, was

A23= 0,

	

A31=O,

	

A12=0

gibt, and dann, dass D21, D227 D33 reine Quadrate and = (e2- x)2 sein mus-
sen, was

A,3= A22= A33= w2

gibt.
Fur die Normalenrichtungen « j3y , denen eine dreifache Wurzel e2 entspre-

chen soil, gibt dies fiinf Bedingungsgleichungen

A11 = A22 = A23 ; A21 =0 A,,=0 A,,=0; (A 1)

wahlt man die Coordinaten axen so, dass « = 0, (3 = y = 90 0 wird, so uber-
zeugt man sich leicht, dass dieser Fall mit der Bedingung vereinbar ist, dass
die Kraftefunction II eine vollstandige and stets positive quadratische Form sei .

Dagegen ist mit dieser unerlasslichen Eigenschaft von II die Forderung un-
vertraglich, dass fur jede Normalenrichtung eine dreifache Wurzel stattfinde .

Dir Bedingungsgleichungen
A 11U+A12V+A,3W=w2U

A21 U+ A22V+ A23 W = w2 V (U)

A31U+ A32V + A33W= w2 TV,

die sich fur U, V, W ergeben haben, sind identisch erfiillt .
B) Soll D einen Doppelfactor haben, also

D (x) _ (wi-x)2(w3- x)
s e i n, wo ws von e3 verscheeden ist, so mussen alle Unterdeterminanten durch
w1-x theilbar sein . Aus den Ausdriicken fur D23, D3(, D12 folgt

A31A12

	

A12A23 _

	

A28-A3,

	

(B 1)G~i-A11

	

A23

	

A22

	

A31

	

A33

	

A12 1



wenn der Kiirze wegen von dem besondern Falle Abstand genommen wird,
wo zwei von den Grossen A23, A31, A12 verschwinden. Setzt man die hieraus
folgenden Werthe von A,,, A22j A33 ein, so wird

D- Wl_ x
1 2 X

A31A12 Ai2A23 A23A3ij
(

	

)

	

A23

	

A 3i

	

A i ,/2

d . h. die in (B 1) entbaltenen Bedingungen reichen fur den vorliegenden Fall
aus. Der Ausdruck fiir die Summe der Wurzeln gibt

W3 = A11 T A22 + A33

Benutzt man die Bedingungsgleichungen (B 1) auch in (U), so folgt

A31A12U-T A12A23V+A23A31W (w2-(1)1)A23U=(w2-W')A31 V=(c2_co' A,W.

Versieht man die Cotnponenten UVW mit demselben Index wie
1 . wenn fur 6)2 die Doppelwurzel &)', genommen wird,

Ui Vi W1 _
0

A23

	

A31

	

Ail

	

,

2. dagegen fur G) 2= G)3

IT3 .Tr3 .W3

	

1
=- : 1 - :- 1 •

423 A31 A12

Damit der vorliegende Fall eintrete, sind fur die entsprechende Normalen-
richtung aj.3y nur zwei Bedingungen erforderlich, die sich aus (B 1) ergeben .
Sind these beiden Bedingungen identisch erfiillt, so findet fiir
jede Normalenrichtung eine Doppelwurzel &)3 and eine einfaehe

t Ioh habe die Untersuchung dieses Falles vollstandig durchgefiihrt,
and finde, ausser einem nicht hierher gehorigen Falle (*), wo II zwar eine
vollstandige Form aber nicht von unveranderlichem Zeichen ist, nur den fol-
genden Fall wo bei passender Wahl der Coordinatenaxen
II=/ 2 (&1+6

ist. Die Constanten s

durch elastische feste K&per .

	

213

G), so folgt

4̀ +O5 i &

	

282&3 °20, 0,-20 1 92)+(a1O1+x292+a

I

	

nd der Bedingung unterworfen, dass 1) a 2

(*) Bei geeigneter Wahl der Coordinatenaxen ist in diesem Falle

H^ A2 [(a2 - 03)2 _ i
011 + B2 [85 + 0 5 -201 (02 +0,)] + P261i

and v); = A. 2sin + . B 2 cosa 2, co3 = B2 sin a2 { l 2 cos x2 . Der Ausdruck II wird = 0 z . B. Mr
2

04 = 05 = 06 = 0, 03 = 02 f 0, = 2 p 02 , also ohne dass alle 0 = 0 werden .
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a3 + a„ a, + a 2 von Null versehieden sein mussen and 2) a 2 a 3 + a 3 a, + a, a2 > k2 ist .
Dann wird fiir jede Normal enrichtung w1= k2 , w3= k 2 + ai cos a2 + a2 cos j32 + a3 cos y2.

Die Wellenflache zerfallt also in eine doppelt gelegte Kugel vom Halbmesser
k and ein dieselbe einscbliessendes concentrisches Ellipsoid, in dessen Haupt-
axen die Coordinatenaxen gelegt Bind. Die Quadrate der Halbaxen Bind
ai + k 2 , a2 + k2, a2 + k2 ; sind ai, a 2 , a 3 einander gleich, so entspricht der
vorstehende Ausdruck den Medien von constanter Elasticitat.

C) Mit Ausnahme dieses besondern Falles hat also die Gleichung D(x)=O
im Allgemeinen drei ungleiche Wurzeln w1 7 w2, w3 7 and dieselben fallen
nur fiir besondere Normalenrichtungen zusammen . Wir beschranken unsere
Untersuchung auf these Voraussetzung, da der hiermit ausgeschlossene Fall, wo
fur jede Normalenrichtung eine Doppelwurzel stattfindet, keinerlei Schwierig-
keiten darbietet .

Bedeutet D' die Derivirte von D, so folgt fur x=0

U2 V2 W2 VW WU UV

	

P
Dii 1)22 D33 ^ D23 D3i V Dig

wodurch die Componenten des Stosses auf seine Resultante VP als allein
i brigbleibende Unbekannte reducirt werden (art. 7, III), and zur Bestimmung
des zur Normalenrichtung a (y and der Fortpflanzungsgeschwindigkeit w ge-
horigen Strahls a

_ aw

	

1

	

D ?AYy

- acosa -2wD,J

	

µv • accsy

aw

	

1

	

aA,,,

~^ acos~

	

S COS ',

	

(~)

z ?Cosy

	

?cosy l

oder wegen der vorangehenden Gleichung

1	?A,,

	

a A23g -

	

U2	
a cos a +

. . . . + 2 V W -

	

+ " ' U. S . W.
2 w1'

	

'~ cos a

Einer gegebenen Normlenric

	

entsprechen hiernac im All
6 Fortpflanzungsgeschwindigkeiten ± w,, ± w 2 , ± w3 , also 6 Punkte

	

Z der
Wellenflache A, welche paarweise zum Ursprunge symmetrisch liegen . Die
Wellenflache besteht also aus 3 Schalen, and ihr Centralpunkt ist auch ihr
Mittelpunkt.
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15 .

In den Fallen (A) and (B) werden die in (a) stehenden Ausdricke von .8HZ
unbestimmt ; die Gleichungen (O,) zeigen, dass diese TJnbestimmtheit gehoben
wird, sobald es gelingt, auch fur diese Falle die Verhaltnisse von UVW zur
1/P zu bestimmen . Ist N die Normalenrichtung o j i, fur welcbe einer von
diesen Fallen eintritt, N1 eine unendlich benachbarte Normalenrichtung a10,71,

so muss man UVW and die zugehorigen Werthe -HZ als die Grenzen an-
sehen, gegen welcbe die zu N1 gehorigen Werthe convergiren, wenn N, mit
N zusammenfallt .

Was die Durchfubrung dieser Untersuchung betrifft, so muss ich mich der
Uebersiehtlicbkeit wegen begniigen, im Wesentlichen den Gang derselben
nebst den Resultaten anzugeben. Um die Bedingung, dass N1 von N nur
unendlich wenig abweiche, so auszudrucken, dass zugleich ersichtlich wird,
nach welcher Richtung die Abweichung stattfindet, fuhrt man noch zwei zuein-
ander and zu N senkrechte Richtungen and ein. Ist
dann e (in Bogenmass) der unendlich kleine Winkel, den N1 mit N bilden
soil, and p der von N' nach N" bin wachsende Winkel von der Ebene NN'
bis zur Ebene NN,, so erhalt man sofort

COS a, = COs a. COS e + ( Cos a' COs p + cos a"sin ?)sine
cosp l = cos prose + (cos R' cos p + cos j3" sin p) sin e

cos 1=cos 7 cos e -{- (cos j cos p + Cos 7" sin p) sine .

Seien U,V1W1 w 1 die Werthe welcbe der Normalenrichtung N1 entsprechen ;
fur e = 0 gehen sie fiber in UVWw, wahrend 0 mehrfache Wurzel ist . So-
dann sei

B1= a 1 cos a 1 + ao cosP1+a,cos71
B2 = a 2 COs a 1 + a 2 COS i3 1 -}- a4 COS 71
B3 = a 5 cosa 1+a4 cosi 1 + a3 00sy

und, nach a and p geordnet,

Bu= A t cos e + (A',,, cos p + A" .sin ?)sine,

endlich ausgerechnet
(BA +B2 V1 +B3 W1)2= G.
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Dann haben wir (verglh art. 5)
1 aG -w2U

	

_1 aG =w2VI

	

1 aG

	

2
2 aU,

	

' ~'

	

2 aY1

	

1 ~

	

2aW1

	

1

wo man, wean man will, fur U2 V1W1 auch die Cosinus der Winkel setzen
darf, nach denen der Stoss erfolgt .

Fiir s=0 erhalt man die Gleichungen
A11U+A12V+A 13 W'=w2U
A 21 U-f- A22 V + A 23W = w2 TT
A31U+A32V+A33W= w2W

wieder. Sodann differentiiren wir nach e and setzen dann wieder a== 0. Diese
Operation gebe

aa 1_ G)

	

a

	

V,

	

aa~~ =Tir ,

Dann wird, fur z = 0
lim (B1 U1+B2V1+B3W1 ) =A,U+A,V+AIW

lima (B 1U1+B 2TTi +BAW1)=(A jU'+A2 V'+A3W) +

(A'1U+A'2 V+A',W)cosr +(A" 1U+A"2 V+A"3 W) since,

also, wenn die Effectivwerthe
(A1U+A2V+A3 W)(A'1U+A'2 V+A'3 W)=G'
(A2 U+A2V+ A3W)(A"1U+A"2V+A"3W)- G„

sind, and
G'coscp+G"since=I'

gesetzt wird, immer fur e = 0

lim2 ~G =A11UU'+ . . .A23(VW'+WV')+ . . .+F

and
lim2 aaaUi-A11U'+A12V'+A13W'+ au

da U1= U+ s U'. . . ist. Da ausserdem noch fur 2 = 0

awiU, =w
2U'+2ww'U

aE
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ist, so erhalten wir

(A„ - W2) U' -}- A,2Y'+ A,3 W'+
r
= 2 W fi U

A 21 U' + (A22 - W2)Y'+A 23 W'+aF = 2 W w 'V (U')

A3i U' + A32V' + (A , 3 - W2) W'+ ~.2.,)'W,

indem die beiden letzten Gleichungen aus der ersten dureh Vertauschungen
folgen .

Nun ist im Falle (A) des vorigen art . A23=A31 = A12=a, A„=A22=A33 = W2 ,
die Gleichungen (U) werden also identisch erfullt, aber aus (U') erhalten wir

Off =2WW V, aY =2WW'V, - =2WW W

Dies gibt fur w eine kubische Gleichung, deren Wurzeln stets reell si nd ;
ausserdem bestimmen these drei Gleichungen die Verhaltnisse von U: V: W,
and liefern also mittelst der Formeln (Q,) des art. 14 vollkommen bestimimte
Lagen fur diejenigen Punkte 2HZ der Wellenflache, in denen die singul .are
Normalenrichtung a (7 stattfindet, and in denen 0 von der Ebene Xcos a: +
Ycos ( + Zcos = W beruhrt wird .

Die Werthe 2HZ hangen im Allgemeinen von T ab ; die genauere Unter-
suchung zeigt, das der Ort aller Punkte 2HZ, in denen 0 von der singularen
Tangentialebene beruhrt wird, eine vollstandige, ganz im Endliehen ver-
laufende Kurve dritter Masse ist . Wenn sie nicht in Oerter niederer Klassen
zerfallt ) ist sic vom 6 oder vom 4 Grade. In heiden Fallen ist sie frei von
Doppel- and Wendepunkten. Im ersten Falle besteht sie aus einem Kurven-
dreieck, dessen Ecken Ruckkehrpunkte sind, and einem dasselbe einschliessenden
Oval. Das Loth aus dem Centrum der Wellenflache auf die Ebene der Kurve
trifft dieselbe innerhalb der vom Oval eingeschlossenen Flache . Im zweiten
Falle hat die Kurve eine Gestalt, ahnlich wie die Cardioiden, die von der-
selben Ordnung and Masse sind ; sic ist Grenzfall der vorigen Kurve, and
ergibt sich, wenn zwei Ruckkehrpunkte derselben zu Punkten des Ovals wer-
den, wobei die Bogen zwischen diesen beiden Punkten in eine doppeltgelegte,
geradlinigte Strecke, ein Stuck der Doppeltangente ausarten .

I m F all e (B) des vorigen art . gehen die Gleichungen (U) caber in die
einzige

A A +A =0i

	

(U)
Annali di Matematica, tomo VIII .
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nimmt man in (U') fur w 2 den dort (B 1) gegebenen Werth von w;, and setzt
zur Abkiirzung A31A12U'+- • • = K, so erhalt man

=2ww U+A, ~V=2ww'V+ J3 , a =2wui W+ • (U')

Diese Gleichungen bestimmen UV W proportional zu K; setzt man ihre Wer-
the in (U) ein, so erhalt man fur w ' eine quadratisehe Gleichung, von weleher
man durch das in art. 13 mitgetheilte Verfahren beweist, dass ihre Wurzeln
stets reell sind .

Fur -HZ erhalt man wieder vollig bestimmte, im Allgemeinen von p abhan-
gige Werthe. Der Ort aller Punkte -tIIZ, in denen die Wellenflache A von
der singularen Tangentialebene beriihrt wird, ist in diesem Falle eine voll-
standige, ganz im Endlichen verlaufende Kurve zweiter Masse, also ent-
weder das System von zwei getrennten oder zusammenfallenden Punkten, oder
eine vollstandige Ellipse .

Fur die Lehre von den singularen P u n k t e n der Wellenflache bedarf es
nicht ihrer Gleichung in Punktcoordinaten ; man kann dieselbe ebenfalls direkt
an die Gleichung D(w2)== 0 kniipfen. Durch die Substitution

w = ;cos a + >2 cos A + ~ cos y,

	

cos a =s ,

	

cos( = s

	

cosy = z s
-~ (S)

werde
	 OIA,

q ,

	

A,uv=(
x ~IAv

,
Is

	

SS

was
q=~(x-0+'(y-0 +* -0

gibt. Sodann sei
(x,)11- q 2 (x5)12 (xS)13

(x021 (x5)22- q2 (x7)23

(x 031

	

(xS)32

	

(x ~)33 - q2 I

also vermoge der Substitution (S)

-_ D (w 2 ) .
s

Die Gleichung 9 = 0 bestimmt fur jede Lage des Punktes ; 4 ~ einen Kegel
6 Grades .a,, dessen Scheitel der Punkt ~ n ~ ist . Sind a~ y die Richtungs-

winkel einer Kante dieses Kegels, so erhalt man D(w2) = 0 fur w = 1 = ~cosa + ;
S
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folglich ist die Ebene (Xcos a -}- • • . = w), welche durch den Scheitel geht and
zu dieser Kante senkrecht ist, Tangentialebene der Wellenflache 0 (art. 12 T) .

Der Ort aller Tangentialebenen T der Wellenflache d, welche durch den
Scheitel von .4s gehen, ist also ein Kegel D 6 der 6. Masse, and beide Kegel
sind zu einander supplementar, dh . sie haben denselben Scheitel and jede
Kante des einen ist senkrecht zu einer Tangentialebene des andern .

Damit x y z Punkt einer Doppelkante von a, sei, muss gleichzeitig sein

a& =

	

as

	

a&
ax

0,

	

a

	

0,

	

az =0
;

fuhrt man these Gleichungen aus, and macht dann wieder die Substitution (S),
so ergibt sich

5=-1
~~D v	 aAIxy

2 wD,
M

	

acosar

r, _ - 1 IID~,,	 a A,-,
2wD

	

acos,J'

-- 1 ~~D aAN.,
2wJ)

	

µv acosy

Aber dies sind (art. 14 C Q) die Gleichungen der Wellenflache 0 and es folgt,
dass der Kegel a, stets and nur dann eine Doppelkante hat, wenn sein Scheitel
5»~ Punkt der Wellenflache ist, and zwar ist in einem solehen Falle die Dop-
pelkante von s, die Normale der Wellenflache in jenem Punkte . Die entspre-
chende Doppelberiihrebene des Supplementarkegels Ds ist die Tangentialebene
T der Wellenflache im namlichen Punkte .

Soll daher ~ n ~ ein singularer Punkt von A and der Beruhrungskegel dM, von
A in diesem Punkte von der Masse fL sein, so muss der Supplementarkegel
.a,,, vom ft"' Grade and jede Kante desselben mehrfache, also mindestens Doppel-
kante von a, sein. Also muss .a6 zerfallen in den mindestens zweimal gelegten
Kegel .qN, and einen zweiten Kegel Y,, so dass, wenn & = S .~', wird, m j 2
and am + v = 6 ist. Der Supplementarkegel d', von S', hat dann ebenfalls
semen Scheitel im singularen Punkte s n ~, aber er beriihrt & ausserhalb des-
selben. Dies gibt drei Falle
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and es wird durch die in diesen Formeln geforderten Zerfallungen von .&, soweit
sie statt haben, der singulare Punkt ~n~ von 0 sowie das Gleichungspolynom
.9 p des Normalenkegels in demselben vollig bestimmt .

Ein ohne grosse Schwierigkeiten ausfuhrbares Beispiel dieses, auch durch
Rechnung leicht zu bestatigenden Satzes bietet der bekannte Fall dar, welcher
in der Krystalloptik behandelt wird, and in welchem 0 in die Fresuel'sche
Flache and eine sie einschliessende Kugel zerfallt . Bei passender Wahl der
Coordinatenaxen ist unter den Voraussetzungen der Krystalloptik die Krafte-
function

T1= k2 (e + 02 +03Y + a2 (64 -- 40,6,) +b2(9,- 4 6,,

die Constanten sind der Bedingung unterworfen, dass aus a, b, c als Seiten
ein Dreieck gebildet werden konne, and k grosser ist wie der Halbmesser des
umschriebenen Kreises .

d .

Seize
C1=a,9 +a2O

und symbolisch
IT O' I

so wird in den Differentialgleic

	

d. des art. 4 allgemein IT,,, =a,,@, also
kann man dieselben in symbolischer o



Fur die mit diesen Gleichungen vertraglichen Unstetigkeiten haben wir

LaZ t c ]
-al

La x ]+a6Lay]+aSLaz]

[12V

	

Ed
+a4[

La t2

	

a;[ax]-}-
Lay]

+a3 Laz] .

+ --
Den Ausdruck fur 0 - 0 = a, 0', + a 2 B' 2 •-f-

	

haben wir bereits im art . 6 um-
geformt ; es war

Q=A4U+A2V+A3W=M1 atT +M2 ~t +M3 VYa~

	

as
and

+ -
0-0=-Q.

durch elastische fesle K5rper .

	

221

also

Da langs der Unstetigkeitsflache . t Function von ~ n ~ ist, so konnen auch,
wie von bier ab geschehen soil, UVW and Q als solche aufgefasst werden .
Dann liefert die vorstehende Gleichung sofort

Cad]+[a~]#1

	

Cap]+Cat]a =- a ' Ca']+Ca']at --a '
also erhalten wir

[
atc]

-A,La°]-(a,
aQ+a6 Q +a5 aQ

La2t2] -A2Lat]- (asaQ+ a2aQ+a4aQ~

La2t] -A3Lat]-(as aQ +a,? Q +a, 0Q) .

Es handelt sich nur noch um
L
a°

]
• Aus dem Ausdrucke fur

ao
folgt zunachst

La°~=a4Latax]+a6Catay]+aSLFaz]

+as
[a ax] +a2 [atay] +a4[ataz]

+a5 aax] +a4 Latayj +a3 L~Qa''L)
-
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also

[atax1 ay [at2 171,
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+ -

	

+ -
aU-av-v.
at at -

a 11

	

a )I

- U
at
- at

La211 a U a, U a t
-?tax]

a7 Lat2jay Laa

	

aU- Lat2~ar
a2v _ aV_ a2v at

	

a2U __ aV_ a2z- at
Lalaui a~ La121a11

-?

	

at
Latax~ ay~r-L at2~ay

	

Latayj aye - La2t2~a~

Fiihrt man these Werthe ein and ordnet die Minuenden nach den Vertikal-,
die Subtrahenden nach den Horizontalreihen, so wird

La°
1
- aai+aa2+ a 3-A i[a GI-A2Lat2]

-A3Law~T

Dies ist oben einzusetzen . Werden zur Abktirzung die Effectivwerthe von

j aMi a-M2 aM3
)

	

aQ

	

as-~,

	

?Q--a,

	

+a.r~,n +a5

~a 121 a 1t12 a 11~3,

	

aQ

	

aQ

	

aQA2
a + a~

	

a +as a7 +a2 an +a4 ay

aMi aM2 aM3

	

aQ

	

aQ

	

aQ_~
A3

a`~ + a~ + ay
+a5 a5 +a4 f +a3 ~~ - ~3

gesetzt, so folgt

(A11-1)LratZ2J-A12Lraav

	

a2 IV

t2
J
T A13L'6121

L

A21L12t J
--'(Ap g -1) L„ tv /+_, 23Lr~t2J - V2

r~Z2J+A32Lr~?t2 k+(A33 -1) Tt2I - '! _'3
ll

Aber die Determinantedieser Gleichungen ist =0, da wir eine den mecha-
nischen Bedingungen entsprechende Unstetigkeitsflache I voraussetzen. Also
lassen sich die Unstetigkeiten der Accelerationen eliminiren, wobei jedoch die
namlichen Falle wie im art . 14 zu unterscheiden sind.

W
at at

Ltaz~ -a-La?t1

Latazj - a~- ~at2jay

Lat2azJ-aW-Lat2j a~
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17.

Im allgemeinen Falle (C), wo die Gleichung D=0 nur ungleiche Wur-
zeln hat, verschwindet die Determinante der vorstehenden Gleichungen, aber
nicht jede Unterdeterminante . Als Multiplicatoren nehmen wir nicht Unter-
determinanten, was zu nichts fuhren wurde, sondern mit Rucksicht auf die
Gleichungen (I) art . 7 die Grossen UV W selbst ; dann erbalten wir

U-=,+V8,+WI3=0,

was selbstverstandlich auch in den andern Fallen passt. Fuhrt man die Werthe
von , " , 1 .' .283 ein, so erhalt man sofort

oder

Um von den symbolischen zu
wieder

aQI

	

Q-312 + aQ~13_ o.
ay

	

- an

	

ay

a t cos a

	

a t_ cos 4

	

a t

	

cos y

ausserdem

dann wird

Q-

	

M

also

wo aber in
XX=A„U2+ . . .+2A23VW+- . .

nur auf die homogenen Coefficienten zu operiren ist . Dies gibt
r,a Xs = U2aosa--	VWacos«-~- . . .

oder mit Rucksicht auf die Formeln (o) (,7,) am Schlusse des art . 14

0Xs =2(P-n=2wPa26) 9
'

X=A iU-~-A 2 V-E-A3W=Nli cosa-l-M2 cos~3-}-M3 cosy ;

1=

a~Xa

x ax 1 axx
R1~''=Wac~-SIX= 2Wacosa'

den Effectivformen zurtickzukehren, setzen wir
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wo wieder P= U2+ V2 + TV2 ist. Also erhalten wir

QM,=P a
caos«,

	

QM2=P a aoO,

	

QM,=P
?COS Y

,

so dass unsere Differentialgleichung die folgende sehr einfache Form annimmt :

also zur Bestimmung von P verhilft. Es moge erlaubt sein zu bemerken, dass
jede Specialisirung der Kraftefunction II die Herleitung dieser Gleichung in
der vorstehenden, naturgemassen Form derselben, in hohem Grade erschwert .

Die Integration dieser Gleichung ist uberaus einfach . Auf der Unstetig-
keitsflache 1, nehme man ein Stuck A an and lege durch jeden Punkt m o

desselben den zugehorigen Strahl (a). Das so entstehende Strahlenbundel durch-
dringe bis zur Flache L das Volumen 58 and auf 2: das Flachenstuck A ; sei
M die Mantelflache von R3. Wird ein unbestimmtes Element der Gesammt-
oberflache von Z durch a S bezeichnet, and sind l m n die Winkel weiche die
Uber OS nach Aussen errichtete Normale mit den Axen bildet, so liefert die
vorstehende Gleichung, fiber alle Elemente von $ integrirt

frCa	
oO

	 cosl--f a6)cosm+ a aoY cosn]a(S=0.

Den Factor von PaS erhalt man, indem man die Geschwindigkeit, mit we
eher a durchlaufen wird, senkrecht auf die Normale uber aS projicirt; er 1st
also = 0 fur alle Elemente von M, = w in A I and = - w in i ,; also bleibt

JPzwaI -Y. waa-o=0,
unter Po den Anfangswerth von P verstanden . Wenn daher fur die entspre-
ehenden Flachenstueke AY-,, A l die Querschnitte eines unendlich dtinnen
Strahlenbundels genommen werden (art. 10), so ergibt sieb

PAL == P, AL' ;

es ist nicht zweckmassig, das Verhaltniss der beiden Flaohenelemente in end-
lichen Zahlen auszudrucken .

Nun ist V-P die Resultante aus UV W; sind A . v die Winkel welche die
Richtung dieses Stosses mit den Axen der xyz billet, so folgt, wean wir B
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statt VP schreiben

cos) 2 _ cosIL 2_cos v2 _ cos µcosy cosvcosa _ cosI cosh.

	

(1)Dii

	

D22

	

D33

	

D23

	

DU

	

D12

U=R cos),,

	

V=Rcosµ,

	

W=Rcosv

	

(2)
R VA I = R, VA 1,

	

(3)

Wahrend die Unstetigkeitsflache I durch das Innere des elasti-
schen K8rpers fortschreitet, bleibt fur ein and dasselbe unendlich
dunne Strahlenbiindel die Richtung )µv des Stosses constant and
die Starke R desselben umgekehrt proportional zur Quadratwurzel
aus dem Querschnitte des Strahlenbiindels mit der Unstetigkeits-
flache .

Gehoren zur Normale von A2 drei ungleiche Werthe von w2, so gehen von
Al, drei Strahlenbundel aus. Wird also gegen Al. ein Stoss ausgefuhrt, so
bilden sich drei Stosswellen, die sich each jenen Strahlenbiindeln fortpflanzen .
Die Stossrichtungen sind durch (1) bestimmt and bilden, wie man aus den
Gleichungen (U) art. 14 in bekannter Weise schliesst, ein orthogonales System .
Zerlegt man den anfanglichen, gegen A ausgeiibten Stoss nach diesen drei
Richtungen, so hat man fur jede der drei Stosswellen den Werth von R ., also
UVW selbst .
Wenn ferner diejenigen Theile von 2 , zu deren Normale eine mehrfache

Wurzel w gehort, nur als Grenzlagen solcher Flachentheile auftreten, inner-
halb deren dieser Ausnahmefall nicht vorkommt, so gelten die Schlussformeln
fur UVW nicht bloss fur letztere, sondern auch noch fur jene .

18 .

Fur die Bestimmung der Stosse, die aus einem vorgeschriebenen Anfangs-
zustande hervorgehen, reichen die Resultate des vorigen art . also nur in dem
Falle nicht aus, wo ein endlioher Theil von 1, oder kiirzer t o selbst eben and
zu einer singularen Tangentialebene von 0 parallel ist. In einem solchen Falle

ergeben sich die fehlenden Bedingungen aus art . 16. Da ~ a~ , a, unter

den gegenwartigen Voraussetzungen constant sind, so kann man die Schluss-
_Annali di Matematica, tomo VIII .

	

29
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gleichungen des art. 16 in die Form setzen :

K au

	

!a

	

aQ Ma

a,V' ) + a MI + a
OF
Q -313

)

)

a Q M,

	

L-M
a a w ) +1('aQ :P2)+ (a

	 Q 3

a
da die weggelassenen Glieder im vorliegenden Falle verschwinden ; ausserdem
folgt :

(All- Cd2

	

g o(Pt"')

	

(Pt
"
)

SBtt-111u)

	

aq v ~

	

a w
+ (& - -- WI)

	

+ A23
(boj

	

W-t- )

+ A,, (~' v ' + (
A33 --

W2)
it-,W )

== r,)2 ~7.,
~-ti)N

&)Im Falle (A) des art. 14, wo , dreifache 'Alurzel der Gleichung D==O
ist, and wir aus den Gleichungen (U) gar keine Bestimmungen fiber UV W
erhielten, liefern die vorstehenden Formeln die partiellen Differentialglei-
chungen

0,

	

!;==Oj

dieselben enthalten nur die ersten Derivirten von UVW and rind
linear and homogen, mit constanten Coefficienten .

Im Falle (B) sei 6)2 die Doppelwurzel ; wird ihr Werth in die obigen Glei-
ohungen eingefuhrt and

gesetzt, so ergibt sich
K ==

	

7

	

_.:L =
An

	

An

indem wir wieder von dem ebenfalls sehr leicbt zu behandelnden Falle Abstand
nehmen, wo zwei von den Grbssen A,,, A,,,, A,,, verschwinden .

Im vorliegenden Falle erhalten wir also zwischen UVW nur zwei Diffe-
rentialgleichungen

2393 ! A33+2- A32+=+3,

-:E == W
An
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aber dazu kommt noch die Relation
U V W _ 0

A23

	

113!

	

Au

	

~

so dass auch bier die nothige Anzahl von Bedingungsgleichungen vorhanden
ist, um UV W aus ihrem longs 4, vorgeschriebenen Verlaufe fur die tibrigen
Theile des Raumes zu bestimmen.

Im besondern Falle der Krystalloptik ist die Integration der Differential-
gleichungen, die man mutatis mutandis fur den vorliegenden Fall findet, mit
keinen Schwierigkeiten verbunden .

V . Ueber die Modification der Unstetigkeiten
an der Grenzflache zweier Mittel .

19 .

Seien 92, 9' die Raume, welche zwei einander beriihrende elastische feste
Korper in ihrer Gleicbgewichtslage ausfiillen, and S die Grenzflache zwischen
beiden Raumen ; die auf 92' beziiglichen Grossen werden wir mit einem Accent
versehen, im Uebrigen alle bisherigen Bezeichnungen beibehalten. Sollen die
namlichen Korpertheilchen, welche wahrend des Gleichgewichtes einander
longs ' beruhrten, auch wahrend der Bewegung in Beruhrung bleiben, so
muss longs S

bleiben, wenn 1nv die Richtungswinkel der Normale fiber c bedeuten .
Die Bedingungen (1) gelten ununterbrochen, die Bedingungen (2) solange

die ersten Derivirten der Verschiebungscomponenten nicht unstetig werden,
also falls dies eintritt, vor and nach dem Stosse . Die Gleichungen (2) and
diejenigen, welche sich aus (1) durch Differentiiren ergeben, liefern ohne
Weiteres die Grenzbedingungen fur die Reflection and Brechung eines auf
die Grenzflache e einfallenden Stosses, sobald die Anzahl mid Beschaffenheit
der neu entstehenden Unstetigkeitsflachen ermittelt ist .

u'=2G,

	

v'=v,

	

w'=w (1)
(P'l1' -Pn i)cosA+(P'H'E -pIQcost4+(p'l1' S -p15)cosY=0
(pII' 6 -PII 6)cosA+(p'11'2 -PH2)cosp.+(p'II',-p114)COSY= 0 (2)
(p'l1' S -PIIS)cost+(p'I1' 4 -pIIq)cosP.+(p'11' 3 -p113)COSY= 0
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Sei
t=f(~40

	

(1)
eine aus 9? auf S einfallende Unstetigkeitsflache 2, d . h. t Losung der Diffe-
rentialgleichung

(at" at ?t l==o .
Ebenso sei

eine durch Reflection oder durch Brechung an Z aus I hervorgehende
Unstetigkeitsflache, d . h .

20 .

a,

	

07

wo A' im ersten Falle den auf fR, im andern den auf V bezuglichen Ausdruck
bedeutet. In beiden Fallen lautet die Grenzbedingung

t, = t )

	

(3)

weil die sammtlichen Stosse, zu denen 2 : Veranlassung gibt, einen der Grenz-
flache C5 angehorigen materiellen Punkt gleichzeitig treffen miissen . Schneidet
also 2 die Grenzflache S zur Zeit t in der Kurve 1, so muss l zur namlichen
Zeit t'== t auch der Schnitt von S mit Y sein . Fur jeden Punkt ~ )? ~ des von
l iiberschrittenen Theiles von S muss sich also fur t' derselbe Werth ergeben
wie fur t, was die Grenzbedingung ist.

Aus (3) folgt sofort, dass an S entlang

at' _ at . at _ a t : at~
-

at _
a

	

a 'a~ a7 . a~ ar
-cosx :cosµ :cosy

ist ; wir setzen

at'

	

at_ k Cosy at'

	

at_k
a~ - a~ w COsµ,

at,

	

at

	

k--cosy ; (4)

die Form in welcher wir den Proportionalitatsfactor angenommen haben, wird
sick in der Folge rechtfertigen . Wenn daher

at - cosa

	

cos P

	

at _ cos ^t
as

	

w '

	

~

	

W

	

a - w

at'

	

cos x'

	

a t'

	

cost'

	

at'

	

cosy'
(5)



=~o+ta osa'

wir setzen w and w', wie immer, als homogene Functionen ersten Grades der
drei Cosinus voraus, von denen sie abhangen, so dass ihre partiellen Derivirten
nach denselben eine vollig bestimmte Bedeutung haben .

Dann sind (art. 8 m) die Gleichungen des Strahls a die folgenden

= ~o + t cosaCos~
aw~=~o+t a a ,

derselbe geht zur Zeit t=0 vom Punkte m0(So)7,Q der Flache 1 ° aus ; trifft
er die Flache S im Punkte p (x y z) and zur Zeit r, so folgt

x-~o+r a osa

	

y=no+r	 aw

	

z=~o+r a CI)

	

(PM-)a cos p

	

acosy
Zum Ausgangspunkte m° and dem Einfallspunkte p berechnen wir einen Punkt
m' o (~'o )7' o 4'o) so, dass auch

x= '°+r a aw
I

	

y=~'°+r aao~,

	

z=~o+r aaosy , (pm°)cos a
wird .

Dieser Punkt m'° heisst Bild von m° ; der Ort alley Punkte m' o ist eine
Flache Y 0 , welche man Bild von I o nennen kann .
Wenn, wie wir sogleich beweisen werden, a ('y' die Richtungs-

winkel der Normale von Y ° im Punkte m' ° sind, and dies fur alle
Punkte dieser Flache gilt, so ist sie die Anfangslage einer der
Gleichung A' =0 entsprechenden Unstetigkeitsflache Y :

= ro+t,a osa''

	

4-)? o+t' a aos ''

	

a osy''

	

(m)

wie aus der in art . 9 fur I gegebenen Verification folgt, and zwar ist dann
LI' diejenige Unstetigkeitsflache, welche der G,renzbedingung t' = t unserer
Aufgabe geniigt. Denn nimmt man, um die Zeitpunkte t, t' zu bestimmen,
wo I and I' auf C5 zusammentreffen, in den Gleichungen (m) (m) fur ~ n c
die Coordinaten xyz des namlichen Punktes p von Cam, so erhalt man aus (m')
and (pm'°)

0=(t'-r) aao a,,

	

0=(t'-r)acos~,,

	

0=(t'-r) a csy,,

(m)
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gesetzt wird, so folgt auch
cosp-E-kcosV cosy'

	

cosy+kcosv
( 6)

cos a' cosa+kcos) cosa'
w = w , =w

	

' w w' =

	

w



230

	

Chris t of fe l : Ueber die Fortp flanzung von Stossen

also

	

and ebenso 1= ,r aus (m) and (pm,), also aus beiden zusammen
t' = t, wie die Grenzbedingung es fordert .

Der noch zu beweisende Hulfssatz ergibt sich wie folgt . Aus (p m',) hat man,
mit leicht verstandlicher Bezeichnung

~COSa'a ' 0 + ' ac+re'=~COSa'ax~
hier ist

e'=cos«'RU C s«,)--cos( a (aasP')+c°sy'a(~ osY,~,

also nach art . 9 e'=0. Dies gibt zunachst
~COSa'a ' o =~COSa'ax-w'ar.

Sodann folgt aus 6, weil
Y,CosA'x=0

ist

ICosa'ax=
W
~Cosaax,

w

mithin weiter
cos c' ' o = (~ Cosaax-wat)s

w

Endlich folgt aus (pm,)
Y'COSaax=ICOSaa~o+war+re=war,

da e dieselbe Bedeutung hat wie in art . 9, also c=0, and nach Voraussetzung
auch

Ecosa ' 0=0
Es folgt

Icosa'6V') =0

also sind a'i'y' in der That die Richtungswinkel der ormale von Yo im
Punkte m'0 , w. Z. V. W .

21 .

Wir erhalten fur die Fortpflanzung der Unstetigkeitsflaehen durchaus die
namlichen Gesetze, welche aus der Optik fur die Fortpflanzung der Lichtwellen
bekanut sind, and wo das, wie im gegenwartigen art ., in der Natur der Sache
liegt, auch durch dieselben Methoden . Es durfte daher nicht iiberflussig sein,
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solchen Berubrungspunkten gegenuber aueh den wesentlichen Unterschied
zwischen beiden Theorien hervorzuheben . Ich erblicke denselben keineswegs
darin, dass die vorliegenden Untersuchungen fur jede Wellenflache gultig
sind; man kann sie in derselben Allgemeinheit auf die Lehre vom Lichte
ilbertragen, wenn man die Gesichtspunkte der Undulationstheorie zu Grunde
legt und dann, wie das nicht anders moglich ist, die beiden Huyghens'schen
Principien zu Hiilfe nimmt, um die Begriffe der Lichtwellen und der Wellen-
flache aufeinander zuriickzufi hren und aus einem von ihnen den Begriff
d e s L i ch t s t r a h l s abzuleiten . Der wesentliche Unterschied, auf den wir auf-
merksam zu machen wunscben ist der, dass die Theorie der Unstetigkeiten
auf alle diese Begriffe direct und mit Nothwendigkeit fiihrt, ohne sie auf
Umwegen einfuhren zu mUssen oder fur diesen Zweck secundarer Principien
zu bedi rfen .

Seien T, T', Z die Tangentialebenen von ~E, Y, S in den Punkten m,
p. Das Gleichungspolynom der Ebene T ist (art . 8 T)

T =(X- Qcosa+(Y-7a)cosf3+(Z-

und kann mittelst der Gleichungen (pm,) in die Form

T=(X-x)coca+(Y-y)cosf3+(Z-z)cosy-w(t-z)

gebracht werden. Legt man um p(x yz) als Centralpunkt die Centralflache
Ct_ r , so ist m Punkt derselben und, wie die zweite Form von T zeigt, T = 0
ihre Tangentialebene in m.
Wird daher fur jeden Punkt p einer beliebigen Flache Cam, (vergl .

art. 11) die Zeit r bestimmt, in welcher die Unstetigkeitflache I
von 2, aus dart eintrifft, und dann um ihn als Centralpunkt die
Centralflache Ct-, gelegt, so hullt die zur Zeit t stattfindende
Unstetigkeitsflache I these Schaar von Centralflachen ein . Dieser
Satz entspricht dem Princip der Erregungscentra in der Huyghens'schen
Theorie des Lichtes.

Dieselbe Construction gilt auch fur die, von Y.', aus fortschreitende Unste-
tigkeitsflache Gt' , wofern man nur die aus der entsprechenden Wellenflache Y
hervorgehende Centralflache C' t- benutzt.
Die Gleichungspolynome der Ebenen T' und Z lauten

T'=(X-x)coSa'-}-(Y-y)cos3'+(Z-z)cosy'-w'(t-- )

x .-(X-x)cosA +(Y--y)cosµ +(Z z)cosv ;
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die Formeln 6 des vorigen art . lehren also, dass identisch

T'Tk
w'
-

w
_

w

ist, d. h. dass die drei Ebenen T', T und Z durch die namliche Gerade G
gehen. Um G zu construiren, legt man also in bekannter Weise (1) an S die
Tangentialebene Z im Einfallspunkte p von a, (2) an Ct_ T die Tangentialebene
T in demjenigen Punkte m dieser Flache, in welchem a mundet ; dann ist G
der Durchschnitt beider und die gesuchte Ebene T' ergibt sich als eine durch
G an C' t_z zulegende Tangentialebene . Ist a' der Strahl aus p nach dem
Beruhrungspunkte von T', so ist seine Richtung so wie die Geschwindigkeit,
mit welcher er durchlaufen wird, unabhangig von t und z ; beide ergeben
sich also insbesondere auch, wenn man t - r = 1 nimmt, also fur jeden Ein-
fallspunkt p die Centralflachen Ct_ v , C' t_T durch die Wellenflachen A, A'
ersetzt.

22 .

Wir erhalten demnach fur die Brechung und Reflection der Unstetigkeits-
flachen die namlichen Constructionen, welche Huyghens fur das Licht ge-
funden hat.

Handelt es sich um die Reflection einer aus SR einfallenden Unstetigkeits-
flache 1, so ist A' die den Raume 9Z eigenthumliche Wellenflache, also mit A
identisch. Die aus G an A zu legende Tangentialebene T' liefert indess nur
dann eine Losung unserer Aufgabe, wenn der aus p nach dem Beruhrungs-
punkte von T' fuhrende Strahl bei p zunachst in den Raum R zurdekkehrt .
Bei der Brechung aus 9Z nach ist A' die dem Raume R' eigenthumliche

Wellenflache : durch G werden alle Tangentialebenen an A' gelegt, und die-
jenigen Strahlen aus p nach den Beriihrungspunkten, welche von p) aus zu-
nachst in den Raum eindringen, sired die gebrochnen Strahlen im engern
Sinne .

Nun wissen wir aus den art. 11 und 12, dass die hier auftretenden Strah-
lensysteme wesentlich durch die Wellenflache charakterisirt sind, zu welcher
sie gehoren, indem these in geometrischer Form die Strahlen-und Normalen-
richtungen einander zuordnet und gleichzeitig die entsprechenden Fortpflan-
zungsgeschwindigkeiten angibt .
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Andererseits gehort zu jeder Wellenflache A ein bestimmtes Reflectionsgesetz,
welches durch die erste, and zu jedem Paar von Wellenflachen A, A' ein
bestimmtes Brechungsgesetz, welches durch die zweite H u y g hens'sche Con-
struction ausgedrflckt ist.

Lasst man als reflectirte Strahlen alle gelten, welche sich aus der ersten,
and als gebrochne alle, die sich aus der zweiten Construction ergeben, so
folgt aus der im art . 20 geleisteten Verification der Satz
Wird ein zur Wellenflache A gehoriges Strahlensystem an einer

beliebigen Flache C nach den in den HuYGnExs'schen Constru-
etionen enthaltenen Gesetzen reflectirt and der Wellenflache A'
gemass gebrochen, so gehort jedes reflectirte Strahlensystem zur
namlichen Wellenflache A and jedes gebrochne zur Wellenflache A' .

Und wenn man sich der Grenzbedinguug t'= t als Gleichung von C erinnert
and bedenkt dass mit t zugleich auch t- const. Losung der Differentialglei-
chung A = 0 ist, wahrend beiden Losungen das namliche, zur Wellenflache A
gehorige Strahlensystem entsprieht, so erkennt man den Satz
Sind zwei Strahlensysteme in Raume vorhanden, welche zu

beliebigen Wellenflachen A, A' gehoren, so gibt es, soweit beide
einander durchdringen, unzahlig viel Flachen C, an denen das
eine aus dem andern durch Brechung nach der fur diese Wellen-
flachen geltenden HuYGHENs'schen Construction hervorgeht .

Sind die Wellenflachen A, A' so beschaffen, dass die Huyghens'sche
Construction fur einen einzigen einfallenden Strahl a mehrere reflectirte Strahlen
a,, a2, . . . and mehrere gebrochne Strahlen o•' , a", . . . liefert, so entspringen aus
einem einzigen einfallenden Strahlensystem (aa) mehrere reflectirte Strahlen-
systeme (a, a,), (62a2), . . . and mehrere gebrochne Strahlensysteme
fur jedes einzelne von ihnen gelten die vorstehenden Satze .

Diesen reflectirten and gebrochnen Strahlensystemen entsprechen ebensoviel
reflectirte and gebrochne Unstetigkeitsflachen 1,, 1, ; . . . and Y, ", . . . Das im
vorigen art. gefundene Resultat zeigt, dass auch fur diese Flachen eine der
von H u y g h e n s gefundenen Constructionen gilt. Sollen sie fur die Zeit t
dargestellt werden, so ermittle man fur jeden Punkt p der Grenzflache CS die
von 1. abhangige Zeit r, wane 2, dort anlangt ; legt man dann um ihn als
Centralpunkt die Centralflachen Ct__,r , C't_,;, so Bind 1,, 12, . . . Eirihullende
der ersten, G', Y1 7 . . . Einhullende der zweiten Schaar von Centralflachen, find
zwar sind sie diejenigen Theile der vollstandigen einhflllenden Flachen, in
denen beziehungsweise die Strahlensysteme (a, a,), (a2 a2), . . . (Qa'),
mflnden .

AnnaZi di Matematica, tomo VIII.
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Alle these Constructionen zusammengenommen sind der geometrische Aus-
druck fur die L6sung der Aufgabe, zwei Tangs einer Flbcbe a aneinander
grenzende Rhume }t and N' stetig nach Werthen von t so zu ordnen, Bass
in jenem

A(
a t I t

	

t
0 7

in diesem

I at, at, at =0(as 07 R

mird I wo die Grenzbedingung t== t durch die Bedingung ersetzt ist, dass t
nicht bloss innerbalb R and V, sondern auch beim Durchgange durch a
stetig bleiben soil .

Sie leisten durch Wiederholung die vollsthndige L8sung dieser Aufgabe, so-
weit die Anfangsbedingungen die verlangte Ordnung des Raumes
nach Werthen Yon t uberhaupt nach sich ziehen, auch fur den Fall,
wo man sich den unbegrenzten Raum in beliebige Theile 9Z, W, zer-
legt, and jedem derselben eine bestimmte Differentialgleichung obiger Form,
oder eine bestimmte Wellenflache A, A', A",-zugeordnet denkt, immer in
geometrischer Form and bei aussohliesslich geometrischer Deutung der Diffe-
rentialgleichungen. Die Frage nach der L8sbarkeit dieser Aufgabe durch ana-
lytische Ausdrficke wfirde in die Eliminationstheorie geh6ren.

23 .

Es fragt sich nun, wie die refiectirten and gebrochnen Strablen imm engern
Sinne rich analytisch voneinander unterscheiden . Lassen wir, um wieder beide
FAlle zu vereinigen, dahingesteilt, A der Ausdruck A' mit A iibereinstimmt
odor niobt, so haben wir fur den aus a durch Reflection oder Brechung her-
vorgehenden Strahl a' aus art. 20

Cos

	

cos, 4+kcosX

	

cosh' cosp+kcos
7-

Ou

ausserdem

Cos

	

Cosy k Cos 9

Cal



also
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cosa-I-kcos)s

	

cosp+kcosµ s cosy +kcos
LI

	

=0.
Cu W

	

w (R)

lede reelle Wurzel k dieser Gleichung liefert, in (cc) eingesetzt, einen reellen
Werth fur w', and mit Zugrundelegung desselben eine unzweideutig bestimmte
Richtung a'(3' / fur die Normale der neu erzeugten, nach dieser Richtung mit
der Geschwindingkeit w' fortschreitenden Unstetigkeitsflache. Unsere Aufgabe
ist diese, zu unterscheiden ob dies eine nach 4R zurtickkehrende oder eine in
den Raum V ubergehende Flache ist, d . h. ob der neu erzeugte Strahl o'
vom Einfallspunkte aus zunachst nach S2 zuruckfuhrt oder nach V`' ubergeht .

Die Geschwindigkeitscomponenten, mit denen a durchlaufen wird, sind

?COSY' .

aCOSc

	

aCOSN

	

aw

Zerlegt man nach der Normale von S and zwei dazu senkrechten Richtungen,
so ist

'=	 a , cos)L +

	

14+a cosy
aCOSc

	

aao ~,oos

	

a cosy

die Components nach der Normale, and zwar nach der durch Acv bestimmten
Richtung derselben .

Im Vorangehenden war keine Veranlassung vorhanden, in dieser Hinsicht
genauere Bestimmungen zu treffen; ich setze nunmehr fest, es sollen X JAI, oder
ihre Cosinus so gewahlt werden, dass die durch sie bestimmte Richtung von
T nach

	

fuhrt.
Dann 1st o ein gebrochner oder ein reflectirter Strahl, jenachdem .9l' positiv

oder negativ ist .
Dieses Kriterium muss nun auf die Gleichung (p) nbertragen werden . Sei

cos a'

	

cos f3'

	

cosy'

	

( )-

	

1ai
-p 7

	

m - ~ ~

	

ta' _
r ~

also
i'(pgr) =0 .

	

(R)
1st das vollstandige Differential

aA'(pgr)=Pap+Qaq+B r,
ferner

Pp + Qq + Rr = N,

	

Pcos? {- Qcosp. + cos i = Z,
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so folgt aus (( )

N-A! == jn

	

or 0"'

	

or Oil IR I? Cos2'

	

Cos P ,

	

Cos 7'
also

Setzen wir nun fur pyr ihre Werthe aus (a) ein, within

p . cos x k cos),

	

P=cos +hcoslz

	

cosy + h cos v

	

(2)
0)

	

to

und betrachten in der Gleichung (i3) k and w als Variable, so folgt auch
Zak -- JTaw == 0,

also haben wir unter dieser Voraussetzung

of= ate -
a k

UM zu untersuchen, ob einer reellen Wurzel k der Gleichung
(A) ein nach 9?' oder ein nach 9t fiihrender Strahl a' entspricht,
muss man also in dieser Gleichung w als Function von k betrach-
ten; dann findet der erste oder der zweite Fall statt, jenachdem

0
ah

positiv odor negativ ist, vorausgesetzt dass die Normalenrielitung
Xp von R nach fit' fiffirt.

24.

Die Anwendung dieses ICriteriums auf die WellenflAche der homogenen
elastischen Korper liefert die folgende Eigenschaft derselben, welche vielen,
aber nicht alien Mitte1punktsflachen zukommt :
Die Anzahl der Tangentialebenen, welche durch eine Gerade G

an die Wellenflache b' eines homogenen elastischen K6rpers ge-
legt werden Annen, ist stets eine gerade Zahl AM
der Zahlen 0, 1, 2, 3 .
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Legt man eine Ebene Z durch G und den Mittelpunkt der Flache 0', und
zieht aus ietzterm die Strahlen nach den 2m Beruhrungspunkten, so erhalt
man auf der einen Seite von Z ebenso viel Strahlen wie auf der andern, also
auf jeder Seite m Strahlen .

Ist
11' 11-1 A' 12

A' s ,

die Differentialgleichung Y=0 und, wenn fur die Derivirten von t' ihre
Werthe aus (a) eingesetzt werden

All. = A',,, = Wp
((9 '2

	

cu2

so dass
%,x,=A,.,+2Bµ,k+C,u,kt

von w frei und ganze Function zweiten Grades von k ist, so konnen wir
statt der Gleichung ((3) die folgende nehmen

K=

11' 32
A022- 1 A'23

13

A',, - 1
=0

dann entsprechen die aus G an 0' zulegenden Tangentialebenen den reellen
Wurzeln k dieser Gleichung, vorausgesetzt dass man fur w denjenigen festen
Werth nimmt, welcher dem einfallenden Strahl a entspricht .
Um die Bedingung zur Geltung zu bringen, dass nur reelle Werthe von k

und w in Betracht kommen, stellen wir k als Abscisse, w als Ordinate in
einem rechtwinkligen Axensystem dar. Dann ist K eine Kurve 6 Grades,
und die Anzahl ihrer Scbnittpunkte mit einer Geraden w = const. sine der
Zablen 6, 4, 2, 0, was der erste Theil des obigen Satzes let. Ist 2 m die
Anzahl der Schnittpunkte, so behauptet der zweite Theil des Satzes, dass

'o
in m von ihnen positiv, in den m ubrigen negativ ist . Der Beweis hiervon

ergibt sich wie
Fur jedes reelle k sind alle Wurzeln w reell,

	

arweise entgegen gesetzt
gleich, und keine von ihnen wird jemals =0 (ar 13). Die Kurve hat also
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6 reelle Zweige, die sick von k = - oo bis k = + cc erstrecken ; drei von
ihnen, w, w Z and w3 , verlaufen auf der Halbebene &)>O, die drei andern sind
zu ihnen in Bezug auf die Axe der k symmetriseh . Diese Axe wird von
keinem Zweige geschnitten .

Solange k endlich bleibt, andern sich stetig mit k . Werden,
wahrend k sich ununterbrochen in der namlichen Richtung andert, zwei Wur-
zeln w,, w, einander gleich, so trennen sie sich daruber hinaus wieder, ohne
imaginar zu werden ; also kehrt die Kurve dort nicht zu fruhern Werthen
von k zurUck, sondern es bildet sich ein Doppelpunkt .

Wenn also, wahrend is fortwahrend zunimmt, zwei Zweige w, and w2 zum
niimlichen Punkte fuhren, so gehen von dort zwei Zweige weiter zu grossern
1 ; welchen von beiden man als Fortsetzung von w, betrachten will, ist fur
n n s e r n Z w e c k gleichgultig. Hat man aber hiertiber fur jeden Doppelpunkt
verfngt, so hat jeder Zweig der Kurve die wesenfliche Eigenschaft dass ein
Punkt, welcher ihn von k = - oo bis k = + co durchlauft, wahrend dessen
niemals zu kleinern k zuruckkehrt, sondern ununterbrochen zu grossern k
fortschreitet. Dies ist die erste Eigenschaft der Kurvenzweige, welche hier in
Betracht kommt.

Die zweite, welche mit dieser zusammen den Beweis unserer Behauptung
liefert, besteht darin, lass sow ohl fur k =- oo wie ' k = + oo drei Wurzeln
&)= + oo die drei andern = - oo werden.

Aus beiden zusammen folgt, dass ein Punkt
,,,)>O einem Kurvenzweige von k =- oo bis k = + oo folgt, stets zu grossern
k fortschreitet, aber Anfangs von unendlich grossen zu endlichen Werthen
von w sinkt, and sebliesslich wieder von endlichen zu unendlich grossen Wer-

= const.
e Gera b n oft von

gehen. Da er jedesmal
fiber

	

t geschnitten wird, so muss er
grossern zu kleinern, wie von kleinern zu

zu grossern k fortschreitet, so ist at im ersten Falle negativ, im andern positiv.

Beide Falle treten fiir jeden einzelnen Zweig gleich oft ein
von alien Zweigen zusammengenommen, w . z. b. w.

Die H u y g h ens's th e Construction liefert j edenfalls eine Tangentialebene
an A, diejenige, welche dem each #t4' hinein sich fortsetzenden Strahl a ent-
sprieht, also auch mindestens eine, welcher ein reflectirter Strahl entspricht.
Die Anzahl der reflectirten Strahlen ist also 1, 2 oder 3, die der gebrochnen
0, 1, 2 oder 3, was im Ganzen 12 verschiedene Falle gibt .



Nur in einem von diesen Fallen, Arnlich wenn beide Zablenn
=3 sind, reichen die Grenzbedingungen allein hin, um die ent-
stehenden Unst&gkeher- Wig zu bestimmen ; in den 11 ubrigen
Fallen bedarf es hierfUr der Integration der Differentialglei-
chungen d . art. 4 .

25 .

Es handelt sich nur noch um den Nachweis dieses Satzes, nicht um aus-
gefiffirte Rechnungen, deren Resultate wenig lohnend sein warden .

'I 1

	

-1 .

	

rl
Sel wieder l die Kurve,

geschnitten wird. Wird ein an Q5 grenzender Punkt von l iiberschritten, so

m6ge die Gesammtzunahme, welche ein ihm zugeordneter Werth, z. B . Llf?t
oder H', erlangt, durch

bezeichnet werden .
Nun bleibt sour ohl vor- wie

durch elastische feste Mrper .

	

2319

(

au
Th ) (11%)

nachher in einem solchen Punkte [(1) art. 19]

folgt weiter

(MAJt
wo

	

St
OVI

	

atv')~- ~W
mt)

	

( ),
and aus demselben Grande folgt aus (2) art. 19

ty WK Cos x + If. Cos tt+ 11', cosv) p(Il,cos)+ IIICOS tA+115COS

I!(rf,cosx + IVI COS tt+ IG COS V) p(It, cosx + iposp + n4cosy)
p ' (uw 'cos x + M4 Cos; + W3 cos y) p (11,5 COS X + ILCOStA + H'; COSV) .

Es ist fur unsern Zweck wUnschenswerth, noch ein Formelnsystem abzuleiten .
Da an S vor and each dem Durchgange von l

au' au . au' au .

	

?U -cos
I

: COS tA : cosyax - ax 7y - Ty- , 7'- - 7,-

ist, was ebenso fur v' and v sowie fur w' and w gilt, so ist auch
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oder, wenn a p7 w sich nur auf die einfallende Unstetigkeitsflache I beziehen,
wegen (I)

(x+ 8t ' cw
a
HFX+at

cW°')'(ay -I at ' cw)-J

au au cost

	

au'

	

au' cosy

	

au au cosy.
ay+ at w, (az + at o, )~(az +at W ) = cos~ :cos~ :cosv .

Die hier eingehenden Gesammtzunahmen erhalt man auch wie folgt . Man loge
um den Einfallspunkt p in der Normalebene von l einen unendlich kleinen
Kreis and nenne R den Halbkreis welcher in den Raum T fallt, den andern
R'. Sodann wahle man zur positives Seite einer Unstetigkeitsflache jedesmal
diejenige, welche der wirklichen Fortschrittsrichtung von l zugewandt ist .

Dann ist z . B .
(a2`)

die Summe aller stetigen vermehrt um die Summe aller
x

plotzlichen Zunahmen, welche a erlangt, wenn R von der positiven nach der

negativen Seite durchlaufen *ird . Die unstetigen Zunahmen treten ein beim
Durchgange durch Y, and die versebiedenen reflectirten Unstetigkeitsflachen,
die stetigen beim Durchgange durch die Winkelraume zwischen (25 and den
Unstetigkeitsflachen . Ebenso verhalt es sich auf der andern Seite von C .

Ich bezeichne nun die Summen der plotzlichen Zunahmen fur die Minuenden
der vorstehenden Formel durch A'B'C', fur die Subtrahenden durch ABC,
and behaupte dass identisch A :B : C= A' B` C= cos X : cosh. : cos v ist. Ist dies
bewiesen, so ergibt sich, dass aus der Grenzbedingung u'= u, abgesehen von
(I), nur noch zu schliessen ist, dass die vorstehende Proportion f ii r die
Sum men der stetigen Zunahmen der in sic eingehenden AusdrUcke gilt .
Es nehmen aber

au au cosy

	

au a u cosh

	

au au cosy
ax +at' w '

	

ay+ at' w '

	

az~at' to

zu (1) beim Durchgange durch I um Null, da these Zunahme

- [ax]- [ at]
coN ==0

u. s. w. ist ; (2) beim Durchgange durch E, um

a u

	

au cos a

i

	

a=
cosa, - cos a a

	

locos)' a u
ax

	

t , W

	

0)

	

[at]1

	

W [at],
ki	

ws`~ [a
t]1

	

k., w
sV [ate]
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and da dies fur jede reflectirte Unstetigkeitsflache 2, gilt, so folgt fur die
Summen aller plotzlichen Zunahmen A : B : C = cos? : cos tL : cos v, and offenbar
gilt dieser Nachweis, der sich allein auf die Formeln (3) art . 5 and (6) art. 20
grundet, auch fur A', B' and C' .

Bezeichnen wir also durch (ax)~, a x
i u. s. w. die Summe aller s t e t i g e n

Zunahmen, welche ?u, au u. s. w. erlangen, wenn B, R' von der positiven
ax ax

nach der negatives Seite durchlaufen werden, so reducirt sich unsere Pro-
portion auf

a u' au cos a

	

a u a u cos a

	

au, a cos f3
ax+ at W ax+a w ay+ at W

(III)
(8u au cosh'

	

8u!CosY

	

au aucosy
- lay + a tW)c ( a t + ?t

auw
)e _

	

+ at w )~
C0S ) : COS H . cosy

nebst der gleichen Proportion fur v' and v so wie fur w' and w, and es ist
bewiesen dass ausser (I) sich aus der Grenzbedingung u = u usw. keine andern
mehr ergeben. -

Wenn die Linie l in unendlicher Nahe umkreist wird and eine verander-
lithe Grosse sich dabei stetig, aber so andert, dass sie endliche Zunahmen
erlangt, nachdem die Umkreisung um einen endlichen Winkel fortgeschritten
ist, so ist sie in der Linie l selbst unbestimmt . Wenn daher die ersten Deri-
virten von u, v, w, u, v', w' in 1 nicht unbestimmt werden, so sind auf der
linkers Seite von (III) alle Glieder =0. Wir werden sehen, dass letzteres
nicht immer der Fall sein kann, and dann schliessen miissen, dass die in Rede
stehenden Derivirten an l unbestimmt and von der Eintrittsrichtung abhangig
werden .

Ich beginne mit deco Falle, wo sowohl durch Reflection wie durch Brechung
drei Unstetigkeitsflachen entstehen ; derselbe trio ein, so lange die in Z liegende
Gerade G weder A noch A' schneidet. Nimmt man an, dass in diesem Falle
die ersten Derivirten von u v . . . w' an l nicht unbestimmt werden, so bleiben
nur die Grenzbedingungen (I) (II) ubrig, and die dort eingehenden Gesammt-
zunahmen drucken sich aus durch die Unstetigkeiten der Derivirten . Diese
reduciren sich durch die Formeln (3) art . 5 auf die Componenten UV W,
wahrend these sich (art . 14 C and art. 15 AB) in alien Fallen durch eine
einzige Hiilfsgr6sse ausdriicken . Die Anzahl der Unbekannten 1st also == 6,

er Anzahl der Gleichungen (I) (II) .
Annali di Matemaika, tomo VIII .

	

31



242

	

C h r i s t offe l : Ueber die Fortpflanzung von Stossen

Wir halten uns bei einer Theorie dieser Gleichungen nicht auf, and gehen
zur Sehlussuntersuchung fiber, dem Nachweise, dass die noch ubrigen 11 Falle
eine neue nicht mehr hierhin gehorige Masse von Problemen bilden, insofern
die im vorigen Falle vorhandene Moglichkeit, die gesuchten Unstetig-
keiten unabhangig vom stetigen Verlaufe der mit ihnen behafteten
Functionen, also ohne Kenntniss dieser Functionen selbst zu fin-
den, in den noch ubrigen Fallen nicht mehr stattfindet.

Ich vergleiche miteinander drei Falle der vorliegenden Anfgabe, welche a,
b, c heissen mogen, and unendlich benachbarten Lagen der Geraden G ent-
sprechen : im Falle a schneidet die Gerade G weder e noch A', im Falle b
beriihrt sie a', im Falle c wird von G in zwei unendlich benachbarten
Punkten geschnitten .

Im Falle a existiren also alle Unstetigkeitsflachen ; derselbe wird demnaoh
durch die vorhin erorterten Gleichungen (1) (II) erledigt . Im Falle c existiren
nur noch zwei gebrochne Unstetigkeitsflachen ; folgen dieselben im Falle a
von der positives nach der negativen Seite hin in der Reihenfolge G ' , s", Y"
aufeinander, so moge im Falle c G' and I' noch reell vorhanden, aber Y'
imaginar geworden sein .

Im Falle a findet also zwischen and E' noch eine Unstetigkeit statt,
aber nicht mehr im Falle c . Zu beiden gehort b als Grenzfall. Die Werths-
vertheilungen in den Fallen a and c konnen also von der im Falle b statt-
findenden, folglich voneinander nur unendlich wenig abweichen . Wahrend aber
die Derivirten von u'v'w' im Falle a beim Durchgange durch Y plotzlicbe
Werthsaenderungen erleiden, ist an Stelle dieser Unstetigkeiten im Falle c
eine davon nur wenig abweichende, aber stetige Aenderung um die gleichen
Betrage getreten .

Im Falle a bedeutet hiernach z . B .
at

die Summe von 3 plotzlichen

Aenderungen, welche beim Durcbgange durch Y, X, I' stattfinden : im Falle
c bedeutet dieses Zeichen, bei nahezu gleichem Werthe, die Summe der
plotzlichen Aenderungen beim Durcbgange durch Y and s', vermehrt um die
von Null verschiedene, aber auf stetigem Wege erfolgende Zunahme beim

Uebergange von

	

bis s"' .
Von den Unbekannten, die im Falle a aus (I) and (II) bestimmt werden,

sind also im Falle c deren 12 nicht mehr vorhanden : es sind dies die Unste-
tigkeiten der ersten Derivirten von u'v'w an Y.", welche sich durch phorono-



durch elastische feste Korper .
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mische and mechanische Relationen auf eine einzige Unbekannte reduciren .
An ihre Stelle sind im Falle c die stetigen Zunahmen getreten, welche diese

12 Derivirten beim Uebergange von li' bis I' erlangen. Fiir diese stetigen
Zunahmen besitzen wir in den Gleichungen (III) (welche sich vereinfachen)
phoronomische Relationen, durch welche diese 12 Unbekannten auf 6 reducirt
werden. Gabe es noch mehr mechanische oder phoronomische Relationen, z .
B. solche, die aus dem Begriffe der Unbestimmtheit einer Function in einer
Linie l entspringen, and zwar im Ganzen so viele, dass durch sie diese 12 ste-
tigen, Unbekannten Zunahmen auf eine einzige Unbekannte reducirt warden
so warden die Gleichungen (I) (II) wieder nur 6 Unbekannte enthalten, un
auch die vorliegende Aufgabe wUrde ohne die Kenntniss der Functionen uvw
selbst losbar sein .
Aber ein solohes System von pboronomischen and mechanisoben Relationen

gibt es in diesem Umfange nicht . Denn wenn dasselbe existirte, so wurde
das namliche System der so beschaffenen Relationen die erwahnten 12 stetigen
Zunahmen auch in dem Falle auf eine einzige Unbekannte reduciren, wo z .
B. zwei gebrochne Unstetigkeitsflachen imaginar geworden Bind, wahrend die
Grenzbedingungen (I) (II) fur den Raum R' drei Unbekannte fordern .

Ich schliesse daraus, dass in alien denjenigen Fallen, wo gebrochne oder
reflectirte Unstetigkeitsflachen imaginar werden, die stetigen Zunahmen der
ersten Derivirten von uv'w odor uvw in den frei werdenden Winkelraumen
nicht durch phoronomische and mechanische Grenzbedingungen allein, sondern
nur durch Integration der partiellen Differentialgleichungen d. (art. 4) auf
diejenige Anzahl von Unbekanuten reducirt werden konnen welohe fur die
Befriedigung der Grenzbedingungen (I) (II) erforderlich ist .

Strassburg, 20 MArz 1877 .
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