
Ricerca del rapporto fra i discriminanti
di un'equazione algebrico-differenziale
di 1 .° ordine e della sua primitiva com-
pleta per mezzo della teoria delle curve
piane razionali .

(Di GABRIELE TORELLI, a Napoli.)

l . Nel precedente lavoro : Contribuzione alla teoria delle equazioni
algebrico-differenziali (*), io mi occupai della relazione :

G=gkt,

dove G e it discriminante della primitiva completa :

fo
WM

	

fi (,)f 2- i _.I- . . . + fm = 0,

	

(1)

g quello della equazione differenziale the s' ottiene eliminando la costante ar-
bitraria w fra (1) e la sua differenziale immediata, e k. e una espressione com-
posta in modo razionale intero colle prime derivate parziali delle fQ , f , . . ., fm
rispetto alle variabili .

Prendendo le mosse da due memorie del compianto prof. CASORATI io
riuscii a costruire la funzione k qualunque sia in, non essendo cii fin allora
stato fatto the pei valori particolari di rn = 2, 3, 4 .

Nell' intento di rinvenire un modo piii semplice per formare la espres-
sione in discorso io ora ho ripresa in esame la medesima quistione, ed ho

( ) Giornale di Matematiche BATTAGLINI, vol. 24, pag . 280, 1886,
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rintracciato un metodo geometrico per pervenire alla costruzione di k . La
forma, cui tale via mi ha condotto, e la medesima di quella sotto la quale io
precedentemente presentai la espressione k. Nonpertanto stimo opportuno pub-
blicare questo nuovo procedimento, sia perche esso si presta ad ulteriori tras-
formazioni, sia perche it significato geometrico pub facilitare to studio delle
propriety delta espressione k .

2. Consideriamo le tre forme

a(),) = a0 ),,n + a, X,n-i A2 + . . . + an A 2 4L ,

b (A) = b0 ).,n + b, ),,n-i ), + . . . + bn A2-,

C (A) = Co ) ,n + C, ),,u- i A Z + . . . + Cn ),,",

e supponiamo the nella c(),) si operi la trasformazione delle variabili
nelle altre IA,, 14, mediante 1'equazione :

j., b (A) - tit a (A) - 0,

Se C(µ) a la trasformata e g, G sono rispettivamente i discriminanti di co.),
C(u) si ha :

G=gk=,

dove k e una funzione razionale intera ordinatamente dei gradi

n(n-1)

	

n(n-1)
2	 '	 2	

rispetto ai coeflcienti a, b, c, ed essa eguagliata a 0 e la condizione ne-

cessaria e sufficiente acciocchb sia possibile determinare it rapporto (= in

modo the µ, b

	

µ3 a (A) e c ().) abbiano un fattore di 2 .° grado di co-
mune (*) .

Cib premesso consideriamo la curva piana razionale le coordinate dei

( , Vedi la g ilt citata mia Contribuzione ecc . ; confronta pure GORDAN, Ueber die
Invarianten biniirer Formen bei h6heren Transformationen (Giornale di CRELLV,, vol. 71,
pay. 164), e it mio lavoro : Della trasformazione cubica di una forma binaria cubica .
Rendiconti del Circolo Matem . di Palermo, vol . 2, pa; . 169, nota a pie di pagina .
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cui punti siano rappresentate parametricamente da

p x1 = a (A)

p x 2 = b (A)

	

(2)

p x 3 = c (A)

Se e possibile determinare u, e p2 in modo the 1 b) - 2 aQ) abbia un
fattore di 2 .° grado in comune con c ) vuol dire the due dei punti d' in-
contro dells curva colla retta 1, x2 - N2 x, = 0 coincidono con due delle in-
tersezioni delta medesima curia cotta retta x 3 = 0. Ora essendo le due retie
distinte, cib non pub avvenire se non quando esse concorrono in un punto
doppio delta curva, it the succede, a allora solo, quando un punto doppio
di (2) giace sulla retta x 3 = 0 ; sicche pub conchiudersi : k = 0 eguivale ally
condizione necessaria e su ffaciente a fnclle un puma doppio delta curva razio-
nale (2) giaecia sulla retta x 3 = 0.

3. Moltiplichiamo le (2) successivamente per
abbiamo

) 1n-3 A 7 7

pi1'2-2x1

	

=a0A1"-2 + a 1 A2n-3i , -1 _ . + Un-P ~ in ~ rz10-T .t . .

p )n-2 x2

	

= bo / 2n

	

-i- b1 12n-3 %.2 -,- -I- b 2 A n % n

	

4 . . .
%1n--x3

	

_ O%'2n--2 + c 1 I 1 2n-3 %2 + • -{- e_2 %1n i 2' P t . .-

p 2 Z -3 A

	

2'13

	

n t

	

2 x i

	

U o %. ~ - /, 2 -+- • -I- Un-

	

'0

	

-2

p h1n-3 A2 x2

	

=

	

b o A 12'3 A 2 + -1-' bn-3 %, 1n l.2 n' - " + . .

pA13 ) x3

	

Co i 12n- 3
%2 -f- -}- ( Y0 _ % 1 '2 % 2n- +

p A2°2 x1 -=

	

ap /.1~Z

	

+ . }- (fin A 2 2°-2

p /rz xz2 =

	

b o l., n % .2' Z-2

	

4.. • -}- bn %. . 2n -2

/3 n2 't-2 x3 =

	

c0%120%4' -j- . c%.20 z

Se consideriamo come ignote distinte :
pA1n_2,

	

pi,1'0'3%2, . . .,

	

p12'°-2,

	

A12n-2,

	

%.12°"3'2, . . .,

	

%22n-2 ,

it precedence sistema si compone di 3n - 3 equazioni lineari omogenee ri-
spetto a queste 3n - 2 ignote ; determiniamo da e~so i rapporti delle prime

7



n - 1 delle dette ignote . Ponendo

abbiajno
)

	

__2

	

)~,i2-3 l,2

~1

	

d2

	

•S it- 1

Se dunque

	

ii valore del parametro corrispondente a un punto (x .,,

delta curva, per questo passano Ie curve di ordine n - 2 :

di un'etquazione algebrico-diffet •en•ziale di 1.° ordine, ecc.
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(3)
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0
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0

0 0 co C 1 x3 0 co c 1 • C, t_ 2 0
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. .

	

. . .
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0 x2 0 0

	

b~

	

b,t 0 	 x 2 0 0 •b0 	 b01
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Co

	

Cfl 0 	 x 3 0 0 .c 0 C, t

i 0 ao
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:C 1 0 C(„ C(, •
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Ora a un punto doppio corrispondono due valori del parametro ±, )-i ; perc,ib

le sue coordinate verificar debbono anche le altre relazioni :

x , 1 , 2 - ~20; 0 0

- ~' /202 = 0
•

	

•••••••S
•fl- ' 2 . fl-2 0 ,

le quali confrontate colle (3) danno the le coordinate dei punts doppii sod-
disfano le equazioni ;

Dunque :
Le curve dell' ordine n - 2 rappresentate dalle equazioni

pei pun ti doppii delta curia (2) (*)•

4. Le equazioni (4) possono service a determinare le coordinate dei
punts doppii delta curva rationale . Cosi per es. baste ordinarle rispetto ad x 1
ed eliminare x 1n-2, x1 aZ- 3 , . . ., x, . La risultante sera rappresentate da un de-
terminants le cui colonne saranno rispettivamente di grado 0, 1, 2, . . ., n - 2
nests x 2, x3 . Decomponendolo in determinants a colonne semplici, e ordinando

otterremo un' equazione di grado
2

(n - 2) (n - 1) rispetto al rapporto
x2

L' ultimo termine di questa equazione eguagliato a 0 rappresenta la condi-
zione, affinche uno dei punts doppii delta curva (2) giaccia sulfa retta x 3 = 0,
ossia ci fornisce l' espressione di 1 . Per ottenere questa piu brevemente, not
possiamo fin dal principio introdurre l' ipotesi x 3 = 0 nelle (4) . Sviluppando
dopo cib ogni to ~1 secondo le potenze discendenti di x 1 e indi-
cando con

(-)21 1 D n-1, i,

rispettivament

	

.oe 'l,cienti di ,Sax-2, xi7Z-

	

-2 in ~i
dalle (4) it sistema :

D x '-~2

	

- .D 2, x'- x z -} . . . -}- (_.)a
_2
D ..1, x.2 -2 = 01 1

	

a

	

i

	

1

	

az

	

1

az-3

	

. .

ax--2

	

Z_2

	

(~xi

	

x2

	

)

	

e2-1, 2

	

= ita2-.2

Di,az - 1 xt t - D2,at - i x 1 1 -3 x2

	

z

	

l~sz-a,sz-a x,a'
2 = O.

(' Vedi 1'niEDnlcH, Die rationale Plc cu' e Occl; u»', § 11 . Gie.cea, 188).

(4) passano



di vn'equa'ione algebrico-diff'erenziale di 1 .° ordine, ece .

Perche coesistano quests equazioni deve essere :

Ds, ,

	

t, 2

	

,, n-,

D2, ,

	

D2, 2

	

D2,

2

Questa condizione e dunque necessaria perche un punto doppio delta curvy
razionale (2) giaccia sully x3 = 0. Evidentemente essa e sufficiente ; pereio :

I

= 0.

lc = s ± D, 2 D 2 , 2 . . .

G-li elementi di questo determinants sono formati da determinanti ricavati cal
sopprimere n - 2 orizzontali dally matrice comune a tutti i determinanti
costituita dalle attune 2n - 1 colonne di questi .

5 . Nel caso di n = 4 se not indichiamo con (r, s) it determinants ri-
cavato cot sopprimere le orizzontali r ma , ed sdally matrice :

a0 ai a° a3 aA 0 0

b0 b, b2 b 3 1) 4 0

	

0

C 0 C, e2 C3 C4 0

	

0

0

	

a0 a, a2 ((3 a4 0

o

	

b o b, b2 b 3 D4 0

0

	

C 0 C, C2 C3 C4

	

0

0

	

0

	

a0 a, a2 a; a A

0

	

0

	

bb b, b2 b3 b .,

0

	

0

	

C0 C, C2 C3

	

c4

le equazioni ~, = 0, 0 2 = 0, z3 = 0 Si possono scrivere

(4, 7)x 1 2 - i(4 , 8)+(5, 7)i x, x2 + K4 , 9)+(6, 7)i x1 x3 +
•

	

(5 , 8)x2 2 - i( 5 , 9 ) - f - ( 6 , 8)i x 2 .x3 + (6, 9)x32 = 0

( 1 , 7 ) x1 2

	

i(i, 8) + (2 , 7)i x, x2 + i( 1 , 9) + (3 , 7)i x1 x3 +

•

	

(2, 8)x22 - i(2 , 9 ) -l-- (3, 8)i x2x3 -I- (3 , 9)x3' = 0

(1, 4)x!2- i( 1 , 5)±(2 , 4)ixtx2 -f- i( 1 , 6)+(3 , 4)ix,x3+

•

	

(2, 5)x22- i(2 , 6)+(3, 5)i x2 x3 + (3, 6)x3 2 =0,

2 59
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l'equazione the fornisce it rapporto x2 pei tre punti doppii e :

Ax33 - Bx3-x2 + Cx3 x, - Dxg 3 = 0,
e :

h = D.

sicche ponendo

(4,7) (4, 9)±(6, 7) (6,9)

A = (1, 7) ~1, 9) -I- (3 , 7) (3, 9),

(1,4) (1 , 6)+(3, 4) (3, 6)'

(4,7) (4 , 9)+(6, 7) (5 , 9)+(6, 8) (4,7) (4, 8)+(5, 7) (6,9)

B= (1,7) (1 , 9)+(3, 7) (2 , 9)±(3, 3) ± ( 1 , 7 ) (1, 8)+(2, 7) (3,9)

	

,

(1,4) (1, 6)±(3, 4) (2, 6)+(3, 5) (1,4) (1, 5) ± (2,4) (3,6)

(4,7) (4 , 8)-4 . (5, 7 ) (5 , 9)±(6, 8) (4,7) (4,9) +(6, 7) (5,8)

C = (1,7) (1,8)±(2,7) (2,9)+(3,8) : + (1,7) (1,9)+(3,7) (2,8) ,

(1,4) (1,5) +(2, 4) (2,6) +(3, 5) ( 1 , 4) (1 , 6 ) + (3, 4) (2, 5)

(4 , 7) (4 , s) + (5, 7) (5 , S)

D = (1,7) (1 , 8)+(2, 7) (2,8) ,

(1,4) (1,5) + (2,4) (2,5)
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