
Sul sistema di due coniche

(Del dolt . FRANCESCO GERBALDI, a -Roma.)

I. Formole fondamentali .

Siano due forme ternarie quadratiche in notazione si
axe = a'x 2

	

(a, x, + a2 X2 + a3 x.) , == I aik xi xh
b2 = V.2

	

(b, x, + bg x. + b3 X,)2= Ibaxixh .

Se ne considerino le seguenti forme invariantive fondamentali
- - = (a au)'

	

A, = (aa' a")2 = a d 2

I

U, 2

	

U r, 2

	

(abu)'

Up 2

	

UP,2

	

(b Yv)*2

e si ricordino inoltre le relazioni :

(a a' x)2 =45- A, a.2

(a a' a")

(1)

	

(i3

(3)

(a a'b)" k, 2 aIr 2

02 = (a b b')2 ap2 b"2

A 2

	

(b b'b" )2

	

bp2,

I introduca ora l'operazione
a

	

ikail, b ,k

la quale si ha :
aax*' = bx'

	

0 b .,;2

	

0
auf 2ul 60 V
0A,=30,

	

00, =202
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x)2 ~4 A, kz

002 =-,:l A 2

t --

aA, = 0,

2 ==7

21

(2)

(4)
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e la si applichi successivamente ai due membri della (1), si deduce :

T X)l

	

a,,' + A I b,,2

	

(7)

Ir l X)l = E), a,,2 + E), b,2 -

Ne = 1

	

.
3 A2 ax2

+ @ 2 b 2

(b fu) 2

Si applichi ancora l'operazione a successivamente ai due membri della (3),
e si avrh :

(a a' T)'

	

4
5- A j O t
(A, 0 2 + 3 0, 1 )

2 (r r' r") 2 + 2 (a j3 r)'

	

A t A 2 + 50,02

(A, E), + 3 W)

	

(1' T

(19 Y)2 == ' A2 El -

Dalla (8) ponendo xi

	

Ti si ha :

(Ir 7") , = 2 o,

e da questa combinata colla (12) si ricava :
I(a ~ T)' ==y (A, A, + 3 9, 02)

	

(a z)e

	

(a h f)l

(9 E), 02 - A, A,)

	

(a b t) 2 .

	

(16)

Le formole the corrispondono per duality alle (7) (8) (9) sono :

Ua

	

I
2 + TU

(a-fU)

	

I

(ff , it)' =-- 0 2 VA2 + E) I Up' - a b u) 2

(8)

(12)

tp' = (b b' t) 2 (13)

(14)
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e da queste, in virtii delle relazioni (1), (2), . . ., (6), si deduce :

(a fu)' = 0 2 u,,' + 3 A, up,

	

(17)

U?' = (f f' u) 2 = 3 A 2 0,21x 2 - 9 A, A2 u,2 -I- 3 A, 02 up2

	

(18)

(b fu), --
3 A2 ua2 + 0, up' .

Nella (18) si ponga successivamente

ui = ai,

	

bi,

	

ti, fi,
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e si tengano presenti le formole (5), (6), (11), (13), (15), (16), si avra :

a.2

	

(aff')2

	

4 A,(3022 + A20,)

	

(20)

ff2 = (ff' f") 2 = 27A, A 2 (9 0, 8 2 - A, A 2 )

	

(21)

b?2 = (b f f')2 = s A 2 (3 0 ,2 + A, © 2)

	

(22)

W = (ff' t)2 =2 (9A,0,3 + 9-42 0,3 + A,2 A2 2 - 3 A, A2

	

(23)

11. Fascio e schiera di coniche .

Le equazioni a,,, 0, b,,,-0 rappresentano due coniche C, e C2 in coor-
dinate di punti, e le equazioni 2t"2 = 0, u1 2 = 0 rappresentano le stesse in
coordinate di rette . L'equazione v..2= 0 rappresenta una conica le cui tangenti
tagliano armonicamente C, e C 2 : e l'equazione f,2= 0 rappresenta una conica
i cui punti proiettano armonicamente C, e C2 .

Le coniche C, e C2 determinano tin fascio ed una schiera di coniche . Le
equazioni :

ax2 + ©b,2 = 0

	

(24)

20u," + 62 up2 = 0 ,

	

(24')

rappresentano una conica qualunque del fascia, la prima in coordinate di punti
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la seconda in coordinate di rette . Cosl pure le equazioni
u"2 + )? Up , = 0

	

(25)

axe + 2)7
fx2 + ,72 bx 2 = 0,

	

(25')
rappresentano una conica qualunque della schiera ; la prima in coordinate di
rette, la seconda in coordinate di punti .

Nel fascio vi sono tre coniche degenerate in coppie di rette ; i valori cor-
rispondenti del parametro 0 sono le radici dell'equazione

A,+ 30,9+302 8 2 + A 2 9 3 =0,

	

(26)

•

	

li denoteremo con 0', 0", 0"' ; per questi valori di 0 la (24') rappresenta i
vertici del triangolo autoconiugato comune a C, e C, contati ciascuno due volte .

Nella schiera vi sono tre coniche degenerate in coppie di punti ; i valori
corrispondenti del parametro n sono le radici dell'equazione

A,A-30,n+302 2 2 +A2 4 1 =0,

•

	

li denoteremo con )7', fl", n"' ; per questi valori di 4 la (25') rappresenta i
lati del triangolo autoconiugato comune a C, e C,, contati ciascuno due volte .

In virtii delle formole (3), (4), (5), (6) si hanno le relazioni
A,

	

„

	

A,

	

,,,

	

A,
A2 8'

	

n = AO"

	

A2 0 ,,,

In cib the segue, quando le coniche C, e C, si suppongono non degeneri
• quindi A, ed A 2 diversi da zero, porremo per ragioni di semplicith e di
simmetria

- 4 A2 axe X2 = 2 ff

•

	

le equazioni dei v

U, == Ua2 U, = 2u, 3 =up2.

Allora le equazioni dei lati del triangolo autoconiugato (contati ciascuno due
volte) si scrivono

92 X, -i- oX2 + X3 = 0

	

[9 = 9", 9", 9"'],

	

(28)

contati ciascuno due volte) si scrivono :
U,+9U2 +62U3 =0

	

[9-

Il discriminante dell'equazione di 3 .° grado (26) 6
R = A,= A2 2 - 3 0 ,2 02 2 - 6 A, A, 0, 0, + 4 A, 013 + 4 A, 0, 3 ,

•

	

quando esso si annulla le due coniche C, e C, si toccano .

(27)

(29)

(30)
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III. Le coniche invariantive .

Siccome i1 sistema di due forme ternarie quadratiche ha soltanto tre co-
varianti di second'ordine, cosi tutte le coniche the hanno relazioni invariantive
colle coniche date C, e C2 formano una rete, di cui 1'equazione e

la,, + 2 m f)R + n b,2 = 0.

Siccome poi it sistema di tre forme ternarie quadratiche ha soltanto tre
contravarianti di 2.' classe, cosi tutte le coniche the hanno relazioni inva-
riantive colle C, e CZ formano un tessuto, di cui 1'equazione e

Le coniche invariantive di C, e C 2 formano adunque una serie the e ad
un tempo rete e tessuto ; cioe ve ne e sempre una ed una sola the passa per
due punti dati, e cosi pure ve no e sempre una ed una sola the tocca due
rette date ; le coniche d' un siffatto sistema hanno tutte, come e noto, uno stesso
triangolo autoconiugato .

Una conica di equazione tangenziale (32), the chiameremo conica (X, t., v),
ha per equazione locale

X2(aa x)2 + 4 u. 2 (r r ' x)2 __L 0 ((3 l3' x)2

+ 4tv(iSrx) 2 + 2Xv(ai3x) 2 + 4X~t(arx)2 = 0,

e questa, in virtii delle formole (1), (2), (7), (8), (9), si riduce precisamente alla
forma (31), avendosi

l = 3 ~~SXZ-~ 3~i~~'~ 3OZl-2 A2~v]

M = Xv - tx

	

(33)

n -=~ [A,X ~t + 30,µ2 +3OZ µv-}-X1 2 v 2] .

Analogamente una conica di equazione locale (31), the chiameremo conica
(1, m, n), ha per equazione tangenziale

12 (a a' u)2 + 4 m 2 (ff' u)2 + n2 (b b' u)2

+ 4mn(

	

+ 21n(abu) 2 + 41m(a f

e questa, in virtu delle formole (17), (18), (19) si riduce

	

e alla
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forma (32), avendosi

12 + 4 0,2 1 in + L6 A 2 6,in*1
+4 A,mn3

14= ln--AA,m,

	

(34)

Mn+ 163 A, E), m2
4

-h 3

y j ==
1
A [A I

A2-11 13 __. .13

In cib the segue, fino a Canto the le coniche C, e C, si suppongono non
degeneri, scriveremo le equazioni locale e tangenziale d'una conica invariantiva
sotto la forma :

11X i + 11 X2 + 11 X, =0

?1U1 + x, U2 + ?, U,, = 0 )

e allora le relazioni precedenti tra i parametri locali l, I
tangenziali X, X, )3 acquistano ma

11 = I [A,7.,2 + 3E)dd,, + 302 1,,2 + A 2 X 2 Xj
A2

l3 = i [A 2 X? + 3 (921213+3()t12 A i A1 A2]

12 + 3 0 1 l?+ A t 1, 1j .

A., 13 2 + 30 1 12 13 + 3()21 2 2 + A 2 1, l.] .

Dalle (33) si passa alle (34) e vie
scampi di 1, con 1 3 , di 1, con X,, e di 13 con X, .

11 diseriminante di una conica di equazione (32) 6 :

+ 12(,x,3z)I)qAy

( J )-r 10TT'2
t,
2-1 Qt..0/2'12

donde, tenendo presenti le formole (3), (4), (5), (6), (10) . . . (16) si ha the it

(31')

(32')

ed i parametri
e diventano :

(33')

(34')



discriminante dells conica (X
(9 E), E), - A, A2)123 + A 221 3 3 + 3 (A, A,

+ 6 A j E), X, 2 1, + 6 A, 0 2 ) 11 + 3 A, E), ~,2 X3 + 3 A,
+ 3 (At E), + 3 Oi l) 1,1 2' + 3 (-4,0 1 + 3 021)1, 2 1,

In modo andogo si potrebbe ottenere it discriminante delta conica (1, 1
ma esso si deduce immediatamente dally formola precedente scambiando ).
X, j 13 rispettivamente con 1.,, 12 , 1, ; ed e :

j 0 2 - A 1 ,4 2)123 + A,2 133 + 3 (A, A
+ 6 A, 02 1,2 1 2 + 6A, 0, 12 131 + 3 A, 0, 1, 2 1 3:+ 3 A, 0-, I t 1, 2

+ 3 (A, E), + 3021)lil,,2 + 3(AA

Tnhn se delta conica si conoscono ad un tempo i parametri locali ed i
tangenziali, it suo discriminante 6 :

A, A, (1, X, + 1, X 3) + 2 A 2 0- ,(I,)., + 12 13) + 2A 1 0 2 (12 X, + 1, X,)
E" 0 2 -+

terne proporzionali X, : X, :13 : :1', -
corrisponde evidentemente una stessa conica . La proposizione inversa non e
evidente, ed infatti vi b un caso in cui essa non 6 vera, e questo caso avviene
quando le due coniche C, e C, hanno doppio contatto.

Se ]a conica (1, 1 2 1,) coincide colla conica (X% X',

	

denotando con k
identicamente per tutti i valori di u,) U2) U3

(X, - Xi X,) u,,' + 2 (X 2 * k X' 2) U,2 +
(X3 - k X ' ,) UP 2 == 0 2

	

(a)

donde, ponendo successivamente ui = aj, bi, fi e tenendo presenti le, formole
(5) e (15), si deduce :

k X' j ) + 2 0-, (1, - k X 2) + 02 (X3 ---

0, (X, - k X',) + 20- 2 (12 - kX',\ + A, (1,3 - kX',) = 0
, - k X%) + (3 E), E), + A I A,) (X, - k X',) + 2 A 2 9, (X, - k X`') = 0 .

11 determinante di queste tre equazioni omogenee di L' grado rispetto ai bi-
nomii Ai -- kA'j b - R. Dunque se B non e zero, ciob se le coniche C, e C,

Gerbaldi: Shl sislema di due coniche .
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non si toccano, le coniche (1
si abbia :

quando cioe le due terne di parametri sono proporzionali .
Se poi si ha B = 0, la terza delle precedenti equazioni e conseguenza

dells prime due, le quali, denotando con h un fattore incognito, dhnno :

k

	

2 h(0 22 -

	

n2 -- k).', - h (A, A

	

0, 0 2),

X3

	

,2 - A, 0 2),

e merce queste la identity (a) diventa :
h

C(022 - A2 ©,) ua2 + - (A, A2 - 0, 82) u"2 + (012 - A, 02 ) uR 2 } = 0 ;

dunque : o e h nullo, e allora dalle (38) segue nuovamente la proporzionality
fra le due terne di parametri ; oppure deve annullarsi identicamente la forma :

= (022 - A2 01)ut6 2 + (A, A2 - 0, 0 2) ,u; 2
+ (412 - A102)up 2.

	

(39)

In q

	

e e noto) hanno dopp
ed in q

	

solo caso possono due coniche () 1 Ak2 A3) e (A'1 n '2 k'3) coincidere,
senza c

	

abbia A1 : n2 : 1, 3 : : A'1 : X', : A'3 ; bastando allora per la coincidenza le
relazioni (38), qualunque siano i valori delle costanti h e k, con k diverso da 0 .

Analogamente si dimostra the due coniche (l 1 12 13) ed (l' 1 1' 2 l' 3) coinci-
dono allora soltanto, quando si abbia l, : 1 2 : I., : : T, : 1', : l' 2 ; eccettuato it caso,
in cui si ha per identity :

a,-kA',=0

	

A2 -kA '2=0

(022 - {7), A2)
nel qual caso si annulla i

4

2 n3) (A'1

e le coniche C1 e C2 hanno doppio contatto .

IV. Alcune notevoli coniche invariantive .

coincideranno soltanto quando

A3 -, kx 3 =0 )

E),

e la for

dell' invariante 0,

	

fica (come e noto) the esistono i
ed infiniti triangoli cir-

coscritti a

	

utoconiugati ri pe

	

n questo caso diremo per bre-



vita the la conica C, a armonicamente iscritta rispetto a C2 , ovvero the la
conica C2 e armonicamente circoscritta rispetto a C, . Analogo significato ha
I'annullarsi dell'invariante 02 , basta scambiare le veci delle due coniche C, e
C2 . Quando son nulli tutti e due gli invarianti 0, e 02 e scambievole 1' ufficio
dell'una conica rispetto all'altra, e not diremo inuolutorie due coniche siffatte .

LE DUE CONICHE INVOLUTORIE DI UN FASCIO 0 D' UNA SCHIERA (*). -- In un fascio
di coniche ve ne sono sempre due involutorie. Infatti si considerino nel fascio
determinate da C, e C2 due coniche di parametri B = r 0 = s ; i loro inva-
rianti simultanei sono

A, + (2s + r) 0, + s (2 r + s)19, + r s2 A2
A, + (2r + s) 0, + r (2 s + r) 02 + r 2 s A 2 .

Se le due coniche sono involutorie,
equazioni :

Escludendo

	

s

	

= s, per cui
rebbero le coniche degeneri del fascio, si a the i parametri r s delle due
coniche involutorie del fascio sono le radici dell'equazione di 2 .' grade

G e r b a l d i : Sul sistema di due coniche.
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e se ne deducono le

02 ) x + (0, A,- 0, ) -^-

	

(41)

la quale e Hessiana dell'equazione grado (26) da
coniche dege
radici reali Indi le coniche invo utorie
caso di R > O tutte le coniche del fascio
parametro, sono reali . Se B<O, le conic involutorie sono imagln rie, perche
le radici della (41) sono imaginarie . Se B = 0, le coniche C, e C, si toccano ;
in questo caso la (41) ha una radice doppia, e questa e radice doppia della
(26) ; quindi le due coniche involutorie coincidono in una conica degenere co-
stituita dalla retta tangente a C, e C, nel lore punto di contatto e dalla corda
per gli altri due punti comuni .

() Cfe. DATTAGLI12, 513lle

Vol. VIII, pag. 134 .

Annali Eli Matematica, tome XVII .

cli Matema

22

x2 - x 1
Ai 0 1 0 2 (0, A 2 - 02 2)x 2 + (A A 2 0,
0, 02
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Analogamente, nella schiera determinata da C, e 02 vi sono due coniche
involutorie, i parametri delle quali sono gli inversi delle radici delta (41) mol-

tiplicati per At
A

.zz

LA CONICA COMBINANTE DEL FASCIO 0 DELLA SCIJIERA (*). - Osserviamo the
quando si scambia b.,2 con a,,' + r b,,' bisogna scambiare

Quindi se

U,2

Oj

0,

con va2 + r u,1
con Uxe + 2ru,l + rl UP 2

eon

	

(a a' X)2 + 2r(a7x)l + rl(aj3 x)l

A, ± 2 2 , o, axe + r2 fx, +
2 A
3

con A, + rO,

A, + 2ro, + r 2() 2-

u" + yuj Wk ZVI,

con

b, 2
(42)

6 un combinante del fascia, si deve avere identicamente per tutti i valori di r
e d i u, u2 u3

7c (u,,' + y u,l + z up')

	

+ y(u,,' + r U, 2) + Z(U",2 + 2rul + r 2 UI)

donde ponendo successivamente ui = aj, bi si deducono to equazioni :
k('11 + b'0 1 + 1102) == A, + y(A, + ro,) + z(A, + 2ro, + rl

y 0, 4- zAO == 0, + y(E), + r E),,) 4- z(O, + 2 r o, ± rl A2),
le quali devono essere soddisfatte per valori fissi di y e z qualunql
valore di r; tali equazioni si possono scrivere :

(k -- 1)(A l + y e, ++ ze,) =r f(y + 2z)O, + rz Oj
(k - 1)(0 1 + y

donde si ricava :

t- 0 ,01WOSA
I

questa essere veriRcaia per tutti i valori di r, si deduce :
A As -- 01 Ot o,'--A,02

y ==	
02-A20,-

	

Z T22 - A? Ot

(*) Cfr. BATTAGUNT, 1, e, pag. 143 . - MPRTFN-8 . Ueber einen Kege-IscAnift, welcher
die Combinanten--iqenschaft in Bez?g auf ears Eegelschnittbi4chel hat . Sitning-beriebte
tier Mat Classe der K . Akademic. Wion, Bd . 91 ; S. 03-7-640.



A =0 22-
fatti i calcoli si ha

l

	

R
E),

G e rb a l d i s

	

coniche.
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Dunque, se vi e una conica combinante del fascio, questa non pub essere
altro the u. 2 == 0, essendo u] la forma definita dalla (39) .

Volendo 1'equazione di questa conica in coordinate di punti, basta far
capo alle relazioni (33), e sestituire in esse

1
=2 (A, A,-- v ,-_ 0,2 - A t E1 21

dunque, se R 0, l'equazione locale delta conica u02 = 0 e
2 0 2 axe --- 3 fx2 + 2 0, bx2 = 0 .

	

(43)

Tenendo presenti le formole (42) e facile verificare the questa equazione
non si altera quando si scambia bx2 con axe + r bx 2 ; dunque la conica u„ 2 = 0
e effettivamente un combinante del fascio .

In modo analogo si dimostra the per la

	

he determina a
da C, e C2 vi e una sofa conica combinante, ed e 0.1 = 0, essendo fix, la
forma definita dalla (40) . L'equazione tangenziale di questa conica, e (se R < 0)

A, O, u,%2 - 2 A, A 2 u,2 + A,02 up , =0.

	

(44)

La conica u.2 = 0 e armonicamente circoscritta a tutte le coniche del
fascio ; infatti s calcoli a w + rb.2 si ha:

a. 2 = (e2 2 -

	

2 --- o, 000 i + (0,2 - A, 02) 0 2 = 0
b4, 2 = (022 - A, C),) 0, + (A, A2 - e, e2) 02 + (0, 2 -- A, 02) A2 = 0,

e quindi a,, 2 + r bog = 0 .
Analogamente la conica f2x2 = 0 e armo

le coniche della schiera . Di qui segue facilmente the la conica fl,,' = 0 e la
conica dei 14 punti rispetto al quadrilatero in cui sono iscritte le coniche della
schiera, se si tien presente the it triangolo diagonale di questo quadrilatero
e it triangolo autoconiugato rispetto a tutte le coniche invariantive, e the una
coppia di vertici opposti del quadrilatero costituisce una conica degenere della
schiera .

Le tangenti di 'c
del fascia, 1c" 2 = stesse . In-
fatti, se hx 2 = ax' + r = 0 e x2 = a + s b,,7 1 = 0 sono a coniche involu-
torie del fascia, la con avviluppata dalle rette the le tagliano armonica-
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mente e
(hku) 2 =ua2 +(r-f- s)u,2 +rsup2 =0,

e questa coincide con u .2 = 0, perche r ed s sono radici della (41) . Inoltre,
se per due coniche gli invarianti 0, e 0 2 sono nulli, le lore coniche invarian-
tive u,2=0 e fx2 =0, in virtu delle formole (8) e (18), coincidono in una Bola .

Analogamente i punti di S2x2 = 0 proiettano armonicamente le due co-
niche involutorie della schiera, e le tangenti di fl,' = 0 tagliano armonica-
mente le medesime .

Ciascuna delle due coniche involutorie del fascio e involutoria colla conica
combinante del fascio . Infatti, assumendo come date le due coniche involutorie
del fascio, si ha 0, = 0 0 2 = 0, ed u,,, 2 - 0 si riduce a uT2 = 0 ; inoltre per
le (11) e (13) si ha ta e = 0, fp2 = 0 . Quindi le due coniche involutorie e la
conica combinante di un fascio formano una notevole terna di coniche (terna
coniugata), the hanno uno stesso triangolo autoconiugato, e sono due a due
involutorie . Lo stesso dicasi per le due coniche involutorie e per la conica
combinante di una schiera .

V. Coniche polari reciproche .

Sia r la polare reciproca di C, rispetto a C2 ; se la retta u (u, u 2 u 3 ) e
tangente a r, it polo di u rispetto a C2 sta su C ; ma quel polo ha per coor-
dinate up Qi, dunque sara ap ap- up up- = 0 .

Se it punto x sta su r, la polare di x rispetto a C2 e tangente a C, ;
ma quella polare ha per coordinate bx bi, dunque si avra : ba b'a bx b'x = 0 .

Pertanto la conica r avra per equazioni locale e tangenziale
ba b'a bx b'x =0

	

apap'upup , =0.
Osserviamo, the si ha :
fx2 = (a R x)2 = (b b', a x)2 = (ba b'x - bx b'a )2 = 2 ba t b'x2 - 2 ba b'a bx b'x

4 A2 (abu)2 = (au, ~p')2 =(apup, -ap, up)2 =2ap2 up 2 --2apap'upup' ;

donde le equazioni locale e tangenziale di r si possono scrivere :

0, bx2 - 2 fx2 = 0

	

02 up, -- 3 A2 uT 2 = 0 .

	

(45)

Analogamente la polare reciproca r' di C2 rispetto a C, ha per equazioni :

02 axe - 1 fx2 = 0

	

01 ua2 - 2 A, uT2 = 0 .2

	

3



per cui 1'equa

N C
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Vogliamo ora trovare una conica, rispetto a cui le due coniche date sono
polari reciproche Puna dell' altra (*). L' equazione della conica domandata ha
A form a :

rxl = lix, + 1124 A- 4X==O )

	

it Q -P it EQ + X3 171 =" 0.
Scrivasi l'equazione ta-ngenziale della polare reciproca di V"2 = 0 rispetto

ad it., = 0 ; essa b :
a P

2 uP 2 - 7 rpl(aru), = 0.

Si osservi the si ha :

aPI

	

?,,A, + 2 X, e j + )., o,

4 r,,2 (a ru)' 4 A 2 It, ~ & 2 + 2 4 (f a u)2 +
4
A 1 13 UT2

1 1 +20 s

4
2+2021,22-T

,121`21`3+202b

Xi + !lo t XI X2

410142 + 4 '1 ' X,

P
z
I

cedente diventa :

li 'x2 +
3

A, 1,

	

+ A, 1, up

+ (AII3+AI22,1'?, + 2 01~2 A3 + 02 /~32

Restano ora a determinare X, 1, 1, in modo the questa equazi
cida con u~' = 0 ; bisognerh percib risolvere le equazioni :

A, A i2 - 0 2 A 22

0 ± 1 A2 A 3 2 - ! A,

	

0
3

	

3

BATTAGLINT, Nota it torno ally coni

A' = 0

U3 =0.

(46)

e C0111-

alla quale due coniche date
di lore . Atti delta. R. Ace. clef Lineci, 1872; pag. 195-202 .
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ossia, posto
it - 3 0 2 )

(47 /

di qui si ricavano, con una facile eliminazione, due equazioni di 4 .' grado
l'una in ), e l'altra in ),, :

AXI -- 614%0- 84A, X, .1 3(3ol -- 4A,00 = 0
.A? A? -- 6 A,

Ponendo :

queste equazioni diventano :

x¢+6
At

02
X 2 -

1

	

1

	

17 , 6w , ~7 ; quindi si ha :

X =

e cosi si hanno per

8

Calcolandone ]a risolvente di LAGRANGE, si trova per ]a prima

?~,
= V A2

	

), S =

	

A,
Ai -

7

	

V- T2 Y)

T

Vo' -- 07 + V77)

A + 3(3ej -- 4A,oo = 0 .

Y== ± 1 ±
V1

guend :

(48)

30,6 +302 62 +A263 =0,
e per ]a seconda

A2 + 302~ + 30; Y ' + A j ~ , == 0 ;
le radici della

I e queue della seconda sono
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In queste formole bisogna scegliere it segno +, so A, A 2 e positivo, ed
it segno -, se A, A, e negative ; perche it prodotto dei tre radicali deve
avere it segno contrario al coefficiente delta prima potenza dell' incognita nelle
equazioni di 4.° grado (48) . Inoltre i valori di ),, devono essere accoppiati
coi valori di n3 in modo the siano verificate le (47'), e precisamente n', con
i.' 3 , ),", con ),", j A"', con A"r 3 , A'", con ),'", . Alla condizione dei segni si sod-

disfa scrivendo

	

A` in luogo di
.L 2

e scrivendo A2 ~-
A,

in luogo di ± ~- A2 nelle formole the danno ), 3 .

Dunque vi sono 4 coniche rispetto a cui le coniche date sono polari recipro-
che, e le lore equazioni tangenziali sono :

A
A 2

	

A,
,

	

AE
(,/~r+

VB
+ ,/Crrr)U'+

U2 ~AE v - A, (VO,

	

i + V errr)

U3_0

A E
V
_ A,

	

;, ,

	

A, _ AE 1

	

1

	

1
(V VB -VB )L,+U2+-

	

U3 =0At

	

AE

	

A2

	

A, ~Vg, - ve„-- v0,,,)
(49)

A2

	

At
A,

	

AE(-ve,+ve.,-Ve)U,+U2+AE A,( 1 +1, -1„)U3=0

A2

	

Ai(-VB, -VF V y )U , U2 , A,

	

A2 _ 1

	

1 .+ 1 U3=0.A~

	

Az

	

-~-

	

~- -~- A2

	

A,

Volendo ora 1'equazione tangenziale complessiva delle 4 coniche in di-
scorso, osserviamo the basta eliminare A, ), 2 ). 3 fra le equazioni (47) e

U,a,+U2/,2+ U3n3=0.

A questo scopo si considerino A, a2 )`3 come coordinate di un punto ; allora le
equazioni (47) rappresentano due coniche, e 1'equazione ultima scritta rappre-
senta una retta . Eliminare )., )•2 )•3 fra queste tre equazioni significa trovare
1'equazione complessiva dei quattro punti comuni alle coniche (47) ; ora, come
e noto, se ua 2 = 0 ed up' = 0 sono le equazioni tangenziali di due coniche,

_2
1' equazione complessiva dei 4 punti comuni e ua2 up2 - uT2 = 0. Nel nostro
caso calcolando i contravarianti ua2 , up2, uT 2 si trova

2 ua2 =- A2 2 U,2-3A,02 U3 2 +2A,A,U2U,

1 up2 =-3A,0,U 2 - A, 2 U32 +2A,A2U,U1

uT 2 - -- 3A2 0
2U,2+

A . A,U2-3A,o,V32 + 2A,A2Ul U3,
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i ii risultato dell'elimin

() 2'1 -4A2 @,)Ui l +A

ione e :

5
2 0AI!U,I- 18A, A j~O, @,U,2U,1-6A,A,I@,UIbT, 2

210TOWl- 20A?AXUU,2 U, + 24 AIA2,9,UUUa2= 0
1

e questa 6 1'equaziorie complessiva tangenziale delle 4 coniche, rispetto a cia-
scuna delle quali le due coniche date sono polari reciproche l'una dell'altra .

Volendo le equazioni locali separate, e 1equazione locale complessiva di
queste quattro coniche, si parte Ball' equahone locale della polare reciproca

G

a,; :== 0 rispetto ad una conica invariantiva
1 A21, 2 -- 0y122 -2 A,1213 )X

]a quale equazione o si forma direttamente con
quello con cui si a formata 1' equazione (46), o si
cogli scambi di

4
y A j ax t)

	

di 71P , in 5'
4 A 2 bx%

ispettivamente in & 7 0, j 02, 112

3 ,1, 1' .

na poi determinare 7, 7, 1, in modo the ]a (51) coincida co
a questo scopo si hanno da risolvere le equazioni :

edimento analogo a
educe senz' altro dalla (46)

di u-, , in fx2j

Confrontando queste colle (47) si osserva subito, the dalle (47) si passa
alle (52) collo scambio di X,, 4, X ., rispettivamente in 1,, 1, 1 1, Dunque per
le coniche rispetto a cui le coniche date sono polari reciproche traa i para-



metri locali ed i parametri tangenziali si ha la semplicissima relazione

1 1 1 2 13

	

/ .3

	

(53)

e quindi dalle (49) si deducono immediatamente le equazioni locali dalle 4
coniche in discorso

A, / A2 1
+

1
+

1
)X

,
+ X- -

A2 V
-

A, (V6

	

,
3 =0, (54)A, U-

	

vy, vy„v9,,,At - A -f ~6'-} ~6")~I

ecc .
L'equazione locale complessiva si ottiene eliminando l, 1 2 13 tra le (52) c

1 1 X,+l2X2-}-13 X3 =0,

ora, siccome le (52) possono anche imrnaginarsi dedotte dalle (47) sostituendo
ordinatamente 1, 12 13 a i,, i. 2 A,3 e scambiando A, con A2 e o 1 con e2, cosi
1'equazione complessiva domandata si deduce dalle (50) sostituendo ad U1 U2 U3

rispettivamente X 1 X_, X, e scambiando inoltre A, con A2 e (-), con e
perb e

3A, 2 (3(-), 2-4A 1 (-) 2)X,'+A 12 A2 2 X2 4 -{ 3 1 . 2 (3e2 2 -4A-),)X3 -}-ecc .=0. (55)

VI. Coniche bitangenti . Coniche conjugate .

Se due coniche (). 1 ), !.3) e (),',

	

i.'•,) del sistema, invariantivo conside-
rato sono bitangenti, chiamando y i polo di contatto, esiste un valore di p
per cui si ha :

T

	

3 ; Vy2 ,

donde si vede the y b uno dei punti doppi del tessuto di coniche determinato
da U,, U2, U, e perb dev'essere :

21y 2 = U1 + 6 U2 -}- 62 U3

	

6 = 6', 6", 6"'i

per conseguenza denotando con o un coefficiente incognito si deve avere :

" I -I- pa' 1 = ~4,

	

a.2 -f--

	

G,

	

?_ 3 -}- p1.,

e quindi se le due coniehe hanno cloppio contafto si ha
1„

	

}t3

t,' 3

	

.._.0 per

	

(56)

1

	

9

	

62

G e r b a l d i : Sul sistema di clue eoniche .

	

177
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Dunque data una conica del sistema vi sono tre serie di coniche bitangenti
ad essa ed appartenenti al sistema ; i tre lati del triangolo autoconiugato sono
le corde di contatto, ed i tre Yertici del medesimo sono i poli di contatto .

Similmente la condizione percU due coniche (1, 12 Q e (1', 1 ' 2 l'3) siano
bitangenti 6 :

1,

	

12

	

1,

T, 1', 1',

	

= 0 per

	

(57)

In particolare le equazioni

1X,4-X2 +
I0 X3=0, U, + V • +5U3= 0, (58)

qualunque sia l o ), rappresentano coniche bitangenti a C, ; e le equazioni

.,X,+X2+

	

I-r

	

7 U, + U2 + -)` U3 == 0,

	

(59)Ix,==07

	

j

qualunque sia t o ), rappresentano coniobe bitangenti a C,,, . Per conseguenza
i c 5j sono due qualunque , dei tre valori 5, 6", 6"' le equazioni :

nippresentano 6 coniche bitangenti ad entrambe le coniche C, e C .
Le quattro coniche, i-ispetto a ciascuna delle quali le due coniche date

~ sono due a due bitangenti . in tti, ponendo per scm-

e osservando the

,,,
A1

+ X

donde
"42

	

At

	

I

	

c -,
A, V A2'~= - p-qr

	

y

i parametri tangenziali delle 4 coniche suddette sono :

+
VP
+
py

A- VY" == q,

qr -K rp -Ppq

1

	

1

	

1
-l,

	

q), - 2-1) - I) q

	

e(le.
gr

	

rp

	

P 11

Ora, per dimoskare ad esempio the la W coning e bitangente ally 2 .', basta
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1 .

	

1

	

I
,,
+ r

p -}- p1
q

'

	

q r+ I -P -l- h 1

1

	

1

	

1

qr

	

rp

	

1) 2

1

-1, qr--rh--pq

P2 1)°

1 79

e nullo, it the si fa facilmente .
Si consideri ora una conica C di equazione a te.- 0 ed una retta v di

equazione v,x = 0 . Nel sistema invariantivo di a,,. 2 e di vx2 si ha :
21 x,2 = (a a' u)'`

	

a^2 = ( a v u)'

	

itR 2 = 0

	

fx2 = 0

A , _ (a a' U") 2

	

0, = vat

	

02 = 0

	

A., = 0.

Una conica invariantiva qualsiasi ha per equazioni locale e tangenziale
axe +kvx2 =0

	

26,,2 +2Ic212=0,

e tutte queste coniche invariantive formano un fascio-schiera di coniche bi-
tangenti a C, essendo v la corda di contatto .

La polare reciproca di C rispetto ad una di queste coniche e

3
A, u a 2 + 2

(3
A, lo + 0 , 102

volendo the coincida colla stessa conica C, bisognera, prendere k in modo
the sia :

3 :4,k+u,k 2 =0,

donde (trascurando la soluzione Ic = 0 per cui si avrebbe la stessa conica C)

si ha lc = -- 2 A, . Dunque l'equazione in coordinate di punti

rappresenta una conica F tale, the la polare di C rispetto ad essa e la stessa C.
Inversamente prendiamo la polare reciproca di 1' rispetto a C, essa i ;

ax' 2 (a l x)- = 0

ed in coordinate di rette

C,x 2 = 3 v,, 2 ax2 - 2 .4, v x 2 = 0 (61)

1 21, 2 = 3 vat ua 2 - 4 A, 21 ;2 = 0, (62)
3 c-> i
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e siccome si ha :

a.,2 == -- 30?A, ;

	

(0, y X)2 - -- 4 A,2 0- , V~, '-"

cog l'equazione precedents coincide colla (61) . Dunque la relazione tra le co-
niche C e r ,, scambievole ; ciascuna di esse i polare reciproca di s6 stessa
rispetto all' altra : due coniche siffatte furono dette conhigate rispetto alla retta v .

Dualmente si abbia una conica C di equazione v,2 = 0 ed un punto y di
equazione vy = 0. Nel sistema invariantivo di tt, 2 e di jjY2 si ha :

f-2

	

(a y x) 2

	

b,2

	

0

	

u. ,1

	

0

01

	

0

	

02

	

ay 2

	

A 2

	

0 .
Le enuazioni

@
2

CIX 2 _ fX2 = 0

	

(63)

302 tf,2 - 2 A, ity 2 = 0

	

(64)

rappresentano una cornea F' ; ]a conica C e la conica F' Souo ciasouna polare
reciproca di se stessa rispetto all' altra, e si dicono conittyate rispetto al punto y .

L'equazione (63), se si osserva the si ha :

&ayx)2&ab, xy)2 = 2ay'b 2 - 2a,ay baby),

scrivere :
X2 - 2 a, ay b, by = 0 ; (65)

e la recta v sono, polo e polare rispetto a C si ha v. = ay O"e
I

donde v,,2 = nkay by = 3 A, aye e peril la (61) coincide colla (

F e r' coincidono ; ossia, se due coniche sono coniugate rispetto ad una recta,
esse sono anche coniuyale rispetto al polo di questa .

11 contravariante mr2 per Ile coniche C e F' i;
I

ed it covariante fl , per le coniche C e 1' 6

3 0, [3 0, (aa 1# -- 4 A, (a mQ] == -- 4 A

dalle quali espressioni segue she se due conkhe sono coningate, le i-ette con-
dotte per it polo di contatto le tagliano arvionicamente, ed i punti delta retta
di contatto le pmiettano armonicamente .
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Se si calcolano goi invarianti I C e r w trova :
-2

	

-- :1

A, vat,

	

02 = - 3A, v,,,2 ,

	

A2

	

2711 1 v,,, ,
dalle quali espressioni si vede elle se due coniche (t,,2 = 0 e b,,2 ==0 soi?o coil -
higate, tra i loco invarianti passano le relazioni

30 1 2 -+,0 2 =0,

	

A, A 2 - 9 O j 02 = 0 ,

di cui una 6 conseguenza delle altre due ; a queste si possono sostituire le
R=0,

	

A 1 A 2 - 901 Ol = 0 7
, potendosii s
I

R = -, ;, (301 + 00 2)(30 2 2 + Y4 2 01) +

(A,P -- 30OLn + ELL, j- 2AWOU, = 0,

Analogamente si trova the i parameti ,i locali
e di C, verificano le equazioni :

2 - 9 810.) (5 8 18 2

X, + 30,)" , = 0. )

A,1 3 2 =0
, l3 + 42) + 6 0 2 12 13 -1313,0,132 Q=

0==0' ,

,=O, (66)

3

(66')

dalle (66) si deducono le (66') e viceversa .
Cerchiamo ora se nel sistema invariantivo di coniche, the stiamo studiando,

ve no siano di quelle coniugate con una di esse, ad es . con C .
Si consideri la polare reciproca I Q rispetto alla conica (X, 12 A 3), essa

ha per equazione ]a (46) ; le condizioni perchb questa polare reciproca coin-
cida colla stessa C, sono :

2A I X, + 3 0,

	

A, n,2 = 0
A, (2 ? ~ X 3 A- ik,2) + 6 0

equazlni
petto a C, e la stessa C 1 , cosa

e ponendo fl, = 1, dalle (67) si ha :
A 1 + 30- 1 ~,+ 30 2 ), 3 1 + A 2 /t,a == 0,

dunque per i,, si hanno tre valori, e precisamente 0', 6", 0"' ; dally prima dells.
(67) si ricavano i corrispondenti valori I !,, e A conchiude the nel sistema

ivo di due conicbe ve ne sono, tre coniugate con una di esse, e the
le equazioni taDgenziali di quelle tre the sono coniugate con C, sono :

6".

	

(68)

Belle coniche con-

(69)
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le quali differiscono dell,- (67) per lo scambio di A, con A . e di 0, con e, ;
le equazioni locali delle couiche coniugate di C, sono dunque :

T2
-30,) X, + 2 A . XX H- 2 12

	

- Q,

	

(70)

Le tre coniche conjugate con C", non solo sono bitangenti a C, [i e e si
accorda coll'essere le (68) e (70) casi particolari della (58)], ma sono inoltre
due a due bitangenti fra loco . Se si considera infatti it determinant(-

A, 0'22

	

3
,, z

11

2A, 2A,6'

-30 2 A, 2 A, 6"

6 +

e si tengono presenti le relazioni

3
A2

si vede the questo determinante e identicamente nullo .
Dimostreremo in seguito the le tre coniche coniugate con C, sono anche

coniugate due a due fra loco, e pero prese insieme con C, formano una no-
tevole quaterna di coniche, detta armonica ; e the le quattro coniche rispetto
a ciaseuna delle quali due coniche date sono polari reciproche formano appunto
una quaterna carmonica .

VII. Rappresentazione delle coniche invariantive
coi punti di un piano .

Se i param
come coordinate di un punto

2

of
in un piano H, ad ogni o

si prendono
della rete

corrisponde un punto del piano,

	

; in particolare ai vertici del
golo coordinato corrispondono

	

the date c la conica
Cosi pure se i parametri tangenziali

	

di una conica I si consi-
derano come le coordinate di un punto L' in un piano II", ad ogni conica del



tessuto
/.,U, + X. U2+ ).3U3 = 0,

corrisponde un punto del piano e viceversa; in particolare ai vertici del triran-
golo coordinato corrispondono le due coniche date e la conica u 2 - 0 .

Se i punti del piano IT e i punti del piano N' si mettono in corrispon-
denza per modo the due punti corrispondenti rappresentino una stessa conica
del sistema, si viene a stabilire una trasformazione quadratica tra i piani fl
e TI', the e determinata dalle formole (33') e (34') . 1 punti fondamentali di
questa trasformazione nel piano IT mono :

A(6 22, 6', 1)

	

B(6''2, 9", 1)

	

C(6"' 2 , 9", 1),

	

(71)

o nel piano 11' sono :

11,
(1,

	

6'2)

	

B, (I ,

	

(', (1

	

2)

	

(71 )

Tenendo presenti le equazioni (28) e (29) si vede the i punti fondamentali del
piano f] corrispondono alle tre rette doppie del sistema di coniche invariantive,
o the i punti fondamentali del piano TI' corrispondono ai punti doppii dello
stesso sistema .

Alle coniche d' un fascio contenuto nella rote corrispondono nel piano 11
i punti d' una retta e nel piano 11' i punti d' una conica circoscritta al trian-
golo A, B, C, ; se

9,1,+ 1) 2 1 2 -f 1313=0,

e la retta nel piano TI, la conica corrispondente nel piano 11' e

4
(A, /f 2 + 3 0, /,, /.2 +

	

.) + r/ 2 (/'•S

	

X22) + A' (A 2/,32 ± . .) = 0. (72)

Analogamente alle coniche di una schiera contenuta nel tessuto, corrispondono
nel piano it' i punti d' una retta, e nel piano Il i punti d' una conica. circo-
scritta al triangolo A B C; se

q, )., + q2 ), 2 + q3 ), 3 = 0,

e la retta nel piano H', la conica corrispondente nel piano 11 e

' (A .1,2 }- . . .) .+ 82 (1 1 13 _ 122) +
. A2

(A,13 - .+ . . .) . 0.

	

(72')

Le coppie di rette, in cui degenerano le coniche della rete invariantiva,
eostituiscono (come e noto) tre fasci in involuzione coi centri nei vertici del
triangolo autoconiugato, essendo raggi doppii i lati di questo ; e dualmente le

G er b a l d i : Sul sistema di due coniche .
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cop , in cui degenerano le coniche del tessuto , costi-
tuiscono tre punteggiate in involuzione sui lati del triangolo autoconiugato
essendo punti doppii i vertici di questo. Di qui si capisce the i discriminanti
(35) e (36) di 3.° grado Puno in 1, 1 2 1, l'altro in devono potersi spez-
zare nel prodotto di tre fattori di 1 .° grade .

Osserviamo, the se rx = 0 ed sx = 0 sono le equazioni di due lati del
triangolo autoconiugato, l'equazione

sx2 =0

rappresenta una coppia di rette the formano con quelli tin fascio armonico
pero costituiscono una conica degonere delta rote . Donde, ricordando Ie
i tre fasci di coniche degeneri sono :

k 6 'r,4 ) Xi + (6

	

-- 0
+(6"'+7

	

1+1-)X.,-0
', + (6 + k 6) X2 (1 + 1r) X, -- 0,

c

	

e una conica degenere

	

a
6' 2 ±k5"'2=111,

oppure :
2 = 111, 7

oppure

1

Di qui, coli'elim nazione di h e
--- (6't

T6

	

h

--- 111 27

z

6')12 +6'6" 1 3 =0.

Pertanto queste equazioni rappresentano net piano 17 ire retie, i punti delle
quali corrispondono a conicbe degeneri delta rete invariantiva, esse sono pre-
cisa7nente i lati del triangolo A B C ; not le chiameremo retie fondamentali
a, b, c del piano II ; a tutti i punti di ciascuna di esse corrisponde ncl piano 11'
uno stesso punto, the 6 un vertice del triangolo A, I3, C, .

Analogamente
6„ 6

X, _ (6" + 6"') h2 ± %~ - 0

'J "' 6 ' ) - (6 " -+ l) ~, 2 ± /,g = 0

	

('73 )

5 ' 6" ~,
1
- (6 ' 1-

	

+ /,, - 0,



sono tie rette del piano H', i punti delle quali corrispondono a coniche de-
generi del tessuto invariantivo ; esse sono precisamente i lati del triangolo
A, B, C,, e not le chiameremo rette fondarnentali a 1 b, e, del piano H' ; a tutti
i punti di ciascuna di esse corrisponde nel piano H un solo punto the e un
vertice del triangolo A B C.

Se si moltiplicano insieme i primi membri delle equazioni (73), e si espri-
mono per mezzo dei coefficienti delle (26) le funzioni simmetriche di 0' s" 6"'
the compaiono net prodotto, si trova (a meno di un fattore) ii discriminante
(36) ; cosi pure mbltiplicando i primi membri delle (73') si giunge al discri-
minante (35) .

VIII . Rappresentazione di alcune fra le piu notevoli coniche
invariantive .

Dati nel

	

ti M N

	

'esentativi di due
sterna If, N, vogliamo vedere come si costruiscano i punti the rappresentano
I

	

notevoli tra le loro coniche invariantive . Per le costruzioni the vogliam
pub supporre, senza ledere la generalita, the 31 ed E siano le due
di date equazioni a,2 = 0, bx2 = 0; perche cib equivale a prendere

net piano H come triangolo coordinato, quello di cui due vertici sono i pun
111, 'J,T ed it terzo vertice e it punto F rappresentativo della conica
punti proiettano armonicamente le due coniche M ed N; ed a prendere nel
piano H' come triangolo coordinato, quello di cui due vertic
N' ed it terzo vertice e it punto T' rappresentativo delta conica i;
genti tagliano armonicamente le coniche l~f ed Y .

LA coNicA 1. -- L'equaz one l,13 -- 1,2 i 0 e verificata dalle coordinate
(71) dei punts A, B, C e perb rappresenta nel piano H una conica circoscritta
al triangolo fon ilarnentale A B C ; questa conica tocca inoltre i lati MF, N F
del triangolo coordinato rispettivamente nei punti M, N. Di qui segue the la
conica r i cui punti proiettano arrnonicamente due coniche K, =Y del sistema
e, rappresentata dal polo della recta MN rispetto alla conica A B CM1\r

LA, coNicA T. - Dualniente nel piano TI' la conic. lT di equazione
u;2 -- 0 e rappresentata dal polo T' delta recta M' N' rispetto alla conica
A' B' C' M' N' . Passando dal piano II' al piano TI colla trasformazione qua-
dratica, si ha the la conica 'L' le cui tangenti tagliano armonicarnente due
coniche K, N e rappresentata dal quarto punto, in cui si tagliano le due

Annadi di A1atenati+.a, tonno XVII.
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coniche circoscritte ad ABC e tangenti alla retta MN l'una in M e l'altra
in N, Ie quali coniche del piano f1 hanno per equazioni

A 2 l,2+302 l,l 2 +30,l22+A,l2 l3 =0
(74)

A,132-#-3

	

2 13 +30 2 122+A 2 1,l2 =0.

Le coordinate del punto T sono 30 2 a _j, 3
4

'

LE CONICHE ARMONICAMENTE ISCRLTTE 0 CIRCOSCRITTE AD UNA CONICA DATA DEL

sISTEMA . - Se una conica R(l, 12 13 ) e armonicamente circoscritta ad una co-
nica

	

si ha :
A2 1, (A, A', + 2 0, A'2 +02 ), 3 )

-j

	

2 A, 0 2 A', + (30, 02 + A, A 2) ~.'2 + 2 A 2 0,

	

(75

(

	

' +2 0 2 A'2+A2A ' 3) = 0.

Infatti ponendo per brevity

rx2 ` , A2 l : a;, + 12 f, 2

	

A, 13 bx`

U52
=

	

/.', u, 2 4- 2 A '2 u-

	

3 uP °-,

Ia condizione perche la cons

	

onicamente circoscritta ad 'S e :

0 = r,2= 2 A2 l, ace + 12 fQ2 + 3
A,1:,. b5 2 ,

donde si deduce la (75), osservando the si ha :
ac e = a, 2 %,', --- 2 a- 2 l&'2 -P a,. 2
I '2 - fat

	

+ 2 f-2 /,'2 + f
3

b 32 = bat A', -}- 2b -2
r'2

-{- b,;2 A 3~

e teneudo presenti le (5), (6), (15) .
Se la conica R e variabile, e la conic , io (75) rap-

presenta nel piano H una retta, e precisamente la polare del t S rispetto
al triangolo ABC, come si dimostra facilmente sostituendo a le loro
espressioni (34') per mezzo di l', l' 2 l' 3 , e ricordando the I'equazione del trian-
golo ABC e D w 0, [denotando per brevity con D 1'espressione (36)] .

Dunque le coniche del sistema armonicamente circoscritte ad una Conic
formano stn fascio, rappresentato nel piano II (Thila recta polare di S rispetto
al triangolo fondamentale .



Se nell'equazione (75) si sostituiscono invece ad 1, 1 2 1, le loco espressioni
(33') per mezzo di ), ), .z ?,., e si osserva the essa rappresenta allora nel piano
11' la conica polare del punto S' rispetto al triangolo A, B, Q, la cui equa-
zione 6 A = 0 [denotando per brevith con A, la espressione (35)], si conchiude
the le coniche del sistema ai,nionicamente eircoscritte ad una conica S sono
rappresentate in 11' dai punti della conica polare di S' rispetto at triangolo
fondaw,entale .

Dualmente le coniche del sistema armonicamente iscritte in una conica R
formano una schiera, e sono rappresentate sul piano H dai punti della conica
polare di R rispetto al triangolo fondamentale A B C, e sul piano 11' dai punti
della retla polare di R' rispetto at triangolo fondamentale A, B, C,

Data una conica J del sistema, ve ne sono due involutorie con essa, e
precisamente quelle rappresentate in rl (o II') dai punti, ove si tagliano ]a
retta e la conica polari I I? (o IT) rispetto al triangolo fondamentale .

LA CONICA COMBINANTE, E LE DUE CONICHE INVOLUTORIE D'UN FASCIO 0 D'UNA

SCHIERA . - Considerando un fascio di coniche invariantive rappresentato sul
n da una retta p, it polo P della retta p rispetto al triangolo fonda-

mentale rappresenta la conica combinante del fascio, perch questa, come ab-
biamo visto, e armonicamente iscritta a tutte le coniche del fascio . 11 punto P

f--) 2

	

Oj[in virtu della (43)] ha per coordinate

	

I -1,

	

e pero cade sulla recta

FT. Di qui segue, the se si considerano due coniche qualunque di un fascio,
e le due coniche, l'una luogo dei punti eke le proiettano armonieamente, l'altra
inviluppo delle rette eke le tagliano armonicamente, it luogo delle quaterne di
punti secondo cui queste due ultime si tagliano e la conica combinante del
fascia .

Le due coniche involutorie del fascio sono i ,app),esentate sul p
due punti Q, R di p, the sono gli Hessiani dei tre punti, in cui la retta p
taglia it triangolo fondamen tale . Per costruire i punti Q, R basta rieordare,
the le coniche involutorie del fascio sono involutorie colla conica combinante,
e quindi si troves it polo P delta retta p rispetto al triangolo A B C, e poi
del punto P si prenderh ]a CODica polare -,r rispetto allo stesso triangolo ; i
punti ove questa conica taglia la retta p saranno i punti domandati . 11 trian-
golo P Q R 6 tale the ogni lato 6 la retta polare del vertice opposto rispetto
al triangolo fondamentale .

Allo stesso modo si costruiscono net piano 11' i punti the rappresentano ]a
conica combinante e le due coniche involutorie di una schiera . Volendo re-

Gerbaldi : Sul sistewo, di clue coniche .
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stare sul piano H, osserviamo anzitutto the le co
presentate dai punti d' una conica 7r, circoscritta al triangolo ABC, e poi ri-
cordiamo the ]a conica combinante 6 armonicamente circoscritta a tutte le
coniche della schiera, ed e percib rappresentata da un punto, in cui devono
concorrere le rette polari di tutti i punti di -,r rispetto al triangolo A B C ; con-
cluderemo the it polo P della conica r rispetto al triangolo A B C corrisponde
alla conica combinante della schiera, rappresentata sul piano H dalla conica -,r .
Se poi del punto P si prende la retta polare rispetto ad A B C, questa taylia
la conica n in due punti Q, R, che rappresentano le coniche involutorie della
schiera.

CONICHE BITXNGENTI . - La condizione (56) o (57), perch6 due coniche del
nostro sistema invariantivo siano bitangenti, fa vedere the a due coniche bi

itangenti corrispondono sia nel piano H, sia nel piano II', due punti allineati
con uno dei tre punti fondamentali.

Quindi date due coniche Jf, A le 6 coniche invariantive bitangenti ad
entrambe sono rappresentate dai punti in cui i raggi proiettanti A, B, C da
M tagliano i raggi proiettanti A, B, C da N.

In generale in un fascio di coniche invariantive ve ne sono tre bitangenti
ad una conica invariantiva Jr qualunque ; ed i punti del piano H the le rap-
presentano si ottengono proiettando i punti A B C dal punto 31 sulla retta p
the corrisponde al fascio. Se in particolare si prende come centro di proiezione
it polo P della retta p rispetto al triangolo fondamentale, ]a terna di punti
proiezione forma (come e facile a dimostrare) it covariante cubico della terna
di punti, in cui la recta p taglia it triangolo A B C, e rappresenta la terna di
coniche bitaingenti alla conica combinante del fascio-

CONICHE POLARI RECIPROCHE . CONICHE CONJUGATE . - Avendo visto cbe quattro
coniche coniugate sono due a due bitangenti, e cosi pure sono due a due bi-
tangenti le quattro coniche, rispetto a cui due coniche del sistema sono polari
reciproche l'una dell' altra, segue the a tali gruppi di quattro coniche corri-
spondono sia nel piano T1, sit nel piano IT, quadrangoli the hanno per
golo diagonale it triangolo fondamentale . Quindi due coniche coniugate song
rappresentate da due punti, la cui recta va ad uno dei vertici del triangolo
fondamentale, ed e divisa armonicamente da questo vertice e dal lato opposto (*).

(%) Cosi, data una conica M, si trovano facilmente le tre coniche del sistema N, r, Q
coniugate con essa ; e si osserva the it quadrangolo MNP Q (ovvero M'N' P' Q') ha j]
triang,olo fondamentale per triangolo diagonale . Donde si conchiude the le coniche N, P, 9
,,one due a due coniugate fra loro,
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Date due coniche 1l, -NT per co truire 1 quattro punti rappresentativi delle
quattro coniche, rispetto a ciascunaa delle quali queue sono polari reciproche,
pasta osservare the questi quattro punti sono quelli comuni alle due coniche
del piano II (o II) di equazioni (52) [o (48)], e the queste coniche hanno en-
t:rambe it triangolo ABC [ovvero A, B, C,] come triangolo autoconiugato, e
toccano inoltre la recta MN (ovvero M' N`) I' una in Ill (o M') e 1' altra
N (o N).

Di qui segue pure la costruzione del punto, the rappresenta la conica
polare di .71 rispetto ad l: Si considera it fascio di coniche, clie hanno
triangolo fondamentale come triangolo autoconiugato e passano per N, a quella
the pasta per M si tira la tangente in questo punto, questa retta e toccata
da un' altra conica del fascio considerato, ed it punto di contatto e it punto
domandato .

I quattro vertici d' un quadrangolo, the abbia it triangolo fondamentalc
Z!~

	

, rappresentano un gruppo di quattro coniche del nostro
, rispetto a ci Belle quali infinite coppie di coniche sono polari

reciproche ; per avere i due punti, the rappresentano una di queste coppie,
basta circoscrivere due coniche qualunque a quel quadrangolo e prendere i due
punti di contatto su d' una loro tangente comune. E di qui si deduce die e
quattro coniche, rispetto a ciascuna delle quali due conche sono olari rec.i-
proche f •ca di loro formano iota qa aterna arinonica .

IX. Reality Belle coniche invariantive .

di studiare se nel di conich
no siano di queue i aginarie, ed a quali punti del piano ra presentativ
o IT) esso corrispondano, supposto the le equazioni delle coni he C, e C
biano coefficienti reali, e the reali siano i valori dei parametri l, 1, 4 e

Bisognera distinguere tre casi, secondoche 1'equazione di 3 . ° grado (26)
ha radici reali e distinte, radici reali ed uguali, o radici imaginarie .

Se l'equazione (26) ha radici immaginarie, it triangolo autoconiugato ri-
spetto a tutte le coniche invariantive ha di reale soltanto un lato ed it vertice
opposto, e pera due coniche qualunque hanno due punti comuni reali,
sono tutte reali .

Se I'equazione (26) ha radici uguali, e le coniche C,
un punto, tutte le coniche invariantive si

	

quel pu
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real
distinti, formano un triangolo . Questo deternimaa nel piano quattro r
sono : la porzione finita di piano limitata dale tre rette (superficie del trian-
golo) e le tre porzioni infinite, occupate ciascuna da un angolo del triangolo e
dal suo opposto al vertice None la, superficie del triangolo . Dal punto di vista
proiettivo, queste quattro regioni hanno la stessa iinportanza(*) .

Considerando la recta come una linea rientrante (all'infinito), due punti A
e B di essa ne limitano due segnienti ; fissata una direzione sulla retta, tali
segmenti si possono indicare con A B e BA, intendendo the it primo sia quello
percorso da un punto, it quale muovendosi nel senso prestabilito va da A in B ;
o the it secondo sia quello percorso da un punto, it quale muovendosi ancora
hello stesso senso va da B in A .

Cib posto, le quattro regioni, in cui un piano e diviso da un triangolo
ABC 7 si determinano proiettivamente come segue. Si fissa su di un lato, ad
es . A B, una direzione, e si considerano i due segmenti A B, B A limitati
dai vertici A e B ; dal terzo vertice C si proietta un punto mobile JI cbe per-
corre uno dei segmenti A B o B A ; sul raggio proiettante, cbe rota intorno

-'II r-

	

-2-a C, si fissa una direzione e si considera costantemente IUDO 0 1ait
due segmenti CM, MC. Allora le quattro regioni in discorso sono : una de-
scritta da CM mentre M percorre A B, un' altra deseritta da CM mentre M
percorre BA, una terza descritta da MC mentre M percorre BA, ed una
quarta descritta da MC mentre M percorre A B .

Chiamando contorno d'una regione la spezzataa the ]a I
mataa da segmenti presi Me tre Me date, e facile vedere the una retta qual-

m del piano (non passante per un vertice) o non attraversa it contorno d'una
regione o lo attraversa in due punti .

Si consideri era unaa conica circoscritta al triangolo, sopra ogni late si
hanno due segmenti, l'uno interno e I'altro esterno alla eonioa . Se si proietta
it segmento interno d'un lato dal vertice opposto, e del raggio proiettante si
considera it segmento clie, i pure interno alla conica, quest' ultimo s
descriverh una delle quattro regioni del triangolo, e i punti di questa saranno
tutti interni ally conica .

173 .



donde :

axe = 2 a, a, . - ), 7

Gerbaldi : Sul sistema di due coniche .

	

191

Se un blingolo a iscritto in una conica, una retta qualsiasi (che non
passi per un vertice) ne taglia i lati in tre punti, i quail sono o tutti tre esterni
alla conica, ovvero due interni eel uno esterno . Questa propriety si dimostra
facilmente, considerando quella delle quattro regioni determinate dal triangolo,
che 6 tutta interna alla conica, e ricordando che una retta qualsiasi o non no
attraversa it contorno, o lo attraversa in due punti . \Togliamo dimostrare la
stessa propriety, anebe analiticamente .

Sia tt,,2= 0 1'equazione della conica, ed A=(aaa")I ii suo discriminanto .
0' P(bJOPO, q(q .q2q,'I) i vertici d'un triangolo iscritto nolla

avrh :
a,, 2 == 0 )

	

a.2 = 0,

	

a,., = 0 7

	

(1)q')") < 0 7

	

(a)

si prendano poi tre punti x, y, z sui tre lati
Xi =qj + ?.I'i )

	

yi = "i + dqi 7

	

zi = Pi + yqi

se questi tre punti sono in linea retta, si ha :

(Xyz) = (Pqr)11 + 4td = 0,
donde :

tj'~Si considerino ora le quantity, A a'2 , A aye, A '2 le quali coi Toro segni

(a

	

(1) q r)2 = 6 1

in virth delle (a), si ha :

conoscere 7 so i punti x, y, z siano interni o esterni alla co
(a.) sI ha

12wa, - a'
per cui

Aa,, . 4ay I . A aZ2

	

4
3 A4 (p q j)2 '

e quindi le tre quantity . A a,2 , A ay e, A a,, 2 devono essero o tutte tre negative,

a?/2 = 2 a, a)) , P. I

A (t,, 2 - A ay ! - A a,'8AI - aq (t,. - ((, a'P - a'f, (1' 1
fV

Ed ora dalla identith
a, a,

' 2Q, q

a a

	

a a

= 2 a,, a. - Y )

a.w
UIq (I l l .

0 11'r n

I
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ovvero una negativa e due positive ; e di qui segue the i punti x, y, z sono
o tutti tre esterni alla conica, ovvero uno esterno e due interDi .

Premesse queste cose, ritorniamo alto studio delle coniche
nel caso in cui le radici della equazio

di coniche preso in questo sistema c
le coniche degeneri del fascio sono rappresentate dai
taglia it triangolo fondamentale A B C, e perb hanno parametri reali ; per con-
seguenza i quattro punti base del fascio sono tutti quattro reali o tutti quattro
imaginarii. Per decidere quale di questi due casi si verifica, si formi it primo
membro dell'equaione tangenziale d'una conica del fascio, poi dati alle coor-
dinate variabili v, v o u3 tre valori reali ad arbitrio, si sostituiscano al para-
metro variabile del fascio uno alla voltaa i parametri delle tre coniche degeneri .
I risultati delle tre sostituzioni, come ho dimostrato in altro luogo (*), so-no
tutti tre negativ
del fascio sono tutti reali nee V caso
con U, U, U, i valori the assumono i

Tariabili i,

8

0 in
h 1 2 1 3) =: ""w

	

Al .172(1,13-l22)+
U3

quattro pun
0 caso. Deno
quando si dinno
t-- dengue SO-

fA, __ A 4 A + I A

ad 1, 1, 13 le coordinate dei punti ove la retta p taglia it triangolo A B C, e
conchiudere the i punti base del fascio sono reali quando i corrisponde
valori di (1) son tutu negativi, e tutti imaginarii, quando i corrispondenti valori
di I) sono uno negativo e due positivi . In altri termini, osservando the Ve-
quazione 4)(1,121,)=0 rappresenta nee piano H una conica circoscritta al trian-
golo A B C, possiamo conchiudere, the i punti base del fascio di coniche in-
rar ,iantive rwj)j)y -esentato dally Mla 1) sono tutu reali o tutu irnaginaa •ii,
secondo the i tre punti, in cui la recta 1) taglia it triangolo fondamentale,
sono vispeffivamen-te tutti tre ester-W, ovvero due interni ed uno ester-no alla co-
niea x(1,1,13)=0 (**). Ancora, considerando nee piano 11 quella tra le regioni

Per quanta fit sopra dimostrato, non possono mai presentarsi i casi, che i tre punti,
in eni la retta p taglia it triangolo fondamentale, siano tatti tre interni, ovvero due esterni
ed ono hiterno alit conica q)(7, t„ I.) = 0,

Sully ty= dei punti e delle tanyeuti con

	

a We cm&M Rendiconti Nd
Circolo Matematico M Wpm, T . I, pag. W5338,



determinate dal triangolo A B C, che e tutta interna alla conica 0(1,12 Q = 0
e che not ebiameremo regione ideate del piano [1, possiamo conchiudere che :
se la recta p non attraversa la regione ideale del piano fl, i punti base del
fascio sono tutu i-eali, e i punti di p corrispondono tutu a coniche ivali ; se
poi la recta p attraversa la regione ideate del piano H i punti base del fascio
sono tutti iinaginarii . In questo secondo caso non pitL tutti i punti di p corri-
spondono a coniche reali del sistema . Siano allora D, E i punti, in cui ]a
retta p attraversa la regione ideale di 11, ed F it terzo punto in cui p seca
it triangolo ABC ; le coordinate dei punti D, E sostituite nel polinomio 'D lo
rendono positivo, le coordinate del punto F invece to rendono negativo ; i punti
D, E rappresentano le due coppie di rette imaginarie del fascio, ed it punto
F rappresenta la coppia di rette reali . Un punto M di p allora corrisponderh

to ad una (on a imaginaria, ovvero ad una conica reale, secondo
che M ed F separano o non separano i punti D ed E (*), cia secondoch6 ii
punto M 6 interno od esterno alla regione ideale . Dunque i punti interni alla
regione ideale del piano II corrispondono a coniche invariai
i punti esterni alla, regione ideale corrispondono a coniche i-eali ; i
stanno sui lati del triangolo fondamentale rappresentano coniche degenerate
in coppie di rette imaginarie o , reali, secondocU quelli appartengono o no al
contorno delta regione ideale .

Analogamente, net piano II' it triangolo fondamentale A, B1 0, determina
quattro regioni, una di queste, She chiamererno regione ideale e tutta interna
ally conica

X, (A, ~,' + 30d, X, + + Xj(A,
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I punti interni alla regione ideale del piano 11' ed i punti del suo con-
torno corrispondono alle coniche imaginarie del sistema, ed i punti estervi
corrispondono alle coniche reali. Se si prende net sistema una schim-a di co-
Me, l
la retta q che rappresenta la schiera attraversa o no la regione ideale del
piano 11' .

Dalle case precedenti segue evidentemente che nella trasformazione qua-
dratica tra i piani 1-1 e rt' ai punti della regione ideale dell'uno corrispondono
i punti della regione ideale

(%) Per ]a tl

Annali di Afatemati

39, X, X, +
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Date due coniche del sistema col mezzo dei punti M,
presentativo 11, non solo si riconosce facilmente la reality dei punti comuni
coll'osservare se la rotta MN attraversa o no la regione ideale del piano 11 7
ma si riconosce ancora facilmente la reality Belle tangenti comuni, senza ri-
correre ai punti M', N' rappresentativi delle stesse coniche Del piano ff . Siano
D, E, F i punti, in cui la retta .MN taglia i lati del triangolo A B C. I pa-
rametri delle coniche degeneri del fascio determinato dalle coniche 11, N sono
le coordinate dei punti D, E, F della retta MN, quando su questa si pren-
dano come punti fondamentali i punts M ed N; e quindi, se quei ire para-
metri hanno lo stesso segno, i punti M N non sono separati dai punti D, E, F,
se poi quei ire parametri non ha -nno lo stesso segno, i punti M, N sono se-
parati da due dei ire punti D, E, F. Cib posto, ricordando it teorema dimo-
strato nella mia Nota citata, pag . 336, e quanto abbiamo detto sopra, possiamo
formare it quadro seguente :

1. M ED N

	

SONO SEPARATI DA D, E7 F.
1.° La retta MN non attraversa la regione ideate.

Le due coniche sono reali, ed banno reali tutti i pun

La recta MN attraversa la regione ideate, ed i punli MN sono
entrambi esterni a questa regione .

Le due coniche sono reali, ed hanno imaginarii sia i punti sia le tangenti
comuni .

entrain
Le coniche sono tutte due

11. M ED N SONO SEPARATI DA D EI
retta MN non attraversa la regione ideate .

Le due coniche sono reali, ed hanno reali i punti comuni ed imaginarie
le taDzenti comuni .

.' La retta MN attraversa la regione ideate, ed i punti M, N sono
entrambi esterni a questa regione.

Le due coniche sono reali, ed hanno imaginarii i punti comuni, e reali
le tangenti cammmi.

La retta MN attraversa la regione ideate, ed i punti M, N sono
esterno a questa regione.

e coniche sono l'una reale e Faltra imaginaria .

a recta MINI attraversa to regione ideate, ed i punti

	

MN sono
t
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Per mezzo delle consideration
I la realith di coniche invarianti

qui ad osservare the una retta attraversa tre delle
quattro regioni determinate da un triangolo, e the it polo di essa rispetto al
triangolo cade nella regione non attraversata ., e, distinguendo se una retta del
piano II attraversa o no ]aa regione ideale, ne dedurremo the in un ,fascio di
coniche, di cui i quattro punti base sono imaginarii, la conica combinanle
reale; ed in un fascio di coniche, di cui i quattro punti base sono reali ., la
conica cowbinante e imaginaria (*) .

Accenneremo da ultimo ai casi di realith delle quattro c
ciascuna delle quali due coniche date C, e C, sono polari reciproche fra di

101,0 7 e the so-no rappresentate net piano 11 dai punti comuni alle coniche di
equazioni (52) . Gli invarianti A',,

	

A', di queste sono :

A=__..6

04 == -- 6 A, A2t j

(-)' i == - 6 A, A,(-), I

6 A,2 A,

testione

.° grado, da cui di
(52) si riduce alla (26) .

Quindi, se le conicbe C, e C, hanno soltanto due punti comuni reali,
anebe le coniche (52) del piano H hanno soltanto due punti comuni reali, i
quali, essendo allora R>O, rappresentano coniche invariantive reali .

Se poi i punti comuni a C, e C, sono tutti quattro reali o tutti quattro
imaginarii (McAq A qual caso le radici della (26) sono tutte reali), mediante
le (54) si vede facilmente the i punti comuni alle coniche (52) sono tutti ima-
ginarii, quando le radici della (26) non sono tutte dello stesso segno, e sono
tutti reali, quando le radici delta (26) sono tutte dello stesso segno . In que-
st' uItimo caso ricordiamo the i punti comuni alle coniche (52) formano un
quadrangolo reale, the ha it triangolo fondamentale per triangolo diagonale,
e pert in ognuna delle quattro regioni determinate da questo triangolo cade
uno di quei quattro punts, e cost sapremo the tre di essi rappresentano co-
niche reali ed uno rappresenta una conica imaginaria,

Finalmente se le coniche Q e A si toccano (R == 0), anche le coniche

punti

SFORZA, Condizione geometrica per la realifil dei punti e Belle tangend
oniche . Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, T . II, pag. 172-175 .
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Gerbaldi : Sul sistema di due conicl,

Le quattro coniche rispetto a ciascuna delle quali le due CODicbe C, e C,
sono polari reciproche fra Toro sono dunque :

L' due reali e due imaginarie (a coMenti imaginarii), se C, e C2
hanno due soli punti reali in comune ;

2.° tutte imaginarie (a coefficienti imaginarii), se C, e C, hanno i quattro
puntii comuni reali, e le quattro tangenti comuni imaginarie, ovvero i quattro
punti comuni imaginarii e le quattro tangenti comuni reali, ovvero se le co-
niche C, e C2 sono Puna reale e Faltra imaginaria ;

3.° tre reali ed una imaginaria (a me%enti reali), se Q e A hanno
reali tutti i punti e tutte le tangenti comuni, ovvero se C, c C, hanno ima-
ginarii tutti i punti e tutte le tangenti comuni, essendo perb C, e C, entrambe
reali, o entrambe imaginarie ;

4.° due coincidenti, se le coniche C

Roma , pri , igno 1889 .

Fag. 162 En. 4

ERRATA CORRIG F, .

a,2

0 169 )>

	

1 iscritta circoscritta

)> 169 )> 2 circoscritta iscritta

v 171 )o 17 circoscritta iscritta

x,

	

171 ), 22 iscritta circose
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