Sul sistema di due coniche.

(Del dott. Frascesco Gersarpi, a Roma.)

I. Formole fondamentali.

Siano due forme ternarie quadratiche in notazione simbolica

O =0y = o = (G % + ATy T A 2)* = ZARTiTh
byt = bt = == (0 &y A bo e + by 25} = Zbin 27
Se ne considerino le seguenti forme invariantive fondamentali
Ul == Ue? = - = (ad'u)* A, =(add") = a.?
U? == Up? = - - = (@ bu) 0, =(aa'by =1b=a’
uﬁ? - Uﬁ’g R e e eI (b b,u)e @2 == (abbl)2 == aﬁz = b-r?
fm2 o f,mz - (aﬁx)z A2 — (bblbu)g s b@z’
e si ricordino inoltre le relazioni:
(0! oc’ fD)2 = g" Alaayz = _a-:;gg (1) (‘63! x)2 = %Ag bm2 == B_wz
LR 4 2 -~ f o mting 4: o -
(#a'a’) =5 A7 =4, @)  BEFy=34’=6,
(oiBr =40 =f2=8 () (pE) —Ldo,=fr=T.
Si introduca ora I'operazione
0
3 _ 2 m bzk,

per la quale si ha:
dayt = b, 3by® =0
8%@2 = 2‘?/512 (}\%72 == %92 3%32 =0

aAl=3@i 0“@4 =2®2 6\@2 =.A2 ()A2207
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e la si applichi successivamente ai due membri della (1), si deduce:

(a22) = 0,05 4 ;- 4, b )
x2 === (T’.'Ix)z == @2 ax2 “"‘ @g bwg - ‘;“ fm2 (8)
(Br2) = 5 Avas® + 0,0, 9)

Si applichi ancora I'operazione ¢ successivamente ai due membri della (3),
e si avra:

(na'cy =5 4,0, (10)
(re) =5 (4,0, 430  (axe) =t =(aa’tf (11)
2(er' e +2(ahe) = 5 4,4, + 56,0, (12)
(B =5 (4,0, 430  (Bery =1t =(bep (13)
(68 o =5 4,0, (14)
Dalla (8) ponendo z;==1; si ha:
(2" = 20,0, — & (+6),

e da questa combinata colla (12) si ricava:

(1B =5 (4,4, +30,0) (uBey =fr=(adfy  (15)
(PP = (90,0, — 4,4) (I =12 = (ab). (16)
Le formole che corrispondono per dualita alle (7) (8) (9) sono:
@fuy =G + 5 Ao
(Ff )t == Buwa? + Bt — 5 (@ By

(zf“)e = % A,u. + .é-z“ﬁzr
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e da queste, in virtl delle relazioni (1), (2),..., (6), si deduce:

(afu) = 0;u.® + % A, ug? (17

p 4 8 4
u?2=(ff u)2=§ A2®,u¢2—9 A1A2u72 + g‘Al®2uﬁz (18)
(b fu)2 = % dyu. + 6, ug® (19)

Nella (18) si ponga successivamente
wi=ai, b, L, fy

e si tengano presenti le formole (5), (6), (11), (13), (15), (16), si avra:

af = (aff ) =7 4,30+ 4,0) (20)
[ =11 = g7 4:4:(08,0, — 4, 4) (21)
bt =Offy =3 4.(307 + 4,0) (22)

t?E = (fflt)‘z = '2;4,:7 (9441@23 + 9A2 @13 + A12A22 - 3‘4114.2@1 @2)- (23)

II. Fascio e schiera di coniche.

Le equazioni a,*=0, b,®= 0 rappresentano due coniche C, e C, in coor-
dinate di punti, e le equazioni u,®= 0, ug?=0 rappresentano le stesse in
coordinate di rette. I’equazione #.*=10 rappresenta una conica le cui tangenti
tagliano armonicamente C, e C,: e l'equazione f,,*=0 rappresenta una conica

i cul punti proiettano armonicamente C, e C..
Le coniche €, e C, determinano un fascio ed una schiera di coniche. Le

equazioni:
Gof 4 0bg? = (24)

te® + 26u + 6P ugt =0, (24"

rappresentano una conica qualunque del fascio, la prima in coordinate di punti,
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la seconda in coordinate di rette. Cosl pure le equazioni:
Ue® -+ g =0 (25)
Ea:z + 2ﬂfw2 + ﬂgzxz = 07 (25)

rappresentano una conica qualunque della schiera; la prima in coordinate di
rette, la seconda in coordinate di punti.

Nel fascio vi sono tre coniche degenerate in coppie di rette; i valori cor-
rispondenti del parametro ¢ sono le radici dell’equazione

A1+3@19+3®262+A263=0, (26)

e li denoteremo con &, 6", §"'; per questi valori di 6 la (24") rappresenta i
vertici del triangolo autoconiugato comune a C, e C, contati ciascuno due volte.

Nella schiera vi sono tre coniche degenerate in coppie di punti; i valori
corrispondenti del parametro » sono le radici dell’equazione

A4-830,0 436,22 + A, n* =0,

e i denoteremo con v, 5", n''; per questi valori di » la (25) rappresenta i
lati del triangolo autoconiugato comune a C, e C;, contati ciascuno due volte.
In virth delle formole (3), (4), (5), (6) si hanno le relazioni

’ .Al " Al 22 Al
i @)

In cid che segue, quando le coniche C, e C, si suppongono non degeneri
e quindi 4, ed A4, diversi da zero, porremo per ragioni di semplicita e di
simmetria

X;zg‘Aga;ge X2=2f592 X3=é—§‘4ibxz
U; = 'uq,z U2 = 2“72 U3 = upz.

Allora le equazioni dei lati del triangolo autoconiugato (contati ciascuno due
volte) si scrivono:

92X1 ""[" Q.Xz + X3 = 0 [9 = 8., 9”’ 6”/], (28)
e le equazioni dei vertici (contati ciascuno due volte) si serivono:
U,+6U.+6U,=0 [6=¢, ¢" 6"]. (29)

Il discriminante dell’equazione di 3.° grado (26) &
.R = A;z .Azz — 8942 @22 — GA‘ Az 61 @2 + 4A2 @13 + 4A4 @237 (30)

e quando esso si annulla le due coniche C, e C, si toccano.



Gerbaldi: Sul sistema di due coniche. 165

III. Le coniche invariantive.

Siccome il sistema di due forme ternarie quadratiche ha soltanto tre co-
varianti di second’ordine, cosi tutte le coniche che hanno relazioni invariantive
colle coniche date C, e C, formano una rete, di cui I'equazione &

lag 4 2mft 4 nbs = 0. 31

Siccome poi il sistema di tre forme ternarie quadratiche ha soltanto tre
contravarianti di 2.* classe, cosl tutte le coniche che hanno relazioni inva-
riantive colle C, e C, formano un tessuto, di cui l'equazione &

Aug® 4 2put 4 vugt =0, (32)

Le coniche invariantive di C, e C, formano adunque una serie che & ad
un tempo refe e essuto; ciod ve ne & sempre una ed una sola che passa per
due punti dati, e cosl pure ve ne & sempre una ed una sola che tocca due
rette date; le coniche d’un siffatto sistema hanno tutte, come & noto, uno stesso
triangolo autoconiugato.

Una conica di equazione tangenziale (32), che chiameremo conica (}, g, v),
ha per equazione locale

Wlaa 2 4 4p2 (e’ ) + (BB 2)
+ 4pv(Bra) + 2 v(aBx)? + 4dp(arx) =0,
e questa, in virth delle formole (1), (2), (7), (8), (9), si riduce precisamente alla
forma (31), avendosi:

l ;:.-:g—[A,?F 4 30,Ap -+ 30, + Ay uv]

m == Ay — p’ (33)

n "~—=7% [4idp 430,y 4 30, pv 4 4,07

Analogamente una conica di equazione locale (31), che chiameremo conica
(I, m, n), ha per equazione tangenziale
Elaa wy 4+ 4m(ff u) + n* (b0 u)
+Ama(dfuy + 2in(adbup + 4im(afu) =0,

e questa, in virth delle formole (17), (18), (19) si riduce precisamente alla
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forma (32), avendosi

A= 40,lm + -}-39 A,0,m® + Z;iAgmn

y:ln———lgiA‘A27n2 (34)
16 4

v =n?-+40,mn -+ = 4,0, m® - 3 A lm.

In cid che segue, fino a tanto che le coniche C, e C, si suppongono non
degeneri, scriveremo le equazioni locale e tangenziale d’una conica invariantiva
sotto la forma:

ZiX', —*' Z2X2+13X3=0 (31’)
}\1 U{ + )\2 U2 + )’;3 U;; = 0, (32’)

e allora le relazioni precedenti tra i parametri locali 1, 1, 1; ed i parametrs
tangenziali %, 1, ), acquistano maggior simmetria e diventano:

L= [0 80,00 + 30,07 + A:0,]
lg = ki }.3 hand )\22 (33’)

b= [4a42 + 3600 + 80,07 + A4

W= [0 430,110 + 30, + AL L] 2
)&2:'- Zs Z&"“‘"‘ Zgz (84:')
b= [40 +30,L1 + 36,1 + ALLL |

/

Dalle (33 si passa alle (34"} e viceversa dalle (34") si ritorna alle (33) cogli
scambi di 7, con %, di I, con kA, e di I; con 2.
Il diseriminante di una conica di equazione (32) é:

(aol a3+ BEe Y u? + (BEBF + 12(afe) 2y
4 B(ac' T 0p 4 3(aa 8RNy 4 12(ar7 ) pt )
F12(Bre Yy + BB M+ 6(BE ),
donde, tenendo presenti le formole (3), (4), (8), (6), (10)... (16) si ha che il
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discriminante della conica (A, 2 ;) &:
A2 +(90,0, — 4, 4)0° L 4233+ 3(4, 4, +30,9)h, 00 Y
46 A0, + 64,0, 02 + 34,0,k + 34,02, . (35)
4 3(4,0, + 30,147 + 3(4:0, 4 30,9202, 5
In modo analogo si potrebbe ottenere il diseriminante della conica (I, I, ,);
ma esso si deduce immediatamente dalla formola precedente scambiando 2,
%2, A; rispettivamente con I, 7,, [,; ed &:
4210+ (90,0, — A, 4) 12+ 4212+ 3(4:4: + 30,0,), 1, 1,
+64,0,120,+64,0,1,1+34,0,121, 4 34,0,1, 1 (36)
+3(4.0,+ 30,512+ 3(4.0,4+ 30512,

Infine, se della conica si conoscono ad un tempo i parametri locali ed i
tangenziali, il suo diseriminante &:

a2 IN -+ Afrmp bt ny 4 agtly - b2 nd

+ 2a2lp+ 2ftmd + 202 np - 2fp*my,
ossia:
AaAz(ZJh -+ 1313) -+ 24, @A(li h 4 lz )\3) -+ 2A1@2(12-’\l -+ Zale)
‘§" (8@1 @2 "*‘ Ai ‘42);212 + A{@; 23 li + Ag@g lj )\3.

A due terne proporzionali A, 121221 % 1 Xe: X, di parametri tangenziali
corrisponde evidentemente una stessa conica. La proposizione inversa mon &
evidente, ed infatti vi & un caso in cui essa non & vera, e questo caso avviene
quando le due coniche C, e C, hanno doppio contatto.

Se la conica (A, %, %,) coineide colla coniea (', X; X), denotando con %
un incognito fattore, deve essere identicamente per tutti i valori di w,, %, us

= XN Y + 200 — EXul 4 Qg — kX )ugt =0, (@)
donde, ponendo successivamente u;=a;, b;, f; e tenendo presenti le formole
(5) e (15), si deduce:
A —EX)+ 20,0 —kV) 40, — kX)) =0
0,0 — kXY + 20,0 —ENg) + 4, (s — EX) =0
24,0, — kX)) + (80,0, + 4, A)(h: — EN2) + 24,0,(0 — EXy) = 0.

Il determinante di queste tre equazioni omogenee di 1.° grado rispetto ai bi-
nomii A; — k2'; & ~ E. Dunque se B non & zero, cioé se le coniche C; e C,

6]
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non si toccano, le coniche (A, 2, %) e (', X, A';) coincideranno soltanto quando
si abbia:
}1—]51,‘:0 12"“"]52,2:0 lgﬁk)\rgmo,

quando ciod le due terne di parametri sono proporzionali.

Se poi si ha B=0, la terza delle precedenti equazioni & conseguenza
delle prime due, le quali, denotando con % un fattore incognito, danno:

)\1 — k}\’g = 2}5(@22 — A2 @3), }\2 —_— k}.’g == }lr(Ag Ag m— @1 @2):
Ag - kl’s = 2}1'(@12 - Ai @2)’
e mercé queste la identitd (a) diventa:
h [(@22 — A4, ei)u¢2 + (A1 A,— 0, @2)7412 + (@12 — 4, @2)u[32} = O;

dunque: o & % nullo, e allora dalle (38) segue nuovamente la proporzionality
fra le due terne di parametri; oppure deve annullarsi identicamente la forma:

Up? = (@22 — 4, @x)uaz + (A4 A, — 6, 6‘2) U’ + (@12 — 4, ez)uﬁg- (39)

In quest’ultimo caso le coniche €, e C, (come & noto) hanno doppio contatto,
ed in questo solo caso possono due coniche (A % %) e (X, X A's) coincidere,
senza che si abbia 4,: 2t %t X1 X1 Xy; bastando allora per la coincidenza le
relazioni (38), qualunque siano i valori delle costanti A e &, con % diverso da 0.

Analogamente si dimostra che due coniche (I, I; L) ed (', 7', ;) coinci-
dono allora soltanto, quando si abbia 7,:0,: L :: 1", : 0,1 I's; eccettuato il caso,
in cui si ha per identita:

( 38)

By — 0, Ayt + (A, A, — 8,012 + (02 — 4,6,)0.° = 0,

nel qual caso si annulla identicamente la forma:
ng :=’§‘ Az (@ze - A£@2)a’ﬁ=2 ’i‘ (As 142 - @s 62)]0592 "§‘ §"‘ As(@zg - Ag@,)é;f’ (é{})

e le coniche C, e C, hanno doppio contatto.

1V. Alcune notevoli coniche invariantive.

L’ annullarsi dell’ invariante 8, significa (come & noto) che esistono infiniti
triangoli iscritti in C, ed autoconiugati rispetto a C,, ed infiniti triangoli cir-
coseritti a C, ed autoconingati rispetto a C,; in questo caso diremo per bre-
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vita che la comica C, & armonicamente iscritta rispetto a C., ovvero che la
conica C, & armonicamente circoscritia rispetto a C,. Analogo significato ha
I’annullarsi dell’invariante ©,, basta scambiare le veci delle due coniche C, e
C,. Quando son nulli tutti e due gli invarianti ©, e ©, & scambievole I’ ufficio
dell’una conica rispetto all’alira, e noi diremo nvoluforie due coniche siffatte.

LE DUE CONICHE INVOLUTORIE DI UN Fascio 0 D' UNA scEIERA (¥). — In un fascio
di coniche ve ne sono sempre due involutorie. Infatti si considerino nel fascio
determinato da C, e C, due coniche di parametri 6=1r 6=gs; i loro inva-
rianti simultanei sono:

A+ (2s +7)0,+s(2r 4+ 8)0, +rs* 4,
4,4+ Cr+8)0,+7(2s + )0, + s 4,.

Se le due coniche somo involutorie, essi si annullano, e se ne deducono le
equazioni:

r—9)[4i+ @ +950,+rs0,]=0

r—8)[0, 4+, +rsd]=0.

Escludendo quindi le soluzioni che corrispondono ad » =g, per cui si otter-
rebbero Je coniche degeneri del fascio, si ha che i parametri » s delle due
coniche involutorie del fascio sono le radici dell'equazione di 2.° grado

2 —z 1
Al @l @2 m(@‘Az——@f)wg+(A,A3-@4®2):L'+(@2A,-“@ﬁ):== 0, (4:1)
0, 0, 4

la quale & Y Hessiana dell’equazione di 8.° grado (26) da cui dipendono le
coniche degeneri del fascio, ed ha B per discriminante. Se B>>0, la (41) ha
radici reali, e quindi le coniche involutorie del fascio sono reali, perché nel
caso di R>>0 tutte le coniche del fascio, che corrispondono a valori reali del
parametro, sono reali. Se E<C0, le coniche involutorie sono imaginarie, perche
le radici della (41) sono imaginarie. Se R = 0, le coniche C, e C, si toccano;
in questo caso la (41) ha una radice doppia, e questa & radice doppia della
(26); quindi le due coniche involutorie coincidono in una conica degenere co-
stituita dalla retta tangente a C, e C, nel loro punto di contatto e dalla corda
per gli altri due punti comuni.

(¥} Cfe. Davracuist, Sulle fbrme fernarie quadrvaliche. Giornale di Mutemaliche,
Vol. VIII, pag. 134.

Annali di Matematica, tomo XVII. 22
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Analogamente, nella schiera determinata da C, e C; vi sono due coniche
involutorie, i parametri delle quali sono gli inversi delle radici della (41) mol-

e 1o e Ay
tiplicati per ~-.
p per -+
LA CONICA COMBINANTE DEL FASCIO O DELLA scBIERA (¥). — Osserviamo che
quando si scambia b, con a,® - b, bisogna scambiare

#,:2  con U, -+ ru.t

S

ug®  con w0 4 2ru -+ rtug
fz2 con  (aod'2)+ 2r(arz)® 4 r2(afr)
9 42
==(§ A,—}—Qr@i)axg—i— rzfxﬁ-{—gA,rbxz (42)

®1 00]’1 A,—}‘-’I’@,
® con d,+2ro0, 4 re,,

—

Quindi se
Ua? A Yut 4 2ug,

& un combinante del fascio, si deve avere identicamente per tutti i valori di r
e di u, u, u,

k(ue® + yul + 2ug®) = ua® + y(ua’ + ru?) + 2(u’ + 27 u’ 4 rPug),
donde ponendo successivamente w; = a;, b; si deducono le equazioni:
EAi+yoe,+20,) =4, +y(4d, +ro)+2z(4,+2r0, +r0)
kO, +yo,+24,)=0, +y(0, +7r0,) 4 2(0, + 270, -+ r* 4,),
le quali devono essere soddisfatte per valori fissi di ¥ e 2 qualunque sia il
valore di r; tali equazioni si posseno serivere:
(b — (A, +y0,420,) =r[y 4 22)0, + rz0;]
(b —1)(®, +y0. + 2d)=r[(y + 22)0, +-r24.],
donde si ricava:
ref(dids — 0,0,)+ (8, 4;— 02y +(y + 22)[(4.0, — 0.7} 4 (8,° — 4, 0,)2] =,
e, dovendo questa essere verificaia per tutti i valori di r, si deduce:
As Ao — 0,6, 02 — 4,0,
Y= er—4e, 7T er e,

{(*} Cfr, Barrasumvy, L e, pag. 143, - Merrens, Ueber einen Kegelschnift, welcher
die Combinanieneigenschaft in Besug auf ein Regelschnittbitschel kat, Sitzunpsherichie
der Mat. Classe der K. Akademic. Wien, Bd. 91; S. 637-640.
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Dunque, se vi & una conica combinante del fascio, questa non pud essere
altro che u.?= 0, essendo u,’ la forma definita dalla (39).
Volendo I'equazione di questa conica in coordinate di punti, basta far
capo alle relazioni (33), e sostituire in esse
1
7\=@22"“A2®i; EL=§(A1A2"'®A®2), v=0;— 4,0,
fatti i caleoli si ha:

=

|ty
| &y
=i

@g, W= —— — s ﬂ=-@i,

dunque, se RZ0, Uequazione locale della conica u,t=0 é
262(13}2""“ 3fm2+ 2®1b3¢2=0. (4:3)

Tenendo presenti le formole (42) & facile verificare che questa equazione
non si altera quando si scambia b,* con a,® -+ rb,*; dunque la conica u.t=0
¢ effettivamente un combinante del fascio.

In modo analogo si dimostra che per la schiera di coniche determinata
da C, ¢ C, vi ¢ una sola conica combinante, ed & Q,* =0, essendo Q,° la
forma definita dalla (40). L'’equazione tangenziale di questa conica, & (se BZ0)

Ageg‘u@g— 2A1Ag@£72+441®2u§2=0. (443)

La conica u,! =0 ¢ armonicamente circoscritta a tutte le coniche del
fascio; infatti si caleoli a4 rb.® si ha:
a,* = (@22 — 4, @4)A1 + (Aa 4, — o, ®2)®i + {812 — 4, 62)82 =0
bt = (00 — 4,0,)0, 4 (4,4, —0,0,)0, 4 (0, — 4,0,)4, =0,

e quindi a. - rb.=0.

Analogamente la conica Q,* = 0 & armonicamente iscritta rispetto a tutte
le coniche della schiera. Di qui segue facilmente che la conica Q=0 ¢ la
conica dei 14 punti rispetto al quadrilatero in cui sono iscritte le coniche della
schiera, se si tien presente che il triangolo diagonale di questo quadrilatero
& il triangolo autoconiugato rispetto a tutte le coniche invariantive, e che una
coppia di vertici opposti del quadrilatero costituisce una conica degenere della
schiera.

Le tangenti di u,'=0 fagliuno armonicamente le due coniche involuforie
del fascio, ed i punti di u.® =0 proietfano armonicamente queste stesse. In-
fatti, se A,® = a,* + b =0 e k,® = a,® + 8b,’ = 0 sono le coniche involu-
torie del fascio, la conica avviluppata dalle rette che le tagliano armonica-
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mente é:

(hEuy = u.® + (r + s)u + rsug =0,
e questa coincide con w,®= 0, perché » ed s sono radici della (41). Inoltre,
se per due coniche gli invarianti ®, e ©, sono nulli, le loro coniche invarian-
tive u.*==0 e f,*=0, in virth delle formole (8) e (18), coincidono in una sola.

Analogamente ¢ punti di Q,> =0 proiettano armonicamente le due co-
niche involutorie della schiera, e le tangenti di Q2 =0 tagliano armonica-
mente le medesime.

Ciascuna delle due coniche involutorie del fascio ¢ involutoria colla conica
combinante del fascio. Infatti, assumendo come date le due coniche involutorie
del fascio, si ha ,=0 6,=0, ed u.,> =0 si riduce a u,>=0; inoltre per
le (11) e (13) si ha £, =0, {2 = 0. Quindi le due coniche involutorie ¢ la
conica combinante di un fascio formano una notevole terna di coniche (terna
contugata), che hanno uno stesso triangolo autoconiugato, e sono due a due
involutorde. Lo stesso dicasi per le due coniche involutorie e per la conica
combinante di una schiera.

V. Coniche polari reciproche.

Sia T' la polare reciproca di C, rispetto a Cy; se la retta u (u, u, us) &
tangente a T, il polo di w rispetto a C; sta su C,; ma quel polo ha per coor-
dinate ug B;, dunque sard ag ag ug ug = 0.

Se il punto z sta su T, la polare di « rispetto a C, & tangente a C,;
ma quella polare ha per coordinate b, b;, dunque si avra: b, b’y by b'y = 0.

Pertanto la conica I' avrd per equazioni locale e tangenziale

bu b’,,_ bz b'_q,- =0 (lp a@v u;; up' = {.
Osserviamo, che si ha:
f2 = @Bz = (b, at)? = (bab's — bub'a)® = 2020 2 — 20, bbb,

% Ay (abu) = (au, B = (apug — agug) = 2057 ug® — 2apap ugug;
donde le equazioni locale e tangenziale di I' si possono scrivere:
©.b," — —;—fﬁ =0 0u’— § Aout = 0. (45)
Analogamente la polare reciproca I di C, rispetto a C, ha per equazioni:

®,a;—%f;=0 @114,_2—-2?;44,%,2:0.
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Vogliamo ora trovare una conica, rispetto a cui le due coniche date sono
polari reciproche I'una dell’altra (*). L’equazione della conica domandata ha
la forma:

r =0LX, +LX, + LX = 0, U = MU 42U, + 3,0, = 0.

Scrivasi 'equazione tangenziale della polare reciproca di u,?= 0 rispetto
ad u,?=0; essa &:

Qe 2 — g— ro(aru) =0,

Si osservi che si ha:
at =2 A +2%0, 4+ %0,

g—r,}{aru)? — % Aol + 2L (fauy + ;‘. ALt

bt .‘42 li + 2‘92 Zg)ua‘z + g‘ A‘ l3 u»;-z + g‘ Ai Zg uﬁz

o ——
QO

= (5*— A)g 420,02 + g Ayl hy 4 20,753 4@,19\2)@
At 4 40,0, 0 + 40,27 % Alz,lz)uﬁ
+ g- ACude — )0,
per cui l'equazione precedente diventa:
(é A =00 —2 4, >.3)U1
+ (-g Addtois—La, z;) A (46)
+ (:2. A0+ ; A2 4 20,02 + @2132)03 = 0.

Restano ora a determinare 3, 2, %; in modo che questa equazione coin-
cida con wug® = 0; bisognera perecid risolvere le equazioni:

%Ag Dyt @y A2 ""g‘ Ahghy =10 é
1 2 (1)
m®£l22+§‘A2232‘*‘§ A‘k‘)‘e Eand 0, S

{¥) Cfr. Barrasuni, Nota intorno alle conica rispetto alla quale due coniche date
sono pulari reciproche fra di {oro. Aiti della R. Ace, dei Lincel, 1872; pag. 193-202.
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ossia, posto 2, =1,
242 =402 —30,

24,7 = 4,72 —30,, )

di qui si ricavano, con una facile eliminazione, due equazioni di 4.° grado
Puna in 2, e V'altra in 2;:

Aiz)\g‘ p— 6.A4 ®2 :’-42"“ 8A1.\42>\.4 + 3(3@22 — 4A2 (h)i) == 0

(47)

48
A0 — 64,00 —84,4,0,+30B0602~44,0,)=0. (48)
Ponendo:
= \— 2y ==&
L A7 A A Y5
queste equazioni diventano:
‘ 9 . \/___ 3{3 0,2 -4Ae®x)__
g + 6 .442 x 8 A?Z - 0

© A 3302 —44,0
A T L

Calcolandone la risolvente di LacravcE, si trova per la prima
Az ‘{" 3@15 + 3@252 + A253 ={

e per la seconda
As + 3628 + 30,4+ A, = O;

le radici della prima risolvente sono &, 6", 6", e quelle della seconda sono
1 1

g '6};’ quindi si ha:

g=H+\g £V £\§"  y=+
e cos) si hanno per 7, e per %, 1 valori seguenti:
: .AS o o e “# A 1. 1 1
! Ai (V& + \19 + vg } / 3 Vg, + v(ja + \jﬁm
re 7 ETR .1 Ai 1 1
>\ -"-"-—-V"‘ 5 f\, 2i‘v—~——(—mw—*£—”‘:)
(r V \/ 3 A2 Vj, Ve” vsm
”’.*:r:\/—--—-- THNT =Ty W= _,__(_,,,},. L “-1:)
S ( v +v V } 3 A \/8 + vau v6m

SR AT T ) R (- - L ),
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In queste formole bisogna scegliere il segno +, se A, 4, & positivo, ed
il segno —, se A, A, & negativo; perchd il prodotto dei tre radicali deve
avere il segno contrario al coefliciente della prima potenza dell’incognita nelle
equazioni di 4.° grado (48). Inoltre i valori di », devono essere accoppiati
coi valori di 2; in modo che siano verificate le (47), e precisamente ', con
Mgy X'y con Xy, Xy con W75, 1Y, con A%;. Alla condizione dei segni si sod-
disfa scrivendo %\/ — ;% in lnogo di ® \/ - g.ﬁ nelle formole che danno 2,

H

. Ay As . . \/ Ay s
) i Y ) + /4L "
e serivendo Az\/ 7, b luogo di * y nelle formole che danno 7,

2
Dunque vi sono 4 coniche rispetto a cui le coniche date sono polari recipro-
che, e le loro equazioni tangenziali sono:

- :%(VK+VT+VW)U1+U2+§§\/—_—%(V—16—T+V%W%W)Uﬁo
e\ = ST T TV Ut = (e o — ) om0 w0
= R T TV DT 5 e e 0
7 e G N A AL (S S

Volendo ora I'equazione tangenziale complessiva delle 4 coniche in di-
scorso, osserviamo che basta eliminare %, 2, 7; fra le equazioni (47) e

kaa + U27~2 + Us)\s =0.

A questo scopo si considerino %, 2, %, come coordinate di un punto; allora le
equazioni (47) rappresentano due coniche, e 'equazione ultima scritta rappre-
senta una retta. Eliminare 3, %, J; fra queste tre equazioni significa trovare
equazione complessiva dei quattro punti comuni alle coniche (47); ora, come
& noto, se u,® =0 ed ug* =0 sono le equazioni tangenziali di due coniche,

—
’equazione complessiva dei 4 punti comuni & u,* wg® — u.>= 0. Nel nostro
caso calcolando i contravarianti u,?, ug? u.® si trova:

é—umz———“— A22U52—3A1®2 U32+2A1A2 U2 U3

;—7@2:—31‘12@‘ Uiz‘—' A12 U32 "I— 2A1A2 Uz Ul
u-;-2= "‘3142@2 U12+ A1A2U22—3A4®1 U32+ 2AAA2U‘ Us,



176 Gerbaldi: Sul sistema di due coniche.

e quindi il risultato dell’eliminazione &:
34280, —44,0) U+ A2 AU +342B02—44,0,)U¢
+ 8A4, 402U, 48424,U2U,+12 4, 4,20,U2U, +12 A2 4,0, U,U2
— 6A4:24,0,U02U02— 184, 4,0,0,U2Uz2—6A4,4,20,U020,*
+24 4,420,020, U;— 20 A2 A,2UU2U, + 24 A2 4,0, U, 0,02 =0, |

(50)

e questa & I'equazione complessiva tangenziale delle 4 coniche, rispetto a cia-
scuna delle quali le due coniche date sono polari reciproche I'una dell’altra.

Volendo le equazioni locali separate, e equazione locale complessiva di
queste quattro coniche, si parte dall’equazione locale della polare reciproca
di a,*= 0 rispetio ad una conica invariantiva

(;" Asl;aw @1222—'§‘Ailgl3)xl \
+ ('— %" A; ZSE + ©, lgz + §- Agl‘ lg)Xg (51)

+(F Al 3 Al + 20, LEF 0.l ) K =0, |

la quale equazione o si forma direttamente con un procedimento analogo a
quello con cui si & formata 1'equazione (46), o si deduce senz’altro dalla (46)
cogli scambi di

. 4 . . 4 . .
4, in é—A,a,’, di wg® in 5‘425@9, di #.* in fz?

di A, ©,, 0, A rispettivamente in A, 0,, 0;, A, di Ay, 2, 4, rispettiva-
. 4 4
mente in 3 Asly L, 3 Ails.

Bisogna poi determinare L I I, in modo che la (51) coincida con 3, = 0,
ed a questo scopo si hanno da risolvere le equazioni:

é-ggz,z_@xz;-g.g,sgzamg \
(52)

~@2zz=+§gizge-§aagzizg~_-a.

Confrontando queste colle (47) si osserva subito, che dalle (47) si passa
alle (52) collo scambio di 2, 2, 2, rispettivamente in %, %, . Dunque per
le coniche rispetto a cui le coniche date somo polari reciproche tra i para-
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metri locali ed i parametri tangenziali si ha la semplicissima relazione
Liiloilyieigsati,

(53)

e quindi dalle (49) si deducono immediatamente le equazioni locali delle 4
coniche in discorso

)

A T 1 , | Ae — )
A A’ (\VB + V(’" + \/9”’) 1+A \/ (V6 +\/6 + 6 =07 (04)
ece.

L’equazione locale complessiva si ottiene eliminando I, & I; tra le (52) ¢
Z1X4 + lzX‘l "'}— Z3X3 = 0;

ora, siccome le (52) possono anche immaginarsi dedotte dalle (47) sostituendo

ordinatamente I, . I, a %, 7. A; e scambiando A4, con A4, e ©, con ©., cosi

'equazione oonvplessiva domandata si deduce dalle {50) sostituendo ad U, U, U,

rispettivamente X, X. \; e scambiando incltre A, con 4. e ©, con 6y, e
perd &

342300 —4A4,0) X, + A2 A2 Xit + 3.4:2(30:7— 4.4:0) X, + ecc. = 0. (55)

VI. Coniche bitangenti. CGoniche coniugate.

Se due coniche (%, 2. 25) e (3, »: ")) del sistema invariantivo conside-
rato sono bitangenti, chiamando y il polo di contatto, esiste un valore di p
per cui si ha:

(0 -+ F)fi) U+ (e + {'}&,2 YU + (s -+ {5}"3) U= Uy,
donde si vede che y & uno dei punti doppi del tessuto di coniche determinato
da U,, U, U, e perd dev'essere:

“y‘z — U‘ + G l]2 + 52 U3 § = 6/7 9”, 6”,;
per conseguenza denotando con o un coefficiente incognito si deve avere:
- F)‘,a =T, he —f p)~/2 == 09, 2y - P}>’u = 05?,

e quindi se le due coniche hanno doppio contatto si ha

»wt
W

hy

=0 per ¢0-=6¢,4, 6" (56)

(&4
W

Annali di Muatematica, tomo XVII,
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Dunque data una conica del sistema vi sono tre serie di coniche bitangenti
ad essa ed appartenenti al sistema; i tre lati del triangolo autoconiugato sono
le corde di contatto, ed i tre vertici del medesimo sono i poli di contatto.

Similmente la condizione perche due coniche (I, 1. 1) e (I'y 'y 1) siano
bitangenti &:

; li lz 33

! 'y Ih Iy =0 per 6=06,6" 4" (567
i

-2 |

In particolare le equazioni
IX, 4 Xk +X,=0, U+ U460, 0, (38)
qualunque sia [ o ). rappresentano coniche bitangenti a C; e le equazioni
X+ X+ 1X, =0, 5 U4 Uit alh==0, (59)

qualunque sia / o % rappresentano coniche bitangenti a C,. Per conseguecnza
se 6; ¢ & sono due qualunque dei tre valori 4, ¢, 6 le equazioni:

§iX5+Xg+‘%}X3:Q? *{}}‘; Lﬂ‘}*tﬂ'{g + 53'@{;:9, (6{}}

rappresentano 6 coniche bitangenti ad entrambe le coniche C, e C..

Le quattro coniche, rispetto a ciascuna delle quali le due coniche date
sono polari reciproche, sono due a due bitangenti. Infatti, ponendo per sem-
p}fciﬁl

+V=p, V=g, HVNT=r,
¢ osservando che

IR ENTY] Al .L'i? . Al 1 jll ,AZ
54 T e s 3 — — e IR e — —— e TEER e *
556 i donde T T S e - \/ 0 pqr,

i parametri tangenziali delle 4 coniche suddette sono:

1 1 1
:17+?'—P.+5§’ — 1, qr+rp-kpq
1 1 1

— 1

gr o pq’

Ora, per dimostrare ad esempio che la I." conica & bitangente alla 2.%) basta

3 qi-—rp-—ngq ecc.
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verificare che i1 determinante

1 i 1 I
’—]—}74—5-{—;?: —1, gr-+rp-+pyg
1 1 1

. o T p — 1, gr—rp-—pq

| 1 P’ P
¢ nullo, il che si fa facilmente.
Si consideri ora una conica C di equazione «,*==0 ed una retta v di
equazione v, = 0. Nel sistema invariantivo di a,® e di v,? si ha:
Ut = (aa u)? w2t = (qouy ug? =0 for =0
Ay = (aad' d"y 0, =1, 0, =0 A, =0.
Una conica invariantiva qualsiasi ha per equazioni locale e tangenziale
et kvt =0 e + 2ku =0,
o tutte queste coniche invariantive formano un fascio-schiera di coniche bi-

tangenti a C, essendo v la corda di contatto.
La polare reciproca di C rispetto ad una di queste coniche &

] 2 1 2

LA +2(2 Ak + 0,1 )u = 0;

3 3 )
volendo che coincida colla stessa conica C, bisognerd prendere % in modo
che sia:

§ .'41k““ (:')‘kQ—:—'O;

donde (trascurando la soluzione k=0 per cui si avrebbe la stessa conica ()

2 S . . ,
¢ ha kb= — 3 ‘;17' - Dunque Pequazione in coordinate di punt
g
Cm2=3?)a,2ax2—214‘vx2=0, (61)
ed in coordinate di rette
] 2 < Q2 2
mzq:dvguﬁ—A}AiuT =0, (62)

rappresenta una conica T tale, che la polare di C rispetto ad essu & la stessn C.
Inversamente prendiamo la polare reciproca di I' rispetto a C, essa &

o 2 ] AT
Uy ba — 5 (ayx) =0,
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e siccome si ha:
a7?=—3®124‘41, (U—'/x)ﬁ-——"‘—4:A12@1@w?7

cosl I'equazione precedente coincide colla (61). Dunque la relazione tra le co-
niche C e I' & scambievole; ciascuna di esse & polare reciproca di st stessa
rispetto all’ altra: due coniche siffatte furono dette coniugaute rispetto alla retta «.

Dualmente si abbia una conica C di equazione u,°>=0 ed un punto ¢ di
equazione u, = 0. Nel sistema invariantivo di w,® e di w,* si ha:

fo* = (ayx) #t =0 =0

(")1 = 0 @2 = ((?/2 4‘12 == 0.
Le equazioni
0.0, — [t =0 (63)
30,1,  — 24,0, =0, (64)

rappresentano una conica I'; la conica C' e la conica I'" sono ciascuna polare
reciproca di st stessa rispetto all’altra, e si dicono coniugate vispetto al punto y.
L’equazione (63), se si osserva che si ha:

o = (ayx)* = (ab, vy} = 24,20 — 2a,ay - byby,
si pud anche scrivere:
Uy byt — 20,0, byby = 0; (65
ora se il punto y e la retta v sono polo e polare rispetto a € si ha v,=a,q,
donde v, = a,b,a,b, = 13 A.at e perd la (61) coincide eolla (65); dunque

I' e " coineidono; ossia, se due coniche sono coniugate rispetto ad unu relta,
esse sono anche coniugate rispetto ul polo di questa.
Il contravariante u.® per le coniche C e I &

2 } * 2 l o
O u,* — 5 (fauy = — 5 ¥ FRTIES

.

ed il covariante f* per le coniche C e I' &
30,[30,(ca' 2y — 4 4,(ar2)] = — 4 420,
dalle quali espressioni segue che se due coniche sono coniugate, le rette con-

dotte per 1l polo di contatto le tagliano armonicamente, ed i punti della retta
di contatto le proiettano armonicamente.
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Se si caleolano gli invarianti di C e I' si trova:

po—— —_—3
44” @1 = /‘11 ?/'&2, @3 = 3.‘41 vy,E, /12 == e 27 4‘111’5{,2,

dalle quali espressioni si vede che se due coniche =0 e b,* =0 sono con-
tugate, tra ¢ loro invarianti passano le relaziont

3812“*‘44.4@2:07 A|A4g_9®l®220’ 3@22+A2@x=0, (66)
di cui una & conseguenza delle altre due; a queste si possono sostituire le
R=0, A1‘42-——9@192=0, (66’)

perche, potendosi serivere:
B = %(3@,2 + 4,0,)(30:2 + 4,0)) + ; (4,4, —90,0,)(50,0, + 34, 4,),

dalle (66) si deducono le (66') e viceversa.

Cerchiamo ora se nel sistema invariantivo di coniche, che stiamo studiando,
ve ne siano di quelle coniugate con una di esse, ad es. con C,.

Si consideri la polare reciproca di C, rispetto alla conica (A, %, k), cssa
ha per equazione la (46); le condizioni perchd questa polare reciproca coin-
cida colla stessa C, sono:

2.(41)\1).2"}"3@112%“ Ag)\:gz——:-o )
Ag(?}.ll;; “’*‘ )\2%)‘4'6@1?\27\3“]“3@2}-32:“-10. )

Queste equazioni sono verificate da 2, =0, 3, =0; cioé la polare reciproca
di C, rispetto a C, & la stessa C,, cosa evidente. Escludendo questa soluzione,
e ponendo A, =1, dalle (67) si ha:

/1‘ + 3@;)\3 + 3@2132 “‘]“ .Ag)\;;g === 0,

dunque per 2; si hanno tre valori, ¢ precisamente ¢, ¢", 6" dalla prima delle
(67) si ricavano i corrispondenti valori di 7,, e si conchinde che nel sistema
invariantivo di due coniche ve ne sono tre coniugate con una di esse, e che
le equazioni tangenziali di quelle tre che sono coniugate con C, sono:

(Az §% — 3@;) U] + 21’11 Ug + 244;6’U3 == 0, @ == 5’7 6’”, 6”,. (68)

Analogamente si trova che i parametri locali I, I, I, delle coniche con-
lugate di C, verificano le equazioni:

21{12%53"%‘3@2322“3;532:@ }
AQLL 4 1)+ 60,01, + 30,12 =0, )

(67)

(69)
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le quali differiscono dalle (67) per lo scambio di 4, con A4, e di ©, con @,
le equazioni locali delle coniche coniugate di €, sono dunque:

(ﬁ,fgm 3@2)}(} p24X 4 H =0, s=g, 0 (T0)

Le tre coniche coniugate con Cy non solo sono bitungenti a C, [il che si
accorda coll’essere le (68) e (70) casi particolari della (58)], ma sono inoltre
due a due bitangenti fra loro. Se si considera infatti il determinante

4426'2 ""3@1 2[}1 2,‘4;6' :
Agé”z""g@; 214-3 2A16”

i 51// a’/’g
9 £ 7t . gy tpt 36y i QAS
:-Z—“..fA,z‘jg('J—'-‘J (5‘ +§)5f L A +‘Z"*J —-"T'-)
2 £12
e si tengono presenti le relazioni
© P o T Ay 2ot
=06 6, — =664,
Az AZ

si vede che questo determinante & identicamente nullo.

Dimostreremo in seguito che le tre coniche coniugate con C, sono anche
coniugate due a due fra loro, e perd prese insieme con C, formano una no-
tevole quaterna di coniche, detta armonica; e che le quattro coniche rispetto
a ciascuna delle quali due coniche date sono polari reciproche formano appunto
una quaterna armonica.

VII. Rappresentazione delle coniche invariantive
coi punti di un piano.

Se 1 parametri locali (/, I; I;) d’una conica invariantiva I si prendono
come coordinate di un punto L in un piano T, ad ogni conica della rete

g;X{ +32X3+£3X3:’-‘—"U§

corrisponde un punto del piano, e viceversa; in particolare ai vertiei del trian-
golo coordinato corrispondono le due coniche date ¢ la conica fi? = 0.

Cosi pure se i parametri tangenziali 2, 7, %, di una conica L si consi-
derano come le coordinate di un punto L’ in un piano I, ad ogni conica del
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tessuto
)w Us {‘ )\2 Uz + >‘3 Us = 07

corrisponde un punto del piano e viceversa; in particolare ai vertici del trian-
golo coordinato corrispondono le due coniche date e la conica u.*=

Se i punti del piano IT e i punti del piano II' si mettono in corrispon-
denza per modo che due punti corrispondenti rappresentino una stessa conica
del sistema, si viene a stabilire una trasformazione quadratica tra i piani II
e T, che & determinata dalle formole (33') e (34'). I punti fondamentali di
questa trasformazione nel piano IT sono:

A@ge, 5, 1) B 97,1 c@E", 57, 1), (71)
¢ nel piano 1" sono:

A, (1, 6, 6% B, 5, 57) Ci(1, 5, 67, (719
Tenendo presenti le equazioni (28) e (29) si vede che i punti fondamentali del
piano [1 corrispondono alle tre rette doppie del] sistema di coniche invariantive,

¢ che 1 punti fondamentali del piano I corrispondono ai punti doppii dello

stesso sistema.
Alle coniche d’un fascio contenuto nella rete corrispondono nel piano T

1 punti d'una retta e nel piano ' i punti d’una conica circoscritta al trian-
golo 4, B, C,; se
Pili4 ple+pslo =0,

¢ la retta nel piano T, la conica corrispondente nel piano IT" &

1 - - - .. : P32 N '

‘qu—: (A‘/qz _‘l" 3@1 Ay hs + . ‘) +I)2(/‘.1 )\3 - 122) + ill (A2A'32 T ') = O' <72)
Analogamente alle coniche di una schiera contenuta nel tessuto, corrispondono
nel piano I1' i punti d’una retta, ¢ nel piano IT i punti d’una conica circo-
seritta al triangolo 4 B C; se

Qs+ Qoo 4 4525 =0,

¢ la retta nel piano IT, la conica corrispondente nel piano IT &

L Aeli ) UL — 1)+ £ A4 ) =0 (12)

Le coppie di rette, in cui degenerano le coniche della rete invariantiva,
costitniscono (come & noto) tre fasci in involuzione coi centri nei vertici del
triangolo autoconiugato, essendo raggi doppii i lati di questo; e dualmente le
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coppie di punti, in cui degenerano le coniche del tessuto invariantivo, costi-
tuiscono tre punteggiate in involuzione sui lati del tr;angolo autocomugato,
essendo punti doppil i vertici di questo. Di qui si capisce che i discriminanti
(35) e (36) di 3.° grado Vuno in [, 7, I, Valtro in 2, 7, %, devono potersi spez-
zare nel prodotto di tre fattori di 1.° grado.

Osserviamo, che se 7, ~0 ed s, =0 sono le equazioni di due lati del
triangolo autoconiugato, I'equazione

?'5\32 + k8x2 s O,

rappresenta una coppia di rette che formano con quelli un faseio armonieo, e

perd costituiscono una conica degenere della rete. Donde, ricordando le (28),
i tre fasei di coniche degeneri sono:

G+ FE XA+ X =0
) X+ (1) XK+ (141X, =0
(5 4+ 159X, + (5 + )Xo+ (14 1) X, == 0.
Dunque, se (I, I 1,) & una conica degenere, si avra:
e kgt =01, AL =N, 14 k=711,
oppure:
67 k=0l Sl =hl, 14 k=11,
oppure:
L k=0, 6 4 107 = hl,, 1+ =10,
Di qui, coll’eliminazione di 7 e k, si deducono le equazioni:
gi — (&H‘ + 5“”};2 ‘%‘ 5ﬁ 5=I: = Q
zi — (gfl] ) g + li f{ ‘_s e 0
Z:“““(’g’ +5’)lé+§6 ly=
Pertanto queste equazioni rappresentano nel piano 11 tre relte, ¢ punti delle
quali corrispondono a coniche degeneri della rete invariantiva, esse sono pre-
cisamente © lati del triangolo A B C; noi le chiameremo refte fondamentals
a, b, c del piano IT; a tutti i punti di ciascuna di esse corrisponde nel piano 11’
uno stesso punto, che ¢ un vertice del triangolo A, B, ;.
Analogamente

(73)

N e T

6“ 6/” )H - (5” + & ’,) As "‘}‘" e 0 (
95 b= 6 5 k=0 | %)
55" —(§ A5 7 k= 0,
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sono fre relte del piano 11, ¢ punti delle quali corrispondono a coniche de-
generi del tessuto invariantivo; esse sono precisamente < lati del triangolo
A, B, C,, e noi le chiameremo rette fondamentali a, b, ¢, del piano I'; a tutti
i punti di ciascuna di esse corrisponde nel piano II un solo punto che & un
vertice del triangolo 4 B C.

Se si moltiplicano insieme i1 primi membri delle equazioni (73), e si espri-
mono per mezzo dei coefficienti delle (26) le funzioni simmetriche di 4 6" 6"
che compaiono nel prodotto, si trova (a meno di un fattore) il discriminante
(36); cost pure moltiplicando 1 primi membri delle (73") si giunge al discri-
minante (35).

VIII. Rappresentazione di alcune fra le pit notevoli coniche
invariantive.

Dati nel piano I due punti M, N rappresentativi di due coniche del si-
stema M, N, vogliamo vedere come si costruiscano i punti che rappresentano
le pit notevoli tra le loro coniche invariantive. Per le costruzioni che vogliam
fare si pud supporre, senza ledere la generalitd, che M ed N siano le due
coniche di date equazioni @,®=0, b,*=0; perche c¢id equivale a prendere
nel piano IT come triangolo coordinato, quello di cui due vertici sono i punti
M, N ed il terzo vertice & il punte F rappresentativo della cenica F, i cui
punti proiettano armonicamente le due coniche M ed N; ed a prendere nel
piano IT' come triangolo coordinato, quello di cui due vertici sono i punti M’
N’ ed il terzo vertice & il punto T’ rappresentativo della conica 7, le cui tan-
genti tagliano armonicamente le coniche M ed AL

LA comiea I — Llequazione I, l; — l,2 =0 & verificata dalle coordinate
(71) dei punti 4, B, C e perd rappresenta ne] piano II una conica circoscritta
al triangolo fondamentale 4 B C; questa conica tocca inoltre i lati M F, N F'
del triangolo coordinato rispettivamente nei punti M, N. Di qui segue che la
conica F 1 cui punti proiettano armonicamente due coniche M, N del sistema
& rappresentata dal polo della retta M N rispetto alla conica A BCMN.

Ls comea 7. — Dualmente nel piano I’ la conica 7' di equazione
u.2 =0 & rappresentata dal polo 7" della retta M’ N’ rispetto alla conica
A"B C'M' N'. Passando dal piano I' al piano IT colla trasformazione qua-
dratica, si ha che la conica T le cui tangenti tagliano armonicamente due
coniche M, N & rappresentate dal quarto punto, in cui si tagliano le due
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coniche circoscritte ad ABC e tangenti alla retta MN Uuna in M e Ualtra
in N, le quali coniche del piano IT hanno per equazioni:

A2l12+8®2l1Z2+3®glge+Ail2l3:=O ;

74

AP+ 30,10+ 30,02 4+ 4,0, =0. ) (T4)
Le coordinate del punto T sono (-3;195, —1, _3_9_‘)
2 Ay

LE CONICHE ARMONICAMENTE ISCRITTE O CIRCOSCRITTE AD UNA CONICA DATA DEL
sIsTEMA. — Se una conica R(/, I, [;) & armonicamente circoscritta ad una co-

nica S(2, 2 1), si ha:
AL (A0, +20,X, 46,2,
+  L[24.6:;X,+ (36,0, + A, 4,)7 .+ 24,0,%] 2 (751
+ A LON 20,14 4:25) = 0. )
Infatti ponendo per brevitd

S J—
Py =

Al a? + lzfoc2 -+ '3‘ Al by

R

U == Wttt A 2% ul 4 W augd
la condizione perché la conica R sia armonicamente circoscritta ad § &:

0=rs =2 ALat+ LI+ 2 ALbs,

donde si deduce la (75), osservando che si ha:
4 = a7+ 2020y F 4K,
[2 =00 4230, + 24,
bt = b2N, 4 2b2), + b i,

e tenendo presenti le (5), (6), (1b).

Se la conica R & variabile, e la conica § & fissa, la equazione (75) rap-
presenta nel piano IT una retta, e precisamente la polare del punto S rispetto
al triangolo A BC, come si dimostra facilmente sostituendo a 2y 2, ' le loro
espressioni (34') per mezzo di 7, I, I';, e ricordando che l'equazione del trian-
golo ABC & D=0, [denotando per brevita con D l'espressione (36)].

Dunque le conicke del sistema armonicamente civcoscritte ad una conica §
formano un fascio, rappresentato nel piano W dalla retta polare di S rispetio
al triangolo fondamentale.
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Se nell’equazione (75) si sostituiscono invece ad I, 1, I, le loro espressioni
(33') per mezzo di 7, %, %, e si osserva che essa rappresenta allora nel piano
' la conica polare del punto S’ rispetto al triangolo 4,B,C,, la cui equa-
zione & A = 0 [denotando per brevitd con A la espressione (35)], si conchiude
che le coniche del sistema armonicamente circoscritte ad ung conica § sono
rappresentate in I dai punti della conica polare di S’ rispetto al triangolo
fondamentale.

Dualmente le coniche del sistema armonicamente iscritle in una conica R
formano una schiera, e sono rappresentate sul piano I dai punti della conica
polare di R rispetto al triangolo fondamentale A BC, e sul piano ' dai punti
della retta polare di R’ rispetto al triangolo fondamentale A, B, C,.

Data una conica I del sistema, ve ne sono due involutorie con essa, e
precisamente quelle rappresenfate in 11 (o II') dai punti, ove si tfagliano la
retta e la conica polari di R (o R') rispetto al triangolo fondamentale.

ILA CONICA COMBINANTE, E LE DUE CONICHE INVOLUTORIE D'UN FASCIO 0 D’ UNA
scuiera. — Considerando un fascio di coniche invariantive rappresentato sul
piano 11 da una retta p, il polo P della retta p rispetto al triangolo fonda-
mentale rappresenia la conica combinante del fascio, perchd questa, come ab-
biamo visto, & armonicamente iscritta a tutte le coniche del faseio. I punto P

&y
P A
FT. Di qui segue, che se si considerano due coniche qualunque di un fascio,
e le due coniche, Puna luogo dei punti che le proiettano armonicamente, Ualtra
inviluppo delle retie che le tagliano armonicamente, ¢l luogo delle quaterne di
punti secondo cui queste due ultime si tagliano & la conica combinante del
Jfascio.

Le due coniche involutorie del fascio sono rappresentate sul piano T dai
due punti Q, R di p, che sono gli Hessiani dei tre punti, in cui la retta p
taglia il triangolo fondamentale. Per costruire i punti @, R basta ricordare,
che le coniche involutorie del fascio sono involutorie colla conica combinante,
e quindi si troverd il polo P della retta p rispetto al triangolo A BC, e poi
del punto P si prenderd la conmica polare = rispetto allo stesso triangolo; i
punti ove questa conica taglia la retta p saranno i punti domandati. Il trian-
golo PQR & tale che ogni lato & la retta polare del vertice opposto rispetto
al triangolo fondamentale.

Allo stesso modo si costruiscono nel piano II' i punti che rappresentano la
conica combinante e le due coniche involutorie di una schiera. Volendo re-

[in virth della (43)] ha per coordinate (—3—2— » —1 ) e perd cade sulla retta
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stare sul piano TI, osserviamo anzitutto che le coniche della schiera sono rap-
presentate dai punti d’una conica =, circoscritta al triangolo A BC, e poi ri-
cordiamo che la conica combinante & armonicamente circoscritta a tutte le
coniche della schiera, ed & percid rappresentata da un punto, in cui devono
concorrere le rette polari di tutti i punti di = rispetto al triangolo 4 B C; con-
cluderemo ehe ¢l polo P della conica = rispetto al triangolo A B C corrisponde
alla conica combinante della schiera, rappresentata sul piano 11 dally conica .
Se poi del punto P si prende la retta polare rispetio ad A BC, questa tuglia
la conica n in due punti Q, R, che rappresentano le coniche involutorie della
schiera.

CoxicEE Brravaenti, — La condizione (56) o (57), perche due coniche del
nostro sistema invariantivo siano bitangenti, fa vedere che « due coniche bi-
tangenti corrispondono sia nel piano 11, sia nel piano I, due punti allineati
con uno dei tre punti fondamentali.

Quindi date due coniche 3, N le 6 coniche invariantive bitangenti ad
entrambe sono rappresentate dai punti in cui i raggi proiettanti 4, B, C da
M tagliano i raggi proiettanti 4, B, C da N.

In generale in un fascio di coniche invariantive ve ne sono tre bitangenti
ad una conica invariantiva M qualunque; ed i punti del piano II che le rap-
presentano si ottengono proiettando i punti 4 BC dal punto M sulla retta p
che corrisponde al fascio. Se in particolare si prende come centro di proiezione
il polo P della retta p rispetto al triangolo fondamentale, la terna di punti
proiezione forma (come & facile a dimostrare) il covariante cubico della terna
di punti, in cui la retta p taglia il triangolo 4 BC, e rappresenta la terna di
coniche bitangenti alla conica combinante del fascio.

Conionr porar: rEcIPROCHE. CoxnicHE covtveate. — Avendo visto che quatiro
coniche coniugate sono due a due bitangenti, e cosi pure sono due a due bi-

tangenti le quattro coniche, rispetto a cui due coniche del sistema sono polari
reciproche I'una dell’altra, segue che o fuli gruppi di quatiro coniche corri-
spondono sia nel piano 11, sia nel piano 1T, quadrangoli che hanno per triun-
golo diagonale il triangolo fondamentale. Quindi due coniche coniugate sono
rappresentate da due punti, la cui retta va ad uno dei vertici del friangolo
fondamentale, ed & divisa armonicamente da questo vertice e dal lato opposto (¥).

(*) Cosl, data una conica M, si trovano facilmente le tre coniche del sistema N, p, @
coniugate con essa; e si osserva che il quadrangolo M N P Q (ovvero M'N'P' (') ha il
triangolo fondamentale per triangolo diagonale. Donde si conchiude che le coniche N, P, @
sono due a due coniugate fra loro,
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Date due coniche M, ¥ per costruire i quattro punti rappresentativi delle
quattro coniche, rispetto a ciascuna delle quali quelle sono polari reciproche,
basta osservare che questi quattro punti sono quelli comuni alle due coniche
del piano II (o II') di equazioni (52) [o (48)], e che queste coniche hanno en-
trambe il triangolo A B C [ovvero 4,B,C,] come triangolo autoconiugato, c
toceano inoltre la retta MN (ovvero M'N') I'una in M (o M") e Palira in
N (o N').

Di qui segue pure la costruzione del punto, che rappresenta la conica
polare di 3 rispetto ad A% Si considera il fascio di coniche, che hanno il
triangolo fondamentale come triangolo autoconiugato e passano per N, a quella
che passa per M si tira la tangente in questo punto, questa retta & toccain
da un’altra conica del fascio considerato, ed il punto di contatto & il punto
domandato.

I quattro vertici d’un quadrangolo, che abbia il triangolo fondamentale
per triangolo diagonale, rappresentano un gruppo di quatiro coniche del nostro
sistema, rispetto a ciascuna delle quali infinite coppie di coniche sonmo polari
reciproche; per avere i due punti, che rappresentano una di queste coppie,
basta circoscrivere due coniche qualunque a quel quadrangolo e prendere i due
punti di contatto su d’una loro tangente comune. E di qui si deduce che le
quattro coniche, rispetto a ciascuna delle quali due coniche sono poluri reci-
proche fra di lovo, formano une qualerna armonicd.

IX. Realitd delle coniche invariantive.

Ci proponiamo ora di studiare se ncl sistema di coniche invariantive ve
ne siano di quelle imaginarie, ed a quali punti del piano rappresentativo {11
o II') esse corrispondano, supposto che le equazioni delle coniche €, e C, ab-
biano coefficienti reali, e che reali siano 1 valori dei parametri /, I, I; e 2, 2, %.

Bisognera distinguere tre casi, secondoch® I'equazione di 3.° grado (26)
ha radici veali e distinte, radici reali ed uguali, o radici imaginarie.

Se P'equazione (26) ha radici immaginarie, il triangolo autoconiugato ri-
spetto a tutte le coniche invariantive ha di reale soltanto un lato ed 1l vertice
opposto, e perd due coniche qualunque hanno due punti comuni reali, ed esse
sono tutte reall.

Se I'equazione (26) ha radici uguali, e le coniche C, e C, si toccano in
un punto, tutte le coniche invariantive si toccano in quel punto e sono reali;
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se poi le coniche C, e C, sono bitangenti, le coniche invariantive formano un
fascio-schiera di coniche bitangenti.

B sovratutti notevole il caso in cui le radici della equazione di 3.° grado
(26) sono reali e distinte. Qui giova premettere aleune considerazioni.

I punti e le rette fondamentali del piano rappresentativo, essendo reali e
distinti, formano un triangolo. Questo determina nel piano quatiro regioni, che
sono: la porzione finita di piano limitata dalle tre rette (superficie del trian-
golo) e le tre porzioni infinite, occupate ciascuna da un angolo del triangolo e
dal suo opposto al vertice foltane la superficie del triangolo. Dal punto di vista
proieitivo, queste quattro regioni hanno la stessa importanza (¥).

Considerando la retta come una linea rientrante (all’infinito), due punti 4
e B di essa ne limitano due segmenti; fissata una direzione sulla retta, tali
segmenti si possono indicare con 4 B e B A, intendendo che il primo sia quello
percorso da un punto, il quale muovendosi nel senso prestabilito va da 4 in B;
e che il secondo sia quello percorso da un punto, il quale muovendosi ancora
nello stesso senso va da B in 4.

Cid posto, le quattro regioni, in cui un piano & diviso da un triangolo
ABC, st determinano proiettivamente come segue. Si fissa su di un lato, ad
cs. A B, una direzione, e si considerano i due segmenti A B, B A4 limitati
dai vertici 4 e B; dal terzo vertice € si proietta un punto mobile A che per-
corre uno dei segmenti 4 B o BA4; sul raggio proiettante, che rota intorno
a C, si fissa una direzione e si considera costantemente I'uno o l'altro dei
due segmenti CM, M C. Allora le quattro regioni in discorso sono: una de-
scritta da CM mentre M percorre 4 B, un’altra descritta da CM mentre M
percorre B A, una terza descriita da M C menire M percorre B4, ed una
quarta descritta da M C mentre M percorre 4 B.

Chiamando conforno d’una regione la spezzata che la limita, e che & for-
mata da segmenti presi sulle tre rette date, & facile vedere che una refta qual-
siasi del piano (non passante per un vertice) o non atlraversa il contorno d’una
regione o lo attraversa in due punti.

Si consideri ora una conica circoscritta al triangolo, sopra ogni lato si
hanno due segmenti, I'uno interno e altro esterno alla conica. Se si proietta
il segmento interno d’un lato dal vertice opposto, e del raggio proiettante si
considera il segmento che & pure interno alla conica, quest’ultimo segmento
descriverd una delle quattro regioni del triangolo, e i punti di questa saranno
tutti interni alla conica.

{¥) Cr. Sravpr, Geometrie der Lage, N. 173
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Se un triangolo & iscritto in wuna conica, una retta qualsiasi (che non
passi per un vertice) ne taglia i lati in tre punti, ¢ quali sono o tutti tre esterni
alla conica, ovvero due interni ed uno esterno. Questa proprietd si dimostra
facilmente, considerando quella delle quattro regioni determinate dal triangolo,
che & tutta interna alla conica, e ricordando che una retta qualsiasi o non ne
attraversa il contorno, o lo attraversa in due punti. Vogliamo dimostrare la
stessa proprietd anche analiticamente.

Sia a,* =0 P'equazione della conica, ed A=(aa'a") il suo discriminante.
Siano poi p(p. p: Ps)y 9(q: G gs) 7(r 12 7) 1 vertici d'un triangolo iseritto nella
conica, si avra:

apt==0, at =0, a,’ =0, {pgr)z 0, ()
si prendano poi tre punti z, y, 2 sui tre lati
xi=q; 4 Lt;, Yi=r; -+ ups, Zi=pP; + v (t=1, 2, 3);
se questi tre punti sono in linea retta, si ha:
(@y2) =(pgr){l 4+ ru] =0,

donde:
hpy = —1.

Si considerino ora le quantita Aa,? 4a,? Aa.® le quali coi loro segni fanno
conoscere, se 1 punti o, 7, 2 siano interni o esterni alla conica; in virtd delle
() st ha:
U =200, %,  @=2a.ap p, @°=20,0a, v,
donde:
Aag Aoy -dat=—84 aga, a',dp-a"pad’y.

Ed ora dalla identita

2
ap tp Oy apts
’ r ’ ! ! ;
Uply 4 Ugle |.

: 1 r " r " oa
L odpal. dyad’, d f

(na'a"y¥(pgrye =06

in virtd delle (a), si ha:

12aga, - 0'p-a"pa" g = A(pgr),

per cui
4 .
dag® - Aay? Aa® = — A (pgr),

e quindi le tre quantitd 4 «.’, 4a,*, Aa.® devono essere o tutte tre negative,



192 Gerbaldi: Sul sistema di due coniche.

ovvero una negativa e due positive; e di qui segue che i punti z, ¥, # sono
o tutti tre esterni alla conica, ovvero uno esterno e due interni.

Premesse queste cose, ritorniamo allo studio delle comiche invariantive
nel caso in cui le radici della equazione (26) sono reali e distinte. Ad un
fascio di coniche preso in questo sistema corrisponde nel piano II una retta p;
le coniche degeneri del fascio sono rappreseniate dai punti ove la retta p
taglia il triangolo fondamentale 4 B C, e perd hanno parametri reali; per con-
seguenza 1 quaitro punti base del fascio sono tutti quattro reali o tutti quattro
imaginarii. Per decidere quale di questi due casi si verifica, si formi il primo
membro del’equazione tangenziale d’una conica del fascio, poi dati alle coor-
dinate variabili u, u, u, tre valori reali ad arbiirio, si sostituiscano al para-
metro variabile del fascio uno alla volta i parametri delle tre coniche degeneri.
I risultati delle tre sostituzioni, come ho dimostrato in aliro luogo (*), sono
tutti tre negativi, ovvero uno negativo e due positivi, ed i quattro punti base
del fascio sono tutti reali nel 1.° caso, e tutti imaginarii nel 2.° caso. Denotando
con U, U, U, i valori che assumono i polinomii U, U, U, quando si danno
alle variabili #; w, w, tre valori reali fissati ad arbitrio, dovremo dunque so-
stituive in

(D(li A la) == % (4. 12 430,00 4+ )+ Uz(lt l,— 222) + jjii (A, 2+ 30,11, 4y
ad 1, I, I; le coordinate dei punti ove la retta p taglia il triangolo ABC, ¢
conchiudere che i punti base del fascio sono reali quando i corrispondenti
valori di @ son tutti negativi, e tutti imaginarii, quando i corrispondenti valori
di ® sono uno negativo e due positivi. In altri termini, osservando che Ve-
quazione ®(l, [, ;)=0 rappresenta nel piano IT una conica circoseritta al trian-
golo A BC, possiamo conchiudere, che ¢ punti base del fuscio di coniche in-
raviantive rappresentato dalle retle p sono tutli reali o tulti imaginari,
secondo che 4 tre punti, in cui la retta p taglia il triangolo fondamentale,
sono rispettivamente tutli tre esterni, ovvero due interni ed uno esterno alla co-
wice O, 1, I;)=0 (**). Ancora, considerando nel piano II quella tra le regioni

(*} Per quanto fu sopra dimostrato, non possono mai presentarsi i casi, che i tre punti,
in eni la retta p taglia il {riangolo fondamentale, siano {utti {re interni, ovvero due esterni
ed uno interno alla coniea ®(7, 1, 1,)=0.

(¥*) Sulla realitd dei punti e delle tangenti comuni a due coniclke. Readiconti del
Cireolo Matematieo di Palermo, T. I, pag, 327-338.
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determinate dal triangolo 4 BC, che & tutta interna alla conica ®(7, 1, 1;) =0
e che noi chiameremo regione ideale del piano 11, possiamo conchiudere che:
se la refta p non attraversa la regione ideale del piano II, i punti base del
fascio sono tutti reali, e i punti di p corrispondono tutti o coniche reali; se
poi la retta p attraversa la regione ideale del piano T i punti base del fascio
sono tutti imaginarii. In questo secondo caso non pid tutti i punti di p corri-
spondono a coniche reali del sistema. Siano allora D, E i punti, in cui la
retta p attraversa la regione ideale di II, ed F' il terzo punto in cui p seca
1l triangolo 4 B C; le coordinate dei punti D, E sostituite nel polinomio @ lo
rendono positivo, le coordinate del punto F invece lo rendono negativo; i punti
D, E rappresentano le due coppie di rette imaginarie del fascio, ed il punto
F' rappresenta la coppia di rette reali. Un punto M di p allora corrispondera
rispettivamente ad una conica imaginaria, ovvero ad una conica reale, secondo
che M ed F separano o non separano 1 punti D ed E (*), ciod secondochd il
punto M & interno od esterno alla regione ideale. Dunque ¢ punti inferni alla
regione ideale del piano T1 corrispondono a coniche invariantive imaginarie, ed
¢ punti esterni alla regione ideale corrispondons a coniche reali; 1 punti che
stanno sui lati del triangolo fondamentale rappresentano coniche degenerate
in coppie di rette imaginarie o reali, secondochd quelli appartengono o no al
contorno della regione ideale.

Analogamente, nel piano IT' il triangolo fondamentale 4, B, C, determina
quattro regioni, una di queste, che chiameremo regione ideale & tutta interna
alla conica

W0ded) = i% (A4 38,2k - ) Kb do— D) - gf (Aeh -+ 30,205 ).

I punti interni alla regione ideale del piano T ed ¢ punti del suo con-
torno corrispondono alle coniche imaginarie del sistema, ed i punti estern:
corrispondono alle cowiche reali. Se si prende nel sistema una schiera di co-
niche, le quattro tangenti comuni sono tutte imaginarie o tutte reali, secondoche
la retta q che rappresenta la schiera attraversa o no lo regione ideale del
piano 11

Dalle cose precedenti segue evidentemente che nella trasformazione qua-
dratica tra i piani Il e I ai punti della regione ideale dell’uno corrispondono
1 punti della regione ideale dell altro.

*) Per la dimostrazione, vedasi la mia Nota citata, pag. 385,
s ; Pag

[}
W
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Date due coniche del sistema col mezzo dei punti M, N nel piano rap-
presentativo II, non solo si riconosce facilmente la realith dei punti comuni
coll’osservare se la retta M N attraversa o no la regione ideale del piano IT,
ma si riconosce ancora facilmente la realith delle tangenti comuni, senza ri-
correre ai punti M’, N' rappresentativi delle stesse coniche nel piano II'. Siano
D, E, F ipunti, in cui la retta M N taglia i lati del triangolo A BC. I pa-
rametri delle coniche degeneri del fascio determinato dalle coniche M, N sono
le coordinate dei punti D, E, F' della retta M N, quando su questa si pren-
dano come punti fondamentali i punti M ed N; e quindi, se quei tre para-
metri hanno lo stesso segno, i punti M N non sono separati dai punti D, E, F,
se poi quei tre parametri non hanno lo stesso segno, i punti M, N sono se-
parati da due dei tre punti D, E, F. Cid posto, ricordando 1l teorema dimo-
strato nella mia Nota citata, pag. 336, e quanto abbiamo detto sopra, possiamo
formare il quadro seguente:

I. M ep N wox soxo sgparati DA D, E, F.
1.° La retta MN non attraversa la regione ideale.
Le due coniche sono reali, ed hanno reali tutti i punti e tutte le fan-
genti comuni.
2.° La retta MN attraversa la regione ideale, ed i punti MN sono
entrambs esterni a questa regione.
Le due coniche sono reali, ed hanno imaginarii sia i punti sia le tangenti
comuni.
3.° La retta MN attroversa la regione ideale, ed ¢ punti M N sono
entrambi interni ¢ questa regione.
Le coniche sono tutte due imaginarie.
IL. M ep N soxo separami pa D, K, F.
4.° La retta M N non attraversa lu regione ideale.
Le due coniche sono reali, ed hanno reali i punti comuni ed imaginarie
le tangenti comuni.
5.° La retta MN attraversa le regione ideale, ed i punti M, N sono
entrambs esterni a questa regione.
Le due coniche sono reali, ed hanno imaginarii i punti comuni, e reali
le tangenti comuni.
6.° La retta MN attraversa la regione ideale, ed ¢ punti M, N sono
Puno inferno Ualtro esterno a questa regione.
Le due coniche sono I'una reale e I’altra imaginaria.
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Per mezzo delle considerazioni che precedono riesce facile ogni questione
che riguardi la realith di coniche invariantive.

Noi c¢i limiteremo qui ad osservare che una retta attraversa tre delle
quattro regioni determinate da un triangolo, e che il polo di essa rispetto al
triangolo cade nella regione non attraversata, e, distinguendo se una retta del
piano II attraversa o no la regione ideale, ne dedurremo che in un fuscio di
coniche, di cui © quattro punti base sono imaginarii, la conica combinante @
reale; ed in un fascio di cowiche, di cui i quattro punti base sono reali, la
conica combinante ¢ imaginaria (¥).

Accenneremo da ultimo al casi di realith delle quattro coniche, rispetto
a ciascuna delle quali due coniche date C, e C, sono polari reciproche fra di
loro, e che sono rappresentate nel piano Il dai punti comuni alle coniche di
equazioni (52). Gli invarianti A4',, ©',, 0, A, di queste sono:

,£=W6A;Agg, (")’1 ::“"'6.(41442(92?
@’zzwﬁA,Ag@” Afgm“‘BAigAg?

per guisa che l'equazione di 3.° grado, da cui dipende la ricerca dei punti
comuni alle eoniche (52) si riduce alla (26).

Quindi, se le coniche C, e C, hanno soltanto due punti comuni reali ,
anche le coniche (52) del piano I hanno soltanto due punti comuni reali, i
quali, essendo allora R >0, rappresentano coniche invariantive reali.

Se poi i punti comuni a C, e C, sono tutti quattro reali o tutti quattro
imaginarii (B <0, nel qual caso le radici della (26) sono tutte reali), mediante
le (54) si vede facilmente che i punti comuni alle coniche (52) sono tutti ima-
ginarii, quando le radici della (26) non sono tutte dello stesso segno, e sono
tutti reali, quando le radiei della (26) sono tutte dello stesso segno. In que-
st’ultimo caso ricordiamo che i punti comuni alle coniche (52) formano un
quadrangolo reale, che ha il triangolo fondamentale per triangolo diagonale,
e perd in ognuna delle quatiro regioni determinate da questo triangolo cade
uno di quei quattro punti; e cosl sapremo che tre di essi rappresentano co-
niche reali ed uno rappresenta una conica imaginaria,

Finalmente se le coniche C, e C, si toccano (R == (), anche le coniche
(52) st toceano.

(*) Cfr. G. Sronza, Condizione geometrica per la realitd dei punti e delle tangenti
comuni @ due coniche. Rendiconti del Cireolo Matematico di Palermo, T. II, pag. 172-175.
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Le quattro coniche rispetto a ciascuna delle quali le due coniche C, e C,
sono polari reciproche fra loro sono dunque:

1.° due reali e due imaginarie (a coefficienti imaginarii), se C, e C,
hanno due soli punti reali in comune;

2.° tutte imaginarie (a coefficienti imaginarii), se C, e C; hanno i quattro
punti comuni reali, e le quattro tangenti comuni imaginarie, ovvero i quattro
punti comuni imaginarii e le quattro tangenti comuni reali, ovvero se le co-
niche C, e C, sono 1'una reale e !'altra imaginaria;

3.° tre reali ed una imaginaria (a coefficienti reali), se C, e C, hanno
reali tutti i punti e tutte le tangenti comuni, ovvero se C, ¢ C, hanno ima-
ginarii tutti i punti e tutte le tangenti comuni, essendo perd C, e C, entrambe
reali, o entrambe imaginarie;

4.° due coincidenti, se le coniche C, e C; si toccano.

Roma, gingno 1889,

ERRATA CORRIGE.
Pag. 162 lin. 4 o2 agt
» 1680 » 1 iseritta circoseritia
» 160 » 2 circoscritta iscrilta
» 171 » 17 circoseritta seritia

» 171 » 22 iscritta circoscritta,
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